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Интегро-дифференциальные уравнения,
инвариантные относительно групп Галилея,
Пуанкаре, Шредингера
и конформной группы
В.И. ФУЩИЧ, Н.А. СЕЛЕХМАН

An explicit form of integro-differential equations invariant with respect to the G(1, n),
P (1, n), Sch(1, n) and C(1, n) groups is obtained.

Симметрийные свойства интегро-дифференциальных уравнений почти совер-
шенно не изучены [1]. В работе [2] поставлена задача об описании интегро-диф-
ференциальных уравнений вида

(Lϕ)(x) + λ

∫
Rn+1

K(x, y, ϕ(y)) dy = 0 (1)

инвариантных относительно групп Галилея G(1, 4), Пуанкаре P (1, n), Шредингера
Sch(1, n) и конформной группы C(1, n), где L — дифференциальный оператор, K
— функция класса C1 по всем переменным.
В настоящем сообщении найдены явные выражения для K(x, y, ϕ(y)), при ко-

торых уравнение (1) инвариантно относительно перечисленных групп.
Примем следующие обозначения и соглашения: алгебры перечисленных групп

обозначаются теми же символами, что и группы; по повторяющимся индексам
подразумевается суммирование от 0 до n, x = (x0, x1, . . . , xn), y = (y0, y1, . . . , yn),
z = (x− y), dy = dy0 ∧ dy1 ∧ . . . ∧ dyn, r2 = zµzµ, pµ = igµν∂/∂xν , p̃µ = igµν∂/∂yν ,

�p 2 =
n∑

i=1

pipi и т.д., +⊃ — символ полупрямой суммы алгебр Ли; ϕ∗ — функция,

комплексно сопряженная к ϕ.
Рассмотрим уравнение (1) с дифференциальным оператором Даламбера

(
p2
0 − �p 2

)
ϕ(x) = λ

∫
Rn+1

K(x, y, ϕ(y))dy. (2)

Теорема 1. Уравнение (2) инвариантно относительно следующих алгебр:
1) алгебры P (1, n), если K = (r2, ϕ).
2) алгебры P̃ (1, n) = P (1, n)+⊃ D, если

K = F1 (ϕ|rα) rsϕκ , ακ = α − s − n − 3,

D = D1 = xµpµ + yµp̃µ + iα
(
ϕ(x)∂ϕ(x) + ϕ(y)∂ϕ(y)

)
или

K = F2 (exp(ϕ)|rα) r−(n+3), D = D2 = xµpµ + yµp̃µ + iα
(
∂ϕ(x) + ∂ϕ(y)

)
,
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α, s — произвольные действительные числа, F1, F2 — произвольные дифферен-
цируемые функции.

3) алгебры C(1, n), если K = r−(n+3)ϕ(y).
Доказательство. Изучение групповых свойств уравнения (1) методом [3] сводится
к исследованию следующих дифференциальных форм:

Ω = db0dx1 . . . dxn + db1dx0dx2 . . . dxn+
+ · · · + (−1)n+1dbndx0dx1 . . . dxn−1 + λKdy ∧ dx,

Ω1(x) = dϕ(x) − bµdxµ, Ω1(y) = dϕ(y) − b̃µdyµ,

Ω2(x) = dΩ1(x), Ω2(y) = dΩ1(y).

Здесь db0dx1 . . . dxn ≡ db0 ∧ dx1 ∧ . . . ∧ dxn, ∧ — знак внешнего произведения.
Условие инвариантности форм {Ω,Ω1(x),Ω1(y),Ω2(x),Ω2(y)} состоит в следу-

ющем:

LXA
Ω1(x) = hA

1 Ω1(x), LXA
Ω1(y) = h̃A

1 Ω1(y),

LXA
Ω2(x) = hA

2 Ω2(x) + Ω1(x) ∧ ωA, LXA
Ω2(y) = h̃A

2 Ω2(y) + Ω1(y) ∧ ω̃A,

LXA
Ω = hAΩ + Ω1(x) ∧ ωA

1 + Ω1(y) ∧ ω̃A
1 + Ω2(x) ∧ ωA

2 + Ω2(y) ∧ ω̃A
2 .

(3)

Здесь LXA
— производная Ли вдоль поля XA; hA, hA

1 , h̃A
1 , hA

2 , h̃A
2 , ωA, ω̃A, ωA

1 ,
ω̃A

1 , ω
A
2 , ω̃

A
2 — неизвестные пока дифференциальные формы соответствующих сте-

пеней,

XA = ξµ
A∂xµ

+ τµ
A∂yµ

+ ηA∂ϕ(x) + η̃A∂ϕ(y) + ηµ
A∂bµ

+ η̃µ
A∂b̃µ

. (4)

Индекс A указывает алгебру, к которой принадлежит оператор XA.
Из условия (3) следует, что функция K должна удовлетворять уравнению

ξµ
AKxµ

+ τµ
AKyµ

+ η̃AKϕ(y) + ∂yµ
(τµ

A)K = hAK,

причем hP (1,n) = 0, hD1 = β − 1, hD2 = −2, hC̃(1,n) = −(n + 3)αµxµ, C̃(1, n) —
алгебра собственно конформных операторов Kµ, αµ ∈ R1, Kxµ

= ∂xµ
K, Kϕ = ∂ϕK

и т.д.
Условия на функцию K, при которых уравнение (2) инвариантно относительно

P (1, n), P̃1(1, n), P̃2(1, n), C(1, n) таковы:

P (1, n) cµνzνKzµ
= 0, c0a = ca0, cab = −cba, a, b = 1, n,

P̃1(1, n) (d1zµ + cµνzν)Kzµ
+ d1βϕKϕ = d1(β − n − 3)K,

P̃2(1, n) (d2zµ + cµνzν)Kzµ
+ d2αKϕ = −d2(n + 3)K,

C(1, n) (α, x + y)rΦr + 2β(α, y)Φϕ · ϕ+
+[s(α, x + y) + 2βκ(α, y) + 2(n + 1)(α, y) + (n + 3)(α, x)]Φ = 0,

K = Φ
(
ϕ|rβ

)
rsϕκ , β = −(n − 1).

Здесь (α, x) = aµxµ и т.д. Легко убедиться, что решением этих уравнений являю-
тся функции, указанные в теореме. Теорема доказана.

Следствие 1. Все конформно инвариантные уравнения вида (2) являются линей-
ными уравнениями.
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Приведем далее несколько теорем, доказываемых точно так же, как и теорема 1.

Теорема 2. Максимальной алгеброй инвариантности (в смысле С. Ли) уравне-
ния (

p2
0 − �p 2

)
ϕ(x) + λ1ϕ

n+3
n−1 + λ2

∫
Rn+1

r−(n+3)ϕ(y) dy = 0 (5)

является алгебра C(1, n). Уравнение (5) единственное C(1, n)-инвариантное
уравнение в классе уравнений вида

(
p2
0 − �p 2

)
ϕ(x) + λ1F

(
ϕ,

∂ϕ

∂xµ

)
+ λ2R

(
ϕ,

∂ϕ

∂xµ

) ∫
Rn+1

K(x, y, ϕ(y)) dy = 0.

Рассмотрим уравнение вида (1) с дифференциальным оператором Шредингера(
p0 − �p 2

2

)
Ψ(x) = λ

∫
Rn+1

K (x, y,Ψ(y),Ψ∗(y)) dy. (6)

Теорема 3. Уравнение (6) инвариантно относительно следующих алгебр:

1) алгебры G(1, n), если K = exp
(

i�z 2

2z0

)
Φ(z0,ΨΨ∗)Ψ;

2) алгебры G̃(1, n) = G(1, n)+⊃ D, если

K = exp
(

i�z 2

2z0

)
z
−(n+4)/2
0 Φ1(ΨΨ∗|zα

0 )Ψ,

D = D1 = 2x0p0 − xipi + 2y0p̃0 − yip̃i + iα
(
Ψ(x)∂Ψ(x) + Ψ(y)∂Ψ(y)

)
,

α ∈ R1; Φ1, Φ2 — произвольные дифференцируемые функции;
3) алгебры Sch(1, n), если

K = exp
(

i�z 2

2z0

)
z
−(n+4)/2
0 Ψ(y).

Теорема 4. Максимальной алгеброй симметрии (в смысле С. Ли) уравнения(
p0 − �p 2

2

)
Ψ(x) + λ1(ΨΨ∗)2/nΨ(x) = λ2

∫
Rn+1

exp
(

i�z 2

2z0

)
z
−(n+4)/2
0 Ψ(y) dy (7)

является алгебра Sch(1, n). Любое уравнение вида(
p0 − �p 2

2

)
Ψ(x) + λ1F (Ψ,Ψ∗,Ψxµ

)+

+λ2R(Ψ,Ψ∗,Ψxµ
)
∫

Rn+1

K (x, y,Ψ(y),Ψ∗(y)) dy,

допускающее группу Sch(1, n), приводится к (7) неособой локальной заменой
переменных.
Следствие 2. Уравнения вида (6), допускающие группу, являются линейными
уравнениями.
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Замечание. Укажем преобразования, с помощью которых можно непосредственно
проверить приведенные выше утверждения. Следующие преобразования образуют
группу C(1, 3)

{
x′

µ = xµ + bµ,

ϕ′(x′) = ϕ(x);




�x ′ = �x cos θ −
�θ(�θ�x)

θ2
(cos θ − 1) +

�θ × �x

θ
sin θ,

x′
0 = x0, ϕ′(x′) = ϕ(x);




�x ′ = �x +
�λ(�λ�x)

λ2
(chλ − 1) +

�λ

λ
x0 shλ,

x′
0 = x0 chλ +

(�x�λ)
λ
shλ;

{
x′

µ = esxµ,

ϕ′(x′) = e−sϕ(x);

{
x′

µ = (xµ − αµ(xνxν))/σ,

ϕ′(x′) = σϕ(x), σ = 1 − 2ανxν + ανανxµxµ.

Следующие преобразования образуют группу Sch(1, n)

{
x′

µ = xµ + bµ,

Ψ′(x′) = Ψ(x);




�x ′ = �x cos θ −
�θ(�θ�x)

θ2
(cos θ − 1) +

�θ × �x

θ
sin θ,

x′
0 = x0, Ψ′(x′) = Ψ(x);




�x ′ = �x + �V x0, x′
0 = x0,

Ψ′(x′) = exp

(
i(�V �x) − i

�V 2

2
x0

)
Ψ(x);

{
x′

0 = e2sx0, �x ′ = es�x,

Ψ′(x′) = e−3s/2Ψ(x);




x′
0 = x0/ω, �x ′ = �x/ω,

Ψ′(x′) = ω1/2 exp
(

i�x 2

2
a

ω

)
Ψ(x), ω = 1 − ax0.

Здесь �λ = (λ1, λ2, λ3), �θ = (θ1, θ2, θ3), (�x�λ) =
3∑

i=1

xiλi, θ2 = �θ 2, λ2 = �λ 2.

Указанные соотношения следует дополнить такими же преобразованиями для
переменной y.
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