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О новых и старых симметриях уравнений
Максвелла и Дирака ∗

В.И. ФУЩИЧ, А.Г. НИКИТИН

Физическая природа величины подчинена ее математической
форме . . . Математика любит прежде всего симметрию.

Д.К.Максвелл

Д.К. Максвеллу удалось выманить у природы в результате
одного лишь мышления такие тайны, которые лишь спустя
целое поколение удалось показать в остроумных и трудоемких
опытах.

М. Планк

Анализируются симметрийные свойства уравнений Максвелла для электромагнитно-
го поля, а также уравнений Дирака и Кеммера–Дэффина–Петье. В рамках “нелиев-
ского” подхода показано, что помимо хорошо известной инвариантности относитель-
но конформной группы и преобразований Хевисайда–Лармора–Райнича уравнения
Максвелла обладают дополнительной симметрией относительно группы U(2)⊗U(2)
и относительно 23-мерной алгебры Ли A23. Преобразования дополнительной сим-
метрии задаются нелокальными (интегро-дифференциальными) операторами. Ис-
следована симметрия уравнения Дирака в классе дифференциальных и интегро-
дифференциальных преобразований. Показано, что это уравнение инвариантно отно-
сительно 18-параметрической группы, включающей в качестве подгруппы группу Пу-
анкаре. Найдена 28-параметрическая группа инвариантности уравнения Кеммера–
Дэффина–Петье. Получены конечные преобразования из конформной группы для
безмассового поля с произвольным спином. Приведен явный вид конформных пре-
образований для электромагнитного поля, а также для полей Дирака и Вейля.

Symmetry properties of the Maxwell equation for the electromagnetic field are analysed
as well as of the Dirac and Kemmer–Duffin–Petiau one. In the frame of the non-
geometrical approach it is demonstrated, that besides to the well-known invariance under
the conformal group and Heaviside–Larmor–Rainich transformation, Maxwell equati-
ons possess the additional symmetry under the group U(2) ⊗ U(2) and under the 23-
dimensional Lie algebra A23. The additional symmetry transformations are realized by
the non-local (integro-differential) operators. The symmetry of the Dirac equation under
the differential and integro-differential transformations is investigated. It is shown, that
this equation is invariant under the 18-parametrical group, which includes the Poincaré
group as a subgroup. The 28-parametrical invariance group of the Kemmer–Duffin–
Petiau equation is found. The finite conformal group transformations for a massless
field of any spin are obtained. The explicite form of the conformal transformations for
the electro magnetic field as well as for the Dirac and Weyl fields in given.

Физика элементарных частиц и атомного ядра, 1983, 14, вып. 1, C. 5–57.
∗ Эта статья посвящена 150-летию со дня рождения Джеймса Кларка Максвелла (1831–1879).
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Введение
Исследование симметрии уравнений Максвелла имеет долгую и славную исто-

рию. Именно при изучении симметрии этих уравнений Лоренцем, Пуанкаре и
Эйнштейном были получены основные формулы релятивистской механики и эле-
ктродинамики, а последующее обобщение принципа релятивистской инвариантно-
сти на все законы физики сыграло поистине революционную роль в современном
естествознании.

Оказалось, что классические результаты Лоренца, Пуанкаре, Эйнштейна,
Бейтмена, Канингхема не исчерпывают всех свойств симметрии уравнений Ма-
ксвелла. В работах [15–27] были найдены новые группы инвариантности этих
уравнений, а также уравнений Дирака, Кеммера–Дэффина–Петье (КПД) и других
уравнений релятивистской физики. Особенностью новых групп симметрии реля-
тивистских уравнений является то, что они включают нелокальные (неточечные)
преобразования зависимых и независимых переменных и поэтому в принципе не
могут быть получены в классическом подходе Ли. Детальному анализу нелокаль-
ных симметрий посвящена [64].

В настоящей статье, являющейся в основном обзором наших работ [15–35],
в рамках единого теоретико-алгебраического похода будут получены классические
результаты симметрии уравнений Максвелла, а также установлены не известные
до недавнего времени (1974 г. [16], 1978 г. [28, 31, 32]) симметричные свойства
этих уравнений (дополнительная инвариантность относительно группы U(2)⊗U(2)
и 23-мерной алгебры Ли A23). Будут также проанализированы свойства симметрии
уравнений Дирака и КПД и найдены в явном виде конформные преобразования
для безмассовых полей с произвольным спином.
1. Прежде чем приступать к краткому изложению полученных результатов и

основных идей используемого подхода, остановимся кратко на истории вопроса о
симметрии уравнений Максвелла.

Современный вид уравнениям Максвелла придали Герц и Хевисайд. В 1893 г.
Хевисайд [1], записав их в симметричной форме, обратил внимание на то, что они
инвариантны относительно замены:

E → H, H → −E, (1)

где E и H — векторы напряженности электрического и магнитного полей. Лар-
мор [2] и Райнич [3] обобщили эту симметрию до семейства однопараметрических
преобразований следующего вида:

E → E cos θ + H sin θ, H → H cos θ − E sin θ. (2)

В конце прошлого века выдающимся норвежским математиком Ли были соз-
даны математические основы науки о симметрии дифференциальных уравнений
(ДУ). Не ставя перед собой общей задачи исследования групповых свойств ДУ,
Лоренц [4], Пуанкаре [5, 6] и Эйнштейн [7] получили один из наиболее фундамен-
тальных результатов в этой области, сыгравший революционную роль в физике.
Именно Лоренц, который не был знаком с теорией Ли, нашел линейные преобра-
зования координат и времени (и соответствующие преобразования для E и H),
оставляющие инвариантными уравнения Максвелла для электромагнитного поля
в отсутствие зарядов.



О новых и старых симметриях уравнений Максвелла и Дирака 235

Пуанкаре и независимо от него Эйнштейн показали, что и при наличии заря-
дов и токов уравнения Максвелла инвариантны относительно тех же преобразо-
ваний, если плотности токов и зарядов преобразуются соответствующим образом.
Пуанкаре впервые установил и детально изучил одно из самых важных свойств
подобных преобразований — их групповую структуру. Подчеркнем, что именно
на основе анализа свойств симметрии уравнений Максвелла в работах Лоренца,
Пуанкаре и Эйнштейна были заложены основы релятивистской теории.

В 1909 г. Бейтмен [8] и Канингхем [9] доказали, что уравнения Максвелла
инвариантны относительно нелинейных конформных преобразований, которые мо-
жно представить как произведение преобразований инверсии:

xµ → x′
µ = xµ/(xλxλ), µ, λ = 0, 1, 2, 3, (3)

сдвига x′
µ → x′′

µ = xµ − dµ и вторичной инверсии x′′
µ → x′′′

µ = x′′
µ/(x′′

λx′′λ). Канин-
гхем [9] нашел в явном виде линейные преобразования векторов E и H, которые
совместно с (3) оставляют уравнения Максвелла инвариантными.

Конформные преобразования совместно с преобразованиями Лоренца и пре-
образованиями изменения масштаба образуют 15-параметрическую конформную
группу C(1, 3). Как показано Бейтменом [8], эта группа является максимальной
точечной группой симметрии уравнений Максвелла с токами и зарядами. Отме-
тим, что группа конформных преобразований в 4-пространстве R4 была изучена
еще Ли [10].

В последнее двадцатилетие основные идеи и методы классического теоретико-
группового анализа дифференциальных уравнений получили существенное разви-
тие в работах Л.В. Овсянникова и его учеников [11–14]. Сравнительно недав-
но алгоритм Ли–Овсянникова был применен при групповом анализе уравнений
Максвелла для электромагнитного поля в вакууме [13]. В результате было уста-
новлено, что максимальной локальной группой инвариантности такого уравнения
является 16-параметрическая группа C(1, 3) ⊗ H, где H — однопараметрическая
подгруппа преобразований Хевисайда–Лармора–Райнича (2).
2. В связи с изложенным выше может сложиться впечатление, что свойства

симметрии уравнений Максвелла полностью изучены и нет никаких надежд по-
лучить какой-либо новый результат в этой области. На самом деле это не так,
поскольку уравнения Максвелла обладают скрытой (негеометрической) симметри-
ей, которая не связана с локальными преобразованиями координат [16, 28, 31].

Как отмечалось в [15–35], инфинитезимальный метод Ли позволяет обнару-
жить далеко не все симметрии, которыми обладает та или иная система ДУ.
Хорошо известным примером “нелиевской” симметрии является инвариантность
уравнения Шредингера для атома водорода относительно группы O(4), впервые
обнаруженная Фоком [36].

Чтобы уяснить себе, какие группы инвариантности ДУ могут и какие не могут
быть найдены в классическом подходе Ли–Овсянникова, рассмотрим произвольное
линейное дифференциальное уравнение

L̂(x, d/dx)Ψ(x) = 0, (4)

где L̂ — некоторый линейный оператор, Ψ — вектор-функция с компонентами
{Ψ1,Ψ2, . . . ,Ψn}, x ∈ Rn. В подходе Ли–Овсянникова инфинитезимальные опе-
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раторы группы инвариантности уравнения (9) ищутся в виде дифференциальных
операторов первого порядка:

Q̂A = ξµ
A(x,Ψ)

∂

∂xµ
+ ηk

A(x,Ψ)
∂

∂Ψk
, (5)

где ξµ
A(x,Ψ) и ηk

A(x,Ψ) — неизвестные функции, которые можно найти исходя из
требования, чтобы операторы (5) удовлетворяли условию инвариантности уравне-
ния (4):

L̂Q̂AΨ(x) = 0. (6)

Если потребовать, чтобы операторы (5) задавали базис конечномерной алгебры
Ли, то функции ξµ

A(x,Ψ) и ηk
A(x,Ψ) должны удовлетворять некоторым дополни-

тельным условиям, которые вытекают из соотношений

[Q̂A, Q̂B ] = ifABCQ̂C , (7)

где fABC — структурные константы. Совокупность операторов, удовлетворяющих
условиям (6) и (7), будем называть алгеброй инвариантности (АИ) уравнения (4).

Очевидно, что подход Ли–Овсянникова не позволяет найти все возможные АИ
заданного дифференциального уравнения, поскольку на базисные элементы АИ
накладывается априорное требование принадлежности классу дифференциальных
операторов первого порядка*. Из сказанного ясно, что постановку задачи об ис-
следовании алгебраических свойств ДУ можно существенно обобщить, если ра-
сширить класс искомых операторов Q̂A, удовлетворяющих (6), (7). Например, мо-
жно искать алгебру инвариантности ДУ в классе дифференциальных операторов
второго порядка или даже интегро-дифференциальных операторов. Именно таким
путем были найдены новые АИ уравнений Дирака [15–19], Максвелла [16, 28, 31,
32] и многих других уравнений квантовой механики [15–35]. Такие алгебры инва-
риантности, называемые ниже негеометрическими, соответствуют нелокальным
преобразованиям зависимых и независимых переменных и поэтому не порождают
локальных групп Ли.

Не будем здесь касаться широкого круга вопросов, которые связаны с дина-
мической симметрией физических систем, достаточно полно освещенных в лите-
ратуре (см., например, [38–40]). Физическим аспектам динамической симметрии
посвящена книга [41].
3. Главный и самый трудный вопрос, возникающий в связи с негеометриче-

ским подходом к исследованию симметрийных свойств ДУ, состоит в следующем:
каким способом конструктивно вычислить операторы Q̂A, образующие АИ задан-
ного дифференциального уравнения? Обобщая результаты конкретных вычислений
АИ уравнений квантовой механики, можно сформулировать следующий алгоритм
для нахождения явного вида таких операторов [24, 30, 33]: 1) система ДУ с помо-
щью невырожденного преобразования приводится к каноническому диагональному
виду, т.е. производится максимальное расщепление системы ДУ на независимые
подсистемы; 2) находится АИ преобразованного уравнения; 3) если операторы Q̂A

удовлетворяют соотношениям (7), то устанавливается, какое именно представле-
ние алгебры Ли реализуют эти операторы на множестве решений исследуемого

*Следует отметить, что подход Ли–Овсянникова получил существенное-развитие в работе Ибраги-
мова и Андерсена с помощью преобразования Ли–Бэклувда [37].
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уравнения; 4) с помощью обратного преобразования находится явный вид бази-
сных элементов алгебры инвариантности исходного уравнения; 5) по найденному
представлению АИ вычисляются конечные преобразования

Ψ(x) → Ψ′(x) = exp(iQAθA)Ψ(x), (8)

где θA — параметры преобразований.
В основе сформулированного алгоритма лежит одна из самых плодотворных

и эффективных идей в теории ДУ — преобразования независимых и зависимых
переменных. Приведем более подробное описание первого шага этого алгоритма.

Важную роль в реализации алгоритма будет играть понятие символа оператора
L̂(x, ∂/∂x), который можно определить с помощью преобразования Фурье (более
подробно о символах см., например, в [42]):

L̂(x, ∂/∂x)Ψ(x) = (2π)−n/2

∫
D(p)

L(x, p) exp(ix · p)Ψ̃(p) dnp, (9)

где Ψ̃ ∈ C∞
0 (Rn), Ψ̃ = FΨ(x) — фурье-образ Ψ(x), F — унитарный оператор

Фурье, отображающий вектор из гильбертова пространства H в H̃, Ψ̃(p) ∈ H̃,
D(p) — область интегрирования, x · p = gµνxµpν = g00x0p0 + g11x1p1 + · · · +
gn−1 n−1xn−1pn−1, gµν — метрический тензор риманова пространства Rn.

Связь между оператором L̂(x, ∂/∂x) и его символом L(x, p) задается формулами

L̂(x, ∂/∂x) = F−1L(x, p)F, (10)

L(x, p) = FL̂(x, ∂/∂x)F−1. (11)

Формулы (10), (11) указывают путь реализации первого шага алгоритма. Дей-
ствительно, если уравнение (4) таково, что символ оператора L̂(x, ∂/∂x) является
матрицей с переменными коэффициентами, а это имеет место для абсолютного
большинства уравнений математической физики, то задача о расщеплении систе-
мы (4) на максимально возможное число незацепляющихся уравнений сводится к
преобразованию матрицы L(x, p) (11) к диагональной или жордановой форме. Та-
кая диагонализация в общем случае представляет достаточно сложную проблему,
но если вектор-функция Ψ(x) имеет не слишком много компонент, то трудности
носят чисто технический характер.

Следует сказать, что полная реализация приведенного выше алгоритма для
конкретных уравнений физики и механики, как правило представляет непростую
математическую задачу. Сказанное в полной мере относится и к алгоритму Ли–
Овсянникова.

1. Различные формулировки уравнений Максвелла
Изложим здесь основные формулировки уравнений Максвелл для электрома-

гнитного поля в вакууме и в присутствии токов и зарядов. Все эти формули-
ровки математически эквивалентны, но каждая из них может оказаться наиболее
удобной при решении конкретно физической задачи. Кроме того, разные формы
уравнений Максвелла открывают путь к совершенно различным обобщениям этих
уравнений.
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Уравнения Максвелла в векторных обозначениях. Уравнения Максвелла
для электромагнитного поля в вакууме имеют вид

p × E = i∂H/∂t, p × H = −i∂E/∂t, (12а)

p · E = 0, p · H = 0, (12б)

где pa = −i∂/∂xa, a = 1, 2, 3, E = E(t,x) и H = H(t,x) — векторы напря-
женности электрического и магнитного полей. Мы используем систему единиц
Хевисайда, в которой � = c = 1.

При наличии токов и зарядов система уравнений Максвелла принимает вид:

i∂E/∂t = −p × H − ij, p · E = −ij0, (13а)

i∂H/∂t = p × E, p · H = 0, (13б)

где j = (j0, j) — 4-вектор электрического тока, а константа электромагнитного
взаимодействия выбрана равной единице.

Запись уравнений Максвелла в форме (12) или (13) была предложена еще Гер-
цем и Хевисайдом. Использование векторных обозначений делает уравнения (12)
и (13) достаточно компактными и изящными. Однако формулировки (12) и (13)
не являются явно релятивистски-инвариантными. Глядя на формулы (12) и (13),
очень непросто догадаться, что эти уравнения можно интерпретировать как урав-
нения для безмассовых частиц со спиральностью λ = ±1. Наконец, уравнения в
форме (12) или (13) невозможно непосредственно обобщить на случай частиц с
произвольным (отличным от ±1) значением спиральности. Форма уравнений (12)
и (13) не очень удобна также для исследования их свойств симметрии. Поэтому
приведем ниже другие формулировки уравнений Максвелла, свободные от пере-
численных недостатков.
Уравнения Максвелла в операторной форме. Для исследования свойств сим-

метрии уравнений Максвелла удобно представить систему (12) как результат дей-
ствия некоторых линейных операторов на вектор-функцию

ϕ(t,x) = столбец (E1, E2, E3,H1,H2,H3), (14)

где Ea и Ha — компоненты векторов напряженности электрического и магнитного
полей.

Обозначим символами Sa (a = 1, 2, 3) и σµ (µ = 0, 1, 2, 3) следующие матрицы:

Sa =
(

Ŝa 0
0 Ŝa

)
, σ0 =

(
1 0̂
0̂ 1

)
,

σ1 =
(

0̂ 1
1 0̂

)
, σ2 = i

(
0̂ −1
1 0̂

)
, σ3 =

(
1 0̂
0̂ −1

)
,

Ŝ1 =


 0 0 0

0 0 −i
0 i 0


 , Ŝ2 =


 0 0 i

0 0 0
−i 0 0


 , Ŝ3 =


 0 −i 0

i 0 0
0 0 0


 ,

(15)

где 0̂ и 1 — трехрядные квадратные нулевые и единичные матрицы. Используя
обозначения (15), уравнения (12а) можно записать в форме Шредингера:

L̂1ϕ(t,x) = 0, L̂1 = i∂/∂t + σ2S · p. (16)
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Что же касается уравнений (12б), то их также можно записать в операторной
форме

L̂a
2ϕ(t,x) = 0, (17)

где L̂a
2 — любой из трех операторов

L̂a
2 = (δab − SbSa)pb, a, b = 1, 2, 3. (18)

Здесь и далее δab означает символ Кронекера, а по повторяющимся латинским
индексам подразумевается суммирование от 1 до 3.

Таким образом, уравнения (12) можно представить в форме уравнения Шредин-
гера (16) для шестикомпонентной вещественной функции (14) и дополнительного
условия (17), которое, как будет показано ниже, уменьшает число независимых
компонент функции (14) до четырех. Именно формулировку (16), (17) будем в
основном использовать ниже при исследовании свойств симметрии уравнений Ма-
ксвелла.

Рассмотрим здесь еще одну форму уравнений (12), в которой используется
трехкомпонентная комплексная вектор-функция:

Ψ =


 Ψ1

Ψ2

Ψ3


 =


 H1 − iE1

H2 − iE2

H3 − iE3


 . (19)

В обозначениях (15), (19) уравнения (12) можно переписать в следующем виде:

i
∂

∂t
Ψ = ĤΨ, Ĥ = Ŝ · p, (20а)

(pa − Ŝ · pSa)Ψ = 0. (20б)

Уравнение (20б), будучи записано покомпонентно, сводится к следующему усло-
вию для функции (19):

p · Ψ = 0, (21)

где Ψ = (Ψ1,Ψ2,Ψ3).
Формулировка уравнений Максвелла в виде (20а), (21) была впервые предло-

жена Майорана (см. [43])*. Эта формулировка очень удобна для корпускулярной
интерпретации уравнений (12) (см. ниже разд. 5).
Уравнения Максвелла в форме Дирака. Рассмотрим теперь другую форму-

лировку уравнений (12), впервые полученную А.А. Боргардтом [44], а затем Ло-
монтом [45] и Мозесом [46]. Обозначим символами α1, α2 и α3 четырехрядные
матрицы следующего вида:

α1 = i




0 −1 0 0
1 0 0 0
0 0 0 1
0 0 −1 0


 , α2 = i




0 0 −1 0
0 0 0 −1
1 0 0 0
0 1 0 0


 ,

α3 = i




0 0 0 −1
0 0 1 0
0 −1 0 0
1 0 0 0


 ,

(22)

*Такая формулировка (но в покомпонентной, а не в матричной записи) использовалась значительно
ранее Бейтменом и Циммерманом [63].
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а символом χ(t,x) — четырехкомпонентную функцию, первая компонента которой
тождественно равна нулю:

χ(t,x) =




0
E1 − iH1

E2 − iH2

E3 − iH3


 . (23)

Используя обозначения (22), (23), уравнения (12) можно записать в виде:(
i
∂

∂t
− α · p

)
χ = 0. (24)

Действительно, расписывая (12) и (22)–(24) покомпонентно и принимая во внима-
ние вещественность E и H, приходим к одинаковым системам уравнений.

Матрицы αa (22) удовлетворяют алгебре Клиффорда–Дирака

αaαb + αbαa = 2δab. (25)

Следует подчеркнуть, однако, что уравнение (24) даже в случае, когда χ(t,x) —
произвольная функция, неэквивалентно уравнению Дирака с m = 0, поэтому на-
звание уравнения Максвелла в форме Дирака очень условно.

Основное достоинство записи уравнений Максвелла в форме (22)–(24) состоит
в том, что эта формулировка легко обобщается на случай релятивистского без-
массового поля произвольного спина. Однако уравнения (22)–(24) неинвариантны
относительно пространственной инверсии и, кроме того, с чисто эстетической то-
чки зрения не очень привлекательно выглядит условие равенства нулю первой
компоненты функции χ(t,x) (23).

Следуя [47, 48], приведем еще одну формулировку уравнений (12) в которой,
как и в (15)–(17), используем вещественную вектор-функцию, имеющую на этот
раз восемь компонент:

Ψ = столбец (H1,H2,H3, ϕ1, E1, E2, E3, ϕ2). (26)

Уравнения (12) можно представить в виде следующей системы для функции (26):

L̂1Ψ = 0, L̂1 = γµpµ,

L̂2Ψ = 0, L̂2 = γµpµSσνSσν ,
(27)

где γµ и Sσν — матрицы размерности 8 × 8

γ0 =
(

0̃ 1̃
1̃ 0̃

)
, γa = −i

(
αa 0̃
0̃ αa

)
, Sab =

(
S̃ab 0̃
0̃ S̃ab

)
,

S0a = i

(
0̃ −S̃0a

S̃0a 0̃

)
, S̃ab = −iεabcS̃0a = εabc




0
Ŝc 0
− 0

0 0 0 0


 ,

(28)

0̃ и 1̃ — нулевые и единичные матрицы размерности 4 × 4, αa и Ŝc — матрицы
(22), (15).



О новых и старых симметриях уравнений Максвелла и Дирака 241

Подставляя (26), (28) в (27) и расписывая получившуюся систему покомпонен-
тно, приходим к уравнениям (12) для E и H и следующим условиям для ϕ1 и
ϕ2:

paϕ1 =
∂

∂t
ϕ1 = paϕ2 =

∂

∂t
ϕ2 = 0, (29)

откуда заключаем, что ϕ1 и ϕ2 — константы, которые, не умаляя общности, можно
считать равными нулю.

Уравнения Максвелла в форме (26)–(28) также допускают самое непосред-
ственное обобщение на случай полей с произвольным спином [47, 48] и, в отличие
от (22), (23), инвариантны относительно пространственной инверсии (см. разд. 2).
Уравнения в форме Кеммера–Дэффина–Петье. Во всех рассмотренных вы-

ше формулировках уравнения Максвелла записывали как результат действия двух
(или четырех) линейных операторев на некоторую вектор-функцию. Однако систе-
му (12) можно представить также в виде единого уравнения:

(βµpµ + βκ)Ψ = 0, (30)

где βµ — десятирядные матрицы КДП, удовлетворяющие алгебре

βµβνβλ + βλβνβµ = gµνβλ + gνλβµ, (31)

β = β2
5 , β5 = εµνρσβµβνβρβσ/4!, gµν — метрический тензор: gµν = diag (1,−1,−1,

−1).
Покажем, что уравнения (12) действительно можно представить в форме (30),

(31). Выбирая βµ и Ψ в виде

β0 = i




0̂ 0̂ −1 0
0̂ 0̂ 0̂ 0
1 0̂ 0̂ 0
0 0 0 0


 , βa =




0̂ 0̂ 0̂ λa

0̂ 0̂ −Ŝa 0
0̂ Ŝa 0̂ 0

−λ+
a 0 0 0


 ,

β5 = i




0̂ −1 0̂ 0
1 0̂ 0̂ 0
0̂ 0̂ 0̂ 0
0 0 0 0


 ,

Ψ =




E
H
A
A0


 = столбец (E1, E2, E3,H1,H2,H3, A1, A2, A3, A0),

(32)

где Ŝa — матрицы (15),

λ1 =


 i

0
0


 , λ2 =


 0

i
0


 , λ3 =


 0

0
i


 , (33)

0̂ и 1 — нулевые и единичные матрицы размерности 3 × 3, 0̂ — нулевые матрицы
соответствующей размерности, приходим к системе уравнений

i∂Ab/∂t + i∂A0/∂xb = −iκEb, κH = rot A,

i∂E/∂t = −p × H, p · E = 0,
(34)



242 В.И. Фущич, А.Г. Никитин

из которой непосредственно следуют уравнения (12) для E и H.
Запись уравнений Максвелла в форме (30), (31) была впервые предложена,

по-видимому, Ф.И. Федоровым ([49], а также см. [50, 51]).
Обратимся теперь к уравнениям Максвелла с токами и зарядами (13) и пока-

жем, что их можно записать в виде системы двух уравнении типа (30). Обозначим
символом Ψ̃(t,x) десятикомпонентную функцию следующего вида:

Ψ̃ =




E
H
j
j0


 = столбец (E1, E2, E3,H1,H2,H3, j1, j2, j3, j0). (35)

Тогда уравнения (13) можно записать в виде следующей системы:

L̂1Ψ̃ = 0, L̂1 = (1 − β2
5)(βµpµ + 1),

L̂2Ψ̃ = 0, L̂2 = βµpµβ5,
(36)

где βµ и β5 — матрицы (32). Подставив (32), (35) в (36), приходим к уравнени-
ям (13).

Формулировка уравнений Максвелла в виде (35), (36) во многих отношениях
более удобна, чем общепринятая запись этих уравнений в векторной форме (13). В
частности, уравнения (36) явно инвариантны относительно группы Пуанкаре (см.
разд. 2).

Отметим еще, что систему уравнений (13) можно записать также в виде едино-
го уравнения типа (30), где βµ — матрицы размерности 16× 16, удовлетворяющие
алгебре (29). Такие матрицы можно выбрать в форме [52]:

βµ = (γ1
µ + γ2

µ)/2, (37)

где {γ1
µ} и {γ2

µ} — два взаимно коммутирующих набора матриц Дирака

γα
µγα

ν + γα
ν γα

µ = 2gµν , [γ1
µ, γ2

ν ] = 0, α = 1, 2.

Если теперь матрицу β в (30) выбрать в виде

β = β2
5 + (1 + γ1

µγ2
µ)(γ1

5 − γ2
5)/4κ, (38)

то уравнения (30), (37), (38) эквивалентны системе уравнений Максвелла с токами
и зарядами (13).

Существуют и другие формулировки уравнений Максвелла (например, с ис-
пользованием 4-потенциала Aµ), на которых не будем здесь останавливаться.

2. Релятивистская и конформная инвариантность
уравнений Максвелла

Опишем здесь алгебру инвариантности уравнений Максвелла в классе диффе-
ренциальных операторов первого порядка и найдем в явном виде конечные пре-
образования. Получим также явный вид конформных преобразований для безмас-
сового поля с произвольным спином.
Определение алгебры инвариантности. Приступим к исследованию свойств

симметрии уравнений Максвелла. Будем исходить из формулировки этих уравне-
ний, задаваемой соотношениями (36). Рассмотрим также несколько более общую
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систему, задаваемую уравнениями (31), (36), где Ψ̃(t,x) — произвольная компле-
ксная функция; βµ — произвольные (не обязательно совпадающие с (32)) десяти-
рядные матрицы, удовлетворяющие алгебре КДП.

Обозначим {QA} (A = 1, 2, . . . , N , N < ∞) некоторую совокупность линейных
операторов, определенных на множестве, всюду плотном в пространстве десяти-
компонентных квадратично интегрируемых функций Ψ(t,x) и образующих коне-
чномерную алгебру Ли.

Определение 1. Уравнения (36) инвариантны относительно алгебры {QA},
если операторы QA удовлетворяют условиям:

[L̂1, QA] = f1
AL̂1 + g1

AL̂2,

[L̂2, QA] = f2
AL̂1 + g2

AL̂2,
(39)

где f1
A, g

1
A, f

2
A, g

2
A — некоторые операторы, определенные на множестве реше-

ний уравнений (36), а символ [A,B] означает коммутатор: [A,B] = AB − BA.

Действительно, если выполняется (39), то преобразование Ψ → QAΨ переводит
решение уравнения (23) в другое его решение.

Таким образом, задача описания алгебры инвариантности уравнений Максвел-
ла сводится к нахождению возможно более широкого класса операторов QA, удов-
летворяющих условиям (39). Отметим, что в определении 1 не содержится никаких
требований относительно общего вида операторов QA — это могут быть, например,
дифференциальные операторы, включающие производные выше первого порядка
и даже интегро-дифференциальные операторы. В этом состоит принципиальное
отличие нашей постановки задачи от классического подхода Ли–Овсянникова, в
котором инфинитезимальные операторы группы инвариантности дифференциаль-
ного уравнения, образующие, очевидно, АИ данного уравнения, всегда принадле-
жат классу дифференциальных операторов первого порядка.
Алгебра инвариантности уравнений Максвелла в классе дифференциаль-

ных операторов первого порядка. Рассмотрим задачу о нахождении АИ уравне-
ний (36) в классе дифференциальных операторов первого порядка, которая состоит
в определении всех возможных операторов вида

QA = BA(t,x) + Cb
A(t,x)∂/∂xb + DA(t,x)∂/∂t, (40)

удовлетворяющих условиям (39) и образующих конечномерную алгебру Ли.
В формуле (40) Cb

A(t,x) и DA(t,x) — бесконечно дифференцируемые функции,
а BA(t,x) — матрицы размерности 10 × 10, матричные элементы которых также
бесконечно дифференцируемы.

Теорема 1. Алгебра инвариантности уравнений (36) в классе дифференциаль-
ных операторов первого порядка — 15-мерная алгебра Ли, базисные элементы
которой задаются формулами:

Pµ = pµ = igµν∂/∂xν , Jµν = xµpν − xνpµ + Sµν ,

D = xµpµ + ik, Kµ = 2xµD − xνxνpµ + 2Sµνxν ,
(41)

где

Sµν = i(βµβν − βνβµ), k = βµβµ = 3 − β2
5 . (42)
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Доказательство. Используя соотношения

β2
5 = β5, (1 − β2

5)βµ = βµβ2
5 , (43)

которые вытекают из алгебры (31), непосредственной проверкой убеждаемся, что
операторы (36) и (41) удовлетворяют условиям

[Pµ, L̂α] = [Jµν , L̂α] = [D, L̂α] = [Kµ, L̂α] = 0, α = 1, 2, (44)

которые совпадают с (39) при gα
A = fα

A ≡ 0.
Используя (31), нетрудно убедиться, что операторы (41) образуют 15-мерную

алгебру Ли, так как удовлетворяют следующим перестановочным соотношениям:

[Pµ, Pν ] = 0, [Jµν , Pλ] = i(gνλPµ − gµλPν),
[Jµν , Jλσ] = i(gµλJνσ + gνσJµλ − gνλJµσ − gµσJνλ),
[Jµν ,Kλ] = i(gνλKµ − gµλKν),
[Kµ, Pν ] = −2i(gµνD + Jµν), [Kµ,Kν ] = 0,
[D,Pµ] = −iPµ, [D,Kµ] = iKµ, [Jµν ,D] = 0.

(45)

Таким образом, операторы (41) действительно образуют АИ уравнений Ма-
ксвелла. Теорема доказана.

Соотношения (45) определяют алгебру Ли конформной группы C(1, 3). Эта
алгебра содержит подалгебру Пуанкаре, образуемую операторами Pµ и Jµν и за-
даваемую соотношениями (45а).

Следствие 1. Каждое из уравнений (36) в отдельности инвариантно относительно
алгебры C(1, 3).

Это утверждение следует непосредственно из того факта, что согласно (44)
оператор L̂1 из первого и оператор L̂2 из второго уравнения (36) коммутируют со
всеми базисными элементами алгебры C(1, 3), задаваемыми формулами (41).

Следствие 2. Уравнения Максвелла для электромагнитного поля в вакууме инва-
риантны относительно алгебры C(1, 3).

Действительно, уравнения Максвелла без токов и зарядов, задаваемые форму-
лами (12), можно представить в виде системы (36), на множество решений которой
наложено дополнительное условие

L̂3Ψ̃ ≡ (1 − β2
5)Ψ̃ = 0 (46)

(при этом матрицы βµ должны иметь вид (32)). Но матрица L̂3 коммутирует с
генераторами (41) и, следовательно, уравнение (46), как и (36), инвариантно отно-
сительно алгебры C(1, 3).

Из симметрии уравнений (36) относительно алгебры (41) следует, что эти урав-
нения инвариантны также относительно множества преобразований вида

Ψ → exp(iQAθA)Ψ, A = 1, 2, . . . , 15, (47)

где QA — произвольный оператор из множества (41), θA — вещественные параме-
тры. Ниже получим в явном виде все преобразования типа (47), которые образуют
представление конформной группы. Как показал еще Бейтмен [8], конформная
группа является максимальной локальной группой преобразований переменных x
и t, оставляющих инвариантными уравнения Максвелла с токами и зарядами.
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Инвариантность уравнений для электромагнитного поля в вакууме отно-
сительно алгебры C(1, 3) ⊕ H. Выше было показано, что уравнения (36), (46)
инвариантны относительно 15-мерной алгебры C(1, 3). Оказывается, АИ этих урав-
нений в классе дифференциальных операторов первого порядка можно расширить
до 16-мерной алгебры Ли, как это устанавливается в следующей теореме.

Теорема 2. Система уравнений (36), (46) инвариантна относительно 16-мер-
ной алгебры Ли, базисные элементы которой задаются формулами (41) и (48):

F = β5. (48)

Доказательство. Используя соотношения (43), получаем для L̂1 и L̂2 из (36) и
L̂3 из (46) [L̂1, β5] = −L̂2, [L̂2, β5] = L̂1 − L̂3 − β5L̂2, [L̂3, β5] = 0, откуда не-
посредственно следует, что оператор (41) удовлетворяет условию инвариантности
уравнений (36), (46). Оператор F (48) коммутирует со всеми операторами (41).
Это означает, что операторы (41), (48) образуют алгебру C(1, 3)⊕H, где H вклю-
чает единственный элемент (48). В силу следствия 2 из теоремы 1 эта алгебра
является АИ уравнений (36), (46). Теорема доказана.

Как увидим ниже, оператор (48) порождает преобразования Хевисайда–Лар-
мора–Райнича (2). В [13] показано, что алгебра C(1, 3) ⊕ H является максималь-
ной АИ уравнений Максвелла для электромагнитного ноля в вакууме. В разд. 3
найдем новые АИ уравнений Максвелла, базисные элементы которых являются
нелокальными (интегро-дифференциальными) операторами.

Замечание. Все формулировки уравнений Максвелла для электромагнитного по-
ля в вакууме рассмотрены в разд. 1 и инвариантны относительно алгебры C(1, 3).
Базисные элементы этой АИ во всех случаях принадлежат классу дифференци-
альных операторов первого порядка и задаются формулами (41), где

Sab = εabcSc, S0a = iσ2Sa для (16), (17); (49а)

Sab = εabcŜc, S0a = iŜa для (20); (49б)

Sµν = S̃µν для (23), (24), (49в)

и, наконец, Sµν имеют форму (28) для (27). Здесь Sa, Ŝa и S̃µν — матрицы (15),
(28). При этом уравнения (16), (17) и (27) инвариантны относительно более ши-
рокой алгебры C(1, 3) ⊕ H, где H включая единственный элемент F , равный σ2

для уравнений (16), (17) и γ0γ1γ2γ3 для уравнений (27), в то время как для урав-
нений (20) и (23), (24) максимальной АИ в классе линейных дифференциальных
операторов первого порядка является C(1, 3).
Преобразования дискретной симметрии. Рассмотренные выше алгебры Ли

— максимально широкие АИ уравнений Максвелла в классе дифференциальных
операторов первого порядка, но не исчерпывают, как увидим ниже, всех свойств
симметрии этих уравнений. Хорошо известным примером симметрии, которую не
включают рассмотренные выше АИ, является инвариантность уравнений Максвел-
ла относительно следующих дискретных преобразований

x → x, t → t,

E(t,x) → −E(t,−x), H(t,x) → H(t,−x),
j(t,x) → −j(t,−x), j0(t,x) → j0(t,−x);

(50а)
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x → x, t → −t,

E(t,x) → E(−t,x), H(t,x) → −H(−t,x),
j(t,x) → −j(−t,x), j0(t,x) → j0(−t,x);

(50б)

x → x, t → t,

E(t,x) → E∗(t,x), H(t,x) → H∗(t,x),
j(t,x) → j∗(t,x), j0(t,x) → j∗0 (t,x).

(50в)

Преобразования (50) называют пространственной инверсией P , обращением вре-
мени T и зарядовым сопряжением C.

Используя обозначения (32), (35), преобразования (50) можно переписать в
виде:

Ψ̃(t,x) → P Ψ̃(t,x) = (1 − 2β2
0)Ψ̃(t,−x),

Ψ̃(t,x) → T Ψ̃(t,x) = (1 + 2β2
1)(1 + 2β2

2)(1 + 2β2
3)Ψ̃(−t,x),

Ψ̃(t,x) → CΨ̃(t,x) = Ψ∗(t,x).

(51)

Принимая во внимание соотношения (31), нетрудно убедиться, что преобразования
(51) оставляют уравнения (46) инвариантными, поскольку выполняется

[P, L̂1] = [P, L̂2]+ = [T, L̂1]+ = [T, L̂2] = [C, L̂1] = [C, L̂2] = 0,

где L̂1 и L̂2 — операторы (36), символ [A,B]+ означает антикоммутатор, [A,B]+ =
AB + BA. Операторы (51) удовлетворяют следующим перестановочным соотноше-
ниям совместно с генераторами группы C(1, 3) (41):

[P, P0] = [P, Pa]+ = [P, Jab] = [P, J0a]+ = 0,

[T, P0]+ = [T, Pa] = [T, Jab] = [T, J0a]+ = 0,

[C,Pµ]+ = [C, Jµν ]+ = 0, [P,D] = [P,K0] = [P,Ka]+ = 0,

[T,D] = [T,K0]+ = [T,Ka] = 0, [C,D]+ = [C,Kµ]+ = 0,

[P, T ] = [P,C] = [T,C] = 0, T 2 = P 2 = C2 = 1.

(52)

Коммутационные и антикоммутационные соотношения (52) могут служить аб-
страктным определением операторов P , T и C. Мы видим, что уравнения Ма-
ксвелла инвариантны относительно множества операторов {Pµ, Jµν ,D,Kµ, P, T, C},
образующих алгебру (52), которая не является алгеброй Ли.
Явный вид преобразований из конформной группы для E, H, j и j0. Най-

дем теперь в явном виде представление конформной группы, которое реализуется
на множестве решений уравнений Максвелла с токами и зарядами, т.е. вычислим
конечные преобразования координат времени, векторов E, H и 4-вектора тока,
порождаемые генераторами (41).

Представление конформной группы на множестве решений системы (36) реа-
лизуется операторами вида

U = exp(iQAθA), A = 1, 2, . . . , 15, (53)

где QA — генераторы (36), θA — произвольные вещественные параметры, а по
повторяющемуся индексу A подразумевается суммирование от 1 до 15. Поскольку
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генераторы (38) образуют конечномерную алгебру Ли, то оператор (51) всегда
можно представить в форме

U = U5U4U3U2U1,

где

U1 = exp(iPµaµ) = exp(ipµaµ), µ = 0, 1, 2, 3,

U2 = exp(iJaθa), Ja = εabcJbc/2,

U3 = exp(iJ0aλa), U4 = exp(iDλ0), U5 = exp(iKµbµ),
(54)

где aµ, θa, λa, bµ — вещественные параметры. Следовательно, для определения
явного вида конечных преобразований из конформной группы достаточно задать
действие операторов (54).

Преобразования векторов E и H и 4-вектора j = (j, j0), порождаемые операто-
рами (54), хорошо известны. Преобразования из группы Пуанкаре, генерируемые
U1, U2 и U3, были найдены еще Лоренцем, Пуанкаре и Эйнштейном, преобразо-
вания дилатации, совершаемые оператором D, для произвольного поля описаны
Вейлем и, наконец, собственно конформные преобразования, порождаемые опе-
раторам Kµ, были описаны Канингхемом [9]. Однако насколько нам известно,
явный вид конформных преобразований для E и H нигде не приведен, хотя в [53]
и имеется очень сложная формула для преобразования тензора электромагнитного
поля.

Здесь выпишем в явном виде преобразования из конформной группы для E, H
и j, а ниже приведем доказательство этих формул и установим закон преобразо-
вания для конформно-инвариантного поля произвольного спина.

Конформные преобразования для независимых переменных x и t задаются фор-
мулами:

x → x′ = x − a,

t → t′ = t − a0;
(55а)

x → x′′ = x cos θ − θ × x sin θ/θ + θθ · x(1 − cos θ)/θ2,

t → t′′ = t;
(55б)

x → x′′′ = x chλ − λt shλ/λ + λ(λ · x)(chλ − 1)/λ2,

t → t′′′ = t chλ − x · λ shλ/λ;
(55в)

xµ → xIV
µ = exp(−λ0)xµ; (55г)

xµ → xV
µ = (xµ + bµxνxν)/(1 + 2bνxν + bνbνxλxλ), (55д)

где θ =
(
θ2
1 + θ2

2 + θ2
3

)1/2
, λ =

(
λ2

1 + λ2
2 + λ2

3

)1/2
.

Преобразования (55a)–(55в) сохраняют квадратичную форму x2
0 − x2 и обра-

зуют группу P (1, 3), называемую группой Пуанкаре. Формулы (55г), (55д) за-
дают масштабные и собственно конформные преобразования, которые образуют
совместно с (55a)–(55в) конформную группу C(1, 3). Операторы (54) реализуют
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представление этой группы на множестве решений уравнений (36) и порождают
следующие преобразования функции Ψ̃(t,x):

Ψ̃(t,x) → Ψ̃′(t,x) = U1Ψ̃(t,x) = Ψ̃(t′,x′); (56а)

Ψ̃(t,x) → Ψ̃′′(t,x) = U2Ψ̃(t,x) = exp(iS · θ)Ψ̃(t′′,x′′) =

=
[
1 + iS · θ sin θ/θ + (S · θ)2(cos θ − 1)/θ2

]
Ψ̃(t′′,x′′);

(56б)

Ψ̃(t,x) → Ψ̃′′′(t,x) = U3Ψ̃(t,x) = exp(iS0aλa)Ψ̃(t′′′,x′′′) =

=
[
1 + iS0aλa shλ/λ + (S0aλa)2(1 − chλ))/λ2

]
Ψ̃(t′′′,x′′′);

(56в)

Ψ̃(t,x) → Ψ̃IV(t,x) = U4Ψ̃(t,x) = exp(−kλ0)Ψ̃(tIV,xIV); (56г)

Ψ̃(t,x) → Ψ̃V(t,x) =
[
ϕβ2

5 + ϕ2(1 − β2
5)
]×

× [ϕ + 2iSµνbµxVν(bνxVν − 1) − 2(SµνbµxVν)2
]
Ψ̃(tV,xV),

(56д)

где Sa = εabcSbc/2, ϕ = 1− 2bνxV
ν + bνbνxV

λxVλ, Sµν и k — мaтpицы (42). Подстав-
ляя в (56) выражения (35) для функции Ψ̃(t,x) и (32) для матриц βµ, получаем
конформные преобразования для векторов напряженности электрического и ма-
гнитного полей и 4-вектора электрического тока в виде:

E → E′ = E, H → H ′ = H, jµ → j′µ = jµ; (57а)

E → E′′ = E cos θ − θ × E sin θ/θ + θ(θ · E)(1 − cos θ)/θ2,

H → H ′′ = H cos θ − θ × H sin θ/θ + θ(θ · H)(1 − cos θ)/θ2,

j → j′′ = j cos θ − θ × j sin θ/θ + θ(θ · j)(1 − cos θ)/θ2,

j0 → j′′0 = j0;

(57б)

E → E′′′ = E chλ − λ × H shλ/λ + λ(λ · E)(1 − chλ)/λ2,

H → H ′′′ = H chλ + λ × E shλ/λ + λ(λ · H)(1 − chλ)/λ2,

j → j′′′ = j − λj0 shλ/λ − λ(λ · j)(1 − chλ)/λ2,

j0 → j′′′0 = j0 chλ − λ · j shλ/λ;

(57в)

E → EIV = exp(−2λ0)E, H → H IV = exp(−2λ0)H,

jµ → jIVµ = exp(−3λ0)jµ;
(57г)

E → EV = ϕ
[
(bµxVµ − 1)2E + (bµxV

µ − 1)(b0x
V × H − xV

0 b × H+
+bxV · E − xVb · E) + b × xV(xV

0 b · H − b0x
V · H + b · xV × E)+

+(bxV
0 − b0x

V)(b · xV × H − xV
0 b · E + b0x

V · E)
]
,

H → HV = ϕ
[
(bµxV

µ − 1)2H + (bµxV
µ − 1)(xV

0 b × E − b0x
V × E+

+bxV · H − xVb · H) + b × xV(b · xV × H + b0x
V · E − xV

0 b · E)+
+(bxV

0 − b0x
V)(b0x

V · H − xV
0 b · H − b · xV × E)

]
,

jλ → jVλ = ϕ2
{
ϕjλ − 2[bλ(1 − 2xV

ν bν) + xV
λbνbν ]xV

µjµ+
+2(xV

λ − bλxV
ν xVν)bµjµ

}
.

(57д)
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В формулах (57) ради краткости опущены аргументы функций E, H и jµ.
Соотношения (55), (57) задают явный вид преобразований из конформной груп-

пы для векторов напряженности электрического и магнитного полей и 4-вектора
тока. Эти формулы значительно упрощаются, если ограничиться однопараметри-
ческими преобразованиями, когда отличен от нуля только один из входящих в (57)
параметров. Так, полагая в (57д) b = 0, b0 = b, получаем:

EV(t̃, x̃) = ϕ̃
[
(bt − 1)2E − b2xx · E + 2b(bt − 1)x × H

]
,

HV(t̃, x̃) = ϕ̃
[
(bt − 1)2H − b2xx · H − 2b(bt − 1)x × E

]
,

jV(t̃, x̃) = ϕ̃2
[
ϕ̃j + 2xx · jb2 − 2b(1 − bt)xj0

]
,

jV0 (t̃, x̃) = ϕ̃2 [ϕ̃j0 − 2b(1 − bt)x · j] ,

(58)

где

ϕ̃ = 1 − 2bt + b2xνxν , x̃µ = (xµ − bxνxνδµ0)/ϕ̃.

Интегрирование представлений конформной алгебры, соответствующих
произвольному спину. Приведем доказательство справедливости формул (57),
задающих конечные преобразования из конформной группы. Одновременно решим
более общую задачу получения в явном виде группы преобразований, порождае-
мых генераторами (46), где Sµν — произвольные матрицы, удовлетворяющие алге-
бре O(1, 3):

[Sµν , Sρλ] = i(gµλSνρ + gνρSµλ − gµρSνλ − gνλSµρ). (59)

Генераторы (41) имеют вид:

QA = ηµ
A(x)∂/∂xµ + CA(x), A = 1, 2, . . . , 15, (60)

где ηµ
A(x) — функции от x = (x0, x1, x2, x3), CA(x) — матрицы, матричные эле-

менты которых также могут зависеть от x. Операторы (59) порождают конечные
преобразования из конформной группы вида

Ψ(x) → Ψ′(x′),

где Ψ(x) — вектор-функции, образующие линейное пространство представления
группы C(1, 3). Явный вид этих преобразований можно получить с помощью ин-
тегрирования уравнений Ли [54]:

∂x′
µ/∂θA = ηµ

A(x′)x′
µ, x′

µ|θA=0 = xµ, (61)

∂Ψ′/∂θA = CA(x′)Ψ′, Ψ′|θA=0 = Ψ, (62)

где θA — параметры преобразования.
Каждая из формул (61), (62) определяет систему обыкновенных дифференци-

альных уравнений с заданным начальным условием, т.е. задачу Коши, имеющую
единственное решение. Укажем это решение для случая, когда операторы QA

(60) совпадают с генераторами собственно конформных преобразований Kµ (41),
поскольку преобразования, порождаемые остальными генераторами конформной
группы, т.е. Pµ, Jµν и D (41), хорошо известны.
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Теорема 3. Конечные преобразования, порождаемые генераторами Kµ (41),
где Sµν — матрицы, реализующие произвольное представление алгебры O(1, 3)
(59), k — произвольное число, задаются формулами:

Ψ(x) → Ψ′(x′) = ϕ̂k exp {2iSµ0νxν arctg [aµ0/(bµ0x
µ0 − 1)]/aµ0}Ψ(x), (63)

xµ → x′
µ = (xµ − δµµ0bµ0xλxλ)/(1 − 2xµ0b

µ0 + bµ0b
µ0xλxλ), (64)

где

ϕ̂ = 1 − 2bµ0x
µ0 + gµ0µ0b

2
µ0

xλxλ, aµ0 = bµ0

√
xνxν − xµ0x

µ0 , (65)

индекс µ0 принимает одно фиксированное значение, bµ0 — параметр преобра-
зования.
Доказательство. Непосредственной проверкой нетрудно убедиться, что преобра-
зования (63), (64) удовлетворяют уравнениям Ли (61), (62). Действительно, срав-
нивая генераторы Kµ (41) с (60), получаем:

Cµ(x) = −2kxµ + 2iSµνxν , ην
µ(x) = 2xµxν − δµνxλxλ. (66)

Используя (66), уравнения Ли (61), (62) для случая собственно конформных пре-
образований перепишем в виде:

dx′
µ/dbµ0 = 2x′

µx′µ0 − x′
λx′λδµµ0 , x′

µ|bµ0=0 = xµ, (67)

∂Ψ′/∂bµ0 = 2(iSµ0νx′ν − kx′
µ0

), (68а)

Ψ′|bµ0=0 = Ψ. (68б)

Легко видеть, что преобразование (64) удовлетворяет уравнениям (67). Убедимся,
что решение уравнений (68) задается формулой (63), Дифференцируя (63) по bµ0

и принимая во внимание легко проверяемые тождества

d

dbµ0

{2iSµ0νbµ0xν arctg [aµ0/(bµ0x
µ0 − 1)]/aµ0} = 2iSµ0νxν ,

d

dbµ0

ϕ̂k = −2kϕ̂kx′
µ0

,

получаем уравнение (68а). Положив в (63) bµ0 = 0, приходим к начальному усло-
вию (68б).

Таким образом, преобразования (63), (64) действительно удовлетворяют урав-
нениям и начальным условиям (67), (68) и в силу единственности решения задачи
Коши задают единственное решение уравнений Ли для конформных преобразова-
ний, порождаемых генераторами Kµ (41). Теорема доказана.

Используя тот факт, что генераторы Kµ образуют абелеву подалгебру, нетрудно
найти из (63), (64) общий вид собственно конформных преобразований

Ψ(x) → Ψ′(x′) = ϕ̂k {2iSµνbµxν arctg [a/(bµxµ − 1)]/a}Ψ(x), (69)

где

a =
[
bµbµxνxν − (bνbν)2

]1/2
, ϕ = 1 − 2bµxµ + bνbνxµxµ, (70)

x′
µ задаются формулой (55д).
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Формулы (55д), (70) дают явный вид конформных преобразований для прои-
звольного представления группы C(1, 3), порождаемого генераторами вида (41).
Если задаться каким-либо конкретным конечномерным представлением алгебры
(59), то экспоненту из (69) нетрудно представить в виде полинома по степеням
матрицы Sµνbµxν . Для случая, когда матрицы Sµν имеют вид (42), формула (69)
сводится к (56д). Если же матрицы Sµν образуют представление D(0, 1/2) алгебры
O(1, 3):

Sab = εabcσc/2, S0a = iσa/2,

где σa — матрицы Паули, k = 3/2, что соответствует представлению конформной
алгебры, реализующемуся на множестве решений ypaвнения Вейля, то форму-
ла (69) принимает вид

Ψ(x) → Ψ′(x′) = (1−2bµxµ+bνbνxµxµ)[bµxµ−1+σ·(x0b−b0x+ix×b)]Ψ(x),(71)

где Ψ(x) — двухкомпонентный вейлевский спинор. Для множеств решений без-
массового уравнения Дирака, которому соответствуют матрицы Sµν = i[γµ, γν ]/4,
где γµ — матрицы Дирака, получаем из (69) конформные преобразования в следу-
ющем виде:

Ψ(x) → Ψ′(x′) = (1 − 2bµxµ + bνbνxµxµ)(bµxµ − 1 + iγµγνbµxν)Ψ(x), (72)

где Ψ(x) — четырехкомпонентный биспинор Дирака.
Отметим, что формула (69) справедлива и в том случае, если k — не число, а

произвольная матрица, коммутирующая с Sµν .

3. Негеометрическая симметрия уравнений Максвелла
Рассмотрим здесь скрытую (негеометрическую [24, 30]) симметрию уравнений

Максвелла, которую нельзя обнаружить в классическом подходе Ли–Овсянникова.
С помощью нелиевского метода исследования симметрийных свойств дифференци-
альных уравнений [24, 28, 30, 32] показано, что эти уравнения помимо конформ-
но инвариантности обладают дополнительной симметрией относительно 8-мерной
алгебры Ли, изоморфной алгебре U(2) ⊗ U(2), а также относительно 23-мерной
алгебры A23, включающей координаты P (1, 3) и U(2) ⊗ U(2).
Инвариантность относительно алгебры A8. Рассмотрим задачу о нахожде-

нии АИ уравнений Максвелла для электромагнитного поля в вакууме в клас-
се интегро-дифференциальных операторов. Будем исходить из формулировки этих
уравнений, задаваемой соотношениями (14)–(18). Следуя первому шагу алгоритма,
кратко изложенному во введении, перейдем от уравнений (16), (17) к уравнениям
в импульсном пространстве:

L1ϕ(t,p) = 0, L1 = i∂/∂t + σ2S · p, (73а)

L2ϕ(t,p) = 0, L2 = p1 − S · pS1, (73б)

где ϕ(t,p) — фурье-образ вектор-функции (14):

ϕ(t,p) = (2π)−3/2

∫
d3x ϕ(t,x) exp(−ip · x), (74)

p = (p1, p2, p3), p1, p2 и p3 — независимые переменные.
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Из условия вещественности функции ϕ(t,x) получаем, что для ϕ(t,p) должно
выполняться:

ϕ∗(t,p) = ϕ(t,−p). (75)

Условие инвариантности (39) в терминах операторов (73) принимает вид:

[L1, QA] = f1
AL1 + g1

AL2, [L2, QA] = f2
AL1 + g2

AL2, (76)

где L1, L2 — операторы (73), QA — символы базисных элементов АИ исходной
системы (16), (17), f1

A, g1
A, f2

A, g2
A — матрицы размерности 6 × 6, в общем случае

зависящие от pµ и xµ, µ = 0, 1, 2, 3.
Рассмотрим задачу описания всех возможных (с точностью до эквивалентно-

сти) операторов QA = QA(p), удовлетворяющих условиям (76). Потребуем, что-
бы эти операторы не выводили (74) из класса функций, удовлетворяющих усло-
вию (75). Это требование можно записать в виде

Q∗
A(p = QA(−p). (77)

Теорема 4 [28, 31, 32]. Уравнения Максвелла (16), (17) инвариантны отно-
сительно 8-мерной алгебры Ли A8, базисные элементы которой принадлежат
классу интегро-дифференциальных операторов. Символы этих базисных эле-
ментов имеют вид:

Q1 = σ3S · pD/p, Q2 = iσ2, Q3 = −σ1S · pD/p, Q4 = −σ1D,

Q5 = S · p/p, Q6 = −σ3D, Q7 = I, Q8 = iσ2S · p/p,
(78)

где

D =

{ ∑
a�=b�=c

[(
p2

ap2
b + p2

ap2
c − p2

bp
2
c

) (
1 − S2

a

)
+ p1p2p3SaSbpc

]−
−pp1p2p3

[
1 − (S · p)2/p2

]}
δ−1,

δ =
[
p4
1

(
p2
2 − p2

3

)2
+ p4

2

(
p2
3 − p2

1

)2
+ p4

3

(
p2
1 − p2

2

)2]1/2/√
2,

(79)

σa и Sa — матрицы (15). Операторы (78) удовлетворяют алгебре

[Qa, Qb] = −[Q3+a, Q3+b] = −εabcQc,

[Q3+a, Qb] = εabcQ3+c, a, b, c = 1, 2, 3,

[Q7, QA] = [Q8, QA] = 0, A = 1, 2, . . . , 8,

(80)

которая изоморфна алгебре Ли группы U(2) ⊗ U(2).

Доказательство. В справедливости теоремы проще всего убедиться непосред-
ственной проверкой. Для этого достаточно воспользоваться тождествами:

Dσa = σaD, DS · p = −S · pD, D(S · p)2 = Dp2,

D2S · p = S · p, L2S · p = 0, [D,L2] = (D + pp1p2p3δ
−1)L2,

(81)
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из которых вытекают соотношения (76), (80). Сами же тождества (81) несложно
проверить, записав матрицы D и S · p в явном виде [см. (15), (79)]:

D = D0 + D1, D0 =
[
(S · p)2/p2 − 1

]
pp1p2p3δ

−1,

D1 =
(

D̂1 0̂
0̂ D̂1

)
, S · p =

(
Ŝ · p 0̂

0̂ Ŝ · p
)

,
(82)

где 0̂ — квадратные трехрядные нулевые матрицы:

D̂1 =


 f − 2p2

2p
2
3 p1p2p

2
3 p1p

2
2p3

p1p2p
2
3 f − 2p2

1p
2
3 p2

1p2p3

p1p
2
2p3 p2

1p2p3 f − 2p2
1p

2
2


 δ−1,

f = p2
1p

2
2 + p2

1p
2
3 + p2

2p
2
3, Ŝ · p = i


 0 −p3 p2

p3 0 −p1

−p2 p1 0


 .

(83)

Поскольку согласно (82), (83) S · pD0 = D0S · p ≡ 0, проверка соотношений (81)
сводится к перемножению матриц D̂1 и Ŝ · p, D, S · p и L2. Из (78), (82) видно
также, что операторы QA удовлетворяют (77). Теорема доказана.

Таким образом, найдена новая АИ уравнений Максвелла, базисными элемен-
тами которой являются операторы (78). Эти операторы определены на множестве
векторов ϕ(t,p), являющихся фурье-образами решений уравнений Максвелла (16),
(17). Каждой матрице QA (78) можно сопоставить интегральный оператор Q̂A, за-
данный в пространстве функций ϕ(t,x) (14):

Q̂Aϕ(t,x) = (2π)−3/2

∫
d3p QAϕ(t,p) exp(ip · x) =

= (2π)−3

∫
d3p d3x′ QAϕ(t,x′) exp[ip · (x − x′)].

(84)

Интегральные операторы (84) удовлетворяют условию инвариантности уравне-
ний (16), (17) и образуют алгебру Ли, изоморфную U(2) ⊕ U(2). В отличие от
базисных элементов конформной алгебры эти операторы порождают нелокальные
преобразования функции ϕ(t,x) (14), а значит, и векторов напряженности электри-
ческого п магнитного полей. Поэтому найденную здесь АИ уравнений Максвелла
в принципе нельзя получить в классическом подходе Ли–Овсянникова.

Подчеркнем, что симметрия относительно алгебры A8 не является специфиче-
ским свойством уравнений Максвелла в форме (16), (17), но ее можно установить
для любой формулировки этих уравнений. Справедливость такого утверждения
демонстрируется ниже, где найдены преобразования симметрии, порождаемые ал-
геброй A8, непосредственно в терминах напряженностей электрического и магни-
тного полей.
Конечные преобразования векторов E и H, порождаемые негеометриче-

ской АИ. Приведем другое доказательство теоремы 4, из которого следует, что
найденная выше АИ уравнений Максвелла является в некотором смысле макси-
мально широкой. Основная идея его состоит в преобразовании уравнения (73)
к такой эквивалентной диагональной форме, для которой утверждения теоремы
станут очевидными.
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Операторы L1 и L2 из (73) не коммутируют друг с другом и поэтому не могут
быть диагонализованы одновременно. Чтобы обойти подобную трудность, рассмо-
трим вместо L2 оператор L3:

L3 = L4L2 ≡ p2 − (S · p)2, L4 = p1 + iS2p3 − iS3p2, (85)

коммутирующий с L1. Из (73б), (85) вытекает: L2 ≡ p−2L2L3. Откуда следует,
что если L3 удовлетворяет условиям

[L3, QA] = f3
AL1 + g3

AL3, (86)

то для L2 имеют место соотношения (76), где

f2
A = L3f

3
A/p, g2

A = [QA, L2/p2]L4 + L2g
3
AL4/p2. (87)

Если матрица L2 удовлетворяет (76), то для L3 (85) выполняется (86), а первое
из соотношений (76) можно переписать в виде

[L1, QA] = f1
AL1 + g̃1

AL3, (88)

где g̃1
A = g1

AL2/p. Следовательно, условия инвариантности (76) эквивалентны усло-
виям (86), (88), накладываемым на L1 (73а) и L3 (85).

Для диагонализации L1 и L3 воспользуемся оператором

W = U4U3U2U1, (89)

где

U1 = exp (−P+DS · p̂π/2) = P− − P+DS · p̂,

U2 = exp {−iεabcSa(pb − pc) arctg [p̃/(p1 + p2 + p3)]/2p} ,

U3 = exp
[
i(S2 − S1)π/4

√
2
]
,

U4 =
[
1 − i(S1S2 + S2S1 + 1 − S2

3)
]
/
√

2,

(90)

p̂ = p/p, p̃ =
[
(p1 − p2)2 + (p2 − p3)2 + (p3 − p1)2

]1/2
, P± = (1 ∓ σ2)/2.

В результате несложных выкладок получаем:

WL1W
† = L′

1 = i∂/∂t + Γ0p, WL3W
† = (1 − Γ2

0)p
2, (91)

где Γ0 — диагональная матрица,

Γ0 = −i(S1S2 + S2S1)S3 = diag (1,−1, 0, 1,−1, 0). (92)

После преобразования (91) условия инвариантности (86), (88) принимают вид:

[L1, Q
′
A] = f ′1

A L′
1 + g̃1

AL′
3, [L′

3, Q
′
A] = f ′3

A L′
1 + g′3AL′

3. (93)

Используя (91), (92), нетрудно найти общий вид матрицы QA(p), удовлетворя-
ющий условиям (93):

QA(p) =




a 0 0 c 0 0
0 b 0 0 d 0
0 0 0 0 0 0
e 0 0 f 0 0
0 g 0 0 h 0
0 0 0 0 0 0




+ F̂ (p)L′
3, (94)
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где F̂ (p) — произвольная матрица размерности 6×6, элементы которой зависят от
p; a, b, . . . , h — произвольные функции от p. При этом ввиду (73б), (85), (91), не
умаляя общности, можно положить F̂ (p) = 0.

Таким образом, существует всего восемь линейно независимых матриц, удов-
летворяющих условиям (93). Выберем эти матрицы в виде:

Q′
a = iσa, Q′

3+a = iΓ0Q
′
a, Q′

7 = −1, Q′
8 = −iΓ0, (95)

где матрицы σa и Γ0 задаются формулами (15), (92); 1 — единична матрица. С
помощью оператора (89) получаем явный вид этих матриц на множестве решений
исходной системы (73): QA = W †Q′

AW , где QA — операторы (78). Теорема 4
доказана.

Приведенное доказательство допускает простое обобщение на случай уравне-
ний для безмассовых полей произвольного спина, например, при использовании
формулировки таких уравнений, предложенной в [47, 48].

Из полученных результатов следует, что уравнения Максвелла (73) инвариан-
тны относительно восьмипараметрических преобразований:

ϕ(t,p) → ϕ′(t,p) = exp(QAθA)ϕ(t,p), (96)

где θA — произвольные вещественные параметры. Принимая во внимание соотно-
шения (73), формулу (96) можно переписать в виде

ϕ′(t,p) =

{
(cos θA + QA sin θA)ϕ(t,p), A = 1, 2, 3, 8,

(ch θA + QA sh θA)ϕ(t,p), A = 4, 5, 6, 7.
(97)

Подставляя в (97) явный вид операторов QA (78) и используя для компонент
функции ϕ(t,p) обозначения

ϕ(t,p) = столбец (Ẽ1, Ẽ2, Ẽ3, H̃1, H̃2, H̃3), (98)

где Ẽa и H̃a — фурье-образы компонент векторов напряженности электрического
и магнитного полей, получаем закон преобразования для Ẽa и H̃a в форме:

Ẽa → Ẽa cos θ1 + iεabcp̂bDcdẼd sin θ1,

H̃a → H̃a cos θ1 − iεabcp̂bDcdH̃d sin θ1;
(99а)

Ẽa → Ẽa cos θ2 + H̃a sin θ2,

H̃a → H̃a cos θ2 − Ẽa sin θ2;
(99б)

Ẽa → Ẽa cos θ3 − iεabcp̂bDcdH̃d sin θ3,

H̃a → H̃a cos θ3 − iεabcp̂bDcdẼd sin θ3;
(99в)

Ẽa → Ẽa ch θ4 − DabH̃b sh θ4,

H̃a → H̃a ch θ4 − DabẼb sh θ4;
(99г)

Ẽa → Ẽa ch θ5 + iεabcp̂bẼc sh θ5,

H̃a → H̃a ch θ5 + iεabcp̂bH̃c sh θ5;
(99д)
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Ẽa → Ẽa ch θ6 − DabH̃b sh θ6,

H̃a → H̃a ch θ6 + DabẼb sh θ6;
(99е)

Ẽa = Ẽa exp θ7, H̃a → H̃a exp θ7; (99ж)

Ẽa → Ẽa cos θ8 + iεabcp̂bH̃c sin θ8,

H̃a → H̃a cos θ8 − iεabcp̂bẼc sin θ8.
(99з)

Формулы (99б) задают преобразования Хевисайда–Лармора–Райнича [1–3]. Ос-
тальные соотношения (99), дополняющие преобразования (99б) до восьмипараме-
трической группы A8, локально изоморфной U(2)⊗U(2), соответствуют нелокаль-
ным (интегральным) преобразованиям векторов E(t,x) и H(t,x), которые имеют
следующий вид:

E(t,x) = (2π)−3/2

∫
d3p Ẽ exp(ip · x),

H(t,x) = (2π)−3/2

∫
d3p H̃ exp(ip · x).

(100)

Преобразования (99а)–(99в), (99з) сохраняют билинейную форму

E =
∫

d3x
(
E2 + H2

)
, (101)

которая ассоциируется с энергией электромагнитного поля. Остальные преобра-
зования (99г)–(99ж) не сохраняют (101). Однако существует положительно нео-
пределенная билинейная форма, инвариантная относительно всех преобразований
(99), которая имеет вид

(ϕ1, ϕ2) =
∫

d3p ϕ†
1(t,p)σ2Dϕ2(t,p) =

= (2π)−3

∫
d3p d3x d3x′ϕ†(t,x)σ2Dϕ2(t,x′) exp[ip · (x − x′)].

(102)

Таким образом, уравнения Максвелла для электромагнитного поля в вакууме
помимо хорошо известной симметрии относительно конформной группы допол-
нительно инвариантны относительно восьмипараметрической группы интеграль-
ных преобразований (99). Преобразования (99) с точностью до замены θb → iθb,
b = 4, 5, 6, 7 совпадают с полученными в работах [28, 31, 32]. Отметим, что сим-
метрию уравнений (73) относительно преобразований (99) легко можно проверить
непосредственно.
Инвариантность относительно 23-мерной алгебры Ли. Мы показали выше,

что существует два набора операторов — {Pµ, Jµν ,D,Kµ} (41), (49а) и {QA} (78),
образующих АИ уравнений Максвелл. Однако, как нетрудно убедиться, операторы
(41), (49а) и (78) не образуют совместно замкнутой алгебры. Докажем здесь теоре-
му, устанавливающую симметрию уравнений Максвелла относительно 23-мерной
алгебры Ли, включающей подалгебры C(1, 3) и A8. Такое объединение алгебр
C(1, 3) и A8 удается осуществить, если базисные элементы конформной алгебры
задать в классе интегральных операторов.
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Теорема 5. Уравнения (73) инвариантны относительно 23-мерной алгебры Ли,
базисные элементы которой задаются формулами (78) и (103):

Pµ = ipµ, Jµν = i(x′
µpν − x′

νpµ),
D = i(x′

µpµ − i), Kµ = i(2x′
µD − x′

νx′νpµ),
(103)

где x′
a = W †i ∂

∂pa
W , x′

0 = t, W — оператор (89).

Доказательство. Утверждения теоремы становятся почти очевидными в представ-
лении, где операторы L1 (73а) и L3 (85) имеют диагональную форму (91), (92). В
таком представлении операторы (78) принимают вид (95), а для операторов (103)
получаются следующие выражения:

P ′
µ = ipµ, J ′

µν = i(xµpν − xνpµ),
D′ = i(xµpµ + i), K ′

µ = i(2xµD′ − xνxνpµ),
(104)

где xµ = i ∂
∂pµ

, B′
a = WBaW †, Ba произвольный оператор из (103). Прямой про-

веркой убеждаемся, что операторы L′
1 и L′

3 (91), (92) и генераторы (78), (104)
удовлетворяют условиям инвариантности (86), (88):

[L′
1, P

′
µ] = [L′

1, J
′
ab] = [L′

1, Q
′
A] = 0,

[L′
1, J

′
0a] = −ipap−2L′

3 + ipap−1Q′
7L

′
1, [L′

1,D
′] = iL′

1,

[L′
1,K

′
0] = −2

{
[x0 + (x · p − i)Q′

7p
−1]L′

1 − (x · p − i)p−1L′
3

}
,

[L′
1,K

′
a] = −2

{
(xa + Q′

7x0pap−1)L′
1 − x0pap−2L′

3

}
,

[L′
3, P

′
µ] = [L′

3, J
′
ab] = [L′

3, Q
′
A] = 0,

[L′
3, J

′
0a] = −2pap0p

−2L′
3, [L′

3,D
′] = −2L′

3,

[L′
3,K

′
0] = −2

[
2x0 − (x · p + p · x)p0p

−2
]
L′

3,

[L′
3,K

′
a] = −2

[
2xa + i2paD′p−1 − (x · p + p · x)pap−2

]
L′

3.

(105)

Операторы (104) принадлежат алгебре C(1, 3), так как они удовлетворяют ком-
мутационным соотношениям (45). Кроме того, эти операторы коммутируют с ма-
трицами Q′

A (95), которые, в свою очередь, образуют представление алгебры
A8 (80). Отсюда заключаем, то операторы (95), (104) образуют базис алгебры
C(1, 3) ⊕ A8. Теорема доказана.

Каждому оператору (78), (103), заданному в пространстве функций ϕ(t,x)
(74), можно сопоставить интегральное преобразование в пространстве H функций
ϕ(t,x) (14):

ϕ(t,x) → ϕ′(t,x) = (2π)−3

∫
d3p d3x′ exp(iGαθα)ϕ(t,x) exp[ip · (x−x′)],(106)

где Gα — один из операторов (78), (103), θα параметр преобразования, α =
1, 2, . . . , 23. Преобразования (106) оставляют инвариантными уравнения Максвел-
ла (16), (17) и образуют представление группы C(1, 3) ⊕ A8.

Таким образом, получили 23-параметрическую группу симметрии уравнений
Максвелла для электромагнитного поля в вакууме, включающую подгруппы C(1, 3)
и A8. Поскольку преобразования (106) нелокальны, соответствующую группу ин-
вариантности в принципе нельзя найти в подходе Ли–Овсянникова [11–14], в
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котором инфинитезимальные операторы принадлежат классу дифференциальных
операторов первого порядка и порождают точечные преобразования.
Симметрия относительно преобразований, не изменяющих времени. Со

времени создания специальной теории относительности считалось, что преобразо-
вания Лоренца (55а)–(56в) — единственные преобразования симметрии уравнений
Максвелла, которые можно сопоставить переходу к новой инерциальной системе
отсчета. Поэтому сама постановка вопроса о существовании таких преобразований
решений уравнений Максвелла, которые образуют представление группы Пуанка-
ре, но не изменяют времени, может показаться довольно неожиданной. Однако на
самом деле такой вопрос вполне правомерен, и на него имеется положительный
ответ [16, 28, 30]. А именно, существуют преобразования вида:

t → t′ = t, x → x′ = f(x, t, λ1, . . . , λ10), (107а)

E → E′ = g

(
E,H,

∂E

∂xa
,
∂H

∂xa
,

∂2E

∂xa∂xb
, . . . , λ1, λ2, . . . , λ10

)
,

H → H ′ = h

(
E,H ,

∂E

∂xa
,
∂H

∂xa
,

∂2E

∂xa∂xb
, . . . , λ1, λ2, . . . , λ10

)
,

(107б)

где λa — вещественные параметры, реализующие представление группы P (1, 3) и
оставляющие инвариантность уравнения Максвелла.

В [15–17, 29] показано, что уравнение Шредингера–Клейна–Гордона–Фока и
другие релятивистские уравнения помимо инвариантности относительно преобра-
зований независимых переменных из группы Лоренца инвариантны также относи-
тельно преобразований вида (107a). Иными словами, все релятивистские уравне-
ния обладают двойственной симметрией [29].

Здесь рассмотрим формулировку уравнений Максвелла, задаваемую соотноше-
ниями (23) и (24). Симметрия уравнений (23) и (24) также имеет двойственный
характер, поскольку генераторы группы Пуанкаре (41), (496), (28) на множестве
решений этих уравнений можно представить также в виде:

P0 = H = −α · p, Pa = pa = −i∂/∂xa,

Jab = xapb − xbpa + S̃ab, J0a = tpa − xaH + S̃0a,
(108)

где αa и S̃µν — матрицы (22), (28). Операторы (108), как и (41), (49в), (28),
удовлетворяют условиям инвариантности уравнений (22)–(24) и коммутационным
соотношениям (45а), т.е. образуют АИ уравнений Максвелла. Однако в отличие
от генераторов (41), (49в) операторы (108) коммутируют с t, т.е. порождают пре-
образования из группы Пуанкаре, не изменяющие времени.

Найдем в явном виде группу преобразований, порождаемую операторами
(108). Формально их можно записать в виде

Ψ → Ψ′ = WΨ, W = exp(iθAQA), (109)

где QA — генераторы (108), θA — вещественные параметры, Ψ — вектор-функция
(23).

Ограничимся случаем, когда QA совпадают с генераторами J0a (вычисление
явного вида преобразований, порождаемых остальными генераторами Pµ и Jab,
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не представляет трудностей (ср. (56а), (56б)). Генераторы J0a, , задаваемые фор-
мулами (108), нельзя представить в виде суммы коммутирующих величин, одна
из которых — числовая матрица, а вторая выражается через дифференциальные
операторы первого порядка. Хотя оператор

W = exp(iJ0aθa), a = 1, 2, 3, (110)

всегда может быть представлен в виде конечного ряда по степеням спиновых ма-
триц, вычисление этого ряда в явном виде представляет довольно сложную задачу.

Преобразуем оператор (110) к форме, не содержащей матриц под знаком экспо-
ненты. Воспользуемся тождеством

iJ0aθa = A+P+ + A−P−, (111)

где

P± = (1 ± H/p)/2, A± = i(tpa ∓ xap + S0a)θa. (112)

Операторы (112) удовлетворяют соотношениям:

P±P± = P±, P±P∓ = P∓P± = 0, P±A∓P∓ = 0,

P∓A±P± = 0, A±P±A±P± = A2
±P±,

(113)

используя которые, нетрудно получить следующее выражение для оператора (110):

exp(iJ0aθa) ≡ exp(A+P+ + A−P−) = exp(A+P+) exp(A−P−) =

=
(

1 + A+P+ +
1
2!

A2
+P+ + · · ·

)(
1 + A−P− +

1
2!

A2
−P− + · · ·

)
=

= [exp(A+)P+ + P−][exp(A−)P− + P+] = exp(A+)P+ + exp(A−)P−.

(114)

Но вычисление экспонент от операторов A+ и A− (112) не составляет тру-
да, поскольку A± состоят из двух коммутирующих слагаемых, одно из которых
выражается через спиновые матрицы. Действительно:

exp(A±) ≡ exp[i(tpa ∓ xap + S0a)θa] = exp[i(tpa ∓ xap)] exp(iS0aθa), (115)

где последнюю экспоненту можно записать в виде конечной суммы по степеням
матриц S0aθa:

exp(iS0aθa) ≡ N(θ) = 1 + iS0aθa sh θ/θ + (S0aθa)2(1 − ch θ)/θ2, (116)

где θ =
(
θ2
1 + θ2

2 + θ2
3

)1/2
.

Подставив (115), (116) в (114), получим

W = exp(iJ0aθa) = N(θ)[exp(iB+)P+ + exp(iB−)P−], (117)

где введены обозначения

B± ≡ (tpa ∓ xap)θa.

Аналогично вычисляется обратный оператор

W−1 = N(−θ)[exp(−iB+)P+ + exp(−iB−)P−]. (118)
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Формулы (116)–(118) задают искомое представление операторов W , которое не
содержит спиновых матриц под знаком экспоненты. Используя (116)–(118), не-
трудно найти в явном виде закон преобразования функции Ψ(t,x) в импульсном
пространстве

Ψ(t,p) → Ψ′(t,p) = WΨ(t,p) = N(θ)[Ψ+(t,p′) + Ψ−(t,p′′)], (119)

где

p′a = pa ch θ − θap sh θ/θ + θaθbpb(ch θ − 1)/θ2,

p′′a = pa ch θ + θap sh θ/θ + θaθbpb(ch θ − 1)/θ2, Ψ± = P±Ψ.
(120)

Преобразованиям (119) соответствуют нелокальные (интегральные) преобразо-
вания функции (23):

Ψ(t,x) → Ψ′(t,x) = N(θ)(2π)−3/2

∫
d3p exp(ip·x)[Ψ+(t,p′)+Ψ−(t,p′′)],(121)

здесь N(θ), Ψ±(t,p), p′ и p′′ задаются формулами (116) и (120). Преобразования
(121) совместно с (56а), (56б) образуют представление группы P (1, 3), но оставля-
ют время инвариантным, t′ = WtW+ = t.
Нелиевская симметрия уравнений Максвелла в проводящей среде. Иссле-

дуем негеометрическую симметрию уравнений Максвелла в проводящей среде:

i∂E/∂t = −p × H + iσE, i∂H/∂t = p × E,

p · E = p · H = 0,
(122)

где σ — коэффициент проводимости. Покажем, что уравнения (122), как и урав-
нения (12) для электромагнитного поля в вакууме, инвариантны относительно
алгебры A8.

Используя обозначения (14), (15), запишем систему (122) в виде:

L̂1ϕ(t,x) = 0, L̂1 = i∂/∂t + σ2S · p + (i/2)(1 + σ3)σ, (123)

L̂2ϕ(t,x) = 0, L̂2 = p1 − S · pS1. (124)

Найти АИ уравнений (123), (124) означает определить совокупность опера-
торов {QA}, образующих конечномерную алгебру Ли и удовлетворяющих усло-
виям инвариантности (39). Поскольку здесь будем искать АИ в классе интегро-
дифференциальных операторов, перейдем от (123) и (124) к эквивалентной системе
уравнений в импульсном представлении:

L1ϕ(t,p) = 0, L1 = i∂/∂t + σ2S · p + (i/2)(1 + σ3)σ,

L2ϕ(t,p) = 0, L2 = p1 − S · pS1,
(125)

здесь ϕ(t,p) — фурье-образ ϕ(t,x), pa — независимые переменные −∞ < pa < ∞.

Теорема 6. Уравнения (125) инвариантны относительно алгебры A8. Ее бази-
сные элементы на множестве решений уравнений (125) задаются формулами:

Q1 = σ3S · p̂D, Q2 = ihS · p̂/|h|, Q3 = ihσ3D/|h|,
Q3+a = ihQa/|h|, Q7 = h/|h|, Q8 = I,

(126)
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где σa, Sa, D — матрицы (6), (103), (104):

p̂ = p/p, h = σ2S · p + (i/2)σ3σ,

h =
√

h2 = [(S · p)2 − σ2/4]1/2 =

= (p2 − σ2/4)1/2(S · p̂)2 + (i/2)σ[1 − (S · p̂)2].

(127)

Доказательство. Подобно тому как это делалось выше [см. (85)–(88)], рассмо-
трим вместо (125) систему уравнений:

L1ϕ(t,p) = 0,
L3ϕ(t,p) = 0, L3 = 1 − (S · p̂)2,

(128)

где L1 — оператор из (125).
Исследование симметрийных свойств системы (128) представляет более про-

стую задачу ввиду коммутативности операторов L1 и L3. Вместе с тем, как можно
показать в полной аналогии с (85)–(88), АИ уравнений (125) и (128) совпадают.

Используя тождества (81) и принимая во внимание антикоммутативность ма-
триц Паули, нетрудно убедиться, что операторы (126) удовлетворяют условиям ин-
вариантности (86), ( 88) уравнений (128) и коммутационным соотношениям (80),
т.е. образуют АИ A8 системы (128), а значит, и системы (125). Теорема доказана.

Итак, уравнения Максвелла для электромагнитного поля в проводящей среде
имеют такую же негеометрическую АИ, как и соответствующие уравнения в отсут-
ствие токов и зарядов. Из теоремы 6 следует также инвариантность системы (125)
относительно группы преобразований вида (96), где QA — оператор (126).

В заключение раздела отметим, что помимо наших работ [15–25] негеометри-
ческий подход к исследованию симметрии уравнений Максвелла использовался
также в [55, 56]. Этот подход может оказаться эффективным и при исследова-
нии групповых свойств новой формулировки электродинамики, предложенной в
[57, 58].

4. Симметрия уравнений Дирака и КДП
Этот раздел в основном посвящен исследованию симметрии уравнения Дирака

LΨ(t,x) ≡ (γµpµ − m)Ψ(t,x) = 0, (129)

где Ψ(t,x) — четырехкомпонентная волновая функция, γµ — матрицы размерности
4 × 4, удовлетворяющие алгебре

γµγν + γνγµ = 2gµν . (130)

Следуя [15–18, 19, 27, 31], установим АИ уравнения (129) в классе дифферен-
циальных и интегро-дифференциальных операторов. Отдельно будет рассмотрен
случай m = 0 и показано, что симметрия уравнения Дирака для безмассовых
частиц определяется той же самой 23-мерной алгеброй Ли, что и симметрия урав-
нения Максвелла.

Будет исследована также симметрия уравнения Кеммера–Дэффина–Петье.
АИ уравнения Дирака в классе дифференциальных операторов. Хорошо

известно, что уравнение (129) инвариантно относительно группы Пуанкаре. Гене-
раторы этой группы на множестве решений уравнения (129) имеют вид:

Pµ = pµ, Jµν = xµpν − xνpµ + Sµν , (131)
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где Sµν = (i/4)(γµγν −γνγµ). Операторы (131) коммутируют с L из (129) и удовле-
творяют коммутационным соотношениям (45а), т.е. образуют АИ уравнения (129).
В [14, 59] показано, что алгебра Ли, натянутая на базисные элементы (131), явля-
ется максимальной АИ уравнения Дирака в классе дифференциальных операторов
первого порядка.

Однако инвариантность относительно алгебры (131) не исчерпывает всех
свойств симметрии уравнения Дирака. Если расширить класс операторов, кото-
рому принадлежит АИ, то можно доказать следующее утверждение [18, 19].

Теорема 7. Уравнение Дирака (129) инвариантно относительно алгебры A8,
заданной над полем вещественных чисел. Базисные элементы этой алгебры на
множестве решений уравнения (129) задаются формулами:

Σµν = (i/2)[γµ, γν ] + (i/m)(1 − iγ5)(γµpν − γνpµ),
Σ0 = 1, Σ1 = γ5 − (i/m)(1 − iγ5)γµpµ,

(132)

где γ5 = γ0γ1γ2γ3, 1 — единичная матрица.
Доказательство. В справедливости теоремы проще всего убедиться прямой про-
веркой. Используя соотношения (130), получаем:

[Σµν , L] = (i/m)(γµpν − γνpµ)L, [Σ0, L] = 0,
[Σ1, L] = −(2i/m)γ5γµpµL, [Σ1,Σ2] = [Σα,Σµν ] = 0,
[Σµν ,Σλσ] = 2i(gµσΣνλ + gνλΣµσ − gµλΣνσ − gνσΣµλ),

(133)

откуда видно, что операторы (132) удовлетворяют условию инвариантности урав-
нения (129) и образуют 8-мерную алгебру Ли, изоморфную алгебре A8 (80). Этот
изоморфизм устанавливается следующими соотношениями:

Σab ↔ εabcQc, Σ0a ↔ Q3+a, Σ0 ↔ Q7, Σ1 ↔ Q8.

Над полем вещественных чисел все элементы алгебры A8, задаваемые форму-
лами (132), линейно независимы. Чтобы убедиться в этом, достаточно подвергнуть
операторы (132) преобразованию

Σµν → Σ′
µν = V ΣµνV −1 = (i/2)[γµ, γν ],

Σ0 → Σ′
0 = V Σ0V

−1 = 1, Σ1 → Σ′
1 = V Σ1V

−1 = γ5,
(134)

где

V = exp[−(1 − iγ5)γµpµ/2m] = 1 − (1 − iγ5)γµpµ/2m. (135)

Теорема доказана.
Отметим, что формулы (132) не задают базис алгебры Ли над полем компле-

ксных чисел, поскольку

(Σab − iεabcΣ0c)Ψ = (Σ1 − iΣ0)Ψ = 0, (136)

где Ψ — произвольное решение уравнения (129).
Таким образом, уравнение Дирака обладает такой же негеометрической АИ,

как и система уравнений Максвелла (12). Хотя операторы (132) включают прои-
зводные по независимым переменным не выше первого порядка, они не порождают
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локальных преобразований волновой функции Ψ(t,x). Если использовать обозна-
чения Овсянникова [11, 12], то генераторы (132) можно классифицировать как
дифференциальные операторы второго порядка, включающие производные вида
∂2/∂xµ∂Ψα.

Из доказанной теоремы следует, что уравнение Дирака инвариантно относи-
тельно восьмипараметрической группы преобразований:

Ψ → (cos θab − γaγb sin θab)Ψ+
+(1/m) sin θab(1 − iγ5)(γa∂Ψ/∂xb − γb∂Ψ/∂xa),

Ψ → (ch θ0a − γ0γa sh θ0a)Ψ+
+(1/m) sh θ0a(1 − iγ5)(γ0∂Ψ/∂xa − γa∂Ψ/∂x0),

Ψ → (ch θ1 + iγ5 sh θ1)Ψ + (1/m) sh θ1(1 − iγ5)γµ∂Ψ/∂xµ,

Ψ → exp(iθ0)Ψ,

(137)

где θ0, θ1, θµν — произвольные вещественные параметры. Преобразования (137)
унитарны в индефинитной метрике

(Ψ1,Ψ2) =
∫

d3x Ψ†γ0Ψ. (138)

Итак, уравнение Дирака помимо инвариантности относительно группы Пуан-
каре обладает дополнительной симметрией относительно преобразований (137),
образующих представление группы U(2) ⊗ U(2). Принципиальное отличие пре-
образований (137) от преобразований Лоренца для биспинора Ψ состоит в том,
что преобразованная функция зависит не только от Ψ (и параметров преобразова-
ния), но также от производных ∂Ψ/∂xµ.

Возникает вопрос, нельзя ли объединить группу симметрии уравнения Дира-
ка, задаваемую преобразованиями (137), и группу Пуанкаре? Оказывается, такое
объединение возможно, поскольку операторы (131) и (132) образуют 18-мерную
алгебру Ли.

Теорема 8. Уравнение Дирака (129) инвариантно относительно 18-мерной ал-
гебры Ли, базисные элементы которой задаются формулами (131), (132). Эти
операторы удовлетворяют коммутационным соотношениям (45а), (133) и при-
веденным ниже соотношениям (139)

[Pµ,Σλσ] = [Pµ,Σα] = [Jµν ,Σα] = 0,
[Jµν ,Σλσ] = i(gµσΣνλ + gνλΣµσ − gµλΣνσ − gνσΣµλ).

(139)

Доказательство. Оно сводится к проверке справедливости соотношений (139),
которую несложно осуществить, используя соотношения (130).

Из доказанного выше заключаем, что уравнение Дирака инвариантно относи-
тельно 18-параметрической группы преобразований вида (11). Эта группа изомор-
фна группе P (1, 3) ⊗ U(2) ⊗ U(2) и включает неоднородные преобразования Ло-
ренца для биспинора Ψ(x), а также преобразования, явный вид которых приведен
в (137).
АИ уравнения Дирака в классе интегро-дифференциальных операторов.

Покажем теперь, что в классе нелокальных (интегро-дифференциальных) преобра-
зований симметрия уравнения Дирака еще выше. А именно, справедливо следую-
щее утверждение [16, 18, 19].
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Теорема 9. Уравнение Дирака (129) инвариантно относительно алгебры за-
данной над полем комплексных чисел. Базисные элементы АИ принадлежат
классу интегро-дифференциальных операторов и задаются формулами:

Σ̃µν = (i/2)[γµ, γν ] + (γµpν − γνpµ)(1 − iγ5H/E)/2m,

Σ̃0 = 1, Σ̃1 = H/E,
(140)

где

H = γ0γapa + γ0m, E =
√

H2 =
√

p2 + m2. (141)

Вместо доказательства приведем явный вид оператора, диагонализующего урав-
нение (129) и одновременно преобразующего операторы (140) к представлению, в
котором они не зависят от pa:

V = exp[iS0apa arth (p/E)/p] × exp[γapa arctg (p/m)/p]. (142)

С помощью оператора (142) получаем

Σ̃′
ab = V Σ̃abV

−1 = (i/2)γaγb, Σ̃′
1 = V Σ̃1V

−1 = γ0,

Σ̃′
0a = V Σ̃0aV −1 = (i/2)γ4γa, L̃′ = V γ0LV −1 = i(∂/∂t) − γ0E,

(143)

где L — оператор Дирака (129). В представлении (143) утверждения теоремы
становятся очевидными.

Операторы (143) в отличие от (132) задают базис алгебры Ли над полем ком-
плексных чисел. Поэтому из теоремы 9 вытекает инвариантность уравнения (129)
относительно 16-параметрической группы Ли, включающей преобразования вида:

Ψ′ = exp(iΣ̃µν θ̃µν)Ψ, Ψ′′ = exp(iΣ̃αθ̃α)Ψ, (144)

где θ̃µν = θ1
µν + iθ2

µν , θ̃α = θ1
α + iθ2

α, α = 1, 2, θ1
µν , θ2

µν , θ1
α, θ2

α — вещественные
параметры. Подставляя (140) в (144) и принимая во внимание тот факт, что ква-
драт любого из операторов (140) совпадает с единичным оператором, получаем
преобразования (144) в следующей форме:

Ψ → Ψ′ = (cos θ̃ab − γaγb sin θ̃ab)Ψ+

+
∑

ε

(1 − iεγ5) sin θ̃ab(γa∂Ψε/∂xb − γa∂Ψε/∂xa)/m,

Ψ → Ψ′′ = (ch θ̃0b − γ0γb sh θ̃0b)Ψ+

+
∑

ε

(1 − iεγ5) sh θ̃0b(γ0∂Ψε/∂xb − γb∂Ψε/∂x0)/m,

Ψ → Ψ′′′ = ch θ̃1Ψ +
∑

ε

ε sh θ̃1Ψε, Ψ → Ψ′′′′ = exp(iθ̃0)Ψ,

(145)

где Ψε = (1/2)(1 − εH/E)Ψ, ε = ±1, θ̃µν , θ̃α — комплексные параметры. Преобра-
зования (145) образуют группу локально изоморфную группе GL(2, C)⊗GL(2, C).

Операторы (140) в отличие от (132) не образуют замкнутой алгебры совместно
с генераторами группы Пуанкаре (131). Однако генераторы (131) на множестве
решений уравнения (129) можно представить также в форме:

P0 = H, Pa = pa = −i∂/∂xa,

Jab = xapb − xbpa + Sab, J0a = tpa − [xa,H]+/2.
(146)
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Операторы (140) и (146) удовлетворяют коммутационным соотношениям (45а),
(133), (139) и, следовательно, задают базис алгебры P (1, 3) ⊕ U(2) ⊕ U(2).
Симметрия восьмикомпонентного уравнения Дирака. Рассмотрим восьми-

компонентное уравнение Дирака

L̃Ψ̃(t,x) = 0, L̃ = Γµpµ − m, (147)

где Γµ (µ = 0, 1, 2, 3) — матрицы размерности 8× 8, удовлетворяющие совместно с
Γ4, Γ5, Γ6 алгебре Клиффорда.

Выбирая Γµ и Ψ̃ в виде:

Γµ =
(

γµ 0
0 γµ

)
, Ψ̃ =

(
Ψ
Ψc

)
, Ψc = γ2Ψ∗, (148)

здесь γµ — четырехрядные матрицы Дирака, Ψ — четырехкомпонентная волно-
вая функция, получаем из (147) систему уравнений, совпадающую с уравнением
Дирака (129) и уравнением, сопряженным (129). В общем же случае, когда Γµ

— произвольные матрицы размерности 8 × 8, удовлетворяющие алгебре Клиффор-
да, уравнение (147) допускает самую различную интерпретацию, в том числе как
уравнение движения частиц со спином 1 [45, 47, 48] и 3/2 [60].

В результате увеличения числа компонент волновой функции уравнение (147)
обладает более высокой симметрией, чем уравнение Дирака (129). Помимо почти
очевидной инвариантности относительно группы Пуанкаре, генераторы которой
задаются формулами (131), где Sµν = (i/4)[Γµ,Γν ], уравнение (147) имеет скрытую
негеометрическую симметрию, описываемую следующей теоремой.

Теорема 10. Восьмикомпонентное уравнение Дирака (147) инвариантно отно-
сительно 16-мерной алгебры Ли, заданной над полем комплексных чисел. Бази-
сные элементы этой алгебры принадлежат классу дифференциальных опера-
торов и задаются формулами:

Σnl = i[Γn,Γl]/2 + (1 + iΓ6)(Γnpl − Γlpn)/m,

Σ0 = 1, l, n = 0, 1, . . . , 5.
(149)

Доказательство повторяет почти дословно доказательство теоремы 7. Подчер-
кнем, что по определению

p3+aΨ̃(t,x) ≡ −i
∂

∂x3+a
Ψ̃(t,x) ≡ 0,

поэтому часть генераторов (149), у которых l и n > 3, на множестве функций
Ψ(t,x) сводится к числовым матрицам.

Генераторы Σmn и Σ0 удовлетворяют коммутационным соотношениям:

[Σmn,Σm′n′ ] = 2i(gmn′Σnm′ + gnm′Σmn′ − gmm′Σnn′ − gnn′Σmm′),
[Σ0,Σmn] = 0.

(150)

Алгебра (150) изоморфна алгебре O(1, 5) ⊕ T1 ∼ GL(4), где T1 — одномерная
подалгебра, реализуемая единичной матрицей.
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Операторы (149) образуют замкнутую алгебру совместно с генераторами гру-
ппы Пуанкаре, поскольку выполняется:

[Pµ,Σmn] = 0, [Jµν ,Σm′n′ ] = 0,
[Jµν ,Σm′λ] = i(gµλΣm′ν − gνλΣm′µ),
[Jµν ,Σλρ] = i(gµρΣνλ + gνλΣµρ − gµλΣνρ − gνρΣµλ),

(151)

где m,n = 0, 1, . . . , 6; 3 < m′, n′ ≤ 6; µ, ν, ρ, λ ≤ 3. Отсюда следует, в частности,
что уравнение (147) инвариантно относительно 26-мерной группы преобразований,
включающей неоднородную группу Лоренца и преобразования вида:

Ψ̃ → Ψ̃′ = (cos θkl − ΓkΓl sin θkl)Ψ+
+i(1 + iΓ6)(Γk∂Ψ/∂xl − Γl∂Ψ/∂xk) sin θkl/m, k, l 
= 0,

Ψ̃ → Ψ̃′′ = (ch θ0k − Γ0Γk sh θ0k)Ψ+
+i(1 + iΓ6)(Γ0∂Ψ/∂xk − Γk∂Ψ/∂x0) sh θ0k/m,

Ψ̃ → Ψ̃′′′ = exp(iθ0)Ψ,

(152)

где θkl, θ0, θ0k — произвольные параметры. При k, l > 3 формулы (152) задают
матричные преобразования функции Ψ(t,x).

В полной аналогии с изложенным в предыдущем пункте можно показать, что
уравнение (147) инвариантно относительно 42-мерной алгебры Ли, изоморфной
P (1, 3) ⊗ GL(4, C) ⊗ GL(4, C). Базисные элементы этой алгебры принадлежат
классу интегро-дифференциальных операторов и задаются формулами (131), где
Sµν = i[Γµ,Γν ]/4, и приведенными ниже формулами

Σkl = i[Γk,Γl]/2 + (Γkpl − Γlpk)(1 + iΓ6H/E)/m,

Σ5+k 5+l = ΣklΣ1, Σ0 = 1, Σ0 = H/E,
(153)

где H = Γ0Γapa + Γ0m, k, l = 0, 1, 2, 3, 4, 5.
Симметрия уравнения Дирака для безмассовой частицы. Рассмотрим те-

перь уравнение Дирака в том особом случае, когда параметр m, характеризующий
массу частицы, равен нулю.

Хорошо известно, что уравнение Дирака при m = 0 инвариантно относительно
16-мерной конформной алгебры. Здесь покажем, что симметрия этого уравнения
выше. Если расширить класс операторов, которому принадлежат базисные элемен-
ты АИ, включив в него интегро-дифференциальные операторы, то можно доказать
следующее утверждение.

Теорема 11 [31]. Уравнение Дирака (129) при m = 0 инвариантно относитель-
но 23-мерной алгебры Ли, изоморфной алгебре C(1, 3)⊕A8. Базисные элементы
этой АИ принадлежат классу интегро-дифференциальных операторов и зада-
ются следующими формулами:

P0 = p0 = i∂/∂t, Pa = pa = −i∂/∂xa, Jab = xapb − xbpa + Sab,

J0a = x0pa − xap0 + iH(1 − iγ5)γaγbpb/2p2 + (1/2)Σ̂0a,

D = xµpµ + i,

Kµ =
(−xνxν + JabSabp

−2 + p−2
)
pµ + 2[xµ + (1 − δµ0)(1 − γ0)Sµbpbp

−1]D,

Σ̂0a = γ4(pa + γ0Sabpb)/p, Σ0 = 1, Σ̂1 = iH/p, Σ̂ab = iΣ1εabcΣ0c,

(154)
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где

H = γ0γapa, p =
√

H2 =
(
p2
1 + p2

2 + p2
3

)1/2
.

Приведем схему доказательства. С помощью преобразования

QA → Q′
A = WQAW−1, L̂ → L̂′ = WLW−1, Ψ → Ψ′ = WΨ,

где QA — произвольный генератор из множества, заданного формулами (154):

W = W−1 = [1 + γ0 + (1 − γ0)εabcSabp̂c],

L̂ = γ0L = i∂/∂t − H, p̂c = pc/p,
(155)

приводим уравнение (129) (при m = 0) и операторы (154) к следующей форме:

L′Ψ′ = 0, L′ = i∂/∂t − iγ5p, P ′
µ = Pµ,

J ′
ab = Jab, J ′

0a = x0pa − xap0 + S0a,
(156)

D′ = D, K ′
µ = 2xµD − xνxνpµ,

Σ̂′
µν = 2Sµν = i[γµ, γν ]/2, Σ̂′

0 = 1, Σ̂′
1 = γ5.

(157)

Операторы (157) удовлетворяют коммутационным соотношениям (45а), (133),
(151) и условиям инвариантности уравнения (156):

[L′, P ′
µ] = [L′, J ′

µν ] = [L′,Σ′
µν ] = [L′,Σ′

α] = 0,
[L′,K ′

0] = 2i[x0 + (xapa − i)iγ5p
−1]L′,

[L′,K ′
a] = 2i(xa + ix0γ5pa/p)L′,

[L′,D′] = iL′, [L′, J ′
0a] = γ5p̂aL′.

(158)

Отсюда заключаем, что операторы (154) образуют АИ уравнения (129) с m = 0,
изоморфную C(1, 3) ⊕ A8.

Таким образом, уравнение Дирака для безмассовой частицы инвариантно отно-
сительно 23-мерной алгебры Ли, включающей подалгебры C(1, 3) и A8. Такой же
симметрией, как было показано выше, обладают уравнения Максвелла (12). Мо-
жно показать (например, используя метод, предложенный в [47, 48]), что указан-
ной симметрией обладают все релятивистские уравнения для безмассовых полей,
инвариантные относительно преобразований P , T и C.
Симметрия уравнения Кеммера–Дэффина–Петье. Рассмотрим теперь урав-

нение Кеммера–Дэффина–Петье

(βµpµ − m)Ψ(t,x) = 0, (159)

где Ψ — десятикомпонентная волновая функция, βµ — матрицы размерности 10 ×
10, удовлетворяющие алгебре:

βµβνβλ + βλβνβµ = i(gµνβλ + gνλβµ). (160)

Хорошо известно, что уравнение (159) инвариантно относительно группы Пу-
анкаре. Генераторы этой группы на множестве решений сравнения (159) имеют
вид, задаваемый формулами (131), где Sµν = i(βµβν − βνβµ). Оказывается, что
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уравнение (159) обладает также скрытой (негеометрической) симметрией, причем
более широкой, чем уравнение Дирака.

Теорема 12. Уравнение КДП (159) инвариантно относительно 8-мерной алге-
бры Ли, заданной над полем вещественных чисел. Базисные элементы этой
алгебры принадлежат классу дифференциальных операторов и задаются фор-
мулами:

Aa
b = CadCdb, Ãa

b = εadcC0bCdc/2, a 
= b, Aa
a = 2/3 − C2

bc,

Ãa
a = εadcC0aCdc/6 − C0aCbc, (a, b, c) — цыкл (1, 2, 3),

A0 = 1, Ã0 = εabcC0aCbc/4, a, b, c, d = 1, 2, 3,

(161)

где

Cµν = Sµν + (aµpν − aνpµ)/m, Sµν = i[βµ, βν ], aµ = S4µ + iS5µ,

S4µ = iβµ, S5µ = i[β5, βµ], β5 = εµνρσβµβνβρβσ/4!.
(162)

Доказательство. Используя тот факт, что матрицы βµ, β5 удовлетворяют алгебре
КДП (160), а матрицы Skl (k, l = 0, 1, . . . , 5) — алгебре O(1, 5), получаем

[Cµν , L1] = f1
µνL, f1

µν = i(L + 2m)(βµpν − βνpµ)/m2. (163)

Из (163) заключаем, что операторы Cµν (а следовательно, и Ab
a, Ãb

a, A0, Ã0

(161)) удовлетворяют условию инвариантности уравнения (159).
Операторы (161) подчиняются коммутационным соотношениям:

[A0, A
a
b ] = [A0, Ã

a
b ] = [Ã0, A

a
b ] = [Ã0, Ã

a
b ] = [A0, Ã0] = 0,

[Ab
a, Ad

c ] = −[Ãb
a, Ãd

c ] = ifkl
abcdA

l
k, [Ab

a, Ãd
c ] = ifkl

abcdÃ
l
k,

(164)

где a, b, c, d, k, l = 1, 2, 3; fkl
abcd — структурные константы группы SU(3) в базисе

Окубо.
Соотношения (164) можно проверить непосредственно. Проще всего такая про-

верка осуществляется с помощью предварительного преобразования λn → V λnV −1,
где V = exp[iaµpµ/m], при этом Cµν → C ′

µν = V CµνV −1 = i[βµ, βν ]. Теорема до-
казана.

Итак, помимо симметрии относительно алгебры P (1, 3) уравнение КДП (159)
инвариантно также относительно 18-мерной алгебры Ли, базисные элементы ко-
торой заданы формулами (161). Отсюда следует, что уравнение КДП инвариантно
относительно преобразований вида:

Ψ → Ψ′ = exp(iAb
aθb

a)Ψ, Ψ → Ψ′′ = exp(iA0θ0)Ψ,

Ψ → Ψ′′′ = exp(iÃb
aθ̃b

a)Ψ, Ψ → ΨIV = exp(iÃ0θ̃0)Ψ,
(165)

где θb
a, θ̃b

a, θ0, θ̃0 — вещественные параметры. Согласно (164) преобразования (165)
образуют 18-параметрическую группу Ли, локально изоморфную U(3) ⊗ U(3).

Операторы (164) образуют совместно с генераторами группы Пуанкаре зам-
кнутую 28-мерную алгебру Ли. Это следует из соотношений

[Pµ, Cλσ] = 0, [Jµν , Cλσ] = i(gµσCνλ + gνλCµσ − gµλCνσ − gνσCµλ). (166)

Таким образом, уравнение КДП инвариантно относительно 28-мерной группы
Ли, включающей неоднородные преобразования Лоренца и преобразования (165).



О новых и старых симметриях уравнений Максвелла и Дирака 269

Преобразования (165) можно легко найти в явном виде, поскольку соответству-
ющие экспоненты сводятся к полиномам от (Ab

aθb
a)n, (Ãb

aθ̃b
a)n, (A0θ0)n, (Ã0θ̃0)n,

n = 0, 1, 2:

exp(iAb
aθb

a) = 1 + (cos θb
a − 1)(Ab

a)2 + i sin(θb
a)Ab

a,

exp(iÃb
aθ̃b

a) = 1 + (ch θ̃b
a − 1)(Ãb

a)2 + sh (θ̃b
a)Ãb

a,

exp(iA0θ0) = exp(iθ0), exp(iÃ0θ̃0) = 1 + (ch θ̃0 − 1)Ã2
0 + sh (θ̃0)Ã0.

(167)

Нетрудно убедиться, что общее преобразование функции Ψ(x), включающее
преобразования Лоренца и (165), имеет вид:

Ψ(x) → Ψ′(x′) = AΨ(x) + BΨ(x′) + Cµ
∂Ψ(x)
∂xµ

+

+Dµν
∂2Ψ(x)
∂xµ∂xν

+ Eµνλ
∂3Ψ(x)

∂xµ∂xν∂xλ
+ Fµνλσ

∂4Ψ(x)
∂xµ∂xν∂xλ∂xσ

,

(168)

где A, B, Cµ, Dµν , Eµνλ, Fµνλσ — числовые матрицы.
Негеометрическая симметрия уравнений Дирака и КДП для частиц, взаи-

модействующих с внешним полем. До сих пор в этой главе исследовалась не-
геометрическая симметрия уравнений Дирака и КДП для невзаимодействующих
частиц. Можно показать, что введение минимального взаимодействия в общем
случае приводит к сужению негеометрической симметрии уравнений движения.
Однако для некоторых классов внешних полей такая симметрия сохраняется. Кро-
ме того, негеометрической симметрией обладают уравнения, описывающие ано-
мальные взаимодействия типа Паули.

Здесь приведем без доказательства некоторые из результатов, полученных в
[25, 27], относящихся к симметрии уравнений движения для взаимодействующих
частиц.

Теорема 13. Уравнение Дирака с взаимодействием типа Паули:

LΨ = 0, L = γµπµ + (i/4m)(1 − iγ5)γµγνFµν + m, (169)

где πµ = pµ − eAµ, Fµν = −i[πµ, πν ], Aµ — вектор-потенциал электромагни-
тного поля, инвариантно относительно алгебры A8. Явный вид базисных эле-
ментов этой алгебры можно получить из (132) с помощью замены pµ → πµ.
Итак, уравнение (169) обладает такой же негеометрической симметрией, как
уравнение Дирака для невзаимодействующей частицы (129).
Теорема 14. Уравнение Дирака для частицы в однородном магнитном поле:

π0Ψ = ĤΨ, Ĥ = γ0γaπa + γ0m, (170)

где

π0 = p0, π3 = p3, π1 = p1 − eA1(x1, x2), π2 = p2 − eA2(x1, x2),

инвариантно относительно алгебры A8. Ее базисные элементы задаются сле-
дующими интегро-дифференциальными операторами:

Σ12 = iγ3γ0γaπa/|γ0γaπa|, Σ31 = iγ5(γ3m + p3)/(p2
3 + m2)1/2,

Σ32 = iΣ12Σ31, Σ0a = iεabcΣbcH/2|H|, Σ0 = 1, Σ1 = iH/|H|. (171)
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Отметим, что аналогичный результат справедлив для уравнения Дирака, опи-
сывающего движение частицы в постоянном электрическом поле.

Рассмотрим теперь обобщенное уравнение КДП, описывающее движение ча-
стицы со спином 1, зарядом e и аномальным моментом q в однородном магнитном
поле H = (0, 0,H):

[βµπµ + m(eq/4m)SµνFµν ]Ψ = 0, (172)

где

π0 = p0, π1 = p1 − eHx2, π2 = p2, π3 = p3, SµνFµν = 2S12H.

Теорема 15. Уравнение (172) имеет шесть линейно-независимых интегралов
движения, связанных с негеометрической симметрией. При q = 1 уравнение
(172) инвариантно относительно 10-мерной алгебры Ли, включающей подалге-
бру O(4).

Явный вид базисных элементов, перечисленных в теореме АИ, не будем при-
водить здесь из-за их громоздкости (см. [25, 27]).

5. Законы сохранения
Хорошо известно, что из симметрии уравнений Максвелла относительно груп-

пы Пуанкаре следует существование некоторых интегральных комбинаций из ве-
кторов напряженности электрического и магнитного полей, которые сохраняются
во времени. В этом разделе наряду с классическими законами сохранения (энер-
гии, импульса, углового момента электромагнитного поля) обсуждаются новые ве-
личины, возникающие вследствие симметрии уравнений Максвелла относительно
алгебры A8. Рассматриваются также новые интегралы движения для поля Дирака,
связанные с негеометрической симметрией уравнения Дирака.
Классические интегралы движения электромагнитного поля. Из уравнений

Максвелла (12) для электромагнитного поля в вакууме следует сохранение во
времени следующих величин:

E =
∫

d3x
(
E2 + H2

)
/2, (173а)

P =
∫

d3xE × H, (173б)

L =
∫

d3xx × (E × H), (173в)

N =
∫

d3x
[
tE × H − x

(
E2 + H2

)
/2
]
, (173г)

которые определяют энергию, импульсы, угловой момент и центр энергии поля.
Существование классических интегралов движения, перечисленных в (173),

вытекает из симметрии уравнений Максвелла относительно группы Пуанкаре.
Исходя из лагранжевой формулировки этих уравнений и используя теорему Нетер,
можно показать, что сохранение энергии (173а) и импульса (173б) непосредствен-
но следует из инвариантности лагранжиана относительно сдвигов по временной и
пространственным координатам, сохранение момента — следствие инвариантности
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лагранжиана относительно пространственных поворотов и, наконец, сохранение
центра энергии вытекает из инвариантности относительно преобразований Лорен-
ца.

Возникает естественный вопрос: какие сохраняющиеся величины связаны с
симметрией уравнений Максвелла относительно негеометрических преобразова-
ний? Для ответа на этот вопрос невозможно воспользоваться теоремой Нетер,
поскольку негеометрические преобразования (99), (100) имеют нелокальный хара-
ктер. Следовательно, приходится применять другой метод нахождения сохраняю-
щихся величин, который заключается в вычислении средних значений базисных
элементов АИ в соответствующем скалярном произведении. Покажем, как в таком
подходе можно получить классические интегралы движения (173).

Будем исходить из формулировки уравнений Максвелла в импульсном про-
странстве (73). Генераторы группы Пуанкаре на множестве решений уравнений (73)
задаются формулами

P0 = −σ2S · p ≡ Ĥ, Pa = pa,

Ja = −i

(
p × ∂

∂p

)
a

+ Sa, J0a = tpa − iĤ
∂

∂pa
,

(174)

где pa — независимые переменные, −∞ < pa < ∞, σ2 и Sa — матрицы (15). Опе-
раторы (174) эрмитовы относительно инденфинитного скалярного произведения

(ϕ1, ϕ2) =
∫

d3p ϕ†
1(t,p)(Ĥ/2p2)ϕ2(t,p), (175)

где ϕα(t,p) — произвольные квадратично интегрируемые решения уравнений (73).
Из инвариантности уравнений (73) относительно алгебры (174) следует сохра-

нение во времени средних значений операторов Pµ, Jµν в метрике (175):

∂

∂t
〈QA〉 = 0,

где

〈QA〉 = (ϕ,QAϕ) ≡
∫

d3p ϕ†(t,p)(Ĥ/2p2)QAϕ(t,p), (176)

здесь QA — любой из генераторов (174). Подставляя в (176) выражения (174) для
генераторов группы P (1, 3) и используя для вектор-функции ϕ(t,p) обозначения
(98), после несложных вычислений получим:

〈P0〉 = E , 〈Pa〉 = Pa, 〈Ja〉 = La, 〈J0a〉 = Na, (177)

где E , Pa, La и Na — интегралы движения (173).
Приведем доказательство первой из формул (177). Подставляя в (176) выраже-

ние (174) для генератора QA = P0 = Ĥ и принимая во внимание, что Ĥ2ϕ = p2ϕ,
находим

〈P0〉 = (ϕ,Hϕ) ≡
∫

d3p ϕ†(t,p)ϕ(t,p)/2. (178)
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Подставляя в (178) выражение (98) для вектора-функции ϕ(t,p) и учитывая
(75), получаем

〈P0〉 =
∫

d3p [E(t,−p) · E(t,p) + H(t,−p) · H(t,p)]/2. (179)

Выражая E(t,p) и H(t,p) с помощью преобразования Фурье через E(t,x) и
H(t,x) и выполняя интегрирование по p с помощью соотношения∫

d3p exp(ip · x) = (2π)3δ(x),

приходим к формуле

〈P0〉 =
∫

d3x
[
E2(t,x) + H2(t,x)

]
/2. (180)

Аналогично можно доказать все остальные соотношения (173), (177).
Интегралы движения, вытекающие из негеометрической симметрии урав-

нений Максвелла. Классические интегралы движения для электромагнитного по-
ля можно представить как средние значения (в квантовомеханическом смысле)
базисных элементов алгебры P (1, 3). Таким же образом можно вычислить новые
интегралы движения, связанные с негеометрической симметрией уравнения Ма-
ксвелла, рассматриваемой в разд. 3.

Найдем сохраняющиеся величины, соответствующие базисным элементам ал-
гебры A8. Операторы (78) коммутируют с L1 из уравнения (73а), и сохраняются
во времени следующие интегралы:

〈QA〉 =
∫

d3p ϕ†(t,p)MQAϕ(t,p)/2p, (181)

где M — произвольный оператор, определенный на множестве решений уравнений
(73), QA — операторы (78).

Ограничимся выбором M = Ĥ/p. В этом случае (181) определяет средние зна-
чения операторов (78) в той же самой метрике, в которой заданы средние значения
генераторов группы Пуанкаре (см. (173), (176), (177)).

Вычислим последовательно средние значения всех операторов (78). Для того
чтобы получить вещественные величины, умножим QA (78) на i и обозначим
iQA = Q̃A. Выбирая A = 3, Q̃A = iQ3 = −σ2, получаем

〈Q̃3〉 = −
∫

d3p ϕ†(t,p)(Ĥ/2p2)σ2ϕ(t,p) =

= −
∫

d3p ϕ†(t,p)S · pϕ(t,p)/2p2.

(182)

Подставив в (182) явный вид матриц Sa (15) и выражение (98) для функции ϕ(t,p),
придем к следующей формуле:

〈Q̃3〉 = i

∫
d3p p · [E∗(t,p) × E(t,p) + H∗(t,p) × H(t,p)]/2p2. (183)
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Если потребовать, чтобы E и H удовлетворяли условию вещественности, то
согласно (183), (75):

〈Q̃3〉 = i

∫
d3p p · [E(t,−p) × E(t,p) + H(t,−p) × H(t,p)]. (184)

Таким образом, из инвариантности уравнений Максвелла относительно преобра-
зований Хевисайда–Лармора–Райнича следует сохранение во времени интеграла
(184). Найдем теперь среднее значение оператора Q2 (73):

〈Q̃2〉 =
∫

d3pϕ†(t,p)σ3Dϕ(t,p)/2p. (185)

Используя явный вид матрицы D (82), (83) и принимая во внимание (73), (98),
имеем

ϕ′(t,p) = Dϕ = D1ϕ = (i/δ)




p2p3(p3Ḣ3 − p2Ḣ2)

p1p3(p1Ḣ1 − p3Ḣ3)

p1p2(p2Ḣ2 − p1Ḣ1)

−p2p3(p3Ė3 − p2Ė2)

−p1p3(p1Ė1 − p3Ė3)

−p1p2(p2Ė2 − p1Ė1)




+ (f/δ)




E1

E2

E3

H1

H2

H3




, (186)

где δ и f — функции (79), (83), Ḣa = ∂Ha/∂t, Ėa = ∂Ea/∂t. Подставляя в (185)
выражение (98) для ϕ†(t,p), а также явный вид матрицы σ3 и функции ϕ′(t,p)
(186), получаем

〈Q̃2〉 =
∫

d3p

{
f [H∗ · H(t,p) − E∗(t,p) · E(t,p)] +

+
∑

a

p2
a

[
Ḣ∗

a(t,p) · Ḣa(t,p) − Ė∗
a(t,p) · Ėa(t,p)

]}/
2δp.

(187)

Если теперь наложить на E(t,p), H(t,p) условия вещественности (75), то
интеграл (187) принимает вид:

〈Q̃2〉 =
∫

d3p

{
f [E(t,p) · E(t,−p) − H(t,p) · H(t,−p)] +

+
∑

a

p2
a

[
Ėa(t,p) · Ėa(t,−p) − Ḣa(t,p) · Ḣa(t,−p)

]}/
2δp.

(188)

Совершенно аналогично получаем, что:

〈Q̃1〉 =
∫

d3p

[
fE(t,−p) · H(t,p) +

∑
a

p2
aĖa(t,−p) · Ḣa(t,p)

]/
δp,

〈Q̃8〉 =
∫

d3p [E(t,−p) · E(t,p) + H(t,−p) · H(t,p)]/2p,

〈Q̃4〉 = 〈Q̃5〉 = 〈Q̃6〉 = 〈Q̃7〉 = 0.

(189)
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Соотношения (189) справедливы только для тех векторов E(t,p) и H(t,p),
которые удовлетворяют условию (75). При комплексных E и H интегралы 〈QB〉
(B = 4, 5, 6, 7) не равны нулю, но задают некоторые сохраняющиеся величины,
явный вид которых здесь не приводится.

Формулы (184), (188), (189) определяют интегральные комбинации фурье-обра-
зов компонент векторов напряженности электрического и магнитного полей, сохра-
няющиеся во времени в силу уравнений Максвелла. С помощью преобразования
Фурье эти сохраняющиеся величины можно выразить через E(t,p) и H(t,p). Так,
для 〈Q̂1〉 получаем

〈Q̃1〉 = (2π)−3

∫
d3x d3x′ d3p (δp)−1×

×
{

fE(t,x) · H(t,x′) +
∑

a

p2
aĖa(t,x)Ḣa(t,x′) exp[ip · (x − x′)]

}
.

(190)

В отличие от классических интегралов движения (173) сохраняющаяся величина
(190) зависит не только от напряженности электромагнитного поля, но, грубо
говоря, также от бесконечного числа производных ∂E/∂xa, ∂H/∂xa, ∂2E/∂xa∂xb,
∂2H/∂xa∂xb, . . .

Исходя из АИ уравнений Максвелла, задаваемой соотношениями (78), можно
построить также такие интегралы движения, которые зависят от конечного чи-
сла производных. Воспользуемся неоднозначностью в определении оператора M ,
входящего в (181), и выберем

M =




Ĥδ, A = 1, 2,

Ĥp, A = 3,

Ĥ, A = 8,

(191)

где Ĥ и δ заданы (174) и (79). Поступая далее по аналогии с (181)–(190), получаем
следующие сохраняющиеся величины:

〈Q̃1〉′ =
∫

d3pϕ†(t,p)ĤδQ̂1ϕ(t,p)/2p =

=
∑
a, b, c

b, c �= a

∫
d3x

(
∂2Ea

∂x2
b

∂2Ha

∂x2
c

− ∂Ėa

∂xa

∂Ḣa

∂xa

)
,

(192а)

〈Q̃2〉′ =
∫

d3pϕ†(t,p)ĤδQ̃2ϕ(t,p)/2p =
∑
a, b, c

b, c �= a

∫
d3x

(
∂2Ea

∂x2
b

∂2Ea

∂x2
c

−

−∂2Ha

∂x2
b

∂2Ha

∂x2
c

+
∂Ḣa

∂xa

∂Ḣa

∂xa
− ∂Ėa

∂xa

∂Ėa

∂xa
,

)
,

(192б)

〈Q̃3〉′ =
∫

d3pϕ†(t,p)ĤpQ3ϕ(t,p)/2p =

=
∫

d3x [Ė(t,x) · H(t,x) − E(t,x) · Ḣ(t,x)]/2,

(192в)



О новых и старых симметриях уравнений Максвелла и Дирака 275

〈Q̃8〉′ =
∫

d3pϕ†(t,p)ĤQ8ϕ(t,p)/2p =
∫

d3x
(
E2 + H2

)
/2. (192г)

Итак, помимо классических интегралов движения (192) в силу уравнений Ма-
ксвелла сохраняются во времени еще три независимые интегральные величины,
задаваемые (192а)–(192в) (что же касается (192г), то этот интеграл совпадает с
(173 а)). Вопрос о физической интепретации величин (192а)–(192в) пока остается
открытым.

Отметим еще, что законы сохранения величин (192а)–(192в) можно сформули-
ровать с помощью уравнения непрерывности:

pµjµ
a = 0, (193)

где

j0
a = ϕ†Baϕ, jb

a = ϕ†σ2SbBaϕ,

Ba (a = 1, 2, 3) — дифференциальные операторы, коммутирующие с L1 = i∂/∂t −
Ĥ = i∂/∂t + σ2S · p (12а),

B1 = −D̃σ1, B2 = −D̃σ3, B3 = S · p, (194)

здесь

D̃ =
∑

a�=b�=c

[(
p2

ap2
b + p2

ap2
c − p2

bp
2
c

) (
1 − S2

a

)
+ p1p2p3SaSbpc

]
.

Ввиду коммутативности операторов (194) с L1 (12a) уравнения (193) следуют не-
посредственно из (12).
Законы сохранения для поля Дирака. Найдем теперь сохраняющиеся вели-

чины, связанные с негеометрической симметрией уравнения Дирака.
Любому эрмитову оператору Q, определенному на множестве решений уравне-

ний Дирака (129), можно поставить в соответствие 4-вектор тока

jθ
µ = Ψ̄γµQΨ, (195)

где Ψ̄ = Ψ†γ0. Нетрудно убедиться, что если оператор Q удовлетворяет условию
инвариантности уравнения Дирака (129), то для тока (195) справедливо уравне-
ние непрерывности (193), откуда в силу теоремы Остроградского–Гаусса вытекает
сохранение во времени интеграла

Iθ =
∫

d3x Ψ̄γ0QΨ =
∫

d3x Ψ†QΨ. (196)

Выбирая в качестве {Q} генераторы группы Пуанкаре, получаем отсюда законы
сохранения энергии, импульса, углового момента и центра энергии электронно-
позитронного поля.

Возникает законный вопрос, какие новые сохраняющиеся величины можно
поставить в соответствие базисным элементам негеометрической АИ уравнения
Дирака, задаваемым (132). Поскольку на множестве решений уравнений Дирака
выполняется (136), достаточно рассмотреть только четыре из восьми операторов
(132), например, Σab и Σ0 (a, b = 1, 2, 3).
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Поскольку операторы Σab (132) неэрмитовы, рассмотрим сохраняющиеся вели-
чины, соответствующие инвариантным операторам:

Σ̃ab = MΣab, Σ̃0 = MΣ0, (197)

где

M = (H + 2S · p)/m, H = γ0γapa + γ0m, Sa = iεabcγbγc/2.

Оператор M однозначно (с точностью до множителя, пропорционального едини-
чной матрице) определяется требованиями, чтобы операторы (197) были эрмитовы
и удовлетворяли условию инвариантности уравнения Дирака.

Подставляя (197) в (196), получаем

Ca = (1/4)εabcΣ̃bc = γ0Sa + (1 − iγ5)pa/2m,

C0 = Σ̃0/2 = (S · p + H/2)/m,
(198)

а соответствующий ток (196):

ja
µ = Ψ̄γµCaΨ = Ψ̄γµγ0SaΨ−

−i[Ψ̄γµ(1 − iγ5)∂Ψ/∂xa − (∂Ψ̄/∂xa)γµ(1 − iγ5)Ψ]/4m,

j0
µ = Ψ̄γµC0Ψ = −i[Ψ̄γµSa∂Ψ/∂xa−

−(∂Ψ̄/∂xa)γµSaΨ + (∂Ψ̄/∂t)γµΨ/2 − Ψ̄γµ(∂Ψ/∂t)/2]/2m.

(199)

В силу уравнения Дирака (129) и ввиду коммутативности Cµ (198) с оператором
i∂/∂t − H токи jν

µ (199) удовлетворяют уравнению непрерывности (193), откуда
следует, в частности, сохранение во времени интегральных величин:

Ia =
∫

d3x ja
0 =

∫
d3x Ψ̄SaΨ−

−i

∫
d3x

[
Ψ†(1 − iγ5)∂Ψ/∂xa − (∂Ψ†/∂xa)(1 − iγ5)Ψ

]
/4m.

(200)

В отличие от вектора спина дираковского поля, который получается при использо-
вании лагранжева формализма и теоремы Нетер, интегральные комбинации (200)
включают производные от биспинора и сохраняются во времени.

Отметим, что операторы (198) можно представить в форме

Cµ = Šµ + pµ/2,

где операторы Šµ совпадают с ковариантными операторами спина Фрадкина–
Гуда [62].
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