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О линеаризации некоторых нелинейных
уравнений с помощью нелокальных
преобразований
В.И. ФУЩИЧ, В.А. ТЫЧИНИН

С помощью нелокальных преобразований линеаризованы многие, широко встречаю-
щиеся в прикладных вопросах, нелинейные дифференциальные уравнения в частных
производных. В явном виде построены такие преобразования для уравнений Лиуви-
лля, Монжа–Ампера, Плато и других. Это позволило найти точные решения нели-
нейных уравнений. В основном рассмотрены нелинейные уравнения, зависящие от
двух независимых переменных. Исследованы групповые свойства нелинейных диф-
ференциальных уравнений. Большинство из рассмотренных уравнений допускают
бесконечную группу.

В данной работе показано, что многочисленные нелинейные дифференциаль-
ные уравнения в частных производных от двух независимых переменных, для
которых в известных книгах Форсайта [1] и Эймса [2] получены частные и об-
щие решения, с помощью нелокальных преобразований приводятся к линейным
уравнениям. Установлено, что большинство из этих уравнений инвариантны отно-
сительно бесконечных групп. Видимо, этот факт является причиной того, что для
таких уравнений построены общие решения. Найдена максимальная группа инва-
риантности уравнения для минимальной поверхности (уравнение Плато), которое
при соответствующей замене сводится к уравнению Борна–Инфельда.
Рассмотрены многомерные нелинейные уравнения в частных производных, ко-

торые также допускают линеаризацию.

§ 1. Введение
В основе большинства методов построения точных решений линейных и не-

линейных уравнений лежит одна из самых плодотворных и эффективных идей в
теории дифференциальных уравнений — преобразование независимых и зависи-
мых переменных, т.е. преобразований исходного дифференциального уравнения к
простейшему виду. Чаще всего используются локальные преобразования незави-
симых и зависимых переменных. Теория таких преобразований наиболее полно
изучена в том случае, когда совокупность преобразований образует группу Ли.
Знание группы Ли, допускаемой тем или иным дифференциальным уравнени-

ем, дает способ отыскания эффективных замен. Так, например, если нелинейное
волновое уравнение вида

�u = F

(
x,
∂u

∂x

)
(1.0.0)

инвариантно относительно конформной группы, то существует невырожденная ло-
кальная замена w = ψ(u), приводящая (1.0.0) к линейному волновому уравне-
нию [3]

�w = 0.
Препринт № 82.33, Киев, Институт математики АН УССР, 1982, 54 с.
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Очевидно, что, зная решения последнего уравнения и явный вид замены, мы на-
ходим решения исходного нелинейного уравнения. На этой идее и построено наше
дальнейшее исследование. При этом рассматриваем, в основном, нелокальные за-
мены вида

w = ψ

(
u,

∂u

∂xµ
,

∂2u

∂xµ∂xν
, . . .

)
,

т.е. преобразования зависят от производных.
К нелокальным преобразованиям такого типа относятся преобразования Эйле-

ра, Лежандра, Ли–Бэклунда, Коула–Хопфа, годографа, градиентные преобразова-
ния второго рода в электродинамике.
Замену независимых и зависимых переменных вида

xi
′
= εi(x, uα, u

1

α, . . . , u
m

α), α = 1, p,

uα
′
= ζi(x, uα, u

1

α, . . . , u
s

α), i = 1, N,
(1.1.0)

будем называть нелокальными преобразованиями порядка n.
Преобразование производных на многообразии в случае неособой замены пере-

менных (1.1.0) осуществляется по формуле

uα
′

xi′ =


∑

j

(∂xiζα) · xj
xi′ +

∑
β

∑
i

(∂uβζα) · uβxj · xjxi′ +

+
∑
β

∑
k

∑
i

(∂uβ

xk
ζα) · uβ

xkxj · xjxi′ + · · ·


∣∣∣∣∣
M

.

(1.2.0)

Производная берется на многообразии, по повторяющимся индексам выполняе-
тся суммирование. Оператор полного дифференцирования

Dj = ∂xi +
∑
α

uαi ∂uα +
∑
α

∑
k

uαki∂uα
k

+ · · ·

позволяет записать (1.2.0) иначе:

Djζ
α = uα

′

xi′ ·Djx
i′ .

В случае одной зависимой u и двух независимых x и y переменных замена имеет
вид

ξ = x′ = ε(x, y, u, u
1
, . . . , u

m
),

η = y′ = κ(x, y, u, u
1
, . . . , u

m
),

z = u′ = ζ(x, y, u, u
1
, . . . , u

m
).

(1.3.0)

При этом следует решать систему двух линейных алгебраических уравнений (1.2.0)

Dxζ = u′x′ ·Dxε+ u′y′ ·Dxκ, Dyζ = u′x′ ·Dyε+ u′y′ ·Dyκ.
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Если определитель системы δ не равен нулю, получим

u′x′ =
DxζDyκ −DyζDxκ

DxεDyκ −DyεDxκ
≡ H

δ
,

u′y′ =
DyζDxε−DxζDyε

DxεDyκ −DyεDxκ
≡ −K

δ
.

(1.4.0)

Для производных второго порядка из (1.2.0) находим

Djkζ
α = uα

′
i′l′ ·Dkε

l ·Djε
i + uα

′
i′ ·Djkε

i.

Решая систему трех линейных алгебраических уравнений относительно uα
′
i′j′ ,

с учетом (1.4.0) получаем

δ ·Dxxζ −H ·Dxxε+K ·Dxxκ ≡ P,

δ ·Dyyζ −H ·Dyyε+K ·Dyyκ ≡ Q,

δ ·Dxyζ −H ·Dxyε+K ·Dxyκ ≡ R,

u′x′x′ =
[
P (Dyκ)2 +Q(Dxκ)2 − 2RDxκDyκ

]
δ−3,

u′x′y′ =
[
PDyκDyε+QDxκDxε−RD[ε,κ]+x,y

]
δ−3,

u′y′y′ =
[
P (Dyε)2 +Q(Dxε)2 − 2RDxεDyε

]
δ−3,

D[ε,κ]+x,y ≡ DxεDyκ +DyεDxκ.

(1.5.0)

Наряду с (1.1.0) будем рассматривать нелокальные преобразования, содержащие
функцией (1.3.0) под знаком неопределенного интеграла. Считаем при этом спра-
ведливым внесение оператора дифференцирования под знак интеграла.
Уравнение F (u′) = 0 будем называть приводимым нелокальным преобразова-

нием T к уравнению L(u) = 0, если существует нетривиальное решение системы
определяющих уравнений, полученных из соотношений

T1L(u′)
∣∣∣

DMF
≡ 0, (1.6.0)

T2F (u′)
∣∣∣

DML
≡ 0. (1.6′.0)

Многообразие DMP в пространстве (x, y, u, u
1
, . . . , u

l
) может быть задано уравне-

нием P (u) = 0, его дифференциальными следствиями и, возможно, некоторыми
дополнительными условиями. Связь уравнений F и L может быть выражена при
помощи операторов P̂1, P̂2 соотношениями

T1L(u′) = P̂1F (u), (1.7.0)

или

T2F (u′) = P̂2L(u). (1.7′.0)

Приведение уравнения F к линейному L назовем нелокальной линеаризацией
уравнения F .
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§ 2. Линеаризация и точные решения
Рассмотрим серию нелинейных уравнений [1, 2, 4] от двух независимых пере-

менных. Для этих уравнений построим точные решения сведением их к линей-
ным уравнениям наиболее простого вида. Преобразования переменных при этом
оказываются либо нелокальными, либо точечными. Номер уравнения в скобках
соответствует нумерации, принятой в [3].
1. Уравнение (№ 1) [1]:

F1 ≡ zxy + zzx = 0. (2.1.0)

Будем искать нелокальное преобразование, обеспечивающее приведение к уравне-
нию M : uxy = 0 по схеме:

T1F1

∣∣∣
DM

≡ 0, T1 : z = ζ(u, uy, uyy).

Вычислим выражения производных на многообразии, подставим их в уравнение
(2.1.0) и выполним расщепление по производным третьего порядка. Это даст урав-
нения:

ζuuyy
= 0,

uyζuu + ζζu + uyyζuuy
= 0.

В силу первого уравнения ζ ищем в виде

ζ = ϕ(u, uy) + ψ(uy, uyy).

Второе уравнение теперь оказывается таким:

uyϕuu + ϕϕu + ψϕu + uyyϕuuy
= 0.

Здесь от uyy зависят третье и четвертое слагаемые. Поэтому получим следующие
два уравнения, определяющие ϕ и ψ:

ϕuψ + uyyϕuuy
= −λ(u, uy), (2.1.1)

ϕuuuy + ϕϕu = λ(u, uy). (2.1.2)

Из (2.1.1) следует, что

λ

ϕu
= A1(uy),

ϕuuy

ϕu
= A2(uy), (2.1.3)

откуда

ϕ = A3(uy)Ω(u) exp
∫
A2(uy) duy +A4(uy),

λ = A1(uy)A3(uy)Ω′(u) exp
∫
A2(uy) duy.

(2.1.4)

В силу произвольности функций Ai, i = 1, 4, можем выбрать ϕ и λ в виде

ϕ = uy [−2α(uy)Ω(u) + β(uy)] ,

λ = −2u2
yα(uy)β(uy)Ω′(u).

(2.1.5)
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Здесь α и β — произвольные функции uy. Подставив (2.1.5) в (2.1.2), получим
обыкновенное дифференциальное уравнение о тносительно функции Ω(u):

Ω′ = α
(
Ω2 + γ

)
, (2.1.6)

где γ(uy) — произвольная функция. Из (2.1.6) следует, что α, β, γ — постоянные.
При интегрировании (2.1.6) возможны такие три случая:
1) γ = − a2

α2 < 0; при этом

Ω =
a

α
th [−(au+ c1)], (2.1.7)

Ω =
a

α
cth [−(au+ c2)]; (2.1.8)

2) γ = 0. В этом случае находим

Ω = −(u+ c3)−1α; (2.1.9)

3) γ = b2

α2 > 0 дает

Ω =
b

α
tg (bu+ c4), (2.1.10)

Ω = − b

α
ctg (bu+ c4). (2.1.10′)

В формулах (2.1.7)–(2.1.10) a, b, ci (i = 1, 4) — произвольные постоянные. Тогда

ϕ = uy [−2a th [−(au+ c1)] + β] , λ =
−2u2

ya
2β

ch2[−(au+ c1)]
, (2.1.11)

ϕ = uy [−2a cth [−(au+ c2)] + β] , λ =
2u2

ya
2β

sh2[−(au+ c2)]
, (2.1.12)

ϕ = uy

[
2

u+ c3
+ β

]
, λ =

−4u2
yβ

u+ c3
, (2.1.13)

ϕ = uy [−2b tg (bu+ c4) + β] , λ =
−2u2

yb
2β

cos2(bu+ c4)
, (2.1.14)

ϕ = uy [2b ctg (bu+ c4) + β] , λ =
−2u2

yb
2β

sin2(bu+ c4)
. (2.1.14′)

Из (2.1.1), учитывая (2.1.5), получим

ψ = −βuy − uyyu
−1
y . (2.1.15)

Следовательно, существует несколько замен:

ζ1 = − 1
uy

{
2au2

y th [−(au+ c1)] + uyy
}
, (2.1.11′)
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ζ2 = − 1
uy

{
2au2

y cth [−(au+ c2)] + uyy
}
, (2.1.12′)

ζ3 =
2uy
u+ c3

− uyy
uy

, (2.1.13′)

ζ4 = − 1
uy

{
2bu2

y tg (bu+ c4) + uyy
}
, (2.1.14′)

ζ5 = − 1
uy

{−2bu2
y ctg (bu+ c4) + uyy

}
, (2.1.14′′)

Замечание. Уравнение (2.1.0) весьма просто может быть проинтегрировано следу-
ющим образом: заметим, что уравнение допускает запись

∂

∂x

[
2zy + z2

]
= 0.

Интегрируя, получаем

2zy + z2 = F (y). (2.1.16)

Если z0(y) — частное решение уравнения (2.1.16), то

z(x, y) =
2 exp

(− ∫ z0(y) dy)
f(x) +

∫
exp

(− ∫ z0(y) dy) dy + z0(y). (2.1.17)

Введем обозначение∫
exp

(
−
∫
z0(y) dy

)
dy ≡ g(y).

Это позволяет придать (2.1.17) вид

z(x, y) =
2g′(y)

f(x) + g(y)
− g′′(y)
g′(y)

. (2.1.13′′)

Рассмотренное решение допускает формулировку в виде такой простой задачи ли-
неаризации: пусть многообразие M задано уравнением (2.1.0), следует найти пре-
образование T , приводящее уравнение wx = 0 к (2.1.0). Запишем определяющее
соотношение в виде

Twx

∣∣∣
M(2.1.0)

≡ 0, w = ζ(z, zy),

или в развернутом виде

zxζz + zxyζzy

∣∣∣
zxy=−zzx

≡ 0.

Отсюда сразу же находим

ζ = F (2zy + z2
)
,

где F(s) — произвольная функция аргумента. Решение уравнений известно: w =
F (y). Это позволяет найти из (2.1.16) решение (2.1.13′′), называемое общим реше-
нием уравнения (2.1.0) [3].
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2. Уравнение (№ 2) Лиувилля [1]:

F2 ≡ zxy + αez = 0. (2.2.0)

Пусть преобразование зависимой переменной T : z = ζ(u, u
1
) обеспечивает приведе-

ние (2.2.0) к уравнению uxy по схеме

T2F2

∣∣∣
DM

≡ 0, M : uxy = 0, u = φ(x) + ψ(y),

Расщепляя по производным второго порядка u
2
определяющее соотношение, полу-

ченное подстановкой производной zxy и z, приходим к системе уравнений

ζuux
= 0, ζuuy

= 0, ζuxuy
= 0, uxuyζuu + α exp ζ = 0.

Решение будем искать в виде ζ = lnuxuyϕ(u). Тогда из предыдущих уравнений
находим

ϕuu − ϕ2
uϕ

−1 + αϕ2 = 0.

Обозначим ϕu = p, ϕuu = ṗp, p = p(ϕ). Тогда

ṗ− pϕ−1 = −αϕ2p−1.

Полагая p = wv, найдем w = ϕ, v =
√−2(αϕ+ c̃), откуда

p = ϕu = ϕ
√

−2(αϕ+ c̃), (2.2.1)

или

dϕ

ϕ
√−αϕ+ c

=
√

2 du. (2.2.2)

Интегрируем подстановкой

−αϕ+ c = t2, ϕ = − 1
α

(
t2 − c

)
, dϕ = − 1

α
2t dt.

Возможны такие случаи:
I. α = a2 > 0.

1) c = b2 > 0, ϕ1,2 =
b2

a2

{
1 − th2

cth2

[
− b√

2
(u− c1)

]}
, (2.2.3)

2) c = b2 = 0, ϕ3 =
−2

a2(u+ c3)2
, (2.2.4)

3) c = −b2 < 0, ϕ4,5 = − b2

a2

{
1 +

tg2

ctg2

[
b√
2
(u− c4)

]}
. (2.2.5)

II. α = −a2 < 0.

1) c = b2 > 0, ϕ6,7 = − b2

a2

{
1 − th2

cth2

[
− b√

2
(u− c6)

]}
, (2.2.6)
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2) c = b2 = 0, ϕ8 =
2

a2(u+ c8)2
, (2.2.7)

3) c = −b2 < 0, ϕ9,10 =
b2

a2

{
1 +

tg2

ctg2

[
b√
2
(u− c9)

]}
. (2.2.8)

В соответствии с этим существует несколько замен

ζ1,2 = ln
[
± b2

a2
uxuy

{
1 − th2

cth2

[
− b√

2
(u− c1)

]}]
, (2.2.6′)

ζ3 = ln
[ ∓2uxuy
a2(u+ c3)2

]
, (2.2.7′)

ζ4,5 = ln
[
∓ b2

a2
uxuy

{
1 +

tg2

ctg2

[
b√
2
(u− c4)

]}]
. (2.2.8′)

Верхний знак отвечает значениям α > 0, нижний — значениям α < 0, ci, (i = 1, 9)
— произвольные постоянные.

Замечание. Столь же просто могут быть получены решения уравнения

zxx + αez = 0. (2.2а.0)

Опуская вычисления, перечислим несколько различных форм подстановок, обеспе-
чивающих приведение к уравнению uxx = 0, u = φ(y)x+ ψ(y):

ζ1,2 = ln
[
± b2

a2
u2
x

{
1 − th2

cth2

[
− b√

2
(u− c1)

]}]
,

ζ3 = ln
[ ∓2u2

x

a2(u+ c3)2

]
,

ζ4,5 = ln
[
∓ b2

a2
u2
x

{
1 +

tg2

ctg2

[
b√
2
(u− c4)

]}]
.

(2.2а.1)

Соответствующие решения имеют вид:

z1,2 = ln
[
± b2

a2
φ2(y)

{
1 − th2

cth2

[
− b√

2
(φ(y)x+ ψ(y) − c1)

]}]
,

z3 = ln
[ ∓2φ2(y)
a2(φ(y)x+ ψ(y) + c3)2

]
,

z4,5 = ln
[
∓ b2

a2
φ2(y)

{
1 +

tg2

ctg2

[
b√
2
(φ(y)x+ ψ(y) − c4)

]}]
.

(2.2а.2)

3. Уравнение (№ 7) [1]:

F3 ≡ z2
xy − 4λ(x, y)zxzy = 0. (2.3.0)

Будем искать нелокальное преобразование вида

ζ =
∫
f(x, y, u, u

1
) dx+

∫
ϕ(x, y, u, u

1
) dy,
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приводящее уравнения (2.3.0) к линейному

MΦ : Φ ≡ uxy − λλx

2λ
uy − λu = 0, (2.3.1)

T3F3

∣∣∣
DMΦ

≡ 0. (2.3.2)

Вычислим значения производных zx, zy, zxy на многообразии MΦ и запишем опре-
деляющее соотношение (2.3.2) в виде[

fy + uyfu +
(
λx
2λ
uy + λu

)
fux

+ uyyfuy

]2
+

+
[
ϕx + uxϕu +

(
λx
2λ
uy + λu

)
ϕuy

+ uxxϕux

]2
+

+2
[
fy + uyfu +

(
λx
2λ
uy + λu

)
fux

+ uyyfuy

]
×

×
[
ϕx + uxϕu +

(
λx
2λ
uy + λu

)
ϕuy

+ uxxϕux

]
−

−4λ
[
f +

∫ [
ϕx + uxϕu +

(
λx
2λ
uy + λu

)
ϕuy

+ uxxϕux

]
dy

]
×

×
[
ϕ+

∫ [
fy + uyfu +

(
λx
2λ
uy + λu

)
fux

+ uyyfuy

]
dx

]
≡ 0.

(2.3.3)

Выполняя расщепление (2.3.3) по u
2
, получаем fuy

= 0, ϕux
= 0. Учитывая наличие

в (2.3.3) интегралов, потребуем выполнения на многообразии условия

ϕλλx + uxϕu + ϕuy

λx
2λ

+ ϕuy
λu =

∂

∂y
ψ(λ, u, u

1
) =

= ψλλy + ψuuy + ψux
uxy + ψuy

uyy.

Расщепление по u
2
сразу же дает ψux

= 0, ϕuy
= 0, а по ux и λy — ϕu = 0, ψλ = 0,

соответственно. Остается соотношение для ϕ и ψ

ϕλλx + ϕuy

λx
2λ

+ ϕuy
λu = ψuuy. (2.3.4)

Пусть ϕ = ω(λ)u2
y, тогда λxϕλ = ωλλxu

2
y и (2.3.4) приобретает вид

ωλλxu
2
y + 2u2

y

λx
2λ

+ 2uyλu = ψuuy.

Отсюда следует: ω = λ−1, ψu = −2u, ψ = −u2. Значит, ϕ можно взять в виде

ϕ = λ−1u2
y.

С учетом полученных результатов определяющее приводимость соотношение за-
писывается так:[

fy + uyfu +
(
λx
2λ

+ λu

)
fux

]2
+ 4

[
fy + uyfu +

(
λx
2λ
uy + λu

)
fux

]
uuy+

+(2uuy)2 − 4λ
[
f + u2

] ∫ [
fy + uyfu +

(
λx
2λ
uy + λu

)
fux

]
dx ≡ 0.
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Анализ показывает, что в последнем слагаемом интегральный сомножитель обра-
щаться в ноль не должен (это ведет к противоречию). Обращение в ноль последне-
го слагаемого достигается выполнением равенства f = u−2. Проверка показывает,
что это значение f удовлетворяет определяющему соотношению. При этом полу-
чаем

ζ = −
∫
u2 dx+

∫
λ−1u2

y dy. (2.3.5)

Решение уравнения (2.3.0) получится подстановкой решения уравнения (2.3.1) в
(2.3.5).
4. Уравнение (№ 4) [1]:

F4 ≡ zxy +
∂

∂x
[g(x)ez] = 0. (2.4.0)

Решим задачу приведения этого уравнения к линейному

MΦ : Φ ≡ uxy − g′

g
uy = 0, u = ψ(x) + g(x)φ(y) (2.4.1)

преобразованием

T4F4

∣∣∣
DMΦ

≡ 0, T4 : z = ζ(z, y, u, u
1
). (2.4.2)

Расщепление (2.4.2) по uxxuyy, uxx, uyy на многообразии (2.4.1) дает, соответ-
ственно, уравнения

ζuxuy
= 0,

ζyux
+ uyζuxu +

g′

g
uyζuxux

+ geζζux
= 0,

ζxuy
+ uxζuuy

+
g′

g
(uyζuyuy

+ ζuy
) = 0.

Пусть ζux
= 0. Тогда возможно дальнейшее расщепление по ux:

ζuuy
= 0, ζyu + uyζuu + geζζu = 0.

Слагаемые, остающиеся после расщепления и не содержащие u
2
и ux, дадут еще

одно уравнение

ζxy +
g′

g
uyζu + uyζxu +

g′

g
uyζyuy

+ g′eζ + geζ
[
ζx +

g′

g
uyζu

]
= 0.

Пусть, далее ζyuy
= ζxuy

= ζy = 0. Теперь система определяющих уравнений
станет такой:

uyζuyuy
+ ζuy

= 0,

uyζuu + geζζu = 0,
g′

g
uyζu + uyζxu + g′eζ + geζ

[
ζx +

g′

g
uyζuy

]
= 0.

(2.4.3)
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ζ ищем в виде

ζ = lnϕ(uy) − lnψ(u, x).

Первое из уравнений (2.4.3) теперь дает:

ϕ̈− ϕ−1ϕ̇2 = −ϕ̇u−1
y , (2.4.4)

второе —

uy

(
ψuu
ψ

− ψ2
u

ψ2

)
+ g

ψu
ψ
ϕ = 0. (2.4.5)

Из последнего сразу же получаем, что ϕ = c1uy (c1 = const), а уравнение (2.4.5)
приобретает вид

ψuu − ψ2
u

ψ
+ c1g

ψu
ψ

= 0. (2.4.6)

Решение этого уравнения нетрудно найти

ψ = c3(x)
[
exp c2(x)u− c1c

−1
2 (x)g(x)

]
, (2.4.7)

c2, c3 — произвольные функции от x.
Третье уравнение системы (2.4.3) для ψ дает выражение

2c1 − gc1ψgψ
−1 − g−1ψu − ψug + ψuψgψ

−1 = 0. (2.4.8)

Расщепление (2.4.8) по exp 2c2u дает уравнение

g−1c23c2 + c3 [(ċ3)gc2 + c3(ċ2)g + c3c2(ċ2)g] − c3c2 [(ċ3)g + c3(ċ2)g] = 0. (2.4.9)

После простых преобразований оно примет вид

(ċ2)g = −g−1c2. (2.4.10)

Решение этого уравнения легко найти:

c2(x) = αg−1. (2.4.11)

Здесь α — произвольная постоянная.
Оставшиеся два уравнения, получающиеся из (2.4.8) расщеплением по exp c2u,

выполняются при этом тождественно. Искомая подстановка приобретает вид

ζ1 = ln
c1uy

c3(x) exp(αg−1u) − c1g2α−1
. (2.4.12)

В случае c2 ≡ 0 находим

ψ = c1gu+ c4,

c4 — постоянная интегрирования. Нелокальная замена в этой случае оказывается
такой:

ζ2 = ln
c1uy

c1gu+ c4
. (2.4.13)
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Соответствующие две формы решения уравнения (2.4.0) запишем в виде

z1 = ln
c1φ

′(y)g(x)
c3(x) exp(αg−1[ψ(x) + φ(y)g(x)]) − α−1c1g2

, (2.4.14)

z2 = ln
c1φ

′(y)g(x)
c1g(x)[ψ(x) + φ(y)g(x)] + c4

. (2.4.15)

Замечание. Уравнение (2.4.0) может быть проинтегрировано иначе. Для этого
заметим, что его можно записать в виде

∂

∂x
[zy + g(x)ez] = 0,

откуда

zy + g(x)ez = G′(y). (2.4.16)

G′(y) — произвольная функция. Выполняя замену z = u+G(y) в (2.4.16), получаем

uy + g(x) expG(y) expu = 0.

Разделяя переменные и интегрируя, находим

exp(−u) = g(x)
∫

expG(y) dy + f(x).

Введем обозначение:
∫

expG(y)dy ≡ F (y). Тогда: G(y) = lnF ′(y) и

u = − ln[g(x)F (y) + f(x)].

Решение уравнения (2.4.0) теперь может быть записано в виде

z = lnF ′(y) − ln[g(x)F (y) + f(x)].

Данному решению отвечает следующая задача приведения: для уравнения wx = 0
следует найти преобразование T такое, что

Twx

∣∣∣
M(2.4.0)

≡ 0, T : w = ζ(x, z, zy).

Решая эту задачу, получаем подстановку

w = zy + g(x)ez.

Учитывая, что w = G′(y), можем выразить z как функцию от w, решая уравнение
(2.4.16).
Следующие ниже уравнения объединяет то, что все они допускают линеариза-

цию точечной заменой всех переменных.
5. Уравнение (№ 8):

F5 ≡ zyzxx − zxzxy = 0. (2.5.0)

Первое решение. Ищем преобразование вида T : z = ζ(u), которое позволило
бы привести (2.5.0) к уравнению

M : ux − [ψ′(y)]−1uy = 0.
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Для последнего, как известно, решение можно записать так:

u = Φ(x+ ψ(y)).

Соотношение, определяющее приводимость, имеет вид

TF5

∣∣∣
DM

≡ 0. (2.5.0′)

Подстановка в него значений производных, вычисленных на M, дает

uy(ψ′)−1uxyζu − uxuxyζu ≡ 0

или

uxyζu

(
uy

1
ψ′ − ux

)
≡ 0.

Полученный результат означает, что ζ(u) — произвольная функция. Решение урав-
нения (2.5.0), следовательно, может быть записано в виде

z = f(x+ ψ(y)).

Второе решение. Решим задачу об отыскании уравнения F (z) = 0, получаю-
щегося в результате преобразования (1.3.0) уравнения uξη = 0.
Воспользуемся формулами (1.5.0) для преобразования переменных

T5 : ζ = x, ε = z, κ = y.

Получим:

Dxζ = 1, Dyζ = 0, Dijζ = 0 (i, j = x, y),
Dxκ = 0, Dyκ = 1, Dijκ = 0,
Dxε = zx, Dyε = zy, Dijε = zij ,

δ = zx, K = zy, H = 1, uξ = z−1
x ,

P = −zxx, Q = −zyy, R = −zxy, uη = −zyz−1
x .

(2.5.1)

Вычисляя uξη, находим

uξη = [zxzxy − zyzxx]z−3
x = 0, (2.5.2)

т.е. как раз уравнение (2.5.0). Решение последнего получим, заменяя u, ξ, η их
значениями на MF :

u = φ(ξ) − ψ(η), =⇒ x = φ(z) − ψ(y),

что эквивалентно найденному выше первым методом.
Ближайшее обобщение уравнения (2.5.0) наиболее просто получим, задавая,

например, уравнение

uξη = αS(uξ) + βN(uη) + γT (u). (2.5.3)

Если здесь α, β, γ выбрать функциями ξ, получим уравнение

zxzxy − zyzxx = z3
x

{
α(z)S

(
1
zx

)
+ β(z)N

(
−zy
zx

)
+ γ(z)T (x)

}
. (2.5.4)
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По известному решению уравнения (2.5.3) легко, как было показано, строится
решение нелинейного уравнения (2.5.4).
Иной способ построения более общих нелинейных уравнений можно получить

изменением преобразования переменных. Так, выбирая преобразование T в виде

ζ = x, ε = sin z, κ = y,

получаем

δ = zx cos z, uη = −zy
zx
, −P = zxx cos z − zx sin z,

K = zy cos z, uξ = (zx cos z)−1, −Q = zyy cos z − zy sin z,
H = 1, −R = zxy cos z − zy sin z,

а уравнение оказывается таким:

zxzxy − zyzxx = z3
x cos2 z

{
αS

(
1

zx cos z

)
+ βN

(
−zy
zx

)
+ γT (x)

}
.

Замечание. Уравнение (2.5.0) можно решить иначе. Рассмотрим уравнение
wx = 0, решение которого запишем в виде w = c1(y). Найдем преобразование
T такое, что

Twx

∣∣∣
M(2.5.0)

≡ 0, w = ζ(zx, zy).

Получим

zxyζzy
+ zxxζzx

∣∣∣
zxy=zyz

−1
x zxx

≡ 0

или

zyζzy
+ zxζzx

= 0.

Отсюда

ζ = f1

(
zx
zy

)
.

Чтобы выразить z через w, следует решить уравнение

zx − [ψ′(y)]−1zy = 0.

Получим

z = f(x+ ψ(ψ(y)).

6. Уравнение (№ 9):

F6 ≡ zyzxy − zxzxy = 0 (2.6.0)

аналогично предыдущему. В этом случае также можно указать несколько способов
решения. Первый — решение задачи приведения к уравнению

uy − [ψ′(y)]−1ux = 0.



192 В.И. Фущич, В.А. Тычинин

Второй — преобразование уравнения uξη = 0 заменой

T4 : ζ = y, ε = z, κ = x,

δ = −zy, K = −zx, H = −1, uξ = z−1
y ,

P = zxx, Q = zyy, R = zxy, uη = −zx
zy
.

(2.6.1)

Находим

uξη = z−3
y (zxzyy − zyzxy) = 0.

Преобразование уравнения (2.5.3) при α(ξ), β(ξ), γ(ξ) дает в этом случае уравне-
ние

F6 = z3
y

{
α(z)S

(
1
zy

)
+ β(z)N

(
−zx
zy

)
+ γ(z)T (y)

}
.

Замечание. Это уравнение (2.6.0) может быть приведено к wy = 0

Twy

∣∣∣
M(2.6.0)

≡ 0, w = [ψ′(x)]−1.

Подстановка будет иметь вид

w = f1

(
zx
zy

)
.

Решая уравнение

zy − [ψ′(x)]−1zx = 0,

получаем z = f(y + ψ(x)).
7. Уравнение (№ 11):

F7 ≡ zyzxy − zxzyy − z3
y = 0 (2.7.0)

может быть построено как частный случай предыдущего, в котором следует поло-
жить uξη = 1. Выполним преобразование (2.6.1). Получим

uξη = (−zy)3(zxzyy − zyzxy) = 1.

Уравнение (2.7.0) может быть получено иначе. Полагая исходное уравнение таким:
uξη = −1, и выполняя преобразование

T : ζ = −y, ε = x, κ = z,

найдем δ = zy, K = 1, H = zx, P = zxx, Q = zyy, R = zxy,

uξη = z−3
y (zxzyy − zyzxy) = −1.

Для уравнения (2.7.0) может быть решена также еще одна задача приведения — к
уравнению wy = 0, имеющему решение вида w = f ′(x):

Twy

∣∣∣
M(2.7.0)

≡ 0, w = ζ(z, zx, zy).
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Расщепление по производным z
2
дает

zxζzx
+ zyζzy

= 0,

откуда ζ = Φ(α, z), α ≡ zx

zy
.

Второе уравнение оказывается таким:

Φz + Φα = 0.

Таким образом, окончательно получим

ζ = Φ(zxz−1
y − z).

8. Уравнение (№ 14):

F8 ≡ zy(1 + zy)zxx − (1 + 2zy)(1 + zx)zxy + (1 + zx)2zyy = 0. (2.8.0)

Выполним преобразование

T8 : ζ = x, ε = x+ y + z, κ = x+ y,

уравнения uξη = 0 с решением u = φ(ξ) + ψ(η). Получим

δ = −(1 + zx), K = (1 + zy), H = zy, uη =
1 + zy
1 + zx

,

uξ = −zy(1 + zx)−1, P = zxx, Q = zyy, R = zxy.

Подставляя в выражение uξη из (1.5.0), находим

uξη =
−1

(1 + zx)3
[
zy(1 + zy)zxx + (1 + zx)2zyy − zxy(1 + 2zy)(1 + zx)

]
= 0,

что при zxzy �= 1, zx �= −1 дает (2.8.0), решение которого имеет вид

x = φ(x+ y + z) + ψ(x+ z).

Выбирая в качестве исходного уравнение (2.5.3), получим такое обобщение урав-
нения (2.8.0):

F8 = −(1 + zx)3
{
αS

( −zy
1 + zx

)
+ βN

(
1 + zy
1 + zx

)
+ γT (x)

}
.

9. Уравнение (№ 15):

F9 ≡ zyzxx − (1 + zx + zy)zxy + (1 + zx)zyy = 0 (2.9.0)

получается из uξη = 0 (u = φ(ξ) + ψ(η)) преобразованием

T9 : ζ = z, ε = x+ z, κ = x+ y.

При этом

δ = 1 + zx − zy, K = −zy, H = zx − zy, uη = zy(1 + zx − zy),

uξ =
zx − zy

1 + zx − zy
, P = zxx, Q = zyy, R = zxy.
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Вычисляя uξη, получаем (2.9.0)

uξη = (1 + zx − zy)−3 [zxxzy + zyy(1 + zx) − zxy(1 + zx + zy)] = 0.

Решение этого уравнения имеет вид

z = φ(x+ z) + ψ(x+ y).

Преобразование уравнения (2.5.3) дает результат

F9 = [1 + zx − zy]3
{
αS

(
zx − zy

1 + zx − zy

)
+ βN

(
zy

1 + zx − zy

)
+ γT (z)

}
.(2.9.1)

10. Уравнение (№ 17):

F10 ≡ (ex − 1)(zyzxx − zxzxy) − zxzye
x = 0. (2.10.0)

Выполним преобразование

T10 : ζ = x− ex, ε = z, κ = y,

уравнения uξη = 0. В этом случае

δ = zx, K = zy(1 − ex), H = (1 − ex),

uξ =
1 − ex

zx
, uη = − (1 − ex)zy

zx
,

−P = zxx(1 − ex) + zxe
x, −Q = zyy(1 − ex), −R = zxy(1 − ex).

Вычисляя теперь uξη, получаем

uξη = (−zx)3 [zxzyex + (1 − ex)zyzxx − zxzxy(1 − ex)] = 0,

откуда следует (2.10.0). Решение последнего имеет вид

x− ex = φ(z) − ψ(y).

В рассмотренном примере, как и в предыдущем, легко можно построить обобщение
уравнения (2.10.0), усложняя, например, исходное уравнение до (2.5.3).
Для уравнения (2.10.0) возможно решение другой задачи приведения. Выберем

в качестве исходного такое линейное уравнение:

Φ ≡ wx + ex(1 − ex)−1w = 0. (2.10.1)

Найдем преобразование T такое, что

TΦ(w)
∣∣∣
M(2.10.0)

≡ 0, w = ζ(zx, zy). (2.10.2)

Тогда

zxyζzy
+ zxxζzx

+ ex(1 − ex)ζ
∣∣∣
M
≡ 0

или

zxyζzy
− ex(1 − ex)−1ζzx

+ zxyzxz
−1
y ζzx

+ ex(1 − ex)−1ζ ≡ 0.
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Расщепление по zxy дает

zyζzy
+ zxζzx

= 0, (2.10.3)

откуда следует ζ = f
(
zx

zy

)
, что удовлетворяет и второму уравнению, остающемуся

от (2.10.3):

zxζzx
− ζ = 0.

Решение (2.10.1) имеет вид w = F (y)(ex − 1). Поэтому из замены

zxz
−1
y = F (y)(ex − 1)

находим z = ω(ex − x+ F (y)).
11. Уравнение (№ 18) [1]:

F11 ≡ zy(1 + zy)zxx − (1 + zx + zy + 2zxzy)zxy + zx(1 + zx)zyy = 0. (2.11.0)

Данное уравнение получим из uξη = 0 подстановкой

T11 : ζ = z, ε = x+ z, κ = y + z.

При этом

δ = 1 + zx + zy, K = −zy, H = zx, uη =
zy

1 + zx + zy
,

uξ =
zx

1 + zx + zy
, P = zxx, Q = zyy, R = zxy.

Вычисление uξη дает уравнение (2.11.0). Решение его таково:

z = φ(x+ z) + ψ(y + z).

Преобразованием уравнения (2.5.3) получим

F11 = (1 + zx + zy)3
[
αS

(
zx

1 + zx + zy

)
+ βN

(
zy

1 + zx + zy

)
+ γT (z)

]
.

12. Уравнение (№ 23):

F12 ≡ z(zyzxy − zxzyy) ± zxz
2
y = 0. (2.12.0)

Исходным здесь может быть взято уравнение

uξη = η−1uξ, (2.12.1)

имеющее решением функцию u = φ(η) + ηψ(ξ).
Выполним следующее преобразование уравнения (2.12.1):

T12 : ζ = y, ε = x, κ = ±z.
При этом находим

δ = ±zy, K = −1, H = ∓zx, uη = ±z−1
y ,

uξ = ∓zxz−1
y , P = −zxx, Q = −zyy, R = −zxy.
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Полученные выражения позволяют вычислить производные uξη и uξ на M много-
образии. Подставим их в (2.12.1), получим

uξη = [∓zyzxy ± zxzyy] (±zy)−3 = ∓ zx
zyz

= η−1uξ.

Решение (2.12.0) может быть, следовательно, записано в виде

y = φ(z) ± zψ(x).

Потребовав, чтобы исходное уравнение имело вид (2.5.3) с α, β, γ, зависящими от
η, придем к такому обобщению (2.12.0)

zyzxy − zxzyy = z3
y

[
α(z)S

(
−zx
zy

)
+ β(z)N

(
1
zy

)
+ γ(z)T (y)

]
.

В частности, потребовав, чтобы (2.5.3) имело вид

uξη =
1

f(η)
uξ, (η = z),

получим

f(z)[zyzxy − zxzyy] = −zxz2
y .

Решение этого уравнения выглядит так:

y =
∫
φ(x) exp

∫
f−1(z) dz dx+ ψ(z).

13. Уравнение (№ 12):

F13 ≡ z2
yzxx − 2zxzyzxy + z2

xzyy = 0 (2.13.0)

может быть получено преобразованием

T13 : ζ = y, ε = x, κ = z

уравнения uξξ = 0 с решением u = ξφ(η) + ψ(η). В самом деле

δ = zy, K = −1, H = −zx, uη = z−1
y ,

uξ = −zxz−1
y , P = −zxx, Q = −zyy, R = −zxy.

Вычисляя uξξ и приравнивая результат нулю, приходим к (2.13.0). Решение запи-
сывается в виде

y = φ(z)x+ ψ(z).

В случае преобразования T13 уравнения

uξξ = α(η)S(uξ) + β(η)N(uη) + γ(η)T (u) (2.13.1)

получим

F13 = z3
y

[
α(z)S

(
−zx
zy

)
+ β(z)N

(
1
zy

)
+ γ(z)T (y)

]
.
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14. Уравнение (№ 13):

F14 ≡ z2
yzxx − 2zxzyzxy + z2

xzyy − zxz
2
y = 0 (2.14.0)

получается как частный случай предыдущего (2.13.1).
Выполним преобразование

T14 : ζ = y, ε = x, κ = z

уравнения uξξ = uξ, имеющего решение u = eξφ(η) + ψ(η). Решение уравнения
(2.14.0) запишется в виде

y = exφ(z) + ψ(z).

15. Уравнение (№ 16) [1]:

F15 ≡ (b+ zy)2zxx − 2(a+ zx)(b+ zy)zxy + (a+ zx)2zyy = 0 (2.15.0)

получается из uξξ = 0 заменой

T15 : ζ = z, ε = x, κ = ax+ by + z.

При этом находим

δ = b+ zy, K = −zy, H = zx(b+ zy) − zy(a+ zx),

uη = zy(b+ zy)−1, uξ = zx − zy
a+ zx
b+ zy

,

P = bzxx, Q = bzyy, R = bzyy.

С помощью полученных выражений вычислим uξξ. Приходим к (2.15.0). Решение
этого уравнения имеет вид (u = ξφ(η) + ψ(η)):

z = xφ(ax+ by + z) + ψ(ax+ by + z).

Преобразованием уравнения (2.13.1) получим

F15 = b−1(b+ zy)3
{
αS

[
zx − zy

a+ zx
b+ zy

]
+ βN

(
zy

b+ zy

)
+ γT (z)

}
.

Уравнения, которые будут рассмотрены ниже, объединяет то, что все они допу-
скают линеаризацию посредством нелокального преобразования всех переменных.
16. Уравнение (№ 21) [1]:

F16 ≡ zxx + zxzyy ∓ zyzxy = 0. (2.16.0)

Поставим следующую задачу приведения: найти преобразование

T16 :

z = ζ(ξ, η, u, u
1
, u
2
),

x = ε(ξ, η, u, u
1
, u
2
),

y = κ(ξ, η, u, u
1
, u
2
),

(2.16.1)

осуществляющее приведение (2.16.0) к уравнению uξη = 0 по схеме

T16F16

∣∣∣
DM

≡ 0.
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Полученное преобразование может быть полезно для построения решения урав-
нения (2.16.0) в основном в тех случаях, когда (2.16.1) есть линейные функции
(возможно с переменными коэффициентами), т.е.

ζ = αuξξ + βuξ + γuηη + δuη + νu+ c1,

ε = huξξ + luξ + kuηη +muη + nu+ c2,

κ = auξξ + buξ + cuηη + duη + eu+ c3,

(2.16.2)

Здесь все коэффициенты — функции ξ, η. Выписывать значения производных
на M не будем ввиду их громоздкости. Определяющее соотношение может быть
записано так:

P
[
δ(Dηκ)2 +H(Dηε)2 ±KDηκDηε

]
+Q

[
δ(Dξκ)2 +H(Dξε)2 ±KDξκDξε

]−
−R [2δDξκDηκ + 2HDξεDηε±K(DξεDηκ +DηεDξκ)]

∣∣∣
DM

≡ 0.

Легко увидеть, что uξξξξ встретится лишь в P , а uηηηη — только в Q. Отсюда
следует, что R = 0. Выполняя дальнейшее расщепление в P и Q по u

4
и затем по u

3
,

получаем систему большого числа простых уравнение, позволяющую в завершение
процесса решения получить замену

ζ = ξ2uξξ − 2ξuξ + 2u+ η2uηη − 2ηuη + c1,

ε = −(uξξ + uηη) + c2,

κ = ±(ξuξξ − uξ + ηuηη − uη) + c3.

(2.16.3)

Проверим, что преобразование (2.16.3) в самом деле дает решение задачи. Вычи-
сление дает следующие результаты на M:

Dξζ = ξ2uξξξ, Dξε = −uξξξ, Dξκ = ±ξuξξξ,
Dηζ = η2uηηη, Dηε = −uηηη, Dηκ = ±ηuηηη,
Dξξζ = 2ξuξξξ + ξ2uξξξξ, Dξξε = −uξξξξ, Dξξκ = ±(uξξξ + ξuξξξξ),
Dηηζ = 2ηuηηη + η2uηηηη, Dηηε = −uηηηη, Dηηκ = ±(uηηη + ηuηηηη),
Dξηζ = 0, Dξηε = 0, Dξηκ = 0.

Отсюда легко найти значения вспомогательных величин

δ = ∓uξξξuηηη(η − ξ), K = ∓δ(η + ξ), H = δ(ξη),
zy = ±(η + ξ), zx = ξη, P = δ(ξ − η)uξξξ, Q = δ(η − ξ)uηηη.

Производные второго порядка теперь вычисляются весьма просто:

zxx = ∓δ−1
[
ξ2uξξξ − η2uηηη

]
,

zyy = ∓δ−1 [uξξξ − uηηη] ,
zxx = ∓δ−1 [ξuξξξ − ηuηηη] .

Подстановка найденных выше выражений производных на многообразии в (2.16.0)
обращает последнее в тождество. Следовательно, (2.16.3) есть искомое преобразо-
вание. Замечая, что u = φ(ξ) + ψ(η), запишем решение уравнения (2.16.0)

z = ξ2φ′′ − 2ξφ′ + 2(φ+ ψ) + η2ψ′′ − 2ηψ′ + c1,

x = −(φ′′ + ψ′′) + c2,

y = ±(ξφ′′ − φ′ + ηψ′′ − ψ′) + c3.
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Здесь c1, c2, c3 — произвольные постоянные.
17. Уравнение (№ 10):

F17 ≡ zxy −
(
zxxzyy − z2

xy

)
= 0. (2.17.0)

Будем искать линейное преобразование

T17 :
ζ = βuξ + δuη + νu+ c1,

ε = luξ +muη + nu+ c2,

κ = buξ + duη + eu+ c3,

(2.17.1)

осуществляющее приведение к уравнению uξη = 0 по схеме

T17F17

∣∣∣
DM

≡ 0. (2.17.2)

Определяющее соотношение (2.17.2) запишем так:

[PDηεDηκ +QDξκDξε−R(DξεDηκ +DηεDξκ)] δ3−
−
{
P 2(Dηκ)2(Dηε)2 + PQ(Dηκ)2(Dξε)2 − 2RP (Dηκ)2DξεDηε+

+QP (Dξκ)2(Dηε)2 +Q2(Dξκ)2(Dξε)2 − 2RQ(Dξκ)2DξεDηε−
−2RP (Dηε)2DξκDηκ − 2RQ(Dξε)2DξκDηκ + 4R2DξκDηκDξεDηε−
−P 2(Dηε)2(Dηκ)2 −Q2(Dξκ)2(Dξε)2 −R2(DξεDηκ +DηεDξκ)2+
+2RPDηκDηε(DξεDηκ +DηεDξκ) − 2PQDξκDηκDξεDηε+

+2RQDξκDξε(DξεDηκ +DηεDξκ)
}∣∣∣

DM
≡ 0.

(2.17.3)

Здесь слагаемые с P 2 и Q2 взаимно уничтожаются. Следует учесть, что uξξξ
содержится только в P , а uηηη — в Q; R не зависит от u

3
. Выполняя расщепление в

оставшихся слагаемых (2.17.3) по произведению uξξξuηηη, по uξξξ и uηηη, получим
систему определяющих уравнений. Решение последней имеет вид

ζ = ξη + ξuξ + ηuη − u+ c1,

ε = uξ + η + c2,

κ = uη + ξ + c3.

(2.17.4)

Здесь c1, c2, c3 — постоянные интегрирования.
Убедимся в том, что найденная подстановка в самом деле осуществляет приве-

дение уравнений. Простые вычислений дают

Dξζ = η + ξuξξ, Dξξζ = uξξ + ξuξξξ, Dξηζ = 1, Dηζ = ξ + ηuηη,

Dηηζ = uηη + ηuηηη, Dξε = uξξ, Dηε = 1, Dξξε = uξξξ,

Dξηε = Dηηε = 0, Dξκ = 1, Dηκ = uηη, Dηηκ = uηηη,

Dξηκ = Dξξκ = 0, δ = uξξuηη − 1, K = −ηδ,
H = ξδ, P = uξξδ, Q = uηηδ, R = δ.

Теперь легко вычисляются значения z
2

zxx = uηηδ
−1, zyy = uξξδ

−1, zxy = δ−1.
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Подставляя их в (2.17.0) на многообразии, убеждаемся в том, что результат верен:(
uηηuξξδ

−2 − δ−2
)− δ−1 ≡ 0.

Решение получим, подставив в (2.17.4)

z = ξη + ξφ′ + ηψ′ − φ− ψ + c1,

x = φ′ + η + c2,

y = ψ′ + ξ + c3.

(2.17.5)

18. Уравнение (№ 20) (уравнение Plateou) [1, 2]:

F18 ≡ (1 + z2
y

)
zxx − 2zxzyzxy +

(
1 + z2

x

)
zyy = 0. (2.18.0)

Покажем, что преобразование (подстановка Монжа (Моngе))

T18 :
ζ = i

∫ (
1 + u2

ξ

)1/2
dξ + i

∫ (
1 + u2

η

)1/2
dη + c1,

ε = ξ + η + c2,

κ = u+ c3, ci (i = 1, 3) — const

(2.18.1)

является преобразованием, осуществляющим приведение (2.18.0) к уравнению
uξη = 0 по схеме

T18F18

∣∣∣
DM

≡ 0, u = φ(ξ) + ψ(η). (2.18.2)

Вычислим значения на многообразии вспомогательных величин

Dξε = 1, Dηε = 1, Dijε = 0, Dξκ = uξ, Dηκ = uη,

Dijκ = 0, Dξζ = i
(
1 + u2

ξ

)1/2

, Dξξζ = iuξuξξ

(
1 + u2

ξ

)−1/2

,

Dηζ = i
(
1 + u2

η

)1/2
, Dηηζ = iuηuηη

(
1 + u2

η

)−1/2
,

δ = uη − uξ, K = i
(
1 + u2

ξ

)1/2

− i
(
1 + u2

η

)1/2
, R = 0,

H = i
(
1 + u2

ξ

)1/2

uη − i
(
1 + u2

η

)1/2
uξ,

P = iδuξuξξ

(
1 + u2

ξ

)−1/2

+ iuξξ

[(
1 + u2

ξ

)1/2

− (1 + u2
η

)1/2]
,

Q = iδuηuηη

(
1 + u2

ξ

)−1/2

+ iuηη

[(
1 + u2

ξ

)1/2

− (1 + u2
η

)1/2]
.

(2.18.3)

Определяющее соотношение на многообразии имеет вид[
1 +K2δ−2

] [
Pu2

η +Qu2
ξ

]
+ 2KHδ−2[Puη +Quξ]+

+
[
1 +H2δ−2

]
[P +Q]

∣∣∣
DM

≡ 0.
(2.18.4)

Выполняя здесь все действия, убеждаемся в справедливости тождества (2.18.2).
Решение уравнения (2.18.0) выглядит следующим образом:

z = i

∫ (
1 + φ′2

)1/2
dξ + i

∫ (
1 + ψ′2)1/2 dη + c1,

x = ξ + η + c2,

y = u+ c3.
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19. Уравнение (№ 22) [1]:

F19 ≡ (zy + yzyy)(zxx + 1) − (yzxy − zx − x)zxy = 0,

≡ (zxxzyy − z2
xy

)
+
zy
y
zxx + zyy +

zx + x

y
zxy +

zy
y

= 0.
(2.19.0)

Покажем, что уравнение (2.19.0) может быть приведено к линейному

Mw : wyy + ξy−1wξy + y−1wy = 0. (2.19.1)

Решение последнего легко находится из задачи приведения к уравнению uξη = 0.
Подстановка оказывается такой:

η = κ(ξ, y, w) =
ξ

y
, ξ = ε(ξ, η, w) = ξ, u = ζ(ξ, y, w) = w,

δ = − ξ

y2
, K = −wy, H = −1

y

(
ξ

y
wξ + wy

)
,

P = − ξ

y2
wξξ, Q = δ

(
wyy +

2
y
wy

)
, R = δ

(
wξy − 1

ξ
wy

)
.

При этом решение (2.19.1) записывается в следующем виде (u = φ(ξ) + ψ(η)):

w = φ(ξ) − ψ

(
ξ

y

)
. (2.19.2)

Преобразование, осуществляющее приведение (2.19.0) к (2.19.1)

T19 :
ζ = −ξwξ − 1

2
w2
ξ + w + c1,

ε = −wξ,
κ = y

дает следующие значения вспомогательных величин на многообразии:

δ = −wξξ, H = δ(ξ + wξ), K = −δ
(

1
2
wξηwξ + wy

)
, P = −δw2

ξξ,

R = δ2wξy, Q = δ

{
−1

2
w2
ξη +

1
2
wξ

(
2
y
wξη +

ξ

y
wξξy

)
− ξ

y
wξy − 1

y
wy

}
.

Подстановка последних в (2.19.0) обращает его в тождество. Решение уравнения
(2.19.0) имеет вид

z = −ξx− 1
2
x2 + φ(ξ) − ψ

(
ξ

y

)
+ c1,

x = −
(
φ′ − 1

y
ψ′
)
, y = y,

иди в другой форме

z = −ξx− 1
2
x2 + φ(ξ) − ψ

(
ξ

y

)
+ c1,

x = −φ′ + 1
y
ψ′, y = y.
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20. Уравнение ( № 19) [1]:

F20 ≡ [zxx − zxzyy]2 − z2
yzxxzyy = 0. (2.20.0)

В отличие от рассмотренных ранее уравнений подстановка, осуществляющая при-
ведение этого уравнения, зависит сразу от двух различных решений последнего.
Это соответствует заданию многообразия системой двух линейных уравнений

MS : uξ = 0, vη = 0. (2.20.1)

Решая систему определяющих уравнений, найдем

T20 :

ζ =
1
3
(
2η − ξ3

)
u′ − 2

3
u+

∫
ξ4v′ dξ + c1,

ε =
1
ξ
u′ + v + c2,

κ = ξu′ −
∫
ξ2v′ dξ + c3, ci = const.

(2.20.2)

Покажем, что данное преобразование обеспечивает приведение уравнения (2.20.0)
к системе (2.20.1). Вычислял вспомогательные величины на многообразии, полу-
чаем

δ = 2ξ−1u′′
(
ξ2v′ − u′

)
, K = δ(3ξ)−1

(
2ξ3 − η

)
, H =

1
3
δξ
(
ξ3 + η

)
,

P =
2
3
δ(ξv′ − u′)

(
4ξ2 + η

)
, Q =

2
3
δu′′, R ≡ 0,

zxx =
2
3
δ−2

(
ξ2v′ − u′

)
u′′
[
ξ2
(
4ξ2 + η

)
u′′ + ξ2v′ − u′

] ≡ A �= 0,

zyy = ξ−4A, zx =
1
3
ξ
(
ξ3 + η

)
, zy = − 1

3ξ
(
2ξ2 − η

)
.

Определяющее соотношение

T20F20

∣∣∣
DMS

≡ 0

с учетом полученных результатов принимает вид

A2
{

1 + 9−1ξ−6
(
ξ3 + η

)2 − ξ−4
[
2 · 3−1ξ

(
ξ3 + η

)
+ 9−1ξ−2

(
2ξ3 − η

)2]} ≡ 0,

откуда видно, что тождество выполняется за счет обращения в ноль сомножителя.
Заменяя в (2.20.2) u и v произвольными функциями φ(η) и ψ(ξ) получаем решение
уравнения (2.20.0).
21. Уравнение (№ 3) Лиувилля [1]:

F21 ≡ zxx + zyy + λ2
1he

2hz = 0. (2.21.0)

Здесь, как и в предыдущем случае, многообразие зададим системой уравнений,
дополненной условиями Коши–Римана:

MS :
φxx + φyy = 0, φx = −ψy,
ψxx + ψyy = 0, φy = ψx.

(2.21.1)
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При u = φ± iψ это отвечает уравнению uxx + uyy = 0.
Линеаризующее преобразование ищем в виде

T21 : z = α ln ζ(φ, ψ, φx, φy), (α = const). (2.21.2)

Определяющее соотношение будет таким:

T21F21

∣∣∣
DMS

≡ 0. (2.21.3)

Подставляя значения z
2
, вычисленные на DMS , в (2.21.3) и выполняя расщепление

по φ2
xx и φ

2
xy, находим

ζφxφx
− ζ−1ζ2

φx
+ ζφyφy

− ζ−1ζ2
φy

= 0. (2.21.4)

Расщепление по φxx и φxy даст совпадающие уравнения вида

φy[ζψζφx
− ζφζφy

− ζ(ζφxψ − ζφyψ)]+
+φx[ζφζφx

+ ζψζφy
− ζ(ζψφx

+ ζψyψ)] ≡ 0.
(2.21.5)

Легко убедиться, что данное уравнение обладает решением

ζ = w−1(φ, ψ)
[
φ2
x + φ2

y + c
]
, (2.21.6)

где w(φ, ψ) — произвольная функция. Последнее уравнение, остающееся после
расщепления, но содержащее φij , таково:

φ2
x

[
ζ2
φ + ζ2

ψ − ζ(ζφφ + ζψψ)
]
− 4α−1λ2hζ2αh+2+

+φ2
y

[
ζ2
φ + ζ2

ψ − ζ(ζφφ + ζψψ)
]

= 0, (4λ2 = λ2
1).

(2.21.7)

Если в него подставить ζ из (2.21.6), получим α = (2h)−1, c = 0, и уравнение

wφφ + wψψ − w−1
(
w2
φ + w2

ψ

)
= 8λ2h2 ≡ k. (2.21.8)

Рассмотрим уравнение

uxx + uyy − u−1
[
u2
x + u2

y

]
= k. (2.21.8′)

Будем искать решения вида u = u(x+ y). Тогда

u′′ − u−1(u′)2 =
1
2
k.

Решая последнее, находим

d(u− a)√
(u− a)2 − a2

=
√
cdx, (2.21.9)

где a = k(2c)−1, c — произвольная постоянная. Интегрирование (2.21.9) дает не-
сколько форм решений уравнения (2.21.8′):

1) a2 > 0, c �= 0,

u1,2 =
k

2c

{
ch

∓i sh
[√
c(x+ y) +A1

]
+ 1
}

;
(2.21.10)



204 В.И. Фущич, В.А. Тычинин

2) a2 > 0, c = 0,

u3 = −k
4
[x+ y +A3]2;

(2.21.11)

3) a2 = −b2 < 0, c �= 0,
√
c = (i± 1)

√
σ
2 , σ ∈ R,

u4,5 = − k

2σ

{
sh

±i ch
[√
c(x+ y) +A4

]
+ 1
}
.

(2.21.12)

Кроме того, можно указать еще одно решение уравнения (2.21.8′)

u6 =
[
x2 + y2 + 1

]2 k
8
, (2.21.13)

которое получится, если рассмотреть случай (i = x, y)

uii = Ni = const, u2
iu

−1 = Mi = const,
∑
i

Ni −
∑
i

Mi = k.

Найденные выше решения уравнения (2.21.8′) можно использовать для построения
решений уравнения (2.21.0). Получим соответственно:

z1,2 =
1
2h

ln
2c
(
φ2
x + φ2

y

)
8h2λ2

{
ch

±i sh [
√
c(φ+ ψ) +A1] + 1

} ; (2.21.10′)

z3 =
1
2h

ln
−4
(
φ2
x + φ2

y

)
8h2λ2(φ+ ψ +A3)2

; (2.21.11′)

z4,5 =
1
2h

ln
−2σ

(
φ2
x + φ2

y

)
8h2λ2

{
sh

±i ch [
√
c(φ+ ψ) +A4] + i

} ,
√
c = (i± 1)

√
σ

2
, σ ∈ R;

(2.21.12′)

z6 =
1
2h

ln
φ2
x + φ2

y

h2λ2 (φ2 + ψ2 + 1)2
. (2.21.13′)

§ 3. Линеаризация некоторых многомерных уравнений
Наличием произвольных функций и постоянных интегрирования в постро-

енных решениях двумерных нелинейных уравнений можно воспользоваться при
отыскании решений некоторых их многомерных обобщений.
1. Один из возможных методов трехмерного обобщения рассмотрим на примере

уравнения (2.1.0). Заметим, что два уравнения

zxy + zzx = 0, z̃xỹ + z̃z̃x = 0

могут быть независимо приведены к линейным uxy = 0 и uxỹ = 0, соответственно,
подстановками (2.1.11′)–(2.1.14′). Это обстоятельство наводит на мысль о суще-
ствовании подстановок, линеаризующих уравнение

zxy + zxt + zzx = 0. (3.1.1)
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Решением задачи приведения могут быть получены подстановки

z1,2 = −2b(uy + ut)
th
cth

[−(bu+ c1)] − uyy
uy

− utt
ut
,

z3 =
2(uy + ut)
u+ c3

− uyy
uy

− utt
ut
,

z4,5 = −2b(uy + ut)
tg

(−1)ctg[bu+ c4] − uyy
uy

− utt
ut
,

и некоторые дополнительные условия на многообразие, вытекающие из системы
определяющих уравнений. Получим эти условия здесь более простым путем, при
этом убедимся в справедливости указанных подстановок. Многообразие зададим
системой соотношений

MS : uxy = uxt = uyt = 0 =⇒ u = φ(y) + ψ(t) + ω(x).

Вычислим производные на многообразии для каждой из подстановок и подставим
найденные значения в уравнение (3.1.1). Потребуем обращения его в тождество на
многообразии. Это возможно при условии

uttu
−2
t + uyyu

−2
y = 0. (3.1.2)

С учетом того, что u = φ(y) + ψ(t) + ω(x), получим два уравнения

φ̈ = λφ̇2, ψ̈ = −λψ̇2, λ = const.

Решение их дает следующие выражения:

φ = − 1
λ
{ln[−(λy +A2)] +A1} ,

ψ = − 1
λ
{ln[λt−A4] +A3} ,

где Ai, i = 1, 4 — произвольные постоянные. Теперь соответствующие решения
имеют вид

z1,2 = λ

[
1

λy +A2
+

1
A4 − λt

]{
2b
λ

th
cth

[
ln
[
λt−A4

−λy −A2

]−b/λ
+ ω1(x) + c1

]
+ 1

}
,

z3 = λ

[
1

λy +A2
+

1
A4 − λt

]{
− 2
λ

[
ln
[
λt−A4

−λy −A2

]1/λ
+ ω2(x) + c2

]
+ 1

}
,

z4,5 = λ

[
1

λy +A2
+

1
A4 − λt

]{
2b
λ

tg
(−1) ctg

[
ln
[
λt−A4

−λy −A2

]b/λ
+ ω4(x) + c4

]
+ 1

}
.

(3.1.3)

При utt = uyy = 0 получим u = ω(x) + αy + βt + γ, α, β, γ — const. Решение
оказываются такими:

z′1,2 = −2b(α+ β)
th
cth

[−b(ω(x) + αy + βt+ γ) + c1],

z′3 =
2(α+ β)

ω3(x) + αy + βt+ c3
,

z′4,5 = −2b(α+ β)
tg

(−1) ctg[b(ω4(x) + αy + βt+ γ) + c4].

(3.1.4)
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2. Рассмотрим уравнение

zxy + zxt + zyt + ez = 0. (3.2.0)

Рассуждая как и в предыдущем случае, находим, что подстановки могут быть
выбраны в виде

z1,2 = ln
[
± b2

a2
(uxuy + utux + uyut)

{
1 − th2

cth2

[
− b√

2
(u− c1)

]}]
, (3.2.1)

z3 = ln
[∓2(uxuy + utux + uyut)

a2(u+ c3)2

]
, (3.2.2)

z4,5 = ln
[
∓ b2

a2
(uxuy + utux + uyut)

{
1 +

tg2

ctg2

[
b√
2
(u− c4)

]}]
. (3.2.3)

Записанные подстановки могут быть получены вместе с дополнительными услови-
ями решением задачи приведения на многообразие

MS : uxy = uxt = uyt = 0, u = φ(x) + ψ(y) + ω(t). (3.2.4)

Вычислив значения производных па многообразии для каждого из выражений
(3.2.1)–(3.2.3), подставим их в левую часть уравнения (3.2.0). Обращение его в
тождество возможно при выполнении соотношений

φ′′

(φ′)2
= λ,

ψ′′

(ψ′)2
= µ,

ω′′

(ω′)2
= ν, (3.2.5)

где

µ−1 + ν−1 = λ−1, µ, ν, λ — постоянные. (3.2.6)

Нетрудно получить отсюда выражения для φ, ψ, ω:

φ = −λ−1 {ln[−(λx+A2)] +A1} , (3.2.7)

ψ = −µ−1 {ln[−(µy +A4)] +A3} , (3.2.8)

ω = −ν−1 {ln[−(νt+A6)] +A5} . (3.2.9)

Ai, i = 1, 6 — произвольные постоянные. Заметим, что

φ′ = −(λx+A2)−1, ψ′ = −(µy +A4)−1, ω′ = −(νt+A6)−1.

Это позволяет записать несколько форм решения уравнения (3.2.0):

z1,2 = ln
[
± b2

a2

{
1

(λx+A2)(µy +A4)
+

1
(νt+A6)(λx+A2)

+
1

(µy +A4)(νt+A6)

}
×

×
{

1 − th2

cth2

[
ln(−λx−A2)

b√
2λ + ln(−µy −A4)

b√
2µ + ln(−νt−A6)

b√
2ν + c1

]}]
,

z3 = ln
[
∓ 2
a2

{
1

(λx+A2)(µy +A4)
+

1
(νt+A6)(λx+A2)

+
1

(µy +A4)(νt+A6)

}
×
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×
{

ln(−λx−A2)−
1
λ + ln(−µy −A4)−

1
µ + ln(−νt−A6)−

1
ν + c3

}−2
]
, (3.2.10)

z4,5 = ln
[
∓ b2

a2

{
1

(λx+A2)(µy +A4)
+

1
(νt+A6)(λx+A2)

+
1

(µy +A4)(νt+A6)

}
×

×
{

1 +
tg2

ctg2

[
ln(−λx−A2)

− b√
2λ + ln(−µy −A4)

− b√
2µ + ln(−νt−A6)

− b√
2ν + c4

]}]
,

Условия (3.2.5). (3.2.6) будут выполнены и при φ′′ = ψ′′ = ω′′ = λ = µ = ν = 0,
когда u = αx+ βy + γt+ δ. Решения в этом случае оказываются такими:

z1,2 = ln
[
± b2

a2
(αβ + αγ + βγ)

{
1 − th2

cth2

[
− b√

2
(αx+ βy + γt+ δ − c1)

]}]
,

z3 = ln
[ ∓2(αβ + αγ + βγ)
a2(αx+ βy + γt+ δ + c3)2

]
,

z4,5 = ln
[
∓ b2

a2
(αβ + αγ + βγ)

{
1 +

tg2

ctg2

[
b√
2
(αx+ βy + γt+ δ − c4)

]}]
,

(3.2.11)

Замечание. В замечании к п.2 раздела II были построены решения уравнения
(2.2а.0). Это позволяет так же, как это было сделано выше, найти решения урав-
нения

zxx + zyy + ztt + αez = 0, (α = ±a2) (3.2а.0)

сведением к уравнению

uxx + uyy + utt = 0.

Линеаризующие подстановки выберем в виде

z1,2 = ln
[
± b2

a2

(
u2
x + u2

y + u2
t

){
1 − th2

cth2

[
− b√

2
(u− c1)

]}]
,

z3 = ln

[
∓2
(
u2
x + u2

y + u2
t

)
a2(u+ c3)2

]
,

z4,5 = ln
[
∓ b2

a2

(
u2
x + u2

y + u2
t

){
1 +

tg2

ctg2

[
b√
2
(u− c4)

]}]
,

(3.2а.1)

Если дополнительно потребовать, чтобы было uij = 0, т.е.

u = αx+ βy + γt+ δ,

получим несколько соответствующих форм решения (3.2а.0)

z1,2 = ln
[
± b2

a2

(
α2 + β2 + γ2

){
1 − th2

cth2

[
− b√

2
(αx+ βy + γt+ δ − c1)

]}]
,

z3 = ln

[
∓2
(
α2 + β2 + γ2

)
a2(αx+ βy + γt+ δ + c3)2

]
,

z4,5 = ln
[
∓ b2

a2

(
α2 + β2 + γ2

){
1 +

tg2

ctg2

[
b√
2
(αx+ βy + γt+ δ − c4)

]}]
.

(3.2а.2)
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Еще одна возможность построения решений уравнения (3.2а.0) связана со следу-
ющим замечанием. Введение новой переменной

η =
1√
2
(y + t)

для

uxx + uyy + utt = 0

дает

M : uxx + uηη = 0

и позволяет записать (3.2а.0) в виде

zxx + zηη + λ2
1he

2hz = 0.

Решения последнего были построены ранее, что позволяет записать такие решения

уравнения (3.2а.0):
(
φ = φ

(
y+t√

2
;x
)
, ψ = ψ

(
y+t√

2
;x
))
,

z′1,2 =
1
2h

ln

[
2
√

2c
(
φ2
x + φ2

η

) (
8h2λ2

)−1
{

ch
±i sh

[√
c(φ+ ψ) +A1

]
+ 1
}−1

]
;

z′3 =
1
2h

ln
[
−4

√
2
(
φ2
x + φ2

η

) (
8h2λ2

)−1 {φ+ ψ +A3}−2
]
;

z′4,5 =
1
2h

ln

[
−2

√
2σ
(
φ2
x + φ2

η

) (
8h2λ2

)−1
{

sh
± ch

[√
c(φ+ ψ) +A4

]
+ i

}−1
]

;

z′6 =
1
2h

ln
[√

2
(
φ2
x + φ2

η

) (
h2λ2

)−1 {
φ2 + ψ2 + 1

}−2
]
.

(3.2а.3)

3. Обратимся теперь к уравнению (2.3.0). Для него характерно то, что на
многообразии, заданном уравнением

M1 : ux0x1 −
λx0

2λ
ux1 − λu = 0, (3.3.1)

преобразование

z = −
∫
u2 dx0 +

∫
λ−1u2

x1
dx1 (3.3.2)

обращает zx0 тождественно в ноль:

zx0

∣∣∣
M1

= −u2 +
∫ [

−λx0

λ2
u2
x1

+
1
λ

2ux1

(
λx0

2λ
ux1 + λu

)]
dx1 = −u2 + u2 ≡ 0.

Отсюда следует, что на M1 всегда будет иметь место тождество zx0x1 ≡ 0. Таким
образом, всякое решение, полученное из решения уравнения (3.3.1) подстановкой
(3.3.2), окажется решением широкого класса уравнений, например, такого:

Φ(zx0x1 , zx0) = zx0f(x0, x1, z, z
1
, . . . , z

n
). (3.3.3)
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Здесь Φ(zx0x1 , zx0) может быть, например, однородной функцией своих аргументов,
f(·) — произвольная функция.
Зададим теперь многообразие MN уравнением

MN :
N∑
i=1

ux0xi
uxi

− λx0

2λ

N∑
i=1

u2
xi

− λu

N∑
i=1

uxi
= 0. (3.3.4)

Легко проверить, что по-прежнему условие zx0

∣∣∣
MN

≡ 0 будет выполнено, если
подстановку взять в виде

z = −N
∫
u2 dx0 +

N∑
i=1

∫
λ−1u2

xi
dxi

. (3.3.5)

В самом деле,

zx0

∣∣∣
MN

= −Nu2 +
N∑
i=1

[
−λx0

λ2
u2
xi

+ 2λ−1uxi
ux0xi

]
dxi

∣∣∣
MN

=

= −Nu2 +
∫ [

−λx0

λ2

N∑
i=1

u2
xi

+ 2λ−1
N∑
i=1

λx0

2λ
u2
xi

+ λuuxi

]
dxi =

= −Nu2 +
∫ N∑

i=1

2uuxi
dxi = −Nu2 +Nu2 ≡ 0.

Теперь при соблюдении всех перечисленных выше условий многомерным аналогом
уравнения (3.3.3) оказывается такое:

Φ(zx0 , zx0xi
) = zx0f(·).

4. Получим теперь решение такого многомерного расширения уравнения
(2.4.0)

zxy + zxt + g′ez + gzxe
z = 0. (3.4.0)

Зададим многообразие M уравнением

M : uxt + uxy = g′g−1(uy + ut),

решением которого является функция

u = φ(x) + g(x)[ψ(y) + ω(t)].

Двум найденным в п. 4 раздела II решениям уравнения (2.4.0) поставим в соо-
тветствие такие подстановки:

z1 = ln
c1(uy + ut)

c3(x) exp(αg−1u) − c1α−1g2
; (3.4.1)

z2 = ln
uy + ut
gu

. (3.4.2)
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Отметим, что в этом примере не появляется никаких дополнительных ограничений
на многообразие. Соответствующие решения будут вида:

z1 = ln
c1(φ′(y) + ω′(t))g(x)

c3(x) expαg−1[ψ(x) + g(x)(φ(y) + ω(t))] − c1α−1g2
; (3.4.1′)

z2 = ln
[
(φ′(y) + ω′(t))[ψ(x) + g(x)(φ(y) + ω(t))]−1

]
. (3.4.2′)

Возможность распространения на большее число независимых переменных очеви-
дна.
5. Многомерное расширение уравнения (2.21.0) запишем в форме

∆4u = uxx + uyy + uzz + utt = −λ2
1he

2hu. (3.5.0)

Многообразие зададим системой соотношений

MS :
φxx + φyy = 0, ψxx + ψyy = 0, φx = ψy, φy = −ψx,
φzz + φtt = 0, ψzz + ψtt = 0, −φz = ψt, φt = ψz.

(3.5.1)

Рассмотрим нелокальные замены функции u:

u1,2 =
1
2h

ln
2c
(
φ2
x + φ2

y + φ2
z + φ2

t

)
8h2λ2

{
ch

±i sh [
√
c(φ+ ψ) +A1] + 1

} , (3.5.2)

u3 =
1
2h

ln
−4
(
φ2
x + φ2

y + φ2
z + φ2

t

)
8h2λ2(φ+ ψ +A3)2

, (3.5.3)

u4,5 =
1
2h

ln
−2σ

(
φ2
x + φ2

y + φ2
z + φ2

t

)
8h2λ2

{
sh

±i ch [
√
c(φ+ ψ) +A4] + i

} ,
√
c = (i± 1)

√
σ

2
, σ ∈ R,

(3.5.4)

u6 =
1
2h

ln
φ2
x + φ2

y + φ2
z + φ2

t

h2λ2 (φ2 + ψ2 + 1)2
. (3.5.5)

Подстановка каждой из них в уравнение (3.5.0) на MS дает дополнительные усло-
вия, связывающие φij и φi. Ввиду громоздкости его здесь выписывать не будем.
Для всех замен эти ycловия могут быть удовлетворены, например, функциями,
связанными соотношениями (3.5.1) и имеющими вид

φ = φ[(x+ t), (y + z)], ψ = ψ[(x+ t), (y + z)].

Другое решение получим, полагая φij = ψij = 0, (i, j = x, y, z, t), когда

φ = αx+ βy + γz + δt+ µ,

ψ = −βx+ αy + δz − γt+ ν,

α, β, γ, δ, µ, ν — произвольные постоянные.
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Соотношения (3.5.2)–(3.5.5) в этом случае также являются решениями уравне-
ния (3.5.0).
6. Воспользуемся известным решением уравнения (2.5.0) для исследования

уравнения

F (x, y, z, . . . , z
n
)ztt + zyzxx − zxzxy = 0. (3.6.0)

Потребуем выполнения условий

ztt = 0, zyzxx − zxzxy = 0. (3.6.1)

Решение второго записывается в виде z = φ(x + ψ(y, t)). Первое уравнение тогда
дает соотношение

φ′′ψ2
t + φ′ψtt = 0.

Отсюда сразу же следует

φ′′

φ′
= −ψtt

ψ2
t

= k = const.

Интегрируя эти два уравнения, находим

φ = J1k
−1 exp[k(x+ ψ)],

ψ = k−1 ln(kt+ J2) + J3(y), J1 = const.

Следовательно,

z = J1k
−1(kt+ J2(y)) exp[k(x+ J3(y))]. (3.6.2)

Другая возможность увеличения размерности уравнения (2.5.0) связана с пе-
реходом к преобразованиям в пространстве большего числа переменных x, y, z:

T :

u′ = u′ = ζ(x, y, z, u, u
1
, . . . , u

n
),

x′ = ξ = εx(x, y, z, u, u
1
, . . . , u

m
),

y′ = η = εy(x, y, z, u, u
1
, . . . , u

k
),

z′ = τ = εz(x, y, z, u, u
1
, . . . , u

s
).

При таких преобразованиях производные вычисляются по формулам

ui =
di

d
, uij =

Dij

D
, (3.6.3)

где

d = Dyε
y
D[εx, εz]x,z +Dxε

y
D[εz, εx]y,z +Dzε

y
D[εz, εx]x,y,

dx = Dyε
y
D[ζ, εz]x,z +Dxε

y
D[ζ, εz]z,y +Dzε

y
D[ζ, εz]y,x,

dy = Dzε
z
D[ζ, εx]y,x +Dyε

z
D[ζ, εx]x,z +Dxε

z
D[ζ, εx]z,y,

dz = Dxε
x
D[ζ, εy]z,y +Dyε

x
D[ζ, εy]x,z +Dzε

x
D[ζ, εy]y,x.
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Определитель D имеет вид:

D =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

(Dxεx)2 (Dxεy)2 2DxεxDxεy (Dxεz)2 2DxεxDxεz 2DxεyDxεz

(Dyεx)2 (Dyεy)2 2DyεxDyεy (Dyεz)2 2DyεxDyεz 2DyεyDyεz

DxεxDyεx DxεyDyεy DxεxDyεy

+DyεxDxεy DxεzDyεz DxεxDyεz

+DyεxDxεz
DxεyDyεz

+DyεyDxεz

(Dzεx)2 (Dzεy)2 2DzεxDzεy (Dzεz)2 2DzεxDzεz 2DzεyDzεz

DxεxDzεx DxεyDzεy DxεxDzεy

+DzεxDxεy DxεzDzεz DxεxDzεz

+DzεxDxεz
DxεyDzεz

+DzεyDxεz

DyεxDzεx DyεyDzεy DyεxDzεy

+DzεxDyεy DyεzDzεz DyεxDzεz

+DzεxDyεz
DyεyDzεz

+DzεyDyεz

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

. (3.6.4)

Определители Dij получаются заменой элементов столбцов в D с индексами ij на
элементы bij (i, j = x, y, z)

bij = [dDijζ − dxDijε
x − dyDijε

y − dzDijε
z] d−1. (3.6.5)

Легко убедиться, что преобразование

T : ζ = x, εx = u, εy = y, εz = z (3.6.6)

уравнения u′ξη = 0, (u = φ(ξ, τ) + ψ(η, τ) + ω(τ)) дает уравнение

uyuxx − uxuxy = 0.

Изменим преобразование (3.6.6), полагая его таким:

T1 : ζ = x, εx = u+
∫
uz dx, εy = y, εz = z.

Из u′ξη = 0 сразу же получим уравнение

(ux + uz)(uxy + uyz) = (uxx + uxz)
∫
uzy dx, (3.6.7)

решение которого имеет вид

x = φ

(
u+

∫
uz dx, z

)
+ ψ(y, z) + ω(z).

Второй пример получаем для преобразования переменных

T2 : ζ = x+
∫
uz dx, εx = u, εy = y, εz = z.

В этом случае получается

d = ux, dx = 1 + uz, bxx = u−1
x (uxuxx − (1 + uz)uxx),

Dxxζ = uxz, Dxyζ = uyz, byx = u−1
x (uxuyz − (1 + uz)uxy).

Простой подсчет дает уравнение

(1 + uz)(uxuxx − uyuxy) = ux(uxuxz − uyuyz). (3.6.8)

Решение уравнения (3.6.8) выглядит так:

x+
∫
uz dx = φ(u, z) + ψ(y, z) + ω(z).
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§ 4. Групповые свойства уравнений, допускающих линеаризацию

В этом параграфе приведем кратко результаты исследований групповых
свойств уравнений, рассмотренных в предыдущих параграфах.

Теорема 1. Уравнения (2.1.0), (2.2.0), (2.2а.0), (2.4.0)–(2.15.0), (2.21.0), (2.21.8)
инвариантны относительно бесконечной группы Ли.
Утверждение доказывается прямым вычислением по стандартной методике

С. Ли [5].

Замечание. Перечисленные в теореме 1 уравнения, линеаризуются либо точе-
чной заменой переменных, либо нелокальным преобразованием функции. Урав-
нение (2.3.0), линеаризуемое с помощью интегральной подстановки (2.3.5) для
зависимой переменной, и уравнения (2.16.0) ,(2.17.0) (2.19.0), (2.20.0), линеари-
зация которых достигается нелокальной заменой по всем переменным, указанным
свойством не обладают.

Теорема 2. 1) Базисные элементы алгебры инвариантности уравнения мини-
мальной поверхности (2.18.0) (уравнения Плато) имеют вид:

X1 =
∂

∂x
, X2 =

∂

∂y
, X3 =

∂

∂u
, X4 = u

∂

∂x
− x

∂

∂u
,

X5 = u
∂

∂y
− y

∂

∂u
, X6 = y

∂

∂x
− x

∂

∂y
, X7 = x

∂

∂x
+ y

∂

∂y
+ u

∂

∂u
.

(4.1.0)

2) Замена независимой переменной

y = iv (4.1.1)

приводит уравнение (2.18.0) к уравнению Борна–Индельфа(
1 − u2

v

)
uxx + 2uxuvuxv −

(
1 + u2

x

)
uvv = 0. (4.1.2)

Доказательство осуществляется прямым вычислением.
Сформулированные в теореме 2 результаты позволяют строить точные решения

уравнения (4.3.0) [3, 6].
По найденным решениям уравнения (2.18.0) строятся решения уравнения

(4.3.0) по формулам

u = i

∫ [
1 + φ′(ξ)2

]1/2
dξ + i

∫ [
1 + ψ′(η)2

]1/2
dη + c1,

x = ξ + η + c2,

v = −i[φ+ ψ + c3],

где φ(ξ) и ψ(η) — произвольные функции.
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4
( z ξξ

z v
v
−
z
2 ξ
v

) =
0

25
.

1
−
( z xx

z y
y
−
z
2 x
y

) =
0

б/
н

x
=
x
,
y

=
iv

1
+
( z xx

z v
v
−
z
2 x
v

) =
0

26
.

—
”
—

x
=

ξ
+

η
2
,
y

=
ξ
−

η
2

1
−

4
( z ξξ

z η
η
−
z
2 ξ
η

) =
0

27
.

—
”
—

x
=

ξ
+

iv
2
,
y

=
ξ
−

iv
2

1
+

4
( z ξξ

z v
v
−
z
2 ξ
v

) =
0

28
.

( 1
+
z
2 y

) z x
x
−

2
z x
z y
z x

y
+
( 1

+
z
2 x

) z y
y

=
0

(2
.1
8.
0
)

x
=
x
,
y

=
iv

( 1
−
z
2 v

) z x
x

+
2
z x
z v
z x

v
−
( 1

+
z
2 x

) z v
v

=
0
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