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О точных решениях нелинейных
многомерных волновых уравнений
В.И. ФУЩИЧ, С.С. МОСКАЛЮК, Н.И. СЕРОВ

В работе приведены в явном виде некоторые классы точных решений следую-
щих нелинейных дифференциальных уравнений в частных производных (ДУЧП):
гиперболические уравнения
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параболические уравнения
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где u = u(x), x = (x0, x1, . . . , xn−1) ∈ Rn, �u = (u1, u2, u3), ∆ — оператор Лапласа;
F1, F2 — произвольные интегрируемые функции; k, λ1, λ2, M , m — произвольные
постоянные величины.

Все приведенные уравнения, как и другие основные уравнения математической
и теоретической физики [1], обладают высокой симмepиeй. Именно это свойство
уравнений (1)–(7) дает возможность отыскать целые семейства (классы) точных
решений. Для уравнений (1)–(5) решения найдены через произвольные функции,
зависящие от инвариантов группы симметрии [2, 3].

С помощью метода Ли [4] можно установить следующие группы инвариантно-
сти уравнений (1)–(7).

Теорема 1. Максимальной группой инвариантности (МГИ) уравнений (1), (2)
и (4) является расширенная группа Пуанкаре P̃ (1, n − 1) = {P (1, n − 1),D} —
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группа Пуанкаре P (1, n− 1) и масштабных преобразований D. МГИ уравнения
(5) является группа P (1, n− 1).
Замечание 1. Уравнение Лиувилля (2) в двухмерном пространстве (x ∈ R2) до-
пускает бесконечную группу преобразований. Этот факт является причиной того,
что все решения уравнения (2) в этом частном случае задаются известной форму-
лой Лиувилля через две произвольные функции. Нами будут приведены решения
уравнения Лиувилля в пространстве x ∈ Rn при n ≥ 3.
Теорема 2. МГИ уравнения эйконала (3) является бесконечная группа преобра-
зований. Инфинитезимально эта группа задается преобразованиями

x′µ = xµ + εAµ, µ = 0, n− 1, u′ = u+ εB, (8)

Aµ = −bµ(u)xνx
ν + 2xµbν(u)xν − cµν(u)xν + dµ(u), B = η(u), (9)

где bµ, cµν , dµ, η — произвольные функции от u, причем c00 = −caa, cµν = −cνµ,
ν �= µ.
Теорема 3. МГИ уравнения (6) (при F2(u) = −λu|u|4/(n−1), n = 4) является 13-
параметрическая группа. Инфинитезимально эта группа задается формулами
(8), где

A0 = −cx2
0 + 2qx0 + b,
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B = −
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(
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(10)

ai, b, ri, vi, q, c — параметры преобразований [5].
В основе нашего подхода к отысканию точных решений уравнений (1)–(7) ле-

жит представление

u(x) = Φ[ϕ(ω), f(x)], (11)

где Φ, ϕ, f — произвольные дифференцируемые функции соответствующих пе-
ременных; ω = ω(x) = {ω1(x), . . . , ωn−1(x)} — инварианты групп инвариантности
уравнений (1)–(7).

В силу того, что ω являются инвариантами группы инвариантности уравнений,
подстановка (11) в уравнения (1)–(7) приводит к ДУЧП для функции ϕ(ω), зави-
сящей от меньшего числа переменных, чем u(x). Функции Φ, f и инварианты ω
находим из системы уравнений Лагранжа

dx0
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B
.

I. Решения уравнения (1) ищем в виде u(x) = ϕ(ω)f(x).
Приведем явный вид некоторых решений уравнений (1):

u =
[
−λ

4
(1 − k)2((βνy

ν)2 + yνy
ν)

]1/(k−1)

,

βνβ
ν = −1, yν = xν + aν , ν = 0, n− 1;
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λ
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]1/(1−k)

, aνa
ν = βνβ

ν = 0, aνβ
ν = −1;

u = µ [x3 cos(c1 + x0 ± x1) ± x2 sin(c1 + x0 ± x1)]
1/(1−k)

,

µ =
[
λ

2
(1 − k)2(1 + k)−1

]1/(1−k)

;

u = [F (ανx
ν) + βνx

ν ]2/(1−k)
, ανα

ν = ανβ
ν = 0,

βνβ
ν = −λ

2
(1 − k)2(1 + k)−1,

F — произвольная дифференцируемая функция, aν , αν , βν — const;

u =
[
x3Φ(x0 ± x1) ± x2(β2 − Φ2(x0 ± x1))1/2

]2/(1−k)

,

β2 =
λ

2
(1 − k)2(1 + k)−1,

Φ — произвольная дифференцируемая функция;

u = [F (α1νx
ν , . . . , αn−1νx

ν) + αnνx
ν ]2/(1−k)

,

αaµα
µ
b = 0, a = 1, n, b = 1, n− 1, αnνα

ν
n = −λ

2
(1 − k)2(1 + k)−1,

F — произвольная дифференцируемая функция.
II. Решения уравнения Лиувилля (2) ищем в виде

u(x) = ϕ(ω) + f(x). (12)

Найденные нами решения уравнения (2) имеют вид

u = −2 ln [γP(x) shQ(x)] , u = −2 ln [δP(x) chQ(x)] ,

u = −2 ln [γP(x) cosQ(x)] , u = −2 ln [σP(x)R(x)] ,
(13)

где

1) P(x) = ανy
ν , Q(x) = c1(ανy

ν)−1√yνyν + c2, R(x) = Q(x)|c1=1,

γ =
√−2λ
2c1

, δ =

√
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2c1
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ν = 0;

2) P(x) =
1
2

[
(βνy

ν)2 + yνy
ν
]−1/2

,
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+ c2, βνβ
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3) P(x) = Φ−1(ανy
ν), Q(x) = c1βνy

νΦ(ανy
ν) + c2, ανα

ν = ανβ
ν = 0,

βνβ
ν = 1, Φ — произвольная дифференцируемая функция;

4) P(x) = Φ−1(ανy
ν), Q(x) = c1 [βνy

νΦ(ανy
ν) − ln Φ(ανy

ν)] + c2,

ανα
ν = ανβ

ν = 0, βνβ
ν = 1;
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5) P(x) = 1, Q(x) = c1 [βνy
ν + Φ(ανy

ν)] + c2,

ανα
ν = ανβ

ν = 0, βνβ
ν = −1.

III. Решения уравнения (5) ищем в виде u(x) = ϕ(ω). Решения уравнения (5)
даются интегралом

u∫
0

dψ√
c1 ±

ϕ∫
0

F1(ξ)dξ

= ω + ln c2, (14)

где

1) ω = ανx
ν + f(βνx

ν), ανα
ν = βνβ

ν = 0, ν = 0, n− 1,
f — произвольная дифференцируемая функция;

(15)

2) ω =
√

2 [(ανyν)2 ± yνyν ], ανα
ν = ±1, ν = 0, 1. (16)

В случае F1(u) = sinu имеем решение уравнения синус-Гордона в форме (14).
Кроме того, при c1 = 2 решения этого уравнения записываются в явном виде:

u = 4 arctg (c2 expω), ανα
ν = −1,

u = 4 arctg
(
c2 th

ω

2

)
, ανα

ν = ±1,

где ω задается формулами (15), (16).
IV. Решения уравнения эйконала (3) ищем в виде

u(x) = F [ϕ(ω) + f(x)].

Полученные решения имеют вид

u(x) = F (w), (17)

где

1) w = ανx
ν , ανα

ν = 0;

2) w = βνy
ν +

√
(βνyν)2 − yνyν , βνβ

ν = 1;
3) w = (ανy

ν)−1yνy
ν , ανα

ν = 0.

В (17) F — произвольная дифференцируемая функция.
V. Решения уравнения Борна–Инфельда (4) ищем в виде

u(x) = ϕ(ω) + f(x) или u(x) = ϕ(ω)f(x) + c. (18)

Полученные решения имеют вид

u = f(ανx
ν) + βνx

ν , ανα
ν + (α0β1 − α1β0)2 = 0.

В частности, при β0 = β1 = 0, α0 = ±α1 имеем решение u = f(x0±x1) полученное
в [6].
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2
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4

ln
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+ b arctg

√
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b2 − yνyν
+ c,
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u = ±
[
c1 exp[c2(y0 − y1)] +

2
c2

(y0 + y1)
]1/2

+ c2,

u = ±
[
y0 − y1
c1

F (w)
]1/2

+ c3, w = c1(y0 + y2) + c2,

где 1) F (w) = thw, 2) F (w) = cthw, 3) F (w) = tgw, 4) F (w) = w,

Φ(x, u) + 1
Φ(x, u) − 1

1
y0 + y1

exp
[ −2
Φ(x, u) − 1

− y0 − y1
a

]
= c,

Φ(x, u) =
u√

u2 + 4a(y0 + y1)
.

VI. Решение нелинейного уравнения Шредингера (6) ищем в виде

u(x) = ϕ(ω)f(x).

Приведем одно из полученных решений при F2(u) = −λu|u|m, (c = 0, q �= 0,
r3 �= 0)

f = (2qx0 + b)−1/m+iρ exp
{
iM(αizi) +

iM

2
(αiαi)x0

}
,

ϕ =
[

1
2λM

(
4
m2

−B2

)]1/m [
(ω1)2 − (ω3)2

]−1/m
exp[iBω2],

где

ρ =
M

4q
[2(αiβi) + b(αiαi)], B =

2q√
rlrl

ρ, zi = xi − αix0 − βi,

αi =
q2vi + ri(rkvk) + qεijkvk

q(q2 + rlrl)
, βi =

bvi − qai + εijkrjak

q2 + rkrk
+ ri

rk(bvk − qak)
q(q2 + rlrl)

,

ω1 =
√

zizi

2qx0 + b
, ω3 =

rizi√
rlrl(2qx0 + b)

,

ω2 =

∣∣∣∣∣∣∣∣
arcsin

z2

/√
2qx0 + b− r2ω3

/√
rlrl√

[(r21 + r23) /rlrl] [(ω1)2 − (ω3)2]

∣∣∣∣∣∣∣∣
−

√
rkrk
2q

ln(2qx0 + b).

VII. Решения уравнения Гамильтона–Якоби (7) ищем в виде

u = ϕ(ω1, ω2, ω3) + f(x0, x1, x2, x3).

Приведем одно из полученных решений:

u =
Mq

2qx0 + b
zizi +M(αizi) +

M

2
(αiαi)x0, zi = xi − αix0 − βi, i = 1, 2, 3,

где q, αi, βi — произвольные постоянные.
VIII. Решения уравнения Навье–Стокса (7а) ищем в виде

ui = F ij(x0, x1, x2, x3)ϕj

(
ω1, ω2, ω3

)
+ f i(x0, x1, x2, x3).
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Приведем одно из полученных решений:

ui =
q(rkrk)zi − ri(rkzk)
(rlrl)(zjzj) − (rlzl)3

+ αi, l, k, i, j = 1, 2, 3,

p = −1
2

q2(rlrl)
(rkrk)(zjzj) − (rkzk)2

, zi = xi − αix0 − βi,

где q, ri, αi, βi — произвольные постоянные.
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