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Максимальна та мiнiмальна групи симетрiї
атома водню
С.А. ВЛАДIМIРОВ, В.I. ФУЩИЧ

Using the representation in which the hydrogen atom Hamiltonian is diagonal, the
maximal and minimal symmetry groups of the Schrödinger equation are found. The
maximal group contains any finite-dimensional Lee group as a subgroup. The minimal
group which determines the spectrum degeneracy, is SU(2) group.

Дослiдження прихованих або додаткових симетрiй рiзних рiвнянь теоретичної фi-
зики привертає увагу багатьох дослiдникiв [1–11]. В [10] показано, що для знахо-
дження групи iнварiантностi того чи iншого рiвняння найбiльш доцiльно розв’язу-
вати цю задачу в такому зображеннi, де оператор рiвняння є дiагональним. Саме
ця iдея i використовується для рiвняння Шредiнгера. В цiй роботi з’ясовується
питання, наскiльки iстотнi теоретико-груповi властивостi сукупностi операторiв,
якi комутують з оператором Гамiльтона системи. Виявилось, що максимальна гру-
па симетрiї занадто широка (вона, наприклад, для атома водню мiстить в собi
будь-яку скiнченну групу Лi), а мiнiмальна група, яка визначає кратнiсть спектра,
є унiверсальною для багатьох систем — це група SU(2).

Показано, що групу D4 для атома водню видiляє умова, щоб вона як група пе-
ретворень у просторi станiв мiстила в собi групу обертань тривимiрного простору,
що дiє також у просторi станiв.

§ 1. Максимальна група симетрiї
Розглянемо питання про симетрiю атома водню(
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2
∇2 − 1

r

)
ψ = Eψ. (1)

Нас цiкавлять оператори, якi комутують з гамiльтонiаном H, тому найбiльш зру-
чно перейти до енергетичного зображення. Оскiльки мова iде про атом водню, то
природно за базис вибрати i власнi функцiї рiвняння (1) ψnlm, якi вiдповiдають
зв’язаним станам. Цi функцiї утворюють повну систему в просторi квадратично
iнтегровних функцiй. Надалi будемо вважати, що всi оператори дiють у тому ж
просторi. Тодi оператор Гамiльтона має вигляд

Hn′l′m′
nlm = Enδ
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Лiнiйний оператор V , що комутує з (2), має такi матричнi елементи:

V n
′l′m′

nlm = δn
′

n v
l′m′
lm . (3)

Тут vl
′m′
lm — довiльнi комплекснi числа, якi при фiксованому n утворюють матрицю

розмiрностi n2 (розмiрнiсть матрицi дорiвнює кратностi власного значення En). Усi
такi невиродженi матрицi утворюють групу GL(n2, C). Звiдси випливає, що група
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iнварiантностi GL рiвняння (1) мiстить в собi групи GL(n2, C) при n = 1, 2, . . ., а
отже, i будь-яку скiнченно-вимiрну групу лiнiйних перетворень. Звiдси, згiдно з
[12], випливає, що будь-яка скiнченна група Лi може вiдiгравати роль групи GL
системи (1).

Довiльне перетворення симетрiї квантової системи, як показано в [13], опи-
сується унiтарним чи антиунiтарним оператором. Обмежуючи групу GL умовою
унiтарностi, одержуємо групу симетрiї рiвняння (1):

GS = ⊗
n=1,2,...

U(n2), (4)

де U(n2) — унiтарна група в n2-вимiрному комплексному просторi. Рiвняння (1)
iнварiантне вiдносно комплексного спряження σ, яке не входить до GL. Доповнив-
ши групу (4) оператором σ, одержимо максимальну групу симетрiї рiвняння (1):

Gmax
L = [ ⊗

n=1,2,...
U(n2)] ⊗Gσ, Gσ = {1, σ}. (5)

Аналогiчно для довiльного гамiльтонiана у випадку дискретного спектра маємо

Gmax
S = [ ⊗

n=1,2,...
U(Nn)] ⊗Gσ, (6)

Nn — кратнiсть виродження власного значення En. Для нерелятивiстського атома
водню Nn = n2, для релятивiстського Nn = 4n − 2, для довiльного обертально-
iнварiантного рiвняння Nn = 2n− 1 i т.д.

§ 2. Мiнiмальна група симетрiї
Дослiдимо питання про “зменшення” групи, яка забезпечує наявну кратнiсть

спектра оператора H. Нехай GS — група симетрiї гамiльтонiана H, Tψ — її зо-
браження у просторi хвильових функцiй, {Tli} — сукупнiсть усiх незвiдних зо-
бражень з розмiрнiстю li групи GS , якi входять в Tψ. Тодi, згiдно з [13], можна
стверджувати, що H має власнi значення, кратнiсть яких не менша за li. Звiдси
випливає, що групою симетрiї оператора H, яка забезпечує необхiдну кратнiсть
виродження спектра, може бути така група GE , серед незвiдних зображень якої
є зображення розмiрностi li при всiх i. Цi вимоги задовольняє група SU(2), яка
має незвiднi зображення будь-якої цiлої та скiнченної розмiрностi mi = 2si + 1.
Оскiльки li — цiле, рiвняння

mi = 2si + 1 = l1 (7)

завжди розв’язується в цiлих або пiвцiлих si.
Покажемо, що SU(2) є мiнiмальною за розмiрнiстю групою серед груп GE .

Одновимiрна група Лi є абелевою i не може задавати кратнiсть спектра H. Єдина
група Лi з G розмiрнiстю, що дорiвнює двом, розв’язується [14] i, отже, її незвiднi
зображення одновимiрнi. Серед груп Лi з розмiрнiстю, що дорiвнює трьом, нам
пiдходить лише група SU(2), оскiльки iншi групи або розв’язнi, або не мають
унiтарних зображень потрiбної розмiрностi. Для атома водню li = l2 i з (7) маємо

si =
1
2
(i2 − 1), i = 1, 2, . . . , (8)

Tψ =
∑

i=1,2,...

⊗Tsi
. (9)



Максимальна та мiнiмальна групи симетрiї атома водню 323

Таким чином, для довiльного рiвняння Шредiнгера, зв’язанi стани якого утво-
рюють базис i кратностi рiзних власних значень не збiгаються i скiнченнi, кра-
тнiсть спектра можна пояснити, виходячи з групи SU(2).

§ 3. Група O4

З результатiв § 1 та § 2 випливає, що теоретико-груповi властивостi сукупностi
операторiв, якi комутують з оператором H, дуже слабо пов’язанi з фiзичними
властивостями системи.

З’ясуємо умови, якi видiляють групу O4 з усiх iнших груп симетрiї рiвняння
Шредiнгера для атома водню. Зафiксуємо зображення групи обертань фiзичного
простору в просторi станiв атома водню. Тодi пiдпростiр власних функцiй ψnlm, якi
вiдносяться до власного значення En, утворює звiдне зображення Tn групи SO3.

Розкладаючи Tn на незвiднi компоненти, бачимо, що до нього входять по одно-
му разу незвiднi зображення групи SO3 з вагою 0, 1, 2, . . . , n− 1.

Простим пiдрахунком можна показати, що серед класичних груп малих роз-
мiрностей лише O4 має при довiльному n незвiднi зображення розмiрностi n2, якi,
будучи розкладеними по пiдгрупi SO3, мiстять у собi вагу 0, 1, 2, . . . , n− 1. Таким
чином, можна сказати, що використання групи O4 у випадку атома водню тiсно
пов’язане з тим, як дiє група обертань тривимiрного фiзичного простору в просторi
станiв квантової системи.
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