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О группах инвариантности некоторых
уравнений релятивистской квантовой
механики
В.И. ФУЩИЧ, Ю.Н. СЕГЕДА

В данной заметке находим группы инвариантности уравнений

i
∂ϕ(τ, x)
∂τ

=
1
l
�ϕ(τ, x), (1)

i
∂Ψ(τ, x)
∂τ

= γµp
µΨ(τ, x), pµ = i

∂

∂xµ
, µ = 0, 1, 2, 3, (2)

где � =
∂2

∂x2
0

−∇2 — оператор Даламбера, x — точка в пространстве Минковского,

l — постоянная величина.
Четырехрядные матрицы γµ удовлетворяют соотношениям

γµγν +γνγµ = 2gµν , g00 = −gkk = 1, k = 1, 2, 3; gµν = 0, µ �= ν.(3)

В уравнении (2) по повторяющимся индексам µ, подразумевается суммирование от
0 до 3. φ(τ, x) — скалярная функция, Ψ(τ, x) — четырехрядная матрица-столбец

Ψ(τ, x) =


ψ1(τ, x)
ψ2(τ, x)
ψ3(τ, x)
ψ4(τ, x)

 . (4)

Переменная τ — собственное время частицы.
Обозначим через QA базисные векторы алгебры Ли некоторой группы G. Для

того чтобы уравнения (1) и (2) были инвариантными относительно группы G,
должны выполняться, по определению, следующие коммутационные соотношения:[

i
∂

∂τ
− 1
l
�, QA

]
ϕ(τ, x) = 0, (5)

[
i
∂

∂τ
− γµp

µ, QA

]
Ψ(τ, x) = 0. (6)

Мы иногда будем употреблять термин “алгебра инвариантности” вместо “группа
инвариантности”.

1. Найдем максимальную группу инвариантности уравнения (1) в классе диф-
ференциальных операторов первого порядка

QA =
4∑

j=0

f j
A(τ, x)Dj + fA(τ, x), (7)
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где

D0 = i
∂

∂x0
, Dk = −i ∂

∂xk
, D4 = i

∂

∂τ
, k = 1, 2, 3, (8)

{A} — некоторое множество индексов.
Наша задача состоит в том, чтобы найти функции f j

A(τ, x), fA(τ, x), при кото-
рых условия (5) выполняются. Условия (5) можно записать в виде[

i
∂

∂τ
− 1
l
�, QA

]
= iλ(τ, x)

(
i
∂

∂τ
− 1
l
�

)
, (9)

где λ(τ, x) — некоторая дважды непрерывно дифференцируемая функция, подле-
жащая определению. Подставляя (7) в (8), получаем довольно громоздкую систему
дифференциальных уравнений для функций λ(τ, x), fA(τ, x), f j

A(τ, x). Решая эту
систему уравнений, получим набор 17 операторов {QA}, удовлетворяющих усло-
вию (9). Эти операторы имеют следующий явный вид:

A = −i
(
τ2 ∂

∂τ
+ τt

∂

∂t
+ τxk

∂

∂xk
+ 2τ

)
+
l

4
s2,

D = i

(
2τ

∂

∂τ
+ t

∂

∂t
+ xk

∂

∂xk
+ 2
)
, R = i

∂

∂τ
, P0 = i

∂

∂t
,

Pk = −i ∂

∂xk
, Gµ = τpµ − l

2
xµ, Jµν = xµpν − xνpµ,

x0 ≡ t, s2 = t2 − x2
k = xµx

µ, µ, ν = 0, 1, 2, 3.

(10)

Операторы (10) образуют алгебру Ли и удовлетворяют коммутационным соотно-
шениям:

[A,D] = −2iA, [D,R] = −2iR, [R,Gµ] = iPµ, [A,R] = iD,

[D,Pµ] = −iPµ, [R, Jµν ] = 0, [A,Pµ] = iGµ, [D,Gµ] = iGµ,

[Pµ, Gν ] = −i l
2
gµν , [A,Gµ] = 0, [D,Jµν ] = 0, [A, Jµν ] = 0,

[R,Pµ] = 0, [Gµ, Gν ] = 0, [Jµν , Pλ] = i(gνλPµ − gµλPν),
[Jµν , Gλ] = i(gνλGµ − gµλGν),
[Jµν , Jαβ ] = i(gµβJνα − gµαJνβ + gναJµβ − gνβJµα).

(11)

Эта алгебра Ли порождает соответствующую 17-параметрическую группу Ли,
которую по аналогии с группой инвариантности нерелятивистского уравнения
Шредингера [1–3] назовем релятивистской группой Шредингера.

Таким образом, окончательно имеем следующий результат.

Теорема 1. Уравнение (1) инвариантно относительно релятивистской группы
Шредингера, алгебра Ли которой задается коммутационными соотношения-
ми (11).
Замечание 1. Можно непосредственной проверкой убедиться, что если к операто-
рам Jµν присоединить оператор

Jµ4 = τ p̃µ − 1
2
(xµp+ pxµ), p̃µ = pµ

2p
l
, p = (pαp

α)1/2,
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то совокупность операторов {Jµν , Jµ4} удовлетворяет коммутационным соотноше-
ниям алгебры Ли группы SO(1, 4):

[Jµν , Jαβ ] = i(gµβJνα − gµαJνβ + gναJµβ − gνβJµα),

[Jµν , Jλ4] = i(gνλJµ4 − gµνJν4), [Jµ4, Jν4] = iJµν .

Замечание 2. В работе [4] была предложена релятивистская группа Галилея G̃5,
являющаяся естественным обобщением группы Галилея G4. Группа G̃5 является
подгруппой релятивистской группы Шредингера.

2. В этом пункте найдем группы симметрии уравнения (2) — уравнения типа
Дирака с собственным временем.

Теорема 2. Уравнение (2) инвариантно относительно группы вращений и сдви-
гов в пятимерном пространстве Минковского.

Доказательство. Непосредственной подстановкой можно убедиться, что совоку-
пность операторов

P0 = i
∂

∂t
, Pk = −i ∂

∂xk
, P4 = −i ∂

∂τ
,

Jµν = xµpν − xνpµ + Sµν , Sµν =
i

4
[γµ, γν ],

J I4µ = τpµ +
1
2
(xµM̂ + M̂xµ), M̂ = γµp

µ,

(12)

удовлетворяет условиям (6), а их коммутационные соотношения имеют следующий
вид:

[Jµν , Jαβ ] = i(gµβJνα − gµαJνβ + gναJµβ − gνβJµα),
[Jµν , Pλ] = i(gνλPµ − gµλPν),

(13)

где λ, µ, ν, α, β = 0, 1, 2, 3, 4; g00 = −g11 = · · · = −g44 = 1. Из (13) видно, что сово-
купность операторов Jµν , Pλ, µ, ν, λ = 0, 1, . . . , 4, является базисными элементами
алгебры Ли группы вращений и сдвигов в 5-мерном пространстве Минковского —
группы P (1, 4). Более подробно об этой группе и ее применениях в физике см. [5].

На множестве решений уравнения (2) операторы (12) можно представить в
виде

P0 = i
∂

∂t
, Pk = −i ∂

∂xk
, P4 = −i ∂

∂τ
,

J IIµν = Jµν , J II4µ = τpµ − xµp4 +
i

2
γµ, µ, ν = 0, 1, 2, 3.

(12′)

3. До сих пор мы находили алгебры Ли групп инвариантности дифференциаль-
ных уравнений (1) и (2) в классе дифференциальных операторов первого порядка.
В [6] показано, что, например, уравнения Максвелла и Дирака допускают алге-
бру инвариантности, базисные элементы которой являются существенно интегро-
дифференциальными операторами. Это означает, что если расширить класс иско-
мых дифференциальных операторов QA до интегро-дифференциальных операто-
ров, сможем обнаружить совершенно новые симметрии уравнений движения. В
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этом пункте найдем несколько алгебр инвариантности для уравнения (2) в классе
интегро-дифференциальных операторов.

Теорема 3. Если на множестве решений уравнений (1) и (2) p2
µ > 0, то эти

уравнения инвариантны относительно групп SO(1, 4) и SO(1, 5) соответст-
венно.

Доказательство проведем только для уравнения (2). Воспользуемся приемом,
предложенным в [7]. Рассмотрим оператор

Rµ =
1
2
(PαJµα + JµαP

α) (µ, α = 0, 1, 2, 3, 4). (14)

Оператор Rµ удовлетворяет следующим коммутационным соотношениям:

[Rµ, Rν ] = iJµν(PαP
α), [Jµν , Rλ] = i(gνλRµ − gµλRν),

[Jµν , Jαβ ] = i(gµβJνα − gµαJνβ + gναJµβ − gνβJµα).
(15)

Введем интегральный оператор

Jµ5 =
Rµ√
PαPα

. (16)

Оператор Jµ5 удовлетворяет соотношениям

[Jµ5, Jν5] = iJµν . (17)

Из (15)–(17) следует, что операторы Jµν , Jµ5 удовлетворяют коммутационным со-
отношениям алгебры Ли группы SO(1, 5) группы вращений в (1 + 5)-мерном про-
странстве Минковского. Теорема доказана.

Совершенно аналогично доказывается следующая теорема.

Теорема 4. Если на множестве решений уравнений (1) и (2) p2
µ < 0, то

эти уравнения инвариантны относительно групп SO(2, 3) и SO(2, 4) соответ-
ственно.

Все найденные выше типы инвариантности уравнений связаны с преобразова-
нием пространственно-временных координат. Оказывается, что система уравнений
(2) обладает еще одним типом симметрии, обусловленным преобразованием только
компонент волновой функции Ψ(τ, x). Базисные элементы алгебры инвариантно-
сти QA в этом случае также являются интегро-дифференциальными операторами.

Теорема 5. Уравнение (2) инвариантно относительно группы SO(1, 3), причем
базисные элементы алгебры Ли задаются формулами

S′µν(p) = Sµν + ξµν(p), (18)

гдe

Sµν =
i

2
γµγν , µ �= ν = 0, 1, 2, 3;

ξµν(p) = − i

2
(γµpν − γνpµ)

1
p2

(iγ5m− M̂).
(19)
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Доказательство. Для доказательства теоремы перейдем от дифференциального
уравнения (2) к эквивалентному ему интегро-дифференциальному уравнению [6–
8]. Этот переход осуществляется с помощью оператора

W =
1√
2

(
1 + iγ5

M̂

m

)
, m = [M̂2]1/2,

W =
1√
2

(
1 − iγ5

M̂

m

)
, γ5 = γ0γ1γ2γ3.

(20)

Оператор W использовался в работах [9, 10] для совершенно других целей.
После преобразования (20) уравнение (2) принимает вид

i
∂Φ
∂τ

= iγ5mΦ, Φ = WΨ. (21)

Условие инвариантности (6) принимает вид[
i
∂

∂τ
− iγ5m,Q

Φ
A

]
Φ = 0, QΦ

A = WQAW
−1. (22)

Из (22) видно, что все те четырехрядные матрицы, которые коммутируют c матри-
цей γ5, образуют алгебру инвариантности уравнения (21). Базисными элементами
этой алгебры являются матрицы

Sµν =
i

4
[γµ, γν ]. (23)

Если теперь над матрицами (23) сделать обратное преобразование W−1, то по-
лучим интегральные операторы (19), образующие алгебру Ли группы SO(1, 3).
Теорема доказана.

В связи с приведенными выше результатами интересно исследовать группы
симметрии уравнений типа (1) и (2) с потенциалом V (xµx

µ). Приведем без дока-
зательства следующее утверждение.

Теорема 6. Уравнение

i
∂ϕ

∂τ
= Hϕ(τ, x),

где

H = −1
l
pαp

α + V (x), V (x) = (xαx
α)−1/2,

инвариантно относительно группы SO(1, 4), если H < 0, и группы SO(2, 3),
если H > 0.
Замечание 3. Если на решения уравнения (2) наложить релятивистски-инвари-
антное условие

i
∂Ψ(τ, x)
∂τ

= κΨ(τ, x), (24)

κ — фиксированная масса частицы, то система уравнений (2), (24) совпадет с
обычным уравнением Дирака. Важно при этом подчеркнуть, что алгеброй инвари-
антности системы (2), (24) также будет алгебра Ли группы SO(1, 3), базисными
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элементами которой будут уже не интегральные, а дифференциальные операторы,
так как в (19), согласно (24), следует положить p2 = κ

2 и m = κ.
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