
W.I. Fushchych, Scientific Works 2000, Vol. 1, 234–247.

О релятивистских уравнениях движения
без “лишних” компонент

В.И. ФУЩИЧ, А.Л. ГРИЩЕНКО, А.Г. НИКИТИН

On the basis of a definite representation (2.1) for the generators of the proper Poincaré
group all the operator functions H (up to unitary equivalence) which the equation (1.1)
is invariant under the total Poincaré group (including space-time reflections) are descri-
bed. For the case of arbitrary spin, the unitary operator connecting the representation
(2.1) with the canonical Foldy–Shirokov representation is found. The explicit forms of
the coordinate, velocity and spin operators are obtained in the representation (2.1) for
arbitrary spin s.

Исходя из определенного представления для генераторов собственной группы Пу-
анкаре (2.1) описаны все (с точностью до унитарной эквивалентности) операторные
функции H, при которых уравнение (1.1) инвариантно относительно полной группы
Пуанкаре (включающей пространственно-временные отражения). Найден унитарный
оператор для произвольного спина, связывающий представление (2.1) с канониче-
ским представлением Фолди–Широкова. Получены явные виды операторов коорди-
наты, скорости и спина в представлении (2.1) для произвольного спина s.

1. Введение
За последнее время появился ряд работ, посвященных задаче нахождения реля-

тивистски-инвариантных уравнений, описывающих свободное движение частицы
(и античастицы) с произвольным спином s, волновые функции которых имеют
только 2(2s+1) компонент. Такая задача может быть сведена к задаче об описании
всех тех операторных функций H (гамильтонианов частиц с произвольным спином
s), зависящих от операторов импульса и спина частиц, для которых уравнение
типа Шредингера

i
∂Ψ(t,x

∂t
= HΨ(t,x) (1.1)

инвариантно относительно полной группы Пуанкаре P̃ (1, 3) (включающей про-
странственно-временные отражения). Другими словами, это означает, что опера-
тор H в (1.1) должен быть таким, чтобы на множестве решений {Ψ(t,x)} уравне-
ния (1.1) реализовалось неприводимое представление группы P̃ (1, 3).
Вышеприведенная задача решена в [1] и [2, 3] исходя из специфического пред-

ставления для генераторов собственной группы Пуанкаре P (1, 3). Особенностью
этого представления является то, что оно связано с каноническим представлением
Фолди–Широкова не унитарным (за исключением случая s = 1/2), а изометри-
ческим оператором. Это обстоятельство может привести к трудностям, связанным
с физической интерпретацией динамических переменных, найденных в [1–5], при
введении взаимодействия в уравнение движения вида (1.1).
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В настоящей работе исходя из определенного представления для генераторов
группы Пуанкаре P̃ (1, 3) (отличного от представления, используемого в [1–3]), ко-
торое связано с каноническим представлением Фолди–Широкова унитарным опе-
ратором для всех спинов s, решена задача (1.1), т.е. описаны все операторы H (с
точностью до унитарной эквивалентности), для которых уравнение (1.1) инвариан-
тно относительно полной группы Пуанкаре P̃ (1, 3).

2. Постановка задачи
Будем исходить из следующего представления для генераторов Pµ, Jµν группы

P (1, 3):

P0 ≡ H, Pk ≡ pk = −i
∂

∂xk
, k = 1, 2, 3,

Jkl = xkpl − xlpk + Skl,

J0k = tpk − 1
2
[xk,H]+, [xk,H]+ ≡ xkH + Hxk,

(2.1)

где H — неизвестная операторная функция, Skl — матрицы размерности 2(2s +
1)×2(2s+1), реализующие прямую сумму двух неприводимых представлений D(s)
алгебры SO(3). Операторы Pµ, Jµν эрмитовы относительно скалярного произведе-
ния

(Ψ1,Ψ2) =
∫

d3x Ψ†
1(t,x)Ψ2(t,x),

† — операция эрмитова сопряжения.
Представление (2.1) отличается от соответствующего представления в [1]. То-

лько в случае, когда s = 1/2, представление (2.1) совпадает с представлением [1].
Такое различие в исходных положениях приводит к результатам, совершенно отли-
чным от результатов работ [1–3].
Операторы пространственного P и временных T (1), T (2) отражений определим

обычным образом

PΨ(t,x) = rΨ(t,−x), P 2 ∼ 1,

T (1)Ψ(t,x) = τ (1)Ψ∗(−t,x),
(
T (1)

)2 ∼ 1,

T (2)Ψ(t,x) = τ (2)Ψ∗(−t,x),
(
T (2)

)2 ∼ 1,

где матрицу r, не умаляя общности, можно выбрать так:

r = I ≡
(

1 0
0 1

)
или r = σ3 ≡

(
1 0
0 −1

)
,

1 — (2s + 1)× (2s + 1)-единичная матрица. Матрицы τ (1), τ (2) можно выбрать, на-
пример, в виде 2(2s + 1)× 2(2s + 1)-матриц Паули σ1 и σ2. Для нас в дальнейшем
явный вид матриц τ (1) и τ (2) несуществен, поэтому мы его не будем детализиро-
вать. Оператор зарядового сопряжения эквивалентен (∼) произведению операторов
T (1) и T (2), поэтому мы его не рассматриваем.
Операторы P , T (1), T (2) и генераторы Pµ, Jµν удовлетворяют соотношениям

[P,H]− = 0, [P, Pk]+ = 0, [P, Jkl]+ = 0, [P, J0k]− = 0,[
T (1),H

]
− =

[
T (1), J0k

]
− = 0,

[
T (1), Pk

]
+

=
[
T (1), Jkl

]
+

= 0,[
T (2),H

]
+

=
[
T (2), J0k

]
+

= 0,
[
T (2), Pk

]
− =

[
T (2), Jkl

]
− = 0.

(2.2)
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На множестве решений {Ψ(t,x)} уравнения (1.1) должно реализоваться не-
приводимое представление группы P̃ (1, 3), которое, как известно, характеризуется
массой m и спином s. Это означает, что

H2 = p2 + m2. (2.3)

Условие кратности единичному оператору квадрата вектора Паули–Любанского на
{Ψ(t,x} достигается выбором матриц Skl в виде

Skl =
(

sn 0
0 sn

)
= Sn, k, l, n — цыкл (1,2,3),

где sn — (2s + 1) × (2s + 1)-мерные матрицы, реализующие неприводимое пред-
ставление алгебры SO(3), удовлетворяющие соотношениям

[sk, sl]− = iεklnsn.

Поскольку уравнение (1.1) по предположению инвариантно относительно груп-
пы P̃ (1, 3), то оператор H должен быть таким, чтобы удовлетворялись следующие
соотношения [4, 5]:

[H,Pk]− = [H,Jkl]− = 0, [H,J0k]− = ipk, [pn, J0k]− = iδnkH,

[Jkl, J0n]− = iδknJ0l − iδnlJ0k, (2.4)

[J0k, J0n]− = −iJkn, (2.5)

[P,H]− = [T (1),H]− = 0, [T (2),H]+ = 0. (2.6)

Таким образом, задача о нахождении операторной функции H, при которой
уравнение (1.1) будет инвариантно относительно группы P̃ (1, 3), сводится к реше-
нию системы операторных соотношений (2.4)–(2.6) при условии (2.3).

3. Решение системы (2.4)–(2.6)
Для решения соотношений (2.4)–(2.6) используем разложение операторов,

входящих в (2.4)–(2.6), по полной системе операторов ортогонального проектиро-
вания, что позволяет свести нашу задачу к решению функциональных уравнений.

1. Рассмотрим следующую систему операторов проектирования:

Λs3 =
s∏

s′
3 �= −s

s′
3 �= s3

Sp − s′3
s3 − s′3

, −s ≤ s3 ≤ s, (3.1)

где Sp = Skpk/p, p = |p|. Нетрудно убедиться (более подробно об операторах
проектирования см. [2]), что совокупность операторов Λs3 , действительно явля-
ется совокупностью операторов ортогонального проектирования на подпространс-
тва, являющиеся собственными подпространствами оператора Sp с собственными
значениями s3 (спиральность частицы), т.е.

Λs3Λs′
3

= δs3s′
3
Λs′

3
,

s∑
s3=−s

Λs3 = I,

Sn
p =

s∑
s3=−s

(s3)nΛs3 , n = 0, 1, . . . , 2s.
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Иногда удобно пользоваться не системой операторов Λs3 , а системой операторов
Bs3 , Cs3 , определенных ниже:

Bs3 = Λs3 + Λ−s3 , Cs3 = Λs3 − Λ−s3 , 1/2 ≤ s3 ≤ s,

B0 ≡ Λ0,
∑
s3≥0

Bs3 = I.

2. Условия (2.6) будут удовлетворяться, если H имеет вид

Hs =
s∑

s3=−s

(σ1gs3(p) + σ3fs3(p))Λs3 , (3.2)

где неизвестные функции gs3 , fs3 (зависящие только от p) должны иметь следую-
щие свойства:
если r = I, то

g−s3 = gs3 , f−s3 = fs3 , 0 ≤ s3 ≤ s; (3.3)

если r = σ3, то имеются два случая:

g−s3 = −gs3 , f−s3 = fs3 , g0 = 0, f0 = ±E, 1/2 ≤ s3 ≤ s, (3.4)

g−s3 = −gs3 , f−s3 = −fs3 , g0 = f0 = 0, 1/2 ≤ s3 ≤ s. (3.5)

Следует отметить, что соотношения (2.6) будут удовлетворяться также, если в
(3.2) сделать замены

σ3 → σ2 или σ1 → σ2 или σ1 � σ3.

Все операторы Hs, получающиеся при такой замене, унитарно эквивалентны (3.2),
поэтому мы их не будем рассматривать в дальнейшем.
Условие (2.3) накладывает на функции gs3 , fs3 дополнительное ограничение

f2
s3

+ g2
s3

= E2 = p2 + m2, −s ≤ s3 ≤ s. (3.6)

Непосредственной проверкой можно убедиться, что соотношения (2.4) с опера-
тором Hs в форме (3.2) удовлетворяются, если имеет место (3.6). Таким образом,
осталось рассмотреть соотношение (2.5), которое совместно с (3.3)–(3.5) и опре-
деляет окончательную структуру оператора Hs, т.е. явный вид коэффициентных
функций gs3 , fs3 в (3.2).
Соотношения (2.5) с учетом представления (2.1) можно записать в виде

1
4

[[xk,Hs]−, [xl,Hs]−]− = −iSn, k, l, n — цыкл (1,2,3). (3.7)

Умножая (3.7) на pn, суммируя по n (n = 1, 2, 3) и используя структуру оператора
Jkl, k �= l (см. (2.1)), получаем

S[x,Hs]− Hs = 3ipSp = 3ip
∑

s3=−s

s3Λs3 . (3.8)
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Подставляя (3.2) в (3.8), используя при этом (3.6) и коммутационные соотношения
(Д.1), получаем уравнения для коэффициентных функций

s∑
s3=−s

(
gs3gs′

3
+ fs3fs′

3

) [−s′3as3s′
3
+ ds3s′

3

(
s(s + 1) − (s′3)

2
)]

= 2p2s′3,

−s + 1 ≤ s′3 ≤ s − 1,

(3.9)

s∑
s3=−s

(gs3gs + fs3fs)ds3s = 2p2, (3.10)

s∑
s3=−s

(gs3g−s + fs3f−s)ds3−s = −2p2. (3.11)

Учитывая численные значения коэффициентов ds3s′
3
, приведенных в дополнении, а

также (3.6), (3.10), (3.11), получаем формулу

f±sf±(s−1) + g±sg±(s−1) = m2 − p2. (3.12)

Записывая уравнение (3.9) для s′3 = s − 1, s − 2, s − 3 и т.д. и используя при
этом формулы типа (3.12) для s3 = s, s − 1, s − 2 и т.д. по индукции получаем
следующую рекуррентную формулу:

fs3fs3−1 + gs3gs3−1 = m2 − p2, −s + 1 ≤ s3 ≤ s. (3.13)

Из (3.13) совместно с (3.6) следует, что для каждого конкретного s3 имеют место
формулы

fs3 =
m2 − p2

E2
fs3−1 +

2mp

E2
gs3−1, gs3 =

m2 − p2

E2
gs3−1 − 2mp

E2
fs3−1,

−s + 1 ≤ s3 ≤ s;
(3.14)

fs3 =
m2 − p2

E2
fs3−1 − 2mp

E2
gs3−1, gs3 =

m2 − p2

E2
gs3−1 +

2mp

E2
fs3−1,

−s + 1 ≤ s3 ≤ s;
(3.15)

Итак, рекуррентные формулы (3.14), (3.15) совместно с условиями (3.3)–(3.5)
дают возможность найти все коэффициентные функции fs3 , gs3 оператора Hs

в (3.2), если известна хотя бы одна функция из набора fs3 , −s ≤ s3 ≤ s (или
gs3). Следовательно, система соотношений (2.4)–(2.6) будет удовлетворяться, если
Hs имеет вид (3.2), а fs3 , gs3 удовлетворяют условиям (3.14), (3.15), (3.3)–(3.5).
Этим самым описаны все возможные операторные функции Hs, при которых

уравнение (1.1) будет инвариантно относительно полной группы Пуанкаре P̃ (1, 3).
Замечание 1. Формулы (3.13)–(3.15) справедливы и в том случае, когда m = 0.
Замечание 2. Класс операторов Hs с функциями fs3 , gs3 , удовлетворяющими
условиям (3.5), описывает частицы с нулевой массой (m = 0) полуцелым спи-
ном s, поскольку условия (3.6) и (3.13) удовлетворяются только в этом случае.
При этом формулы (3.14) и (3.15) совпадают и определяют fs3 , gs3 с точностью до
произвольной функции.
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Замечание 3. Класс операторов Hs с функциями fs3 , gs3 , удовлетворяющими
(3.3), описывает частицы с целым спином, так как условия (3.6) и (3.13) совместны
только для целых s. При этом формулы (3.14), (3.15) определяют Hs с точностью
до произвольной функции.

Замечание 4. Класс операторов Hs с функциями fs3 , gs3 , удовлетворяющими
условиям (3.4), описывает частицы как целого, так и полуцелого спина. В этом
случае коэффициентные функции fs3 , gs3 определяются по формулам (3.14) и
(3.15) однозначно как для целых, так и полуцелых спинов, поскольку

g0 = 0, f0 = ±E для целых s, (3.16)

g1/2 = ±p, f1/2 = ±m для полуцелых s. (3.17)

Последнее соотношение вытекает из условий (3.6) и (3.13).

Все сказанное в замечаниях 2, 3, 4 получено на основе исследования совме-
стности условий (3.3)–(3.6) и (3.13) для s3 = 0, 1/2.
Оператор (3.2) полезно записать в виде такого рекуррентного соотношения:

Hs = Hs−1 = D(s), (3.18)

где

D(s) = σ1(gsΛs + g−sΛ−s) + σ3(fsΛs + f−sΛ−s).

Это соотношение дает возможность по гамильтониану для спина s − 1 найти
гамильтониан для спина s (и наоборот). Конечно, оператор Hs−1 должен быть
определен в том же самом пространстве (размерности 2(2s+1) по спиновым инде-
ксам), что и оператор Hs, хотя на самом деле он задан в пространстве размерности
2(2s − 1). Оператор Hs−1 в пространстве размерности 2(2s + 1) имеет тот же вид,
что и в пространстве размерности 2(2s− 1), за исключением того, что матрицы Sk

имеют уже размерность 2(2s + 1) × 2(2s + 1). Из (3.18) видно, что гамильтониан
для сколь угодно высокого спина полностью определяется гамильтонианом для
нижайших спинов s = 1/2, s = 1.
Формула (3.18) может оказаться полезной при введении взаимодействия в урав-

нение (1.1) для s > 1/2.

4. Примеры операторов Hs

В этом разделе по вышеизложенной методике будут найдены наиболее про-
стые операторы Hs (m �= 0), коэффициентные функции которых удовлетворяют
условиям (3.4). Кроме того, для m = 0 будут найдены все возможные (в рамках
представления (2.1)) операторы Hs, удовлетворяющие соотношениям (2.4)–(2.6).

1. Рекуррентные формулы (3.14), (3.15) равноправны, поэтому их можно упо-
треблять в любом порядке, причем различный порядок чередования этих формул
дает различные виды операторов Hs. Это обстоятельство приводит к тому, что
число возможных операторов Hs с увеличением спина s возрастает.
Прежде чем переходить к конкретным вычислениям операторов Hs, отметим,

что формулы (3.14) и (3.15) справедливы как для s3 ≥ 0, так и для s3 < 0.
Однако для конкретных вычислений удобно использовать их только для s3 > 0.
Коэффициентные функции fs3 , gs3 , для s3 < 0 находятся тогда по (3.4).



240 В.И. Фущич, А.Л. Грищенко, А.Г. Никитин

Согласно сказанному в разделе 3 для определения функций fs3 , gs3 по фор-
мулам (3.14), (3.15) достаточно знать какую-либо одну функцию из набора fs3 ,
−s ≤ s3 ≤ s (или gs3).
Рассмотрим случай полуцелого спина, когда (см. (3.17))

f1/2 = m, g1/2 = p.

Для нахождения функций f1/2, g1/2 можно, вообще говоря, воспользоваться как
формулой (3.14), так и (3.15). Воспользовавшись ради конкретности формулой
(3.14), получаем f3/2 = m, g3/2 = −p. Согласно условию (3.4) имеем f−3/2 = m,
g−3/2 = p.
Для нахождения f5/2, g5/2 можно также воспользоваться как формулой (3.14),

так и (3.15). Используя формулу (3.15), находим f5/2 = m, g5/2 = p. Согласно
условию (3.4) имеем f−5/2 = m, g−5/2 = −p.
Продолжая этот процесс вычисления функций fs3 , gs3 для s3 = 7/2, s3 = 9/2,

s3 = 11/2 и т.д., т.е. поочередно используя формулы (3.14) для s3 = 7/2, (3.15)
для s3 = 9/2, (3.14) для s3 = 11/2 и т.д., получаем

Hs = σ3m + σ1p

s∑
s3≥1/2

(−1)s3− 1
2 Cs3 . (4.1)

Если исходные функции имеют вид f1/2 = m, g1/2 = −p (см. (3.17)), то для
вычисления f3/2, g3/2 применим (3.15), а для f5/2, g5/2 применим (3.14), для f7/2,
g7/2 снова применим (3.15) и т.д. (чередуя формулы (3.14) и (3.15) для s3 = 9/2,
s3 = 11/2 и т.д.). Эти вычисления приводят к

Hs = σ3m − σ1p
s∑

s3≥1/2

(−1)s3− 1
2 Cs3 . (4.2)

Если исходные функции имеют вид f1/2 = −m, g1/2 = ±p (см. (3.17)), то
аналогичные вычисления приводят к таким операторам:

Hs = −σ3m ± σ1p

s∑
s3≥1/2

(−1)s3− 1
2 Cs3 . (4.3)

Подобным же способом вычисляются коэффициентные функции fs3 , gs3 для
целых спинов. Если f0 = E, g0 = 0 (см. (3.16)), то гамильтониан Hs имеет вид

Hs = σ3

(
E − 2p2

E

N∑
n=0

B2n+1

)
+ σ1

2mp

E

N∑
n=0

C2n+1, (4.4)

где B2n+1, C2n+1 — операторы, определенные в разделе 3,

N =


s − 1

2
, если s нечетное,

s

2
− 1, если s четное.

(4.5)

Если взять f0 = −E, g0 = 0, то точно таким же способом получим оператор Hs

отличающийся от (4.4) только знаком.
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Замечание 1. Оператор Hs в (4.1) для s = 1/2 совпадает с гамильтонианом
Дирака. Оператор Hs в (4.4) для s = 1 совпадает с гамильтонианом Йордана–
Мукунды [7], полученным совершенно другим методом.

Замечание 2. Операторы Hs, имеющие вид (4.1)–(4.4), получены при определен-
ном правиле использования (чередования) формул (3.14), (3.15). Если эти формулы
использовать в ином порядке, то мы будем получать более сложные выражения
для операторов Hs, которые трудно записать в компактном виде для произвольного
спина s. Например, если пользоваться формулой (3.15) для вычислений функций
fs3 , gs3 , но не использовать при этом (3.14), то для s = 3/2 при тех же f1/2, g1/2

(см. (3.17)) получаем

H3/2 = ±
{

σ3m

(
1 − 4p2

E2
B3/2

)
± σ1p

(
C1/2 +

3m2 − p2

E2
C3/2

)}
. (4.6)

Если s = 2 и f0 = E, то вычисляя f2, g2 по формулам (3.15), получаем

H2 = σ3

(
E − 2p2

E
B1 − 8m2p2

E3
B2

)
+ σ1

2mp

E

(
C1 + 2

m2 − p2

E2
C2

)
. (4.7)

Если f0 = −E, то мы получим H2, отличающийся от (4.7) только общим
знаком.
Итак, операторы Hs, задаваемые формулами (4.1)–(4.7), удовлетворяют соо-

тношениями (2.4)–(2.6), а уравнения (1.1) с такими Hs описывают частицу (и
античастицу) с целым и полуцелым спином.

Замечание 3. Из приведенного следует, что явный вид операторов Hs для данного
спина s зависит не только от заданных начальных функций (типа f1/2, g1/2, f0,
g0), но и от порядка использования формул (3.14), (3.15). Число возможных (допу-
скаемых соотношениями (2.4)–(2.6)) операторов Hs увеличивается с возрастанием
спина частицы, что связано с увеличением возможностей использования формул
(3.14), (3.15) в различном порядке.

Замечание 4. Несмотря на то, что явные виды гамильтонианов для одного и того
же спина s имеют различную структуру, все они унитарно эквивалентны в случае
свободной теории. При этом следует подчеркнуть, что с физической точки зрения
они неэквивалентны в том смысле, что введение взаимодействия, например, по
правилу pk → pk − eAk приведет к различным результатам. Вопрос о введении
взаимодействия в уравнение (1.1) с найденными операторами Hs будет рассмотрен
в следующей работе.

2. В том случае, когда масса частицы равна нулю (m = 0), формулы (3.14),
(3.15) совпадают и принимают вид

fs3 = −fs3−1, gs3 = −gs3−1, −s + 1 ≤ s3 ≤ s. (4.8)

Если воспользоваться формулами (3.16), (4.8) для m = 0, то для целых спинов
получаем

Hs = ±σ3p

s∑
s3=−s

(−1)s3Λs3 = ±σ3p

s∑
s3≥0

(−1)s3Bs3 . (4.9)
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Для полуцелых спинов условия (3.17) для m = 0 и (4.8) приводят к следующе-
му результату:

Hs = ±σ1p
s∑

s3=−s

(−1)s3− 1
2 Λs3 = ±σ1p

s∑
s3≥ 1

2

(−1)s3− 1
2 Cs3 . (4.10)

Оператор (4.10) для m = 1/2 совпадает с гамильтонианом Чини–Тушека в ультра-
релятивистском пределе.
Формулы (4.8) справедливы и в том случае, когда коэффициентные функции

fs3 , gs3 удовлетворяют условиям (3.3), (3.5) (для m = 0).
Если воспользоваться условием (3.3) и замечанием 2 раздела 3, то из (4.8)

получаем

Hs =
s∑

s3≥0

(−1)s3(σ3f0 + σ1g0)Bs3 , g2
0 + f2

0 = p2. (4.11)

Если воспользоваться условием (3.5) и замеченном 3 раздела 3, то из (4.8)
получаем

Hs =
s∑

s3≥ 1
2

(−1)s3− 1
2 (σ3f1/2 + σ1g1/2)Cs3 , f2

1/2 + g2
1/2 = p2. (4.12)

Отметим, что операторы Hs в (4.11), (4.12) определены с точностью до прои-
звольной функции f0 (или g0) для целого спина s и f1/2 (или g1/2 для полуцело-
го s, поскольку требуется лишь выполнение условия

f2
s3

+ g2
s3

= p2, s3 = 0, 1/2.

Волновая функция в уравнении (1.1) имеет 2(2s + 1) компонент. Известно, что
волновая функция частицы (античастицы) с нулевой массой должна иметь только
две компоненты, соответствующих значению проекции спина s3 = s и s3 = −s.
Это означает, что на волновую функцию, удовлетворяющую уравнению (1.1) с опе-
раторами Hs вида (4.9)–(4.12), следует наложить дополнительные релятивистски-
инвариантные условия, выделяющие только две физически реализуемые компо-
ненты. Эти условия имеют вид:{

I − 1
2

(
Bs ± Hs

p
Cs

)}
Ψ(t,x) = 0, Bs3Ψ(t,x) = 0, 0 ≤ s3 ≤ s − 1, (4.13)

или {
I − 1

2
(Bs ± Cs)

}
Ψ(t,x) = 0, Bs3Ψ(t,x) = 0, 0 ≤ s3 ≤ s − 1, (4.14)

или {
I − 1

2

(
I ± Hs

p

)
Bs

}
Ψ(t,x) = 0, Bs3Ψ(t,x) = 0, 0 ≤ s3 ≤ s − 1. (4.15)

Учитывая (3.1), а также коммутационные соотношения (2.2), приходим к сле-
дующему результату:
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1) условия (4.13) T (1)-, CP (k)-инвариантны (k = 1, 2, 3), но C-, T (2)-неинвари-
антны;

2) условия (4.14) C-, T (1)-, T (2)-инвариантны, но P (k)-неинвариантны;
3) условия (4.15) T (1)-, P (k)-инвариантны, но C-, T (2)-неинвариантны.

Таким образом, уравнение (1.1) с оператором Hs вида (4.9)–(4.12) и одним
из дополнительных условий (4.13)–(4.15) инвариантно относительно собственной
группы Пуанкаре P (1, 3), но только частично инвариантно относительно P (k)-,
T (i)-, C-преобразований. В формулах (4.13)–(4,15) нужно брать один знак + или −.
Для спина s = 1/2 уравнение (1.1) с дополнительным условием (4.13) эквива-

лентно хорошо известному двухкомпонентному уравнению Вейля для нейтрино.
Для спина s = 1 уравнение (1.1) с дополнительным условием (4.15) эквивален-

тно уравнениям Максвелла в вакууме.

5. Переход к каноническому представлению
Генераторы Pµ, Jµν группы P (1, 3) в каноническом представлении Фолди–

Широкова имеют вид

P c
0 = Hc = σ3E, P c

k = pk, k = 1, 2, 3,

Jc
kl = xkpl − xlpk + Skl, Jc

0k = tpk − 1
2
[xk,Hc]+ − σ3

Skrpr

E + m
.

(5.1)

В этом представлении уравнение типа (1.1), инвариантное относительно полной
группы Пуанкаре P̃ (1, 3), имеет вид

i
∂Φ(t,x)

∂t
= HcΦ(t,x), (5.2)

где Φ(t,x) — 2(2s + 1)-компонентная волновая функция. Поскольку на множе-
стве решений {Φ(t,x)} уравнения (5.2) реализуется неприводимое представление
группы P̃ (1, 3), то очевидно, что между волновыми функциями Ψ и Φ должна
существовать связь

Φ(t,x) = UΨ(t,x),

где U — некоторый унитарный оператор, который будет определен ниже.
Из сказанного ясно, что задача, которая была нами решена в разделе 3, экви-

валентна задаче нахождения (описания) всех тех унитарных операторов U , для
которых алгебра (5.1) переходит в алгебру (2.1). Для спина s = 1/2, 1 такие опе-
раторы были найдены в [6, 7].
В этом разделе описан класс операторов U для произвольного спина и найдены

выражения для операторов координаты Xk, k = 1, 2, 3, скорости Ẋk, k = 1, 2, 3,
спина Σkl и знака энергии ε̂.

1. Оператор U будем искать в виде

Us =
s∑

s3=−s

(as3 + iσ2bs3)Λs3 , (5.3)

где as3(p), bs3(p) — действительные функции от p. Из условия унитарности
UsU

†
s = I следует, что

a2
s3

+ b2
s3

= 1, −s ≤ s3 ≤ s. (5.4)
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Генераторы (5.1) связаны с генераторами (2.1) соотношениями

Jkl = U†
s Jc

klUs = Jc
kl, Pk = P c

k , Hs = U†
s HcUs, (5.5)

J0k = U†
s Jc

0kUs или Jc
0k = UsJ0kU†

s . (5.6)

Из (5.5), используя явные выражения для Hc и Hs (см. (3.2), (5.1)), получаем

fs3 = E
(
a2

s3
− b2

s3

)
, (5.7)

gs3 = 2Eas3bs3 , −s ≤ s3 ≤ s. (5.8)

Используя явный вид операторов J0k, Jc
0k (см. (2.1), (5.1)) и соотношение (5.6),

получаем[
[Us, xk]− U†

s ,Hc
]
+

= 2σ3
Skrpr

E + m
. (5.9)

С другой стороны, учитывая (5.3), (5.4), находим

[
[Us, xk]− U†

s ,Hc
]
+

= 2σ3E
s∑

s3,s′′
3 =−s

(
as′

3
as3 + bs′

3
bs3

)
[Λs3 , xk]− Λs′

3
. (5.10)

Из (5.9) и (5.10) с учетом формул (Д.1), (Д.2) следуют такие соотношения:

s∑
s3=−s

(as3as + bs3bs)ds3s =
E − m

E
, (5.11)

s∑
s3=−s

(as3a−s + bs3b−s)ds3−s =
m − E

E
, (5.12)

s∑
s3=−s

(as3as′
3
+ bs3bs′

3
)ds3s′

3
=

m − E

E
, −s + 1 ≤ s′3 ≤ s. (5.13)

Используя численные значения коэффициентов ds3s′
3
(см. (Д.3)), приводим соотно-

шения (5.11), (5.12) к виду

a±sa±(s−1) + b±sb±(s−1) = m/E. (5.14)

Записывая (5.13) для s′3 = s− 1, s− 2, s− 3, и т.д. и используя при этом формулы
типа (5.14) для s3 = s, s− 1, s− 2, и т.д., мы по индукции доказываем следующие
соотношения (см. доказательство формулы (3.13)):

as3as3−1 + bs3bs3−1 = m/E, −s + 1 ≤ s3 ≤ s. (5.15)

Из совместности соотношений (5.4) и (5.15) следуют такие рекуррентные формулы:

as3 =
m

E
as3−1 +

p

E
bs3−1, bs3 =

m

E
bs3−1 − p

E
as3−1, −s + 1 ≤ s3 ≤ s; (5.16)

as3 =
m

E
as3−1 − p

E
bs3−1, bs3 =

m

E
bs3−1 +

p

E
as3−1, −s + 1 ≤ s3 ≤ s. (5.17)
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Формулы (5.4), (5.16), (5.17) определяют все возможные функции as3 , bs3 , если
известна хотя бы одна функция из набора as3 , −s ≤ s3 ≤ s (или bs3). Выбирать
эту функцию as3 (или bs3), например, для s3 = 0, 1/2, необходимо так, чтобы
выполнялись соотношения (3.3)–(3.6), (5.7), (5.8), (5.16), (5.17).
Таким образом, формулы (5.4), (5.7), (5.8), (5.16), (5.17) совместно с условиями

(3.3)–(3.5), взятыми для какого-либо одного |s3|, дают решение нашей задачи,
т.е. с помощью этих формул описаны все унитарные операторы Us (см. (5.3)),
переводящие алгебру (5.1) в (2.1).
Выбирая, например, исходные функции as3 , bs3 в виде

a1/2 = a−1/2 =
E + m√

2E(E + m)
, b1/2 = −b−1/2 =

p√
2E(E + m)

для полуцелых s, и a0 = 1, b0 = 0 для целых s, по формулам (5.16), (5.17) находим
такие операторы Us:

Us =
E + σ3Hs√
2E(E + m)

для полуцелых s, (5.18)

Us = 1 +
m − E

E

N∑
n=0

B2n+1 + iσ2
p

E

N∑
n=0

C2n+1 для целых s, (5.19)

где число N определено в (4.5).
Оператор (5.18) переводит Hc в оператор (4.1). Оператор (5.19) переводит Hc

в оператор (4.4). Для s = 1/2 оператор (5.18) совпадает с оператором Фолди–
Воутхойзена.
Ради полноты изложения отметим, что если задан оператор Hs в представле-

нии (2.1) (а значит, заданы все fs3 , gs3), то коэффициентные функции as3 , bs3

определяются через fs3 , gs3 с помощью формул (5.8) и (5.20), т.е.

as3 = ±
√

E + fs3

2E
, bs3 =

√
E − fs3

2E
, −s ≤ s3 ≤ s. (5.20)

Формулы (5.20) являются решениями системы (5.4) и (5.7).
Для того чтобы унитарный оператор Us (см. (5.3) ) с коэффициентными фун-

кциями (5.20), удовлетворяющими (5.7), (5.8), переводил алгебру (2.1) в (5.1),
необходимо еще, чтобы as3 , bs3 удовлетворяли (5.15) (а следовательно, и (5.16),
(5.17)).

2. Операторы координаты Xk, скорости Ẋk, спина Σkl, знака энергии ε̂ в пред-
ставлении (2.1) имеют следующий вид:

Xk = xk +
Skrpr

E(E + m)
+ σ2

−i
Skrpr

p2

s−1∑
s′
3=−s+1

Λs′
3

s∑
s3=−s

(
as3bs′

3
− as′

3
bs3

)
as3s′

3
+



246 В.И. Фущич, А.Л. Грищенко, А.Г. Никитин

+
s∑

s′
3,s3=−s

(
Snl

p
− pk

p2
s′3

)(
as3bs′

3
− as′

3
bs3

)
ds3s′

3
Λs′

3

−

−σ2
pk

p

s∑
s3=−s

(
as3

∂bs3

∂p
− ∂as3

∂p
bs3

)
Λs3 , k, n, l — цыкл (1,2,3);

Σkn = Skn +
pplSp − Sknp2

E(E + m)
+ σ2

Slrpr

p

s∑
s′
3=−s

Λs′
3

s∑
s3=−s

ds3s′
3

(
as3bs′

3
− bs3as′

3

)−
−iσ2

s−1∑
s′
3=−s+1

Λs′
3

(
pl

p
s′3 − Skn

) s∑
s3=−s

as3s′
3

(
as3bs′

3
− as′

3
bs3

)
,

Ẋk =
pkHs

E2
, ε̂ =

Hs

E
,

где as3s′
3
, ds3s′

3
даны в (Д.3), а as3 , bs3 определяются вышеописанным методом.

Для операторов Us в (5.18), (5.19) операторы Xk, Σkn имеют вид

Xk = xk +
Skrpr

E(E + m)
− SkrprE − impk

p2E2
(σ3Hs − m),

Σkn =
m

E
Skn +

pplSp

E(E + m)
+

1
E

(
Skn − pl

p
Sp

)
(σ3Hs − m),

k, n, l — цикл (1, 2, 3), s — полуцелое;

Xk = xk +
Skrpr

E(E + m)
+ iσ2

Skrpr

pE

s−1∑
s3>0

(−1)s3Cs3 − σ2
Snl

E
B0−

−σ2
mpk

E2p

N∑
n=0

C2n+1 + iσ2(−1)s Skrpr

Ep
Bs,

Σkn =
m

E
Skn +

plpSp

E(E + m)
− σ2

Slrpr

E
B0 + σ2(−1)s Slrpr

E
Bs−

−iσ2
p

E

(
Skn − pl

p
Sp

) s−1∑
s3>0

(−1)s3Cs3 ,

k, n, l — цикл (1, 2, 3), s — целое.
Операторы Xk, Ẋk, Σkn, ε̂ для спина s = 1/2 совпадают с операторами, полу-

ченными в [6].

Дополнение
В дополнении мы приводим без доказательства все те формулы, которые были

использованы нами для получения результатов, приведенных в основном тексте.

[xk,Λs3 ]− =
Skrpr

p2

s−1∑
s′
3=−s+1

as3s′
3
Λs′

3
+ i

s∑
s′
3=−s

(
Snl

p
− pk

p2
s′3

)
ds3s′

3
Λs′

3
, (Д.1)
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[Skn,Λs3 ]− =
iSlrpr

p

s∑
s′
3=−s

ds3s′
3
Λs′

3
−

s−1∑
s′
3=−s+1

(
Skn − pl

p
s′3

)
as3s′

3
Λs′

3
, (Д.2)

где as′
3s3 �= 0, если s′3 = s3, s3 − 1, s3 + 1,

as3s3 = −1, as3−1s3 = as3+1s3 = 1/2, −s + 1 ≤ s3 ≤ s − 1,

ds′
3s3 �= 0, если s′3 = s3 − 1, s3 + 1, −s + 1 ≤ s3 ≤ s − 1,

ds3+1s3 = −ds3−1s3 = 1/2, −ds−1s = −d−s−s = d−s+1−s = dss = 1.

(Д.3)

(
Skrpr

p2
± i

Snl

p
∓ i

pk

p2
s3

)
Λs3 = 0, k, n, l — цикл(1,2,3), s3 = ±s, (Д.4)

[Snl,Λs3 ]− = −[xkpl − xlpk,Λs3 ]−, [Skrpr,Λs3 ]− = −p2[xk,Λs3 ]−,

SkrprSk = −SkSkrpr = ipSp = ip
s∑

s3=−s

s3Λs3 ,

SkrprSkr′pr′ = p2
∑

s3=−s

[
s(s + 1) − s2

3

]
Λs3 , SkSk = Ss = s(s + 1).
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