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О PTC-неинвариантных лагранжианах
В.И. ФУЩИЧ

With the aid of the energy sign and helicity operators the Poincaré-noninvariant
Lagrangians and the equations of motion are constructed, which are not invariant under
the PTC-transformation.

С помощью операторов знака энергии и спиральности построены лагранжианы, ин-
вариантные относительно группы Пуанкаре, и уравнения движения, которые неин-
вариантны относительно PTC-преобразования.

В настоящей заметке приведены несколько примеров пуанкаре-инвариантных ла-
гранжианов, которые неинвариантны относительно PTC ≡ Θ-преобразования. По-
строение примеров Θ-неинвариантных лагранжианов основано на простом замеча-
нии, что при PTC-преобразовании частицы переходят в античастицы с обратной
спиральностью. Поэтому, если уравнения движения фиксируют знак спирально-
сти, то они будут PTC-инвариантны. Эта инвариантность не противоречит теоре-
ме Паули–Людерса [1], так как построенные лагранжианы нелокальны.

В релятивистской квантовой механике можно ввести два неэквивалентных опе-
ратора пространственно-временного отражения

Θ1Ψ(x) = θ1Ψ(−x), x ≡ (t,x),

Θ2Ψ(x) = θ2

∗
Ψ(−x),

(1)

где θ1, θ2 — некоторые матрицы, размерность которых зависит от числа компонент
волновой функции Ψ; ∗ — операция комплексного сопряжения. Так как в тео-
рии поля на вектора состояний налагается требование положительности энергии,
поэтому далее будем рассматривать только оператор Θ2.

Генераторы группы Пуанкаре P (1, 3) при пространственно-временном отраже-
нии преобразуется следующим образом:

Θ2P0Θ−1
2 = P0, Θ2PkΘ−1

2 = Pk,

Θ2JklΘ−1
2 = −Jkl, Θ2J0kΘ−1

2 = −J0k,
(2)

Хорошо известно [2], что, кроме двух основных инвариантов P 2 = PµPµ и W 2,
собственная группа P (1, 3) имеет два дополнительных инварианта

ε̂ =
P0

|P0| (для P 2 ≥ 0), (3)

ĥ =
J12P3 + J23P1 + J31P2

|P0| (для P 2 = 0, P0 �= 0). (4)

Учитывая (2), легко установить такие соотношения:

Θ2ε̂Θ−1
2 = ε̂, Θ2ĥΘ−1

2 = −ĥ. (5)
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Рассмотрим теперь простейшие квадратичные формы, в которые входят опера-
торы (3) и (4),

Ψ(1 − ε̂)Ψ или Ψ(1 + ε̂)Ψ, (6)

X(1 − ĥ)X или X(1 + ĥ)X, (7)

где Ψ и X — волновые функции, описывающие частицы с ненулевой и нулевой
массой. Очевидно, что формы (6) и (7) пуанкаре-инвариантны, так как ε̂ и ĥ —
инварианты группы P (1, 3). Форма (6) инвариантна относительно Θ2-отражения,
а форма (7) неинвариантна относительно Θ2-отражения.

В квантовой теории поля функции Ψ(x) и X(x) являются ферми-операторами,
которые при отражении преобразуются по правилам (см., например, [3])

Ψ(x) Θ2→ Θ2Ψ(x)Θ−1
2 = −iγ̃5γ̃0Ψ(−x),

Ψ(x) Θ2→ Θ2ΨΘ−1
2 = −iΨγ0γ5.

Из сказанного ясно, что лагранжианы, точнее некоторые инвариантные формы из
операторов поля вида

L±
2 = g1Ψ(1 ± ε̂)ΨX(1 ± ĥ)X + g2Ψ(1 ± ε̂)ΨX(1 ± ĥ)X + э.с., (8)

L±
2 = g3Ψγµ(1 ± ε̂)ΨXγµ(1 ± ĥ)X + э.с., (9)

где Ψ, Ψ — фермионные поля (спин 1/2) с ненулевой массой, X, X — ферми-
онные поля с нулевой массой, g1, g2, g3 — постоянные величины, неинвариантны
относительно Θ2-преобразования.

Таким образом, используя интегральные операторы (3) и (4), можно построить
пуанкаре-инвариантные формы, которые неинвариантны относительно PTC-пре-
образования.

Операторы ε̂ и ĥ могут быть использованы для нахождения релятивистских
уравнений, неинвариантных относительно PTC-преобразования [4, 5]. Так, напри-
мер, уравнение Дирака для частицы с нулевой массой совместно с релятивистски
инвариантным дополнительным условием

(1 + ĥ)X =

(
1 + γ5

γ0γkpk√
p2

l

)
X = 0 (10)

или

(1 − ĥ)X =

(
1 − γ5

γ0γkpk√
p2

l

)
X = 0 (11)

неинвариантно ни относительно Θ1-преобразования, ни относительно Θ2-преобра-
зования.

Очевидно, что в качестве двух других дополнительных условий могут быть
использованы такие два уравнения:

(1 + ĥε̂)X = (1 + γ5)X = 0 (12)
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или

(1 − ĥε̂)X = (1 − γ5)X = 0,

(1 + ε̂)X =

(
1 +

γ0γkpk√
p2

l

)
X = 0

или

(1 − ε̂)X =

(
1 − γ0γkpk√

p2
l

)
X = 0. (13)

Ив приведенного вытекает такой результат: для частицы (и античастицы) ну-
левой массы и произвольного спина существуют три существенно различных
(относительно P -, T -, C-преобразований) двухкомпонентных уравнения.
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