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Про динамiчну алгебру осцилятора
в просторi з iндефiнiтною метрикою
I.I. КОСТИРКО, В.I. ФУЩИЧ

Dynamic algebra U(2n + 1) of an indefinite harmonic oscillator is found.

Останнiм часом широко обговорюється питання про вкладення алгебр симетрiї
P (алгебр прихованої симетрiї атома водню O4, n-вимiрного гармонiчного осциля-
тора Un, алгебри Пуанкаре i т. д.) у бiльш широку алгебру G. При цьому потрiбно
вкласти, наприклад, алгебру Пуанкаре P в G так, щоб спектр оператора маси (в
нерелятивiстському випадку оператор енергiї), визначений у просторi, де задане
незвiдне представлення алгебри G (динамiчна алгебра), збiгався з експеримен-
тально спостережуваним спектром мас елементарних частинок (в нерелятивiст-
ському випадку з рiвнями енергiї). Ясно, що задача про знаходження динамiчної
алгебри, наприклад, гармонiчного осцилятора еквiвалентна розв’язку стацiонарної
квантово-механiчної задачi про спектр енергiї осцилятора.
Добре вiдомо, що для опису процесiв розпаду в рамках нерелятивiстської кван-

тової механiки доводиться мати справу або з неермiтовими гамiльтонiанами в гiль-
бертовому просторi, або з ермiтовими, але заданими уже в iндефiнiтному просторi.
В останньому випадку гамiльтонiан може мати як дiйснi, так i комплекснi власнi
значення. У зв’язку з цим природно дослiдити питання про вкладення алгебри си-
метрiї гармонiчного осцилятора P в G, гамiльтонiан якого заданий в iндефiнiтному
просторi. Аналогiчна задача для гармонiчного осцилятора, коли гамiльтонiан за-
даний в гiльбертовому просторi, дослiджена в [1–3].
У цiй замiтцi знайдена динамiчна алгебра n-вимiрного гармонiчного осцилято-

ра, гамiльтонiан якого заданий в лiнiйному векторному просторi з iндефiнiтною
метрикою.
Гамiльтонiан такого осцилятора має вигляд [4]
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Неважко перевiрити, що H комутує з такими операторами (без врахування їхнiх
лiнiйних комбiнацiй):
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Якщо знайти всi можливi комутатори мiж операторами Aj
i , Bj

i , Ej
i , F j

i , то можна
переконатись, що сукупнiсть операторiв (3) та їхнi лiнiйнi комбiнацiї утворюють
алгебру Лi U(2n) розмiрностi 4n2, яка з точнiстю до умови унiмодулярностi збi-
гається з Al (l = 2n − 1) у вiдповiдностi з класифiкацiєю Картана. Таким чином,
алгеброю симетрiї гамiльтонiана (1) є U(2n).
Далi побудуємо динамiчну алгебру G. Для цього розглянемо оператори

A0
i = g(H)bi, Aj

0 = d(H)a+
j ,

B0
i = g(H)ai, Bj

0 = d(H)b+
j ,

C0
0 = C(H)

(4)

де g(H), d(H), C(H) задовольняють умови

g(H)d(H + 1) − d(H)g(H − 1) = −1,

g(H)d(H + 1) + d(H)g(H − 1) = 2C(H),
C(H) − C(H − 1) = C(H + 1) − C(H) = −1.

(5)

Обчислюючи комутатори мiж операторами (3) i (5) i мiж собою, можна показати,
що сукупнiсть операторiв (3) i (4) та їхнi лiнiйнi комбiнацiї утворюють [4n(n +
1) + 1]-вимiрну алгебру Лi U(2n + 1).
Оскiльки у просторi станiв осцилятора не iснує iнварiантних пiдпpocтopiв вiд-

носно операторiв (4) i оскiльки в алгебру U(2n+1) входять оператори народження
i знищення, то в цьому просторi (iндефiнiтному) реалiзується незвiдне представ-
лення алгебри U(2n+1), генераторами якого є оператори (3) i (4), а простiр станiв
оператора H є одним незвiдним представленням динамiчної алгебри G = U(2n+1).
Спробуємо побудувати ще iншi динамiчнi алгебри для гамiльтонiана (1), якi

вiдповiдають iншим класам алгебр класифiкацiї Картана. Для цього розглянемо
оператори
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(6)

де f(H) i h(H) задовольняють умову

f(H)h(H + 2) = h(H)f(H − 2) = 1. (7)

Неважко переконатись, що сукупнiсть операторiв (3) i (6) є генератором алгебри
Sp(4n).
Незважаючи на те, що алгебра Sp(4n) мiстить алгебру симетрiї гамiльтонiа-

на (1), вона не є динамiчною алгеброю, оскiльки структура генераторiв (6) така,
що весь спектр оператора (1) можна одержати не з одного, а принаймнi з двох
представлень цiєї алгебри.
Таким чином, задача про спектр енергiї гармонiчного i ангармонiчного осциля-

торiв може бути розв’язана методом вкладення скiнченновимiрної алгебри Лi, що
вiдповiдає групi наявної симетрiї в бiльш широку, але скiнченновимiрну алгебру
Лi. Це твердження не залежить вiд того, де заданий гамiльтонiан (в гiльбертовому
чи векторному просторi з iндефiнiтною метрикою). Той факт, що динамiчна алге-
бра для квантовомеханiчних задач завжди виявляється скiнченновимiрною (а не
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нескiнченновимiрною) пов’язаний, мабуть, тiльки з тим, що у квантовiй механiцi
маємо справу iз скiнченним числом ступенiв свободи.
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