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Про представлення групи де Сiттера

В.I. ФУЩИЧ

Як вiдомо, сукупнiсть дiйсних перетворень у п’ятивимiрному просторi Мiнков-
ського x′

α = aαρxρ (α, ρ = 0, 1, 2, 3, 4) утворює групу де Сiттера, якщо квадратична

форма s2 = x2
0 −

4∑

i=1

x2
i iнварiантна вiдносно цих перетворень. Томас [1] i Нью-

тон [2] побудували i описали унiтарнi представлення цiєї групи, використавши
той факт, що максимальною компактною пiдгрупою групи де Сiттера (позначимо
її через LO4) є група O4, представлення якої добре вивченi.

В цiй замiтцi ми побудуємо представлення групи LO4, використавши те, що
максимальною некомпактною пiдгрупою групи де Сiттера є власна група Лоренца
LO3, всi представлення якої описанi Гельфандом i Наймарком.

Iнфiнiтезимальнi оператори представлення групи LO4, задовольняють спiввiд-
ношення

[Ai1j1 , Ai2j2 ]− = δi1j2Aj1i2 + δj1i2Ai1j2 − δi1i2Aj1j2 − δj1j2Ai1i2 ,

i1, i2, j1, j2 = 1, 2, 3, 4,
(1.1)

[Aij , Bk]− = 0, якщо k �= j; k �= j; i, j, k = 1, 2, 3,

[Bi, Bk]− = Aik,
(1.2)

де Aij i Bk — оператори, якi вiдповiдають нескiнченно малим поворотам в площи-
нах (xi, xj) i (x0, xi).

Ефективно побудувати представлення групи LO4 — це задати дiї операторiв
Aij , Bk на деякий базис в просторi R, де визначений оператор Tg (g — елемент
LO4). Припустимо, що R є прямою сумою просторiв, в яких реалiзуються незвiднi
представлення групи LO3, i що в цiй сумi не зустрiчається двох просторiв, якi б
мали однаковi iндекси (l0, l1) [3, 4]1.

Згiдно з [3, 4] в кожному з цих просторiв можна вибрати канонiчний базис
ξl0,l1
l,m . Закон дiї операторiв Aij , Bk, коли i, j, k = 1, 2, 3, на ξl0,l1

l,m вiдомий [3, 4],

тому залишилося визначити тiльки Ai4ξ
l0,l1
l,m i B4ξ

l0,l1
l,m .

Окремо випишемо комутацiйнi спiввiдношення мiж операторами Ai4, Bi, B4 та
iншими операторами алгебри (1):

[Ajk, Ai4]− = −δjiAk4 + δkiAj4, [Aik, B4]− = 0,

[Ai4, Bi]− = −B4, [Bi, B4]− = Ai4,
(3.1)

[Ai4, Bk]− = 0, якщо k �= i; k �= 4, (3.2)

[Ai4, Aj4]− = −Aij , [Ai4, B4]− = Bi. (4)
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1Це припущення, як буде видно нижче, зроблено лише заради спрощення.



54 В.I. Фущич

Розглянемо систему рiвнянь

L0
∂Ψ
∂x0

+ L1
∂Ψ
∂x1

+ L2
∂Ψ
∂x2

+ L3
∂Ψ
∂x3

+ κΨ = 0, (5)

де L0, L1, L2, L3 — матрицi, κ — стала величина; Ψ — функцiя, яка перетво-
рюється за звiдним представленням групи LO3, яке розкладається в пряму суму
незвiдних представлень. Якщо в (3) зробити замiну Ai4 → Li, B4 → L0, то можна
переконатись, що при цьому спiввiдношення (3) збiгатимуться з умовою реляти-
вiстської iнварiантностi рiвняння (5) (див. [4], стор. 278).

Цей факт дозволяє зразу написати остаточний результат:

B4ξ
l0,l1
l,m = bl0+1

l ξl0+1,l1
l,m + bl0−1

l ξl0−1,l1
l,m + bl1+1

l ξl0,l1+1
l,m + bl1−1

l ξl0,l1−1
l,m , (6)

bl0+1
l = c1

√
(l + l0 + 1)(l − l0), l ≥ l0 + 1,

bl0−1
l = c2

√
(l + l0)(l − l0 + 1), l ≥ l0,

bl1−1
l = c3

√
(l + l1)(l − l1 + 1), l ≥ l0,

bl1+1
l = c4

√
(l + l1 + 1)(l − l1), l ≥ l0,

(7)

де c1, c2, c3, c4 — довiльнi сталi, якi можуть бути визначенi з умови (4):

Ai4ξ
l0,l1
l,m = −[Bi, B4]ξ

l0,l1
l,m . (8)

Цiкаво зазначити, що якщо R є прямою сумою двох просторiв2, в яких ре-
алiзуються незвiднi представлення групи LO3 з iндексами l0 = 1/2, l1 = 3/2 i
l0 = −1/2, l1 = 3/2, то Ai4 = cγi, B4 = cγ0; якщо покласти c1 = c2 = c, то

Aik = const · γiγk, Bi = const · γ0γi, (9)

де γ0, γi — матрицi Дiрака.
Отже, матрицi γµ, γµγν (µ, ν = 0, 1, 2, 3) реалiзують чотиривимiрне представ-

лення алгебри (1). Зауважимо, в чому можна переконатись, що матрицi γµ, γµγν ,
γµγ5, γ5 реалiзують чотиривимiрне представлення алгебри LO5.

Незвiднi представлення групи LOn+1 будуються аналогiчно, при цьому замiсть
системи (5) слiд використовувати бiльш загальну систему рiвнянь [5].

1. Thomas L.H., Ann. Math., 1941, 42, 113.

2. Newton T.D., Ann. Math., 1950, 51, 730.

3. Наймарк М.А., Линейные представлення группы Лоренца, М., 1958.

4. Гельфанд И.М., Минлос Р.А., Шапиро З.Я., Представления группы вращений й группы Лорен-
ца, М., 1958.

5. Соколик Г.А., ДАН СССР, 1957, 114, 1206.

6. Соколик Г.А., Групповые методы в теории элементарных частиц, Атомиздат, 1965.

2Незвiднi представлення групи LO4, якi заданi в R =
n∑

i=1
⊕R

li0,li1
i , будуть скiнченновимiрними

лише в тому випадку, коли всi iндекси li0, li1 одночасно цiлi або пiвцiлi.


