
МАТЕМАТИЧЕСКИЕ ЗАМЕТКИ 
т. 41, № 4 (1987] 

О РЕШЕТКАХ НАД ПСЕВДОБАССОВЫМИ 
КОММУТАТИВНЫМИ КОЛЬЦАМИ 

Ю. А. Дрозд, Л. Ф. Чернова 

Классическая теорема Дедекинда утверждает, что вся­
кий конечно-порожденный модуль М без кручения над 
дедекиндовым кольцом А изоморфен прямой сумме идеа­
лов. Точнее, М ~ Ат 0 / , где / — идеал кольца А 
(см. [1]). Если А — целозамкнутое нетерово кольцо, это 
уже не так, однако, в этом случае М содержит свободный 
подмодуль N такой, что MIN с^. I [1]. В работах Басса, 
3. И. Боревича и Д. К. Фаддеева [2, 3] был доказан ана­
лог теоремы Дедекинда для таких целостных колец А, 
что всякий идеал в А имеет две образующих (в [4] такие 
кольца были названы бассовыми). Именно в этом случае 
М ^ Аг 0 . . . 0 Ат 0 / , где At ~ надкольца А, 
а / — идеал. Настоящая заметка посвящена перенесению 
этих результатов на такие нетеровы коммутативные коль­
ца А, у которых все локализации А$ по простым идеалам 
высоты 1 бассовы. Соответствующую теорему удается ус­
тановить даже для более широкого класса колец —- псев-
донетеровых, что имеет некоторые технические преиму­
щества (см., например, [5]). 

1. Напомним, что коммутативное кольцо А называется 
псевдонетеровым [5, 6], если для любого элемента а ЕЕ А 
во множестве простых идеалов Р (а), содержащих а, есть 
лишь конечное число минимальных элементов, причем 
для всякого минимального J) ЕЕ Р (а) кольцо А% нетерово. 
Далее, А всюду обозначает целостное псевдонетерово 
кольцо, К — его поле частных, Р — множество простых 
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идеалов высоты 1 кольца А. Следуя [1], А — подмодуль 
М в конечномерном векторном пространстве V над полем 
К назовем А -решеткой в V, если КМ ~ V и М содержится 
в некотором конечно-порожденном А -подмодуле в V. Те 
А -решетки в К, которые являются подкольцами в К, на­
зовем надкольцами А (они, конечно, содержат ^4). Решет­
ку М, в частности надкольцо, назовем дивизориалъной 
[5], если М = (~}р<=рМр. Если А — кольцо Крулля, то 
решетка дивизориальна тогда и только тогда, когда она 
рефлексивна [1], но в общем случае это, конечно,не так. 
Кольцо А назовем псевдобассовым, если для любого p G f 
кольцо А% бассово [4], т. е. Ар и все его надкольца го-
ренштейновы. Для любого А -модуля М обозначим 
М (р) = М$/$МР, х (р) — образ элемента х ЕЕ М при ка­
ноническом отображении М -> М (р), ф (р) — гомомор­
физм N (р) -*- М (р), индуцированный гомоморфизмом 
<р: N-+M. 

ТЕОРЕМА. Пусть кольцо А псевдобассово, М — неко­
торая А-решетка в n-мерном пространстве. Тогда су­
ществует цепочка надколец Аг CZ A2 (Z . . . CZ 4 n - i коль­
ца А и мономорфизм ф: Аг © . . . 0 Ап-х ->- М такой, 
что МИт. ф изоморфен идеалу кольца А. При этом мож­
но считать, что надкольца Аи . . ., An-i дивизориальны 
и для любого р ЕЕ Р мономорфизм ф^ расщепим. 

2. Докажем вначале следующие леммы. 
ЛЕММА 1. Пусть А — локальное кольцо с максималь­

ным идеалом р, М и N — свободные А-модули конечного 
ранга. Мономорфизм ф: М ->- N расщепим тогда и только 
тогда, когда индуцированное отображение ф (р): М (р) -> 
-> N (Р) также мономорфно. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Если ф расщепим, то и 
Ф (р) — расщепимый мономорфизм. Наоборот, пусть 
ф (р) — мономорфизм. Если хг, . . ., хп — базис N, то 
элементы х1 (р), . . ., хп (р) линейно независимы в N (Р), 
следовательно, их образы yt = ф (р) xt (p) линейно не­
зависимы в М (р). Поэтому в М (р) есть базис вида уг, . . . 
. . . , ут (т ^> п). Положим zt = ф (xt) при i = 1, . . ., п 
и выберем такие zt (i = n + 1, . . ., га), что z, (р) = yt. 
Тогда {zb . . ., zn} — базис Im ф, {zx, . . ., zm} — ба­
зис М, так что МИт ф свободный модуль и ф расще­
пим. 

ЛЕММА 2. Пусть А — локальное нетерово кольцо, М 
и N конечно-порожденные А-модули и ф: N ->- М — рас­
щепимый мономорфизм. Тогда если я|): N ->- М такой 
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гомоморфизм, что а|) (р) = ф (р), то а|) также расщепимый 
мономорфизм. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Отождествим М с N ф L, 
а ф с гомоморфизмом JV -> iV ф L, задаваемым матрицей 
( 0 ). Пусть я|): JV -> iV © L задается матрицей и ) . Тогда 
а (р) = 1, так что а = 1 (mod rad EndA iV), и потому а 
обратим. Следовательно, если r\ ЕЕ EndA N задается мат­
рицей 

\ - а - ! р 1 / ' 
то туф — ф, откуда следует, что if> — расщепимый моно­
морфизм. 

ЛЕММА 3. Пусть У и Z — конечные подмножества в 
Р , гс/жчеж У П 2 = 0 - Уогда ГЪеуР Qt LbezP-

Д о к а з а т е л ь с т в о следует из [1, гл. I I , § 1, п. 1, 
предложение 2]. 

3 . Перейдем к доказательству теоремы. Обозначим X 
множество тех P G P , для которых Л^-модуль М$ не 
свободен. Это множество конечно. Пусть Z = {Pi, . . . 
. . . , J)r}. Так как все кольца А$ бассовы, то для любого 
i = 1, . . ., г найдутся такие надкольца A^d . . • CZ Ап\ 
кольца А, что M$i cm ф к = И ^ [2, 3]. В силу 15], сущест­
вуют такие дивизориальные надкольца Аг CZ . . . CZ Ап 
кольца А, что (Аъ)$ = А$, если р 5= Z , а (Лк)р. = Аы 
для всех i = 1, . . ., г. Докажем индукцией по т следую­
щее утверждение. 

П р е д л о ж е н и е 1. Для любого т < п сущест­
вует мономорфизм ф ( т ) : @T=iAi~+ M такой, что для 
всякого р ЕЕ Р Щ -расщепимый мономорфизм. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . База индукции т = 0 три­
виальна. Предположим, что мономорфизм ф(т_1) уже 
построен. Обозначим S = Ui=iPi- Тогда ц>Т~г)' © ] £ l ( ^ ) s ~> 
-> М расщепимый мономорфизм, -As — полулокальное 
бассово кольцо и Ms ^ ®K=I (AK)S (CM- f2, 3]). Обозначим 
Фк ограничение ф(т-х) на А^. Тогда существует гомомор­
физм £: Ат ->- М такой, что если ф = (ф ь . . ., ф т - ь £): 
фГ=1 -4jf->-Af, TO фр— расщепимый мономорфизм для всех 
р е Z . Пусть У = Z U {р е Р | Кег ф (р) ^ 0}. Тогда 
У конечно и, если положить Т = (Jjpey Р» т 0 ^ г — полу­
локальное бассово кольцо, причем Мт cm ф £ = 1 (^ъ-)т. 
Поэтому существует гомоморфизму: Am-+ M такой, что 
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'Ф = (фь • • • » фт-i» Л) — мономорфизм и ifo расщепим 
для всех У Е К МОЖНО считать, что гомоморфизм (<рь . . . 
...» Фт-Ь €, Л)-' (ФЙ=1̂ 7г) ®Л т-)-Л/- МОНОМОрфиЗМ-
Действительно, так как т<Сп, то существует £: Л т - > Л Г 
такой, что 6 = ( Ф ь . . ., ф т _ ь g, С): ( Ш ^ И к ) ® Ат-+М 
мономорфизм, а тогда по леммам 1 и 2 г\ можно заменить 
на т] + а£, где а е (ЪегР и я =^ 0. 

Обозначим теперь Z = {р ^ Р \ F | Кег 9 (р) =̂= 0}. 
Снова Z конечно. Выберем по лемме 3 Ъ Е= ПиеуР \ U*>ezP 
и положим ф т = 6£ + Л и Ф ( т ) = (фь • • .» фт)« Очевид­
но, ф^т) — мономорфизм. Если )) Е 7 , то ф(ш) (р) = я|> (р), 
так что фр — расщепимый мономорфизм по лемме 2. 
Если р ^ Z, то & ЕЕ ^4р, а г] (р) есть линейная комбина­
ция ф1 (D), . . ., ф т-1 (Р). Поэтому ф(ш) (р) отличается от 
Ф (р) на некоторый автоморфизм, так что Кег ф(т ) (р) = 0 
и ф£т) расщепим по лемме 1. Наконец, если К> ^ Y [_} Z, 
то даже Кег 0 (р) = 0, тем более Кег ф ( т ) (р) = 0, т. е. 
снова фр расщепим. Предложение доказано. 

При т = п — 1 получаем мономорфизм ф = ф^-1); 
ffiJHb^jf —>• М такой, что фр расщепим для всех р ЕЕ Р. 
Обозначим N = Im ф. Тогда N — дивизориальная решет­
ка . Если Й Е ^ ненулевой элемент, х ЕЕ М и ах ЕЕ: N, то 
ал; ЕЕ iV*, для всех р ЕЕ Р . Но Mp/Np — модуль без кру­
чения, так что х Er Л^, а потому х ЕЕ П^ер^» = -W. Итак, 
ikf/7V есть А -модуль без кручения, причем (MIN) ®АК~ 
~ iT, т. е. MIN изоморфен идеалу, и теорема доказана. 
Одесский государственный педагогический Поступило 
институт им. К. Д. Ушинского 31.03.86 
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