
Ïåðåäìîâà

Öåé ïîñiáíèê ÿâëÿ¹ ñîáîþ êîíñïåêò ëåêöié ç òåîði¨ àëãåáðè÷íèõ ÷è-
ñåë, ùî ¨õ àâòîð ÷èòàâ ó Êè¨âñüêîìó Óíiâåðñèòåòi. Ôàêòè÷íî âií ¹ ëèøå
âñòóïîì äî öi¹¨ òåîði¨, â ÿêîìó ðîçãëÿíóòî òiëüêè äåÿêi îñíîâíi ôàêòè
ïðî öiëi àëãåáðè÷íi ÷èñëà. Àâòîð ñïîäiâà¹òüñÿ, ùî éîìó âñå æ âäàëîñÿ
äàòè ïîíÿòòÿ ïðî íàéâàæëèâiøi ïèòàííÿ i ìåòîäè, ÿêèìè âií ââàæà¹:

Òåîðiþ ïîäiëüíîñòi � ¨¨ âèêëàäåíî â ðîçäiëi I íà  ðóíòi òåîði¨
iäåàëiâ äåäåêiíäîâèõ êiëåöü. Öå íàéáiëüøèé (i íàéáiëüø ïîâíèé)
ðîçäië êóðñó, ùî, íàïåâíå, âèêëèêàíî �àëãåáðè÷íèì óõèëîì� àâ-
òîðà.

Ãåîìåòðè÷íi ìåòîäè, ÿêi áàçóþòüñÿ íà ãåîìåòðè÷íîìó çîáðà-
æåííi àëãåáðè÷íèõ ÷èñåë i ëåìi Ìiíêîâñüêîãî � ¨õ âèêëàäåíî
â ðîçäiëi II. Òóò ìè îáìåæèëèñü ëèøå äâîìà êëàñè÷íèìè ðå-
çóëüòàòàìè: òåîðåìîþ ïðî ñêií÷åííiñòü ãðóïè êëàñiâ i òåîðåìîþ
Äiðiõëå ïðî ãðóïó îäèíèöü (ó âïðàâàõ íàêðåñëåíî òàêîæ äîâå-
äåííÿ òåîðåìè Åðìiòà ïðî ñêií÷åííiñòü êiëüêîñòi ïîëiâ ç äàíèì
äèñêðèìiíàíòîì).

Àíàëiòè÷íi ìåòîäè, ÿêi áàçóþòüñÿ íà âèâ÷åííi äçåòà-ôóíêöié i
ðÿäiâ Äiðiõëå � ¨õ âèêëàäåíî â Ðîçäiëi III. Öå, ìàáóòü, íàéìåíø
ïîâíèé ðîçäië, õî÷ éîãî é äîâåäåíî äî êëàñè÷íî¨ òåîðìè Äiðiõëå
ïðî ïåðâèííi ÷èñëà â àðèôìåòè÷íié ïðîãðåñi¨. Àëå, íà æàëü, ïî-
äàëüøi ðåçóëüòàòè â öüîìó íàïðÿìêó âèìàãàþòü íàáàãàòî áiëü-
øî¨ ïiãîòîâêè (ÿê àíàëiòè÷íî¨, òàê i ñóòî àðèôìåòè÷íî¨) i, íå-
çâàæàþ÷è íà ïàëêå áàæàííÿ àâòîðà, îáñÿã êóðñó ïîñòàâèâ ïåðåä
íèì äîñèòü æîðñòêó ìåæó.

Çâè÷àéíî, ôàõiâåöü îäðàçó ïîìiòèòü, ùî áàãàòî âàæëèâèõ ñþæåòiâ ó öèõ
ëåêöiÿõ íàâiòü íå çãàäàíî (çîáðàæåííÿ ÷èñåë êâàäðàòè÷íèìè ôîðìàìè,
ëîêàëüíi ìåòîäè i áàãàòî iíøîãî). Çíîâ-òàêè, òóò íàñ îáìåæóâàëè ðå-
àëüíi ìîæëèâîñòi äîñèòü íåâåëèêîãî çà îáñÿãîì êóðñó. Âòiì àâòîð ñïî-
äiâà¹òüñÿ, ùî öåé íåâåëè÷êèé ïîñiáíèê çìîæå ïiäãîòóâàòè ñòóäåíòiâ äî
âèâ÷åííÿ âæå ñåðéîçíèõ ìîíîãðàôié íà çðàçîê êíèã [ÊÔ], [ÁØ], [ÀÂ]
àáî [Ë2]. Íàñêiëüêè ìåíi âiäîìî, çàðàç íå iñíó¹ æîäíîãî ïiäðó÷íèêà ç
òåîði¨ àëãåáðè÷íèõ ÷èñåë óêðà¨íñüêîþ ìîâîþ; íàâiòü i ðîñiéñüêîþ ìîâîþ
òàêi áiëüø-ìåíø åëåìåíòàðíi ïiäðó÷íèêè, ÿê [ÃÂ] òà [Ã], äàâíî ñòàëè
áiëiîãðàôi÷íîþ ðiäêiñòþ.
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Íåâåëèêèé îáñÿã ìè íàìàãàëèñÿ êîìïåíñóâàòè äîñèòü âåëèêîþ êiëü-
êiñòþ çàäà÷. Çà îöiíêîþ àâòîðà, âîíè öiëêîì äîñòóïíi äëÿ �ñåðåäíüîãî
÷èòà÷à� i ìè êîí÷å ðåêîìåíäó¹ìî ðîçâ'ÿçóâàòè ¨õ âæå ïðè ïåðøîìó ÷è-
òàííi. Áiëüøiñòü çàäà÷ ÿâëÿ¹ ñîáîþ àáî êîíêðåòèçàöiþ ìàòåðiàëó âiäïî-
âiäíîãî ðîçäiëó (ìè íàìàãàëèñü îáèðàòè íàéòèïîâiøi i/àáî íàéöiêàâiøi
ïðèêëàäè, õî÷à ÷èòà÷åâi âèðiøóâàòè, íàñêiëüêè ìè òîãî ñïðîìîãëèñÿ),
àáî ïîäàëüøèé ðîçâèòîê öüîãî ìàòåðiàëó. Çîêðåìà, àâòîð íå âòðèìàâñÿ
âiä âêëþ÷åííÿ çàäà÷, ìåòà ÿêèõ � ïîêàçàòè äàëåêîñÿæíó ïàðàëåëü òåîði¨
àëãåáðè÷íèõ ÷èñåë ç òåîði¹þ àëãåáðè÷íèõ ôóíêöié (âiä îäíi¹¨ çìiííî¨).
Âèïðàâäàííÿì òóò ¹ äóìêà áiëüøîñòi ôàõiâöiâ ïðî òå, ùî îäíî÷àñíå çíà-
éîìñòâî ç öèìè äâîìà òåîðiÿìè ¹ âåëüìè êîðèñíèì äëÿ îïàíóâàííÿ ¨õ
îáîõ.

Íàø ïîñiáíèê îði¹íòîâàíèé ñàìå íà ïî÷àòêiâöiâ � ñòóäåíòiâ II�IV
êóðñiâ. Òîìó ìè ðîçðàõîâóâàëè, ïðèíàéìíi â îñíîâíîìó òåêñòi, ëèøå íà
çíàííÿ ÷èòà÷åì çàãàëüíîóíiâåðñèòåòñüêîãî êóðñó àëãåáðè. Òàêi ïiäðó÷-
íèêè, ÿê [Ê] àáî [Ô], ðàçîì ç ÿêèì-íåáóäü êóðñîì ëiíiéíî¨ àëãåáðè (¨õ
iñíó¹ òàê áàãàòî, ùî íàâîäèòè ñïèñîê òóò ¹ çàéâèì), ïîâíiñòþ ïîêðèâà-
þòü ïîòðiáíèé ìàòåðiàë. Çâè÷àéíî, ó äåÿêèõ âïðàâàõ ìè êîðèñòóâàëèñü
i ïåâíèìè ôàêòàìè, ÿêi íå âõîäÿòü äî ñòàíäàðòíîãî êóðñó: åëåìåíòàìè
òåîði¨ �àëóà, òåîði¹þ ìîäóëiâ íàä êiëüöÿìè ãîëîâíèõ iäåàëiâ òîùî. Âòiì i
öåé ìàòåðiàë íå âèõîäèòü çà ìåæi áiëüø-ìåíø çàãàëüíîïðèéíÿòíèõ �êóð-
ñiâ àáñòðàêòíî¨ àëãåáðè äëÿ ïî÷àòêiâöiâ� i ïðàêòè÷íî âåñü ìiñòèòüñÿ,
íàïðèêëàä, ó òàêèõ êëàñè÷íèõ ïiäðó÷íèêàõ, ÿê [ÂÂ] àáî [Ë1].
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Ðîçäië I

Ïîäiëüíiñòü

I.1. Ïðèêëàä 1. �àóññîâi ÷èñëà

Îñíîâíîþ òåîðåìîþ åëåìåíòàðíî¨ àðèôìåòèêè ¹, áåçïåðå÷íî, òåîðå-
ìà ïðî îäíîçíà÷íiñòü ðîçêëàäó öiëîãî ÷èñëà ó äîáóòîê ïåðâèííèõ (àáî
ïðîñòèõ). Ïðè âñié ¨¨ �î÷åâèäíîñòi� âîíà ¹ äóæå ãëèáîêèì i àæ íiÿê íå
òðèâiàëüíèì ôàêòîì, ÿêèé äîêîðiííî âiäðiçíÿ¹ êiëüöå öiëèõ ÷èñåë âiä
áiëüøîñòi iíøèõ êiëåöü, íàâiòü äóæå áëèçüêèõ äî íüîãî. Àíàëiçóþ÷è
çâè÷àéíi äîâåäåííÿ, ìîæíà ñïðîáóâàòè ïåðåíîñèòè ¨õ íà iíøi êiëüöÿ.
Êëàñè÷íèé ïðèêëàä � êiëüöå ìíîãî÷ëåíiâ âiä îäíi¹¨ çìiííî¨ íàä ïîëåì
� äîáðå âiäîìèé iç ñòàíäàðòíîãî êóðñó àëãåáðè. Çàðàç ìè ðîçáåðåìî ùå
îäèí ïðèêëàä, áiëüø �òåîðåòèêî-÷èñëîâîãî� õàðàêòåðó.

Îçíà÷åííÿ I.1.1. Êiëüöåì  àóññîâèõ ÷èñåë çâåòüñÿ ïiäêiëüöå ïîëÿ
êîìïëåêñíèõ ÷èñåë Γ = Z[i] = { a+ bi | a, b ∈ Z } .

Ó êiëüöi  àóññîâèõ ÷èñåë, òàê ñàìî ÿê i â êiëüöÿõ öiëèõ ÷èñåë i ìíî-
ãî÷ëåíiâ, ìîæíà îçíà÷èòè äiëåííÿ ç îñòà÷åþ. Ñàìå, ïîêëàäåìî N(α) =
|α|2 = a2 + b2 äëÿ α = a+ bi . Òîäi ìà¹ ìiñöå òàêèé ôàêò.

Òâåðäæåííÿ I.1.2. Äëÿ äîâiëüíèõ íåíóëüîâèõ åëåìåíòiâ α, β ∈ Γ
iñíóþòü òàêi γ, r ∈ Γ , ùî α = βγ + r , ïðè÷îìó N(r) < N(β) .
Çâè÷àéíî ÷èñëî r çâåòüñÿ çàëèøêîì âiä äiëåííÿ α íà β .

Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî ÷èñëî α/β . Âîíî çíîâ ìà¹ âèãëÿä a+bi , äå
a, b ∈ Q . Iñíóþòü òàêi öiëi ÷èñëà a0 i b0 , ùî |a−a0| ≤ 1/2 i |b−b0| ≤ 1/2 .
Ïîêëàäåìî γ = a0 + b0i . Òîäi |α/β− γ| < 1 , çâiäêè |α−βγ| < |γ| , òîáòî
ìîæíà ïîêëàñòè r = α− βγ . �

ßê âiäîìî (äèâ., íàïð., [Ê, ãë.5, �3, ï.3]), ç iñíóâàííÿ äiëåííÿ ç îñòà-
÷åþ âèïëèâà¹ îäíîçíà÷íiñòü ðîçêëàäó , òîáòî íàñòóïíà òåîðåìà.

Òåîðåìà I.1.3. Êîæåí íåíóëüîâèé íåîáåðòîâíèé åëåìåíò α ∈ Γ
ðîçêëàäà¹òüñÿ ó äîáóòîê íåçâiäíèõ åëåìåíòiâ: α = π1π2 . . . πn , ïðè÷îìó
ÿêùî ùå α = θ1θ2 . . . θm , äå âñi θj òàêîæ íåçâiäíi, òî m = n i, ç
òî÷íiñòþ äî íóìåðàöi¨ ñïiâìíîæíèêiâ, θj = εjπj , äå êîæåí åëåìåíò
ε ¹ îáåðòîâíèì ó êiëüöi Γ .

Òóò, ÿê çâè÷àéíî, åëåìåíò π çâåòüñÿ íåçâiäíèì, ÿêùî âií íåîáåð-
òîâíèé, àëå ç ðiâíîñòi π = βγ âèïëèâà¹, ùî îäèí ç åëåìåíòiâ β, γ ¹
îáåðòîâíèì.
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Ëåãêî áà÷èòè, ùî åëåìåíò α ∈ Γ ¹ îáåðòîâíèì òîäi é ëèøå òîäi, êîëè
N(α) = 1 , òîáòî α = ±1 àáî α = ±i . Çíàéäåìî âñi íåçâiäíi åëåìåíòè
êiëüöÿ Γ . Çàóâàæèìî, ïåðø çà âñå, ùî çàâæäè α äiëèòü N(α) , ÿêå
¹ íàòóðàëüíèì ÷èñëîì. Çîêðåìà, ÿêùî ÷èñëî π ¹ íåçâiäíèì ó Γ , òî,
ðîçêëàâøè N(π) íà ïåðâèííi (íàòóðàëüíi) ìíîæíèêè, ìè áà÷èìî, ùî π
ìóñèòü äiëèòè ÿêåñü ïåðâèííå ÷èñëî p . Àëå ç ðiâíîñòi p = πβ âèïëèâà¹,
ùî N(p) = p2 = N(π)N(β) . Îñêiëüêè N(π) 6= 1 , çâiäñè ìà¹ìî:

àáî N(π) = p2 � òîäi N(β) = 1 , åëåìåíò β îáåðòîâíèé i òîìó
p ñàì ¹ íåçâiäíèì;
àáî N(π) = p � òîäi ππ = p , òîáòî p = a2 + b2 äëÿ íàòóðàëüíèõ
a i b .

Îñêiëüêè âiäîáðàæåííÿ α 7→ α ¹ içîìîðôiçìîì, òîáòî çáåðiãà¹ âñi àðè-
ôìåòè÷íi îïåðàöi¨, òî åëåìåíòè π òà π ¹ íåçâiäíèìè îäíî÷àñíî. Êðiì
òîãî, ëåãêî ïåðåâiðèòè, ùî âiäíîøåííÿ π/π ëåæèòü â Γ òîäi é ëèøå
òîäi, êîëè p = 2 , òîáòî π = 1± i .

Çàëèøèëîñü âèçíà÷èòè, ÿêi ïåðâèííi íàòóðàëüíi ÷èñëà ¹ íåçâiäíèìè i
â êiëüöi  àóññîâèõ ÷èñåë. Äëÿ öüîãî çãàäà¹ìî, ùî ç îäíîçíà÷íîñòi ðîçêëà-
äó âèïëèâà¹ íàñòóïíèé êðèòåðié íåçâiäíîñòi (äèâ. [Ê, ãë.5, �3, Òåîðåìà
1]).

Òâåðäæåííÿ I.1.4. Åëåìåíò π êiëüöÿ ç îäíîçíà÷íèì ðîçêëàäîì
¹ íåçâiäíèì òîäi é ëèøå òîäi, êîëè ç òîãî, ùî âií äiëèòü äîáóòîê,
âèïëèâà¹, ùî âií äiëèòü îäèí iç ñïiâìíîæíèêiâ.

Äëÿ êiëüöÿ  àóññîâèõ ÷èñåë çâiäñè âèïëèâà¹ òàêèé áiëüø êîíêðåòíèé
ðåçóëüòàò.

Íàñëiäîê I.1.5. Ïåðâèííå íàòóðàëüíå ÷èñëî p çàëèøà¹òüñÿ íå-
çâiäíèì ó êiëüöi  àóññîâèõ ÷èñåë òîäi é ëèøå òîäi, êîëè ïîðiâíÿííÿ
x2 ≡ −1 (mod p) íå ìà¹ ðîçâ'ÿçêiâ (òîáòî −1 íå ¹ êâàäðàòè÷íèì ëèøêîì
çà ìîäóëåì p ).

Äîâåäåííÿ. ßêùî öå ïîðiâíÿííÿ ìà¹ ðîçâ'ÿçîê a , òî (a+i)(a−i) =
a2+1 äiëèòüñÿ íà p , ïðè÷îìó îáèäâà ñïiâìíîæíèêè a±i íå äiëÿòüñÿ íà
p . Îòæå, ÷èñëî p íå ¹ íåçâiäíèì. Íàâïàêè, ÿêùî p íå ¹ íåçâiäíèì, òî, ÿê
ìè áà÷èëè âèùå, p = a2 + b2 äëÿ äåÿêèõ öiëèõ a i b . Ïðè öüîìó ÿñíî,
ùî b 6≡ 0 (mod p) , à òîìó çíàéäåòüñÿ öiëå c , òàêå ùî bc ≡ 1 (mod p) .
Çâiäñè, î÷åâèäíî, (ac)2 ≡ −1 (mod p) . �

Çâàæàþ÷è íà êðèòåðié ðîçâ'ÿçíîñòi ïîðiâíÿííÿ x2 ≡ n (mod p) (äèâ.
[ÈÂ] àáî [Ê, ãë.9, �2, âïðàâà 7]), îäåðæó¹ìî îñòàòî÷íèé ðåçóëüòàò.

Íàñëiäîê I.1.6. Ïåðâèííå íàòóðàëüíå ÷èñëî p ¹ íåçâiäíèì  à-
óññîâèì ÷èñëîì òîäi é ëèøå òîäi, êîëè p ≡ −1 (mod 4) .

Îñòàòî÷íî îäåðæó¹ìî ïîâíèé ïåðåëiê íåçâiäíèõ  àóññîâèõ ÷èñåë (ç
òî÷íiñòþ äî îáåðòîâíèõ ìíîæíèêiâ). Íèìè ¹:

• ïåðâèííi íàòóðàëüíi ÷èñëà p , òàêi ùî p ≡ −1 (mod 4) ;
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• ÷èñëà a± bi , äå a i b � òàêi íàòóðàëüíi ÷èñëà, ùî a2 + b2 = p ,
äå p íàòóðàëüíå ïåðâèííå ÷èñëî, òàêå ùî p ≡ 1 (mod 4) ;

• ÷èñëî 1 + i .

Âïðàâè I.1. (1) Äîâåäiòü íàñòóïíå òâåðäæåííÿ (òåîðåìó Ëà-
 ðàíæà ïðî äâà êâàäðàòè):

Ðiâíÿííÿ x2 + y2 = n (ç öiëèìè x, y i íàòóðàëüíèì n )
ìà¹ ðîçâ'ÿçîê òîäi é ëèøå òîäi, êîëè ó ðîçêëàäi ÷èñëà n íà
ïåðâèííi (íàòóðàëüíi) ìíîæíèêè: n = pk1

1 p
k2
2 . . . pks

s , äå âñi pj

ïîïàðíî ðiçíi, äëÿ êîæíîãî ç äiëüíèêiâ pj ≡ −1 (mod 4) ïîêàç-
íèê kj ¹ ïàðíèì.

(2) Çíàéäiòü êiëüêiñòü �iñòîòíî ðiçíèõ� ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ x2+y2 =
n (òîáòî òàêèõ, ÿêi âiäðiçíÿþòüñÿ íå ëèøå ïîðÿäêîì i çíàêàìè
x, y ).

(3) Äîâåäiòü, ùî ó êîæíîìó ç ïåðåëi÷åíèõ íèæ÷å êiëåöü iñíó¹ àëãî-
ðèòì äiëåííÿ ç îñòà÷åþ:
(a) Z[

√
−2] =

{
a+ bi

√
2 | a, b ∈ Z

}
;

(b) Z[
√

2] =
{
a+ b

√
2 | a, b ∈ Z

}
;

(c) Z[
√

3] =
{
a+ b

√
3 | a, b ∈ Z

}
.

(4) Îïèøiòü íåçâiäíi åëåìåíòè ó êiëüöÿõ ç ïîïåðåäíüî¨ âïðàâè. Ñêî-
ðèñòàéòåñü îäåðæàíèìè ðåçóëüòàòàìè äëÿ òîãî, ùîá äàòè êðè-
òåði¨ ðîçâ'ÿçíîñòi (ó öiëèõ ÷èñëàõ) ðiâíÿíü:
(a) x2 + 2y2 = n ;
(b) x2 − 2y2 = n ;
(c) x2 − 3y2 = n .
(Äëÿ äîñëiäæåííÿ âiäïîâiäíèõ ïîðiâíÿíü ñêîðèñòàéòåñü êâàäðà-
òè÷íèì çàêîíîì âçà¹ìíîñòi, äèâ. [ÈÂ] ÷è [Ê, ãë.9, �2], âïðàâè 7
i 8).

I.2. Ïðèêëàä 2. Íåîäíîçíà÷íiñòü ðîçêëàäó

Íà âiäìiíó âiä êiëüöÿ  àóññîâèõ ÷èñåë òà âiä êiëåöü, ðîçãëÿíóòèõ ó
âïðàâàõ äî ïîïåðåäíüîãî ðîçäiëó, ó áàãàòüîõ, çäàâàëîñÿ á, àíàëîãi÷íèõ
âèïàäêàõ ðîçêëàä íà íåçâiäíi ìíîæíèêè âèÿâëÿ¹òüñÿ âæå íåîäíîçíà÷-
íèì.

Íàâåäåìî îäèí ïðîñòèé ïðèêëàä. Ðîçãëÿíåìî ìíîæèíó A = Z[
√
−5]

óñiõ (êîìïëåêñíèõ) ÷èñåë âèãëÿäó a + bi
√
−5 , äå a i b � äîâiëüíi öiëi

÷èñëà. Òðèâiàëüíî ïåðåâiðÿ¹òüñÿ, ùî A óòâîðþ¹ êiëüöå (âiäíîñíî çâè-
÷àéíèõ îïåðàöié ìíîæåííÿ i äîäàâàííÿ). Òàê ñàìî, ÿê äëÿ çâè÷àéíèõ
öiëèõ ÷èñåë, áóäåìî êàçàòè, ùî ÷èñëî a ∈ A äiëèòü b ∈ A i ïèñàòè
a | b , ÿêùî â êiëüöi A ìà¹ ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ ax = b . Íîðìîþ ÷èñëà
a = a+ bi

√
−5 íàçâåìî öiëå ÷èñëî N(a) = |a|2 = a2 +5b2 . Òîäi ìà¹ ìiñöå

òàêå ïðîñòå òâåðäæåííÿ, äîâåäåííÿ ÿêîãî ìè çàëèøà¹ìî ÷èòà÷åâi.

Òâåðäæåííÿ I.2.1. (1) N(ab) = N(a)N(b) ; çîêðåìà, ÿêùî a | b ,
òî òàêîæ i N(a) |N(b) .
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(2) N(a) = 1 òîäi é ëèøå òîäi, êîëè a = ±1 ; çîêðåìà, ±1 � öå
¹äèíi ÷èñëà, íà ÿêi äiëÿòüñÿ âñi ÷èñëà ç A .

(3) Â A íåìà¹ ÷èñåë ç íîðìîþ 2 àáî 3.

Ïðèêëàä I.2.2. (1) ×èñëî 2 ¹ íåçâiäíèì â A . Äiéñíî, ÿêùî 2 =
ab , òî 4 = N(2) = N(a)N(b) . Îñêiëüêè N(a) 6= 2 , òî àáî N(a) =
1 , àáî N(b) = 1 . ßêùî æ, íàïðèêëàä, N(a) = 1 , òî a = ±1 , à
b = ±2 .

(2) Òàê ñàìî ïåðåâiðÿ¹òüñÿ, ùî ÷èñëà 3 òà 1± i
√

5 ¹ íåçâiäíèìè.

Òåïåð î÷åâèäíà òîòîæíiñòü:

6 = 2 · 3 = (1 + i
√

5)(1− i
√

5)

ïîêàçó¹, ùî â êiëüöi A ðîçêëàä ÷èñåë ó äîáóòîê íåçâiäíèõ íå ¹ îäíîçíà-
÷íèì.

Âïðàâè I.2. (1) Ïîêàæiòü, ùî ó êiëüöÿõ Z[
√
d] ïðè d = −3,

−6,−7,−10 ðîçêëàä ÷èñåë íà íåçâiäíi ìíîæíèêè òàêîæ íå ¹
îäíîçíà÷íèì.

(2) Ïîçíà÷èìî ω = (1 + i
√

3)/2 .
(a) Ïåðåâiðòå, ùî ìíîæèíà Λ = Z[ω] = { a+ bω | a, b ∈ Z } ¹

êiëüöåì, ÿêå ìiñòèòü ïiäêiëüöå Z[
√
−3] .

(b) Äîâåäiòü, ùî ó êiëüöi Λ iñíó¹ äiëåííÿ ç îñòà÷åþ âiäíîñíî
ôóíêöi¨ N(z) = |z|2 .

(c) ßêi ïåðâèííi íàòóðàëüíi ÷èñëà çàëèøàþòüñÿ íåçâiäíèìè â
êiëüöi Λ ?

(d) Çàñòîñóéòå îäåðæàíi ðåçóëüòàòè äëÿ äîñëiäæåííÿ ðiâíÿííÿ
x2 + 3y2 = n .

(3) Äîâåäiòü ðåçóëüòàòè, àíàëîãi÷íi ïîïåðåäíié âïðàâi, çàìiíèâøè√
−3 íà

√
−7 àáî

√
−11 . ×è ìîæíà çðîáèòè òå ñàìå äëÿ

√
−5 ?

I.3. Öiëi àëãåáðè÷íi ÷èñëà

Ðîçãëÿíåìî äåÿêå ðîçøèðåííÿ K ïîëÿ Q ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë. Íàãà-
äà¹ìî, ùî åëåìåíò α ∈ K çâåòüñÿ öiëèì àëãåáðè÷íèì, ÿêùî âií çàäîâî-
ëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ �öiëî¨ çàëåæíîñòi�:

(1) αn + c1α
n−1 + c2α

n−2 + · · ·+ cn = 0

ç öiëèìè êîåôiöiåíòàìè cj . Íàñïðàâäi, çðó÷íiøîþ ¹ iíøà õàðàêòåðèçàöiÿ
öiëèõ àëãåáðè÷íèõ ÷èñåë, ÿêó äà¹ íàñòóïíå òâåðäæåííÿ.

Òâåðäæåííÿ I.3.1. Åëåìåíò α ∈ K ¹ öiëèìè àëãåáðè÷íèì òîäi é
ëèøå òîäi, êîëè iñíó¹ òàêèé ñêií÷åííèé íàáið íåíóëüîâèõ åëåìåíòiâ
ω1, ω2, . . . , ωn ∈ K , ùî

(2) αωj =
n∑

i=1

cijωi äëÿ êîæíîãî j = 1 . . . n , äå cij ∈ Z .

Ïðî òàêèé íàáið {ωj } ìè êàçàòèìåìî, ùî âií âèçíà÷à¹ öiëiñòü åëåìåí-
òà α .
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Äîâåäåííÿ. ßêùî α çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ (1), òî, î÷åâèäíî, äî-
ñèòü ïîêëàñòè ωj = αj−1 . Íàâïàêè, ïðèïóñòèìî, ùî çíàéäóòüñÿ åëå-
ìåíòè ωj , äëÿ ÿêèõ âèêîíóþòüñÿ ðiâíîñòi (2). Ïîçíà÷èìî C ìàòðèöþ
ðîçìiðó n × n ç êîåôiöiåíòàìè cij i ω � âåêòîð ç êîîðäèíàòàìè ωj .
Òîäi ðiâíîñòi (2) îçíà÷àþòü, ùî α ¹ âëàñíèì ÷èñëîì ìàòðèöi C , à ω �
âiäïîâiäíèì âëàñíèì âåêòîðîì. Îòæå, α ¹ êîðåíåì õàðàêòåðèñòè÷íîãî
ìíîãî÷ëåíà χ(x) ìàòðèöi C . Îñêiëüêè âñi êîåôiöi¹íòè öi¹¨ ìàòðèöi �
öiëi ÷èñëà, òî i êîåôiöi¹íòè χ(x) òàêîæ ¹ öiëèìè, ùî i äà¹ íåîáõiäíó
ðiâíiñòü âèãëÿäó (1). �

Íàñëiäîê I.3.2. Äëÿ äîâiëüíîãî ñêií÷åííîãî íàáîðó öiëèõ àëãåáðè-
÷íèõ åëåìåíòiâ α1, α2, . . . , αs ∈ K çíàéäåòüñÿ òàêèé ñêií÷åííèé íà-
áið ω1, ω2, . . . , ωn ∈ K , ÿêèé âèçíà÷à¹ öiëiñòü îäíî÷àñíî âñiõ åëåìåíòiâ
αk (k = 1 . . . s) .

Äîâåäåííÿ. Ñêîðèñòàéìîñÿ iíäóêöi¹þ çà s . Áàçà iíäóêöi¨, s = 1
� öå òâåðäæåííÿ I.3.1. Ïðèïóñòèìî, ùî ìè âæå ïîáóäóâàëè íåîáõiäíèé
íàáið {ωk } , ÿêèé âèçíà÷à¹ öiëiñòü α1, α2, . . . , αs−1 . Iñíó¹ òàêîæ íàáið
{ θl } , ÿêèé âèçíà÷à¹ öiëiñòü ωs . Òîäi î÷åâèäíî, ùî íàáið {ωkθl } âèçíà-
÷à¹ öiëiñòü óñiõ åëåìåíòiâ α1, α2, . . . , αs . �

Çâiäñè áåçïîñåðåäíüî âèïëèâà¹ íàñòóïíå âàæëèâå òâåðäæåííÿ.

Íàñëiäîê I.3.3. (1) Öiëi àëãåáðè÷íi åëåìåíòè ïîëÿ K óòâîðþ-
þòü ïiäêiëüöå A â öüîìó ïîëi.

(2) Ïiäêiëüöå A ¹ öiëîçàìêíåíèì ó ïîëi K , òîáòî ÿêùî ÿêèéñü
åëåìåíò β ∈ K çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ

(3) βm + α1β
m−1 + α2β

m−2 + · · ·+ αm = 0 , äå âñi αk ∈ A ,

òî i ñàì åëåìåíò β íàëåæèòü A .

Äîâåäåííÿ. Ëåãêî áà÷èòè, ùî êîëè äåÿêèé íàáið {ωj } âèçíà÷à¹
öiëiñòü îäíî÷àñíî åëåìåíòiâ α i β , òî âií âèçíà÷à¹ òàêîæ öiëiñòü α+ β
i αβ , ùî äîâîäèòü ïåðøå òâåðäæåííÿ. Äëÿ äîâåäåííÿ äðóãîãî, âèáåðå-
ìî íàáið {ωj } , ÿêèé âèçíà÷à¹ öiëiñòü óñiõ êîåôiöi¹íòiâ αk ðiâíÿííÿ (3).
Òîäi çíîâ-òàêè áåçïîñåðåäíüî ïåðåâiðÿ¹òüñÿ, ùî íàáið

{
βlωj | l < m

}
âè-

çíà÷à¹ öiëiñòü åëåìåíòà β . �

Çàçíà÷èìî, ùî ó çàñòîñóâàííi äî ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë ïîíÿòòÿ öiëîãî
àëãåáðè÷íîãî ÷èñëà íå äà¹ íi÷îãî íîâîãî.

Òâåðäæåííÿ I.3.4. ßêùî ðàöiîíàëüíå ÷èñëî ¹ öiëèì àëãåáðè÷íèì,
òî âîíî ¹ öiëèì ÷èñëîì.

Äîâåäåííÿ. Çàïèøåìî ðàöiîíàëüíå ÷èñëî α ó âèãëÿäi íåñêîðîòíî-
ãî äðîáó: α = a/b , äå a i b � ñïiâïåðâèííi öiëi ÷èñëà. ßêùî α çàäîâî-
ëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ (1), òî, äîìíîæèâøè éîãî íà bn , ìà¹ìî:

an + c1ba
n−1 + c2b

2an−2 + · · ·+ cnb
n = 0 ,
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çâiäêè âèïëèâà¹, ùî an äiëèòüñÿ íà b , ùî íåìîæëèâî, ÿêùî òiëüêè b 6=
±1 . �

Íàãàäà¹ìî, ùî ìiíiìàëüíèì ìíîãî÷ëåíîì åëåìåíòà α ∈ K (íàä ïî-
ëåì ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë) çâåòüñÿ ìíîãî÷ëåí µα(x) ∈ Q[x] çi ñòàðøèì êî-
åôiöi¹íòîì 1 i íàéìåíøîãî ìîæëèâîãî ñòóïåíÿ, òàêèé ùî µα(α) = 0 . Ç
âiäñóòíîñòi äiëüíèêiâ íóëÿ â ïîëi, î÷åâèäíî, âèïëèâà¹, ùî öåé ìíîãî÷ëåí
¹ íåçâiäíèì. Êðiì òîãî, ëåãêî ïåðåâiðèòè, ùî ìiíiìàëüíèé ìíîãî÷ëåí ¹
äiëüíèêîì äîâiëüíîãî ìíîãî÷ëåíà f(x) , òàêîãî ùî f(α) = 0 .

Íàñëiäîê I.3.5. Åëåìåíò α ∈ K ¹ öiëèì àëãåáðè÷íèì òîäi é ëèøå
òîäi, êîëè âñi êîåôiöi¹íòè éîãî ìiíiìàëüíîãî ìíîãî÷ëåíà ¹ öiëèìè.

Äîâåäåííÿ. Äîñòàòíiñòü öi¹¨ óìîâè î÷åâèäíà. Äîâåäåìî ¨¨ íåîáõiä-
íiñòü. Íåõàé α ¹ êîðåíåì ìíîãî÷ëåíà f(x) ç öiëèìè êîåôiöi¹íòàìè i
ñòàðøèì êîåôiöi¹íòîì 1. Ðîçãëÿíåìî ïîëå ðîçêëàäó öüîãî ìíîãî÷ëåíà
íàä ïîëåì K (äèâ. [Ê, ãë.6, �3, ï.2]). Ó öüîìó ïîëi f(x) ðîçêëàäà¹òüñÿ
íà ëiíiéíi ìíîæíèêè. Îñêiëüêè µα(x) � äiëüíèê f(x) , âií òàêîæ ðîç-
êëàäà¹òüñÿ íà ëiíiéíi ìíîæíèêè: µα(x) = (x − α1)(x − α2) . . . (x − αm) ,
ïðè÷îìó âñi αj ¹ êîðåíÿìè f(x) , òîáòî öiëèìè àëãåáðè÷íèìè ÷èñëà-
ìè. Ç ôîðìóë Âi¹òà i íàñëiäêó I.3.3 âèïëèâà¹ òîäi, ùî âñi êîåôiöi¹íòè
µα(x) ¹ öiëèìè àëãåáðè÷íèìè, à îñêiëüêè âîíè ðàöiîíàëüíi, òî é öiëèìè
÷èñëàìè. �

Ïðèïóñòèìî òåïåð, ùî ðîçøèðåííÿ K ïîëÿ Q ¹ àëãåáðè÷íèì, òî-
áòî êîæåí éîãî åëåìåíò γ ¹ êîðåíåì íåíóëüîâîãî ìíîãî÷ëåíà ç ðàöiî-
íàëüíèìè êîåôiöi¹íòàìè. Äîìíîæèâøè íà ñïiëüíèé çíàìåííèê, ìîæíà
ââàæàòè, ùî âñi êîåôiöi¹íòè öüîãî ìíîãî÷ëåíà ¹ öiëèìè, òîáòî

c0γ
n + c1γ

n−1 + c2γ
n−2 + · · ·+ cn = 0

äëÿ äåÿêèõ öiëèõ cj . Äîìíîæèâøè öþ ðiâíiñòü íà cn−1
0 , îäåðæèìî äëÿ

åëåìåíòà α = c0γ ðiâíÿííÿ öiëî¨ çàëåæíîñòi:

αn + c1α
n−1 + c0c2α

n−2 + · · ·+ cn−1
0 cn = 0 .

Îòæå, γ = α/c0 , äå åëåìåíò α � öiëèé àëãåáðè÷íèé, à c0 � öiëå ÷èñëî.
Çîêðåìà, ïîëå K çáiãà¹òüñÿ ç ïîëåì ÷àñòîê êiëüöÿ A .

Íàïðèêëàä, óñi êîìïëåêñíi ÷èñëà, ÿêi ¹ öiëèìè àëãåáðè÷íèìè, óòâî-
ðþþòü ïiäêiëüöå â ïîëi êîìïëåêñíèõ ÷èñåë � êiëüöå âñiõ öiëèõ àëãåá-
ðè÷íèõ ÷èñåë, ïîëåì ÷àñòîê ÿêîãî ¹ âñå ïîëå àëãåáðè÷íèõ ÷èñåë. Âòiì,
êiëüöå âñiõ öiëèõ àëãåáðè÷íèõ ÷èñåë ¹ íàäòî âåëèêèì. Íàñ íàéáiëüøå
öiêàâèòèìóòü êiëüöÿ àëãåáðè÷íèõ åëåìåíòiâ ó ñêií÷åííèõ ðîçøèðåííÿõ
K ïîëÿ Q , òîáòî òàêèõ, ÿêi ìàþòü ñêií÷åííó ðîçìiðíiñòü (K : Q) ÿê
âåêòîðíi ïðîñòîðè íàä Q (öÿ ðîçìiðíiñòü çâåòüñÿ ñòóïåíåì ïîëÿ K ÿê
ðîçøèðåííÿ ïîëÿ ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë). Íàäàëi ìè ðîçãëÿäàòèìåìî ëè-
øå ñêií÷åííi ðîçøèðåííÿ (êðiì îêðåìèõ âèïàäêiâ, ÿêi áóäå ñïåöiàëüíî
îáóìîâëåíî).
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Íàãàäà¹ìî äåÿêi ôàêòè, ùî ñòîñóþòüñÿ òàêèõ ðîçøèðåíü. Ç êîæíèì
åëåìåíòîì α ∈ K ïîâ'ÿçó¹òüñÿ ëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ Lα : K → K �ìíî-
æåííÿ íà α �, ÿêå ïåðåâîäèòü äîâiëüíèé åëåìåíò β â αβ . Ïîçíà÷èìî
χK(α; x) õàðàêòåðèñòè÷íèé ìíîãî÷ëåí öüîãî âiäîáðàæåííÿ. Éîãî çâóòü
òàêîæ õàðàêòåðèñòè÷íèì ìíîãî÷ëåíîì åëåìåíòà α ó ïîëi K . Ñëiä òà
äåòåðìiíàíò ëiíiéíîãî âiäîáðàæåííÿ Lα çâóòü âiäïîâiäíî ñëiäîì i íîð-
ìîþ åëåìåíòà α ïîëÿ K i ïîçíà÷àþòü âiäïîâiäíî TrK(α) òà NK(α) 1.
ßêùî ïîëå K ôiêñîâàíå, iíäåêñ K ó ïîçíà÷åííÿõ äëÿ ñëiäó, íîðìè i õà-
ðàêòåðèñòè÷íîãî ìíîãî÷ëåíà ÷àñòî áóäåìî îïóñêàòè. Âñòàíîâèìî çâ'ÿçîê
ìiæ õàðàêòåðèñòè÷íèì i ìiíiìàëüíèì ìíîãî÷ëåíàìè.

Òâåðäæåííÿ I.3.6. Õàðàêòåðèñòè÷íèé ìíîãî÷ëåí äîâiëüíîãî åëå-
ìåíòà ïîëÿ K ¹ ñòóïåíåì éîãî ìiíiìàëüíîãî ìíîãî÷ëåíà.

Äîâåäåííÿ. Ïîçíà÷èìî µ(x) = µα(x) = xm + c1x
m−1 + · · · + cm .

Ïðèïóñòèìî ñïî÷àòêó, ùî K = Q(α) . Òîäi (K : Q) = degµ(x) i åëåìåíòè
1, α, α2, . . . , αm−1 óòâîðþþòü áàçó ïðîñòîðó K (äèâ. [Ê, ãë.9, �1, ï.1]). Ó
öié áàçi ìàòðèöÿ âiäîáðàæåííÿ Lα ìà¹ âèãëÿä �êëiòèíè Ôðîáåíióñà� Φµ ,
äå

Φµ =


0 0 . . . 0 −cm
1 0 . . . 0 −cm−1

0 1 . . . 0 −cm−2
...

...
. . .

...
...

0 0 . . . 1 −c1


Áåçïîñåðåäí¹ îá÷èñëåííÿ äà¹ òîäi, ùî χK(α; x) = µ(x) .

Ó çàãàëüíîìó âèïàäêó ðîçãëÿíåìî â ïîëi K ïiäïîëå L = Q(α) . Âè-
áåðåìî ÿêóñü áàçó θ1, θ2, . . . , θm ïîëÿ L íàä ïîëåì ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë
i ÿêóñü áàçó ω1, ω2, . . . , ωl ïîëÿ K ÿê âåêòîðíîãî ïðîñòîðó íàä ïiäïî-
ëåì L . Òîäi âñi äîáóòêè θiωj óòâîðþþòü áàçó ïîëÿ K íàä Q (äèâ. [Ê,
ãë.9, �1, ï.1]). Çíîâ-òàêè ëåãêî ïåðåêîíàòèñÿ, ùî â öié áàçi ìàòðèöÿ âiäî-
áðàæåííÿ Lα ìà¹ âèãëÿä:

L0 0 . . . 0
0 L0 . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . L0

 ,

äå L0 � ìàòðèöÿ âiäîáðàæåííÿ �ìíîæåííÿ íà α � ó ïîëi L . Îñêiëüêè,
ÿê ìè âæå ïåðåâiðèëè, χL(α; x) = µ(x) , çâiäñè ìà¹ìî, ùî χK(α; x) =
µ(x)l . �

Çàóâàæåííÿ I.3.7. Îñòàíí¹ òâåðäæåííÿ (ðàçîì iç äîâåäåííÿì) çà-
ëèøà¹òüñÿ ñïðàâåäëèâèì äëÿ ñêií÷åííîãî ðîçøèðåííÿ äîâiëüíîãî ïîëÿ.

1Ëåãêî áà÷èòè, ùî ôóíêöi¨ N , çàñòîñîâàíi â ïîïåðåäíiõ ðîçäiëàõ, äiéñíî
çáiãàþòüñÿ ç íîðìàìè ó âiäïîâiäíèõ ïîëÿõ.
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Íàñëiäîê I.3.8. Åëåìåíò α ïîëÿ K ¹ öiëèì àëãåáðè÷íèì òîäi é
ëèøå òîäi, êîëè χK(α; x) ∈ Z[x] . Çîêðåìà, ñëiä i íîðìà öiëîãî àëãåáðè-
÷íîãî ÷èñëà � öiëi ÷èñëà.

Çàóâàæèìî, ùî ç îçíà÷åííÿ ñëiäó i íîðìè áåçïîñåðåäíüî âèïëèâàþòü
íàñòóïíi ¨õíi âëàñòèâîñòi:

(4)
Tr(α+ β) = Tr(α) + Tr(β) , Tr(cα) = cTr(α) ;

N(αβ) = N(α)N(β) , N(cα) = cnN(α) ;
Tr(c) = nc , N(c) = cn .

Òóò α, β � äîâiëüíi åëåìåíòè ïîëÿ K , c � ðàöiîíàëüíå ÷èñëî, à n = (K :
Q) .

Âèçíà÷èìî íà ïðîñòîði K ñèìåòðè÷íó áiëiíiéíó ôîðìó T = TK �
ôîðìó ñëiäó, ïîêëàâøè T(α, β) = Tr(αβ) . Öÿ ôîðìà çàâæäè ¹ íåâèðî-
äæåíîþ, îñêiëüêè T(α, α−1) = Tr(1) = n 6= 0 . Çâiäñè âèïëèâà¹ íàñòóïíà
òåîðåìà, ÿêà ìà¹ ïðèíöèïîâå çíà÷åííÿ äëÿ âèâ÷åííÿ öiëèõ àëãåáðè÷íèõ
÷èñåë.

Òåîðåìà I.3.9. Íåõàé K � ðîçøèðåííÿ ñòóïåíÿ n ïîëÿ ðàöiîíàëü-
íèõ ÷èñåë. Òîäi àäèòèâíà ãðóïà êiëüöÿ A âñiõ öiëèõ àëãåáðè÷íèõ åëå-
ìåíòiâ öüîãî ïîëÿ ¹ âiëüíîþ àáåëåâîþ ãðóïîþ ðàíãó n , òîáòî çíàéäó-
òüñÿ òàêi åëåìåíòè ω1, ω2, . . . , ωn ∈ A , ùî äîâiëüíèé åëåìåíò êiëüöÿ
A îäíîçíà÷íî ïîäà¹òüñÿ ÿê ëiíiéíà êîìáiíàöiÿ

∑n
i=1 ciωi ç öiëèìè êîå-

ôiöi¹íòàìè ci .

Äîâåäåííÿ. Âèáåðåìî äåÿêó áàçó β1, β2, . . . , βn ïîëÿ K íàä Q . Êî-
æåí åëåìåíò öi¹¨ áàçè ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi: βi = αi/di , äå αi ∈ A ,
à di ∈ Z . Äîìíîæèâøè íà ñïiëüíå êðàòíå âñiõ çíàìåííèêiâ di , ìîæ-
íà ââàæàòè, ùî âæå βi ∈ A äëÿ âñiõ íîìåðiâ i . Îñêiëüêè ôîðìà T ¹
íåâèðîäæåíîþ, iñíó¹ äâî¨ñòà áàçà β∗1 , β

∗
2 , . . . , β

∗
n , òîáòî òàêà, ùî

T(βi, β
∗
j ) = δij=

{
1 ïðè i = j ,

0 ïðè i 6= j .

Ïðèïóñòèìî, ùî α ∈ A . Ðîçêëàäåìî α çà áàçîþ
{
β∗j

}
: α =

∑n
j=1 ajβ

∗
j ,

äå aj ∈ Q . Ëåãêî áà÷èòè, ùî òîäi ai = T(βi, α) = Tr(αβi) . Çà Íàñëiä-
êîì I.3.8 óñi ÷èñëà ai � öiëi. Îòæå, A ¹ ïiäãðóïîþ â ãðóïi, ïîðîäæåíié
åëåìåíòàìè β∗1 , β

∗
2 , . . . , β

∗
n . Îñêiëüêè öi åëåìåíòè ëiíiéíî íåçàëåæíi, îñ-

òàííÿ ãðóïà ¹, î÷åâèäíî, âiëüíîþ àáåëåâîþ ðàíãó n . Àëå âiäîìî (äèâ.,
íàïð., [Ô]), ùî ïiäãðóïà âiëüíî¨ àáåëåâî¨ ãðóïè çíîâ ¹ âiëüíîþ àáåëåâîþ,
ïðè÷îìó ¨¨ ðàíã íå ïåðåâèùó¹ ðàíãó âñi¹¨ ãðóïè. Îòæå, àäèòèâíà ãðóïà
êiëüöÿ A ¹ âiëüíîþ àáåëåâîþ ðàíãó íå áiëüøîãî çà n . Ç iíøîãî áîêó, A
ìiñòèòü ïiäãðóïó, ïîðîäæåíó åëåìåíòàìè β1, β2, . . . , βn , ÿêà òåæ ¹ âiëü-
íîþ àáåëåâîþ ðàíãó n . Òîìó ðàíã A íå ìîæå áóòè ìåíøèì çà n . �

Îçíà÷åííÿ I.3.10. Ôóíäàìåíòàëüíîþ áàçîþ ïîëÿ K (àáî êiëüöÿ
A ) çâåòüñÿ áóäü-ÿêà áàçà âiëüíî¨ àáåëåâî¨ ãðóïè A , òîáòî òàêèé íàáið
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ω1, ω2, . . . , ωn öiëèõ àëãåáðè÷íèõ åëåìåíòiâ, ùî äîâiëüíå öiëå àëãåáðè÷íå
÷èñëî ç ïîëÿ K îäíîçíà÷íî ðîçêëàäà¹òüñÿ â ñóìó

∑n
i=1 ciωi ç öiëèìè

êîåôiöi¹íòàìè ci .

Íàñïðàâäi îñòàííþ òåîðåìó ìîæíà ðîçïîâñþäèòè òàêîæ íà iäåàëè
êiëüöÿ A .

Íàñëiäîê I.3.11. ßêùî I � äîâiëüíèé íåíóëüîâèé iäåàë êiëüöÿ A
öiëèõ àëãåáðè÷íèõ åëåìåíòiâ äåÿêîãî ðîçøèðåííÿ ñòóïåíÿ n ïîëÿ ðà-
öiîíàëüíèõ ÷èñåë, òî éîãî àäèòèâíà ãðóïà ¹ âiëüíîþ àáåëåâîþ ðàíãó n ,
à ôàêòîðêiëüöå A/I ¹ ñêií÷åííèì.

Áàçà àäèòèâíî¨ ãðóïè iäåàëó I çâåòüñÿ òàêîæ áàçîþ iäåàëó I .

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè I � ïiäãðóïà â A , âîíà ¹ âiëüíîþ àáåëåâîþ
ðàíãó m ≤ n . Ç iíøîãî áîêó, ÿêùî ω1, ω2, . . . , ωn � ôóíäàìåíòàëüíà áàçà
êiëüöÿ A , à α ∈ I � íåíóëüîâèé åëåìåíò, òî åëåìåíòè αω1, αω2, . . . , αωn

ëåæàòü â iäåàëi I i ¹ ëiíiéíî íåçàëåæíèìè. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî m ≥ n ,
òîáòî m = n . Ñêîðèñòàéìîñÿ òåïåð òåîðåìîþ ïðî iñíóâàííÿ óçãîäæåíèõ
áàç ó âiëüíié àáåëåâié ãðóïi òà ¨¨ ïiäãðóïi (äèâ., íàïð., [Ô]). Îñêiëüêè ðàí-
ãè öèõ ãðóï ðiâíi, ç öi¹¨ òåîðåìè âèïëèâà¹, ùî iñíóþòü áàçè ω1, ω2, . . . , ωn

â ãðóïi A òà β1, β2, . . . , βn â ãðóïi I , òàêi ùî βi = diωi äëÿ âñiõ íîìåðiâ
i , äå di � íàòóðàëüíi ÷èñëà. Àëå òîäi, î÷åâèäíî, êiëüêiñòü ðiçíèõ êëàñiâ
ñóìiæíîñòi ó ôàêòîðãðóïi A/I äîðiâíþ¹ d1d2 . . . dn . �

Âïðàâè I.3. (1) Íåõàé K � êâàäðàòè÷íå ïîëå, òîáòî (K : Q) =
2 .
(a) Äîâåäiòü, ùî iñíó¹ ¹äèíå öiëå ÷èñëî d , ÿêå íå äiëèòüñÿ íà

êâàäðàòè ïåðâèííèõ ÷èñåë, òàêå ùî K = Q(θ) , äå θ2 = d

(çâè÷àéíî ïèøóòü K = Q(
√
d) ).

(b) Äîâåäiòü, ùî ôóíäàìåíòàëüíîþ áàçîþ â K ¹ { 1, θ } , ÿêùî
d 6≡ −1 (mod 4) , i { 1, (1 + θ)/2 } , ÿêùî d ≡ −1 (mod4)
(ñêîðèñòàéòåñü òèì, ùî â äàíîìó âèïàäêó α ∈ A òîäi é
ëèøå òîäi, êîëè Tr(α) i N(α) � öiëi ÷èñëà).

(2) Äîâåäiòü, ùî äîâiëüíå êiëüöå áåç äiëüíèêiâ íóëÿ ç îäíîçíà÷íèì
ðîçêëàäîì íà íåçâiäíi ìíîæíèêè ¹ öiëîçàìêíåíèì ó ñâî¹ìó ïîëi
÷àñòîê. (Öå ïîÿñíþ¹, çîêðåìà, äåÿêi ç ïðèêëàäiâ âïðàâè I.2 (1),
ñàìå âèïàäêè d = −3 i d = −7 ).

(3) Íåõàé A � êiëüöå öiëèõ åëåìåíòiâ äåÿêîãî ñêií÷åííîãî ðîçøè-
ðåííÿ ïîëÿ ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë, α ∈ A . Äîâåñòè, ùî |N(α)| =
(A : αA) .

(4) Íåõàé D � åâêëiäîâå êiëüöå âiäíîñíî äåÿêî¨ ôóíêöi¨ δ : D \
{ 0 } → N ∪ { 0 } (äèâ. [Ê, ãë.5, �3, ï.3]).
(a) Äîâåñòè, ùî åëåìåíò α ∈ D ¹ îáåðòîâíèì â D òîäi é ëèøå

òîäi, êîëè δ(α) = δ(1) .
(b) Íåõàé α � íåîáåðòîâíèé åëåìåíò ç D ç íàéìåíøèì ìîæëè-

âèì çíà÷åííÿì δ(α) . Äîâåñòè, ùî äëÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòà
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β ∈ D , ÿêèé íå äiëèòüñÿ íà α , iñíó¹ òàêèé îáåðòîâíèé åëå-
ìåíò ε , ùî β ≡ ε (modα) .

(c) Íåõàé K = Q(
√
d) , äå d < 0 , A � êiëüöå öiëèõ åëåìåíòiâ

ïîëÿ K . Äîâåñòè, ùî êîëè êiëüöå A ¹ åâêëiäîâèì, òî â
íüîìó iñíó¹ åëåìåíò α , òàêèé ùî N(α) ≤ 3 (ñêîðèñòàéòåñÿ
òèì, ùî N(α) = |A/αA| ; âèïàäêè d = −1 òà d = −3 çðó÷íî
ðîçãëÿíóòè îêðåìî).

(d) Çà óìîâ ïîïåðåäíüî¨ âïðàâè äîâåñòè, ùî êiëüöå A ¹ åâêëi-
äîâèì ëèøå ïðè d ∈ {−1, −2, −3, −7, −11 } .

(5) Íåõàé K = Q(θ) , äå θ � êîðiíü íåçâiäíîãî ìíîãî÷ëåíà f(x) ∈
Q[x] ñòóïåíÿ n , L ⊇ K � äåÿêå ïîëå ðîçêëàäó ìíîãî÷ëåíà f(x) i
θ1, θ2, . . . , θn � âñi êîðåíi öüîãî ìíîãî÷ëåíà â ïîëi L . Ïîçíà÷èìî
ϕj : K → L ãîìîìîðôiçì, ÿêèé ïåðåâîäèòü θ â θj . Äîâåäiòü, ùî
äëÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòà α ∈ K

χK(α; x) =
∏n

j=1(x− ϕj(α)) ;
TrK(α) =

∑n
j=1 ϕj(α) ;

NK(α) =
∏n

j=1 ϕj(α) .
(6) Íåõàé F � äîâiëüíå ïîëå, K ⊇ F � éîãî ñêií÷åííå ðîçøèðåííÿ

ñòóïåíÿ n = (K : F) .
(a) Îçíà÷òå ìiíiìàëüíèé i õàðàêòåðèñòè÷íèé ìíîãî÷ëåíè,

ñëiä i íîðìó åëåìåíòà α ∈ K âiäíîñíî ïîëÿ F (ÿêùî òðåáà
ÿâíî âêàçàòè ïîëå F , òî ó âiäïîâiäíèõ ïîçíà÷åííÿõ ïèøóòü
χK/F i ò.ï.).

(b) Äîâåäiòü íàñòóïíi ôîðìóëè äëÿ âèïàäêó �áàøòè ïîëiâ� F ⊆
L ⊆ K :

TrK/F(α) = TrL/F(TrK/L(α)) ;

NK/F(α) = NL/F(NK/L(α)) ;

χK/F(α; x) = NL(x)/F(x)(χK/L(α; x)) .

(7) Íåõàé k � äåÿêå ïîëå, P = k[x] � êiëüöå ìíîãî÷ëåíiâ i F = k(x)
� ïîëå ðàöiîíàëüíèõ ôóíêöié âiä îäíi¹¨ çìiííî¨ íàä k . Ñêií-
÷åííi ðîçøèðåííÿ ïîëÿ F çâóòüñÿ ïîëÿìè àëãåáðè÷íèõ ôóíêöié
(âiä îäíi¹¨ çìiííî¨) íàä ïîëåì k . Åëåìåíò α ∈ K ïîëÿ àëãåá-
ðè÷íèõ ôóíêöié çâåòüñÿ öiëèì, ÿêùî âií çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ
αm + c1α

m−1 + · · · + cm = 0 , äå ci ∈ P . Ñôîðìóëþéòå i äî-
âåäiòü äëÿ öiëèõ àëãåáðè÷íèõ ôóíêöié ðåçóëüòàòè, àíàëîãi÷íi
òâåðäæåííÿì I.3.1 òà I.3.6 i íàñëiäêàì ç íèõ (çîêðåìà, íàñëiä-
êó I.3.3).

(8) Çáåðåæåìî ïîçíà÷åííÿ i òåðìiíîëîãiþ ïîïåðåäíüî¨ âïðàâè.
(a) Íåõàé K � ñåïàðàáåëüíå ðîçøèðåííÿ ïîëÿ F (äèâ., íàïð.,

[ÂÂ] ÷è [Ë1]), A � ïiäêiëüöå âñiõ öiëèõ åëåìåíòiâ ïîëÿ K .
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Äîâåäiòü, ùî A , ðîçãëÿíóòå ÿê ìîäóëü íàä êiëüöåì ìíî-
ãî÷ëåíiâ P , ¹ âiëüíèì ìîäóëåì ðàíãó n = (K : F) . (Ñêî-
ðèñòàéòåñü òèì, ùî P ¹ åâêëiäîâèì êiëüöåì i, íàïðèêëàä,
òåîðåìîþ 2 ç êíèãè [Ê, ãë.9, �3, ï.2]).

(b) ßêùî chark = p > 0 , à K = F(θ) , äå θp ∈ F , äîâåäiòü, ùî
A ⊆ Kk′( p

√
x) , äå k′ � ñêií÷åííå ðîçøèðåííÿ ïîëÿ k .

(c) Äîâåäiòü, ùî ðåçóëüòàò âïðàâè 8a çàëèøà¹òüñÿ ñïðàâåäëè-
âèì i äëÿ äîâiëüíîãî ïîëÿ àëãåáðè÷íèõ ôóíêöié.

(d) Äîâåäiòü, ùî äîâiëüíèé (íåíóëüîâèé) iäåàë I êiëüöÿ A öi-
ëèõ àëãåáðè÷íèõ ôóíêöié òàêîæ ¹ âiëüíèì ìîäóëåì ðàíãó
n íàä êiëüöåì ìíîãî÷ëåíiâ P , ïðè÷îìó ôàêòîðêiëüöå A/I
¹ ñêií÷åííîâèìiðíîþ àëãåáðîþ íàä ïîëåì k .

(e) Ïðèïóñòèìî, ùî chark 6= 2 , à (K : F) = 2 . Äîâåäiòü,
ùî çíàéäåòüñÿ ¹äèíèé ìíîãî÷ëåí d(x) , ÿêèé íå äiëèòü-
ñÿ íà êâàäðàò æîäíîãî íåçâiäíîãî ìíîãî÷ëåíà, òàêèé ùî
K = F(

√
d(x)) , à A = P[

√
d(x)] .

Áàçà êiëüöÿ A ÿê P-ìîäóëÿ çâåòüñÿ ôóíäàìåíòàëüíîþ áàçîþ
ïîëÿ àëãåáðè÷íèõ ôóíêöié K .

I.4. Äåäåêiíäîâi êiëüöÿ. Òåîðiÿ iäåàëiâ

Âèäàòíèì âiäêðèòòÿì ìàòåìàòèêiâ XIX ñòîði÷÷ÿ áóâ òîé ôàêò, ùî
îäíîçíà÷íiñòü ðîçêëàäó íà ìíîæíèêè â êiëüöÿõ àëãåáðè÷íèõ ÷èñåë ìî-
æíà âiäíîâèòè, ÿêùî çàìiñòü åëåìåíòiâ ðîçãëÿäàòè iäåàëè öèõ êiëåöü.
Íàñïðàâäi, âæå ó �êëàñè÷íîìó� âèïàäêó êiëåöü ç îäíîçíà÷íèì ðîçêëà-
äîì ìè ôàêòè÷íî êîðèñòóâàëèñÿ iäåàëàìè, êîëè îòîòîæíþâàëè åëåìåí-
òè, ÿêi âiäðiçíÿþòüñÿ îáåðòîâíèì ìíîæíèêîì. ßñíî, ùî öå � òi åëåìåíòè,
ÿêi ïîðîäæóþòü îäèí i òîé ñàìèé ãîëîâíèé iäåàë. I ñïðàâæíüîþ ïðè÷è-
íîþ âèíèêíåííÿ íåîäíîçíà÷íîñòi ðîçêëàäó â êiëüöÿõ àëãåáðè÷íèõ ÷èñåë
âèÿâëÿ¹òüñÿ òå, ùî, íà âiäìiíó âiä êiëüöÿ öiëèõ ÷èñåë ÷è ìíîãî÷ëåíiâ, â
íèõ âæå íå âñi iäåàëè ¹ ãîëîâíèìè.

Òàê ñàìî, ÿê òåîðiÿ ïîäiëüíîñòi öiëèõ ÷èñåë ïðèðîäíî ïîøèðþ¹òü-
ñÿ íà äîñèòü âåëèêèé êëàñ êiëåöü � êiëüöÿ ãîëîâíèõ iäåàëiâ (çîêðåìà,
åâêëiäîâi êiëüöÿ), òåîðiþ ïîäiëüíîñòi äëÿ êiëåöü àëãåáðè÷íèõ ÷èñåë òà-
êîæ ïðèðîäíî áóäóâàòè ó áiëüø çàãàëüíîìó êîíòåêñòi. Öå ïðèâîäèòü äî
íàñòóïíîãî îçíà÷åííÿ.

Îçíà÷åííÿ I.4.1. Êiëüöå 2 D áåç äiëüíèêiâ íóëÿ çâåòüñÿ äåäåêiíäî-
âèì, ÿêùî âîíî çàäîâîëüíÿ¹ íàñòóïíi óìîâè:

D1. Êiëüöå D ¹ íåòåðîâèì, òîáòî äîâiëüíèé iäåàë ó íüîìó ìà¹ ñêií-
÷åííó ìíîæèíó òâiðíèõ.

D2. Êiëüöå D ¹ öiëîçàìêíåíèì ó ñâî¹ìó ïîëi ÷àñòîê.
D3. Äîâiëüíèé íåíóëüîâèé ïåðâèííèé iäåàë êiëüöÿ D ¹ ìàêñèìàëü-

íèì.

2Íàãàäà¹ìî, ùî âñi êiëüöÿ ââàæàþòüñÿ êîìóòàòèâíèìè.
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Íàãàäà¹ìî, ùî ìíîæèíîþ òâiðíèõ iäåàëó I êiëüöÿ D çâåòüñÿ òà-
êèé íàáið éîãî åëåìåíòiâ β1, β2, . . . , βm , ùî êîæåí åëåìåíò iäåàëó I ìà¹
âèãëÿä

∑m
i=1 αiβi äëÿ äåÿêèõ αi ∈ D . Iäåàë p ⊂ D çâåòüñÿ ïåðâèííèì

(àáî ïðîñòèì), ÿêùî ó ôàêòîðêiëüöi D/p íåìà¹ äiëüíèêiâ íóëÿ, òîáòî
ç òîãî, ùî ab ∈ p , âèïëèâà¹, ùî a ∈ p àáî b ∈ p . Iäåàë p ⊂ D çâåòüñÿ
ìàêñèìàëüíèì, ÿêùî íå iñíó¹ òàêîãî iäåàëó I , ùî p ⊂ I ⊂ D . Ëåãêî
áà÷èòè, ùî îñòàííÿ óìîâà ðiâíîñèëüíà òîìó, ùî ôàêòîðêiëüöå D/p ¹
ïîëåì (äèâ. íàïð. [Ê, ãë.9, �2, ï.2]). Çîêðåìà, ìàêñèìàëüíèé iäåàë çàâ-
æäè ¹ ïåðâèííèì (àëå, çâè÷àéíî, íå íàâïàêè: íàïðèêëàä, ó êiëüöi áåç
äiëüíèêiâ íóëÿ íóëüîâèé iäåàë ¹ ïåðâèííèì).

Òåîðåìà I.4.2. Äëÿ äîâiëüíîãî ñêií÷åííîãî ðîçøèðåííÿ K ïîëÿ ðà-
öiîíàëüíèõ ÷èñåë êiëüöå A âñiõ öiëèõ åëåìåíòiâ ïîëÿ K ¹ äåäåêiíäîâèì.

Äîâåäåííÿ. Âëàñòèâiñòü (D1) áåçïîñåðåäíüî âèïëèâà¹ ç íàñëiä-
êó I.3.11. Âëàñòèâiñòü (D2) äëÿ êiëüöÿ A âæå âiäîìà (íàñëiäîê I.3.3).
Âëàñòèâiñòü (D3) âèïëèâà¹ ç íàñëiäêó I.3.11 i íàñòóïíîãî ïðîñòîãî ôàê-
òó.

Òåîðåìà I.4.3. Ñêií÷åííå êiëüöå áåç äiëüíèêiâ íóëÿ ¹ ïîëåì.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé F = { a1, a2, . . . , am } � ñêií÷åííå êiëüöå, b ∈ F �
äîâiëüíèé íåíóëüîâèé åëåìåíò. Îñêiëüêè äiëüíèêiâ íóëÿ íåìà¹, âñi åëå-
ìåíòè ba1, ba2, . . . , bam � ðiçíi, çîêðåìà, ñåðåä íèõ ¹ é îäèíè÷íèé åëå-
ìåíò. Îòæå, baj = 1 äëÿ äåÿêîãî íîìåðà j , òîáòî aj = b−1 . �

Îòæå, òåîðåìó I.4.2 ïîâíiñòþ äîâåäåíî. Ñôîðìóëþ¹ìî òåïåð îñíî-
âíó òåîðåìó ïðî àðèôìåòèêó äåäåêiíäîâèõ êiëåöü. Íàãàäà¹ìî, ùî äîáóò-

êîì äâîõ iäåàëiâ, I òà J , çâåòüñÿ iäåàë IJ =
{∑

j αjβj | αj ∈ I , βj ∈ J } .

Òåîðåìà I.4.4. Äîâiëüíèé íåíóëüîâèé iäåàë I 6= D äåäåêiíäîâà êiëü-
öÿ D îäíîçíà÷íî (ç òî÷íiñòþ äî ïîðÿäêó ñïiâìíîæíèêiâ) ðîçêëàäà¹-
òüñÿ ó äîáóòîê ïåðâèííèõ iäåàëiâ: I = p1p2 . . . ps .

Äîâåäåííÿ ðîçiá'¹ìî íà ðÿä òâåðäæåíü, ÿêi ìàþòü i ñàìîcòiéíå
çíà÷åííÿ.

Òâåðäæåííÿ I.4.5. Íåõàé D � íåòåðîâå êiëüöå. Òîäi:

(1) Äîâiëüíèé çðîñòàþ÷èé ëàíöþã iäåàëiâ I1 ⊂ I2 ⊂ . . . ⊂ Ik ⊂ . . .
¹ ñêií÷åííèì.

(2) Äîâiëüíèé iäåàë I ìiñòèòü äåÿêèé äîáóòîê ïåðâèííèõ iäåàëiâ,
êîæåí ç ÿêèõ, ó ñâîþ ÷åðãó, ìiñòèòü I .

Äîâåäåííÿ. 1. Ëåãêî áà÷èòè, ùî îá'¹äíàííÿ I =
⋃

k Ik çíîâ ¹ iäå-
àëîì. Îñêiëüêè êiëüöå íåòåðîâå, âií ìà¹ ñêií÷åííó ìíîæèíó òâiðíèõ,
êîæåí ç åëåìåíòiâ ÿêî¨ íàëåæèòü îäíîìó ç iäåàëiâ Ik . Òîäi, âçÿâøè íàé-
áiëüøå çíà÷åííÿ k , ìè áà÷èìî, ùî I ⊆ Ik , òîáòî íàø ëàíöþã çàêií÷ó¹-
òüñÿ íà iäåàëi Ik .
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2. Ïðèïóñòèìî, øî ÿêèéñü iäåàë I íå ìiñòèòü æîäíîãî äîáóòêó ïåð-
âèííèõ iäåàëiâ. Òîäi, çîêðåìà, ñàì I íå ïåðâèííèé, òîáòî iñíóþòü åëå-
ìåíòè α, β /∈ I , òàêi ùî αβ ∈ I . Ðîçãëÿíåìî iäåàëè I′ = I + αD òà
I′′ = I+βD . Î÷åâèäíî, I′I′′ ⊆ I . Òîìó, ÿêùî I′ ìiñòèòü äîáóòîê ïåðâèí-
íèõ p1p2 . . . ps , äå pi ⊇ I′ , à I′′ ìiñòèòü äîáóòîê ïåðâèííèõ q1q2 . . . qt ,
äå qj ⊇ I′′ , òî é I ìiñòèòü äîáóòîê ïåðâèííèõ p1 . . . psq1 . . . qt , ïðè÷îìó
âñi öi iäåàëè ìiñòÿòü I . Îòæå, ïðèíàéìíi îäèí ç iäåàëiâ I′, I′′ òåæ íå ìiñ-
òèòü æîäíîãî äîáóòêó ïåðâèííèõ. Ïîçíà÷èìî öåé iäåàë I1 . Çàóâàæèìî,
ùî I ⊂ I1 . Çàñòîñóâàâøè äî iäåàëó I1 òi ñàìi ìiðêóâàííÿ, ïîáóäó¹ìî ùå
áiëüøèé iäåàë I2 ⊃ I1 , ÿêèé òåæ íå ìiñòèòü æîäíîãî äîáóòêó ïåðâèí-
íèõ. Ïðîäîâæóþ÷è öþ ïîáóäîâó, îäåðæèìî íåñêií÷åííèé ëàíöþã iäåàëiâ
I ⊂ I1 ⊂ I2 . . . , ùî íåìîæëèâî. �

Òâåðäæåííÿ I.4.6. Íåõàé D � íåòåðîâå êiëüöå áåç äiëüíèêiâ íóëÿ,
öiëîçàìêíåíå ó ñâî¹ìó ïîëi ÷àñòîê F , I � íåíóëüîâèé iäåàë â D à γ ∈ F
� òàêèé åëåìåíò, ùî γI ⊆ I . Òîäi γ ∈ D .

Äîâåäåííÿ. Âèáåðåìî ñêií÷åííó ìíîæèíó òâiðíèõ {ω1, ω2, . . . , ωm }
iäåàëó I . Òîäi γωj =

∑m
i=1 αijωi äëÿ êîæíîãî íîìåðà j . Óñi öi ðiâíîñòi

ðàçîì ìîæíà çàïèñàòè ó ìàòðè÷íîìó âèãëÿäi: γω = Aω , äå ω � âåêòîð ç
êîîðäèíàòàìè ωj , à A � ìàòðèöÿ ç êîåôiöi¹íòàìè αij . Çâiäñè âèïëèâà¹,
ùî γ ¹ êîðåíåì õàðàêòåðèñòè÷íîãî ìíîãî÷ëåíà h(x) ìàòðèöi A . Àëå
îñòàííié ¹ ìíîãî÷ëåíîì ç êîåôiöi¹íòàìè ç D i ñòàðøèì êîåôiöi¹íòîì 1.
Îñêiëüêè D ¹ öiëîçàìêíåíèì, γ ∈ D . �

Íåõàé òåïåð D � äåäåêiíäîâå êiëüöå, F � éîãî ïîëå ÷àñòîê. Íàäàëi,
êàæó÷è �iäåàë�, ìè çàâæäè áóäåìî ââàæàòè, ùî öåé iäåàë íåíóëüîâèé.
Äëÿ äîâiëüíîãî iäåàëó I ïîçíà÷èìî I−1 = { γ ∈ F | γI ⊆ D } . Î÷åâèäíî,
ùî I−1 ¹ D-ïiäìîäóëåì â F , òîáòî ïiäãðóïîþ, ÿêà ïåðåõîäèòü â ñåáå ïðè
ìíîæåííi íà äîâiëüíèé åëåìåíò α ∈ D . Êðiì òîãî, ÿñíî, ùî I−1 ⊇ D .
Òîìó äîáóòîê I−1I ¹ iäåàëîì êiëüöÿ D , ÿêèé ìiñòèòü I .

Òâåðäæåííÿ I.4.7. p−1p = D äëÿ äîâiëüíîãî ïåðâèííîãî iäåàëó p
êiëüöÿ D .

Äîâåäåííÿ. Âiçüìåìî äîâiëüíèé íåíóëüîâèé åëåìåíò α ∈ p . Òîäi
çà òâåðäæåííÿì I.4.5 (2) iäåàë αD ìiñòèòü ÿêèéñü äîáóòîê ïåðâèííèõ.
Ñåðåä óñiõ òàêèõ äîáóòêiâ âèáåðåìî äîáóòîê p1p2 . . . pm ç íàéìåíøîþ
êiëüêiñòþ ñïiâìíîæíèêiâ m . Îñêiëüêè p1p2 . . . pm ⊆ p , à iäåàë p ïåð-
âèííèé, çíàéäåòüñÿ íîìåð i , äëÿ ÿêîãî pi ⊆ p . Àëå çà óìîâîþ ïåðâèí-
íèé iäåàë pi ¹ ìàêñèìàëüíèì. Òîìó pi = p . Äëÿ ïðîñòîòè ââàæà¹ìî,
ùî i = 1 . Çàóâàæèìî, ùî p2 . . . pm 6⊆ αD . Âiçüìåìî ÿêèéñü åëåìåíò
β ∈ p2 . . . pm \ αD . Òîäi βη ∈ αD äëÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòà η ∈ p , çâiäêè
âèïëèâà¹, ùî (β/α) ∈ p−1 . Ç iíøîãî áîêó, (β/α) /∈ D , îòæå, çà òâåð-
äæåííÿì I.4.6 (β/α)p 6⊆ p . Òîìó ìà¹ìî: p ⊂ p−1p ⊆ D . Îñêiëüêè iäåàë
p ìàêñèìàëüíèé, çâiäñè âèïëèâà¹, ùî p−1p = D . �

Áóäåìî êàçàòè, ùî iäåàë I äiëèòü iäåàë J , ÿêùî iñíó¹ òàêèé iäåàë
I′ , ùî II′ = J . ßñíî, ùî òîäi I ⊇ J .
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Íàñëiäîê I.4.8. ßêùî ïåðâèííèé iäåàë p ìiñòèòü iäåàë I , òî âií
éîãî äiëèòü, à ñàìå, I = p(p−1I) .

Äîâåäåííÿ. Äiéñíî, ÿêùî p ⊇ I , òî p−1I � iäåàë â D , ïðè÷îìó
p(p−1I) = (pp−1)I = DI = I . �

Òåïåð ìè âæå ìîæåìî äîâåñòè òåîðåìó I.4.4. Ñïî÷àòêó äîâåäåìî iñíó-
âàííÿ ðîçêëàäó. Ïðèïóñòèìî, ùî íåíóëüîâèé iäåàë I íå ðîçêëàäà¹òüñÿ ó
äîáóòîê ïåðâèííèõ (çîêðåìà, ñàì íå ¹ ïåðâèííèì). Iç òâåðäæåííÿ I.4.5 (1)
âèïëèâà¹, ùî I ⊂ p äëÿ äåÿêîãî ìàêñèìàëüíîãî, à òîìó ïåðâèííîãî, iäå-
àëó p . Çà Íàñëiäêîì I.4.8, I = pI1 , äå I1 = p−1I . Îñêiëüêè p−1 ⊃ D , iç
òâåðäæåííÿ I.4.6 âèïëèâà¹, ùî I ⊂ I1 . ßêùî I1 = p1p2 . . . ps äëÿ äåÿêèõ
ïåðâèííèõ p1, p2, . . . , ps , òî I = pp1 . . . ps , ùî ïðîòèði÷èòü ïðèïóùåííþ.
Îòæå, iäåàë I1 òåæ íå ðîçêëàäà¹òüñÿ ó äîáóòîê ïåðâèííèõ. Iòåðóþ÷è öþ
ïîáóäîâó, ìè îäåðæèìî íåñêií÷åííèé ëàíöþã I ⊂ I1 ⊂ I2 ⊂ . . . , ùî ïðî-
òèði÷èòü òâåðäæåííþ I.4.5 (1). Îòæå, íàøå ïðèïóùåííÿ íåâiðíå, òîáòî
I = p1p2 . . . ps äëÿ äåÿêèõ ïåðâèííèõ p1, p2, . . . , ps .

Íåõàé äàíî ùå ÿêèéñü ðîçêëàä I = q1q2 . . . qt . Òîäi ç òîãî, ùî
p1 ⊇ q1q2 . . . qt , âèïëèâà¹, ùî p1 ⊇ qj äëÿ äåÿêîãî íîìåðà j . Îñêiëü-
êè ìè äîçâîëèëè ïåðåñòàâëÿòè ñïiâìíîæíèêè, ââàæàéìî, ùî j = 1 . Òî-
äi p1 = q1 (îñêiëüêè iäåàë q1 ìàêñèìàëüíèé). Äîìíîæèâøè íà p−1

1
ðiâíiñòü p1p2 . . . ps = p1q2 . . . qt , îäåðæèìî: p2 . . . ps = q2 . . . qt . Òåïåð
î÷åâèäíà iíäóêöiÿ äà¹, ùî s − 1 = t − 1 , òîáòî s = t , i ç òî÷íiñòþ äî
ïåðåñòàíîâêè ñïiâìíîæíèêiâ pi = qi äëÿ âñiõ íîìåðiâ i .

Ç äîâåäåíî¨ òåîðåìè òà ïîïåðåäíiõ ðåçóëüòàòiâ áåçïîñåðåäíüî âèïëè-
âàþòü òàêi íàñëiäêè.

Íàñëiäîê I.4.9. Äëÿ äîâiëüíîãî iäåàëó I äåäåêiíäîâà êiëüöÿ D ìà¹
ìiñöå ðiâíiñòü I−1I = D .

Íàñëiäîê I.4.10. Ó äåäåêiíäîâîìó êiëüöi iäåàë I äiëèòü iäåàë J òî-
äi é ëèøå òîäi, êîëè I ⊇ J .

Âïðàâè I.4. (1) (a) Äîâåäiòü, ùî ñêií÷åííîâèìiðíà àëãåáðà
áåç äiëüíèêiâ íóëÿ ¹ ïîëåì.

(b) Äîâåäiòü, ùî êiëüöå öiëèõ åëåìåíòiâ äîâiëüíîãî ïîëÿ àëãå-
áðè÷íèõ ôóíêöié (äèâ. âïðàâó I.3 (7) ) ¹ äåäåêiíäîâèì êiëü-
öåì.

I.5. Äðîáîâi iäåàëè. Êëàñè iäåàëiâ

Îñòàííi äâà íàñëiäêè ç ïîïåðåäíüîãî ðîçäiëó äàþòü ìîæëèâiñòü çà-
íóðèòè íàïiâãðóïó iäåàëiâ äåäåêiíäîâà êiëüöÿ D ó ãðóïó òàê çâàíèõ
äðîáîâèõ iäåàëiâ.

Îçíà÷åííÿ I.5.1. Íåíóëüîâà ïiäãðóïà I àäèòèâíî¨ ãðóïè ïîëÿ F
çâåòüñÿ äðîáîâèì iäåàëîì êiëüöÿ D , ÿêùî âîíà ¹ D-ïiäìîäóëåì, òîáòî
αβ ∈ I äëÿ äîâiëüíèõ α ∈ D , β ∈ I , ïðè÷îìó iñíó¹ òàêèé åëåìåíò δ ∈ D ,
ùî δI ⊆ D .
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Ëåãêî áà÷èòè, ùî îñòàííÿ óìîâà ðiâíîñèëüíà òîìó, ùî I ¹ ñêií÷åííî-
ïîðîäæåíèì D-ìîäóëåì, òîáòî iñíóþòü òàêi åëåìåíòè β1, β2, . . . , βm ∈ I
(òâiðíi I ), ùî äîâiëüíèé åëåìåíò ç I çàïèñó¹òüñÿ ÿê ñóìà

∑m
i=1 αiβi ,

äå αi ∈ D . Äiéñíî, ÿêùî αI ⊆ D , òî αI � iäåàë ó D . Òîìó âií ìà¹
ñêií÷åííó ìíîæèíó òâiðíèõ {ω1, ω2, . . . , ωm } i çà òâiðíi I ìîæíà âçÿòè
α−1ω1, α

−1ω2, . . . , α
−1ωm . Íàâïàêè, ÿêùî β1, β2, . . . , βm � òâiðíi I , òî,

çàïèñàâøè ¨õ ó âèãëÿäi äðîáiâ βj = αj/δj , äå αj , δj ∈ D , ìè áà÷èìî, ùî
δI ⊆ D , äå δ = δ1 . . . δm .

Òåîðåìà I.5.2. Äðîáîâi iäåàëè äåäåêiíäîâà êiëüöÿ óòâîðþþòü âiëü-
íó àáåëåâó ãðóïó âiäíîñíî îïåðàöi¨ ìíîæåííÿ, áàçîþ ÿêî¨ ¹ ìíîæèíà
âñiõ ïåðâèííèõ iäåàëiâ.

Öþ ãðóïó çâóòü ãðóïîþ äðîáîâèõ iäåàëiâ, àáî ïðîñòî ãðóïîþ iäåàëiâ
äåäåêiíäîâà êiëüöÿ D i ïîçíà÷àþòü I(D) .

Äîâåäåííÿ. ßñíî, ùî ìíîæåííÿ äðîáîâèõ iäåàëiâ àñîöiàòèâíå, à
ñàìå êiëüöå D âiäiãðà¹ âiäíîñíî íüîãî ðîëü îäèíèöi. Íåõàé I � äîâi-
ëüíèé äðîáîâèé iäåàë. Òîäi I = α−1J äëÿ äåÿêîãî iäåàëó J êiëüöÿ
D i äåÿêîãî α ∈ D . Ïîêëàäåìî I−1 = αJ−1 . Òîäi çà íàñëiäêîì I.4.9
I−1I = D . Îòæå, äiéñíî, äðîáîâi iäåàëè óòâîðþþòü ãðóïó. Áiëüø òîãî,
ÿêùî J = p1p2 . . . ps , à αD = q1q2 . . . qt , äå pi òà qj � ïåðâèííi iäåàëè, òî
I = J(αD)−1 = p1 . . . psq

−1
1 . . . q−1

t , òîáòî ïåðâèííi iäåàëè � öå ìíîæèíà
òâiðíèõ ãðóïè äðîáîâèõ iäåàëiâ. Çàëèøèëîñÿ ïåðåâiðèòè, ùî ç ðiâíîñ-
òi pk1

1 pk2
2 . . . pks

s = D , äå p1, p2, . . . , ps � ïîïàðíî ðiçíi ïåðâèííi iäåàëè,
âèïëèâà¹, ùî k1 = k2 = · · · = ks = 0 . Ïðèïóñòèìî, ùî öå íå òàê. Òîäi
ìîæíà ââàæàòè, ùî ïåðøi r ïîêàçíèêiâ äîäàòíi, à íàñòóïíi t � âiä'¹ìíi,
ïðè÷îìó r+ t > 0 . Àëå öå äà¹ ðiâíiñòü pk1

1 . . . pkr
r = p

−kr+1

r+1 . . . p
−kr+t

r+t , ÿêà
ïðîòèði÷èòü îäíîçíà÷íîñòi ðîçêëàäó iäåàëiâ ó äîáóòîê ïåðâèííèõ. �

Çîêðåìà, äëÿ êîæíîãî íåíóëüîâîãî åëåìåíòà γ ∈ F ìîæíà ðîçãëÿíó-
òè ãîëîâíèé äðîáîâèé iäåàë γD . Ïðè öüîìó ÿñíî, ùî γD = γ′D òîäi é
ëèøå òîäi, êîëè γ′ = γε , äå ε � îáåðòîâíèé åëåìåíò êiëüöÿ D . Îòæå,
ìè îäåðæó¹ìî ãîìîìîðôiçì φD ç ìóëüòèïëiêàòèâíî¨ ãðóïè F∗ ïîëÿ F
äî ãðóïè I(A) iäåàëiâ êiëüöÿ D . Îáðàç öüîãî ãîìîìîðôiçìà � öå ïiäãðó-
ïà ãîëîâíèõ äðîáîâèõ iäåàëiâ. Ôàêòîðãðóïà C(D) = I(D)/ImφD çâåòüñÿ
ãðóïîþ êëàñiâ iäåàëiâ äåäåêiíäîâà êiëüöÿ D . ßêùî A � êiëüöå öiëèõ
åëåìåíòiâ äåÿêîãî ñêií÷åííîãî ðîçøèðåííÿ K ïîëÿ ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë,
òî éîãî ãðóïà êëàñiâ iäåàëiâ çâåòüñÿ òàêîæ ãðóïîþ êëàñiâ iäåàëiâ ïîëÿ
K i ïîçíà÷à¹òüñÿ C(K) . Î÷åâèäíî, äâà äðîáîâèõ iäåàëè I òà J ìàþòü
îäíàêîâèé îáðàç ó ãðóïi C(D) , àáî, ÿê êàæóòü, íàëåæàòü îäíîìó êëàñó
òîäi é ëèøå òîäi, êîëè J = γI äëÿ äåÿêîãî íåíóëüîâîãî åëåìåíòà γ ∈ F .

Ïîçíà÷èìî P(D) ìíîæèíó ïåðâèííèõ iäåàëiâ êiëüöÿ D . Òîäi òåîðå-
ìà I.5.2 òâåðäèòü, ùî äîâiëüíèé äðîáîâèé iäåàë I îäíîçíà÷íî ðîçêëàäà-
¹òüñÿ ó äîáóòîê

(5) I =
∏

p∈P(D)

pkp .
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Çâè÷àéíî, ìàéæå âñi ïîêàçíèêè kp â öüîìó ðîçêëàäi (òîáòî âñi, êðiì
ñêií÷åííî¨ êiëüêîñòi) äîðiâíþþòü 0.

Îçíà÷åííÿ I.5.3. (1) Ðîçêëàä (5) çâåòüñÿ êàíîíi÷íèì ðîçêëà-
äîì iäåàëó I .

(2) Ïîêàçíèêîì äðîáîâîãî iäåàëó I âiäíîñíî ïåðâèííîãî iäåàëó p
çâåòüñÿ ïîêàçíèê kp ó êàíîíi÷íîìó ðîçêëàäi (5). Öåé ïîêàçíèê
ïîçíà÷à¹òüñÿ vp(I) .

(3) Çîêðåìà, ÿêùî I = γD � ãîëîâíèé äðîáîâèé iäåàë, òî ïîêàçíèê
vp(I) çâåòüñÿ òàêîæ ïîêàçíèêîì åëåìåíòà γ âiäíîñíî ïåðâèí-
íîãî iäåàëó p i ïîçíà÷à¹òüñÿ vp(γ) .

ßñíî, ùî iäåàë I îäíîçíà÷íî âèçíà÷à¹òüñÿ íàáîðîì ñâî¨õ ïîêàçíèêiâ
( vp(I) | p ∈ P(D) ) . Iíêîëè áóâà¹ çðó÷íî ïîêëàñòè vp(0) = ∞ , ââàæàþ-
÷è, ùî ñèìâîë ∞ ïiäïîðÿäêîâó¹òüñÿ çâè÷àéíèì ïðàâèëàì. Ïîêàçíèêè
ìàþòü íàñòóïíi î÷åâèäíi âëàñòèâîñòi, íåñêëàäíó ïåðåâiðêó ÿêèõ ìè çà-
ëèøà¹ìî ÷èòà÷åâi.

Òâåðäæåííÿ I.5.4. Äëÿ äîâiëüíèõ äðîáîâèõ iäåàëiâ:
(1) vp(I) = max

{
k | I ⊆ pk

}
= min { vp(γ) | γ ∈ p } .

(2) vp(IJ) = vp(I) + vp(J) i vp(I + J) = min { vp(I) , vp(J) } .
(3) Çîêðåìà, vp(αβ) = vp(α) + vp(β) i vp(α + β) ≥ min { vp(α) ,

vp(β) } äëÿ äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ α, β ∈ F , ïðè÷îìó ÿêùî
vp(α) 6= vp(β) , òî îñòàííÿ íåðiâíiñòü ïåðåòâîðþ¹òüñÿ íà ðiâ-
íiñòü.

Âïðàâè I.5. (1) Ïîíÿòòÿ äðîáîâîãî iäåàëó ìà¹ çìiñò äëÿ äî-
âiëüíîãî êiëüöÿ D áåç äiëüíèêiâ íóëÿ. Ïðè öüîìó äðîáîâèé iäå-
àë I çâåòüñÿ îáåðòîâíèì, ÿêùî iñíó¹ òàêèé äðîáîâèé iäåàë I′ ,
ùî II′ = D .
(a) Äîâåäiòü, ùî îáåðòîâíèé äðîáîâèé iäåàë çàâæäè ìà¹ ñêií-

÷åííó ìíîæèíó òâiðíèõ.
(b) Äîâåäiòü ðiâíîñèëüíiñòü íàñòóïíèõ óìîâ äëÿ êiëüöÿ D :

(i) Êiëüöå D ¹ äåäåêiíäîâèì.
(ii) Äðîáîâi iäåàëè óòâîðþþòü ãðóïó âiäíîñíî îïåðàöi¨

ìíîæåííÿ.
(iii) Êîæåí ïåðâèííèé iäåàë êiëüöÿ D ¹ îáåðòîâíèì.
(iv) Êiëüöå D ¹ íåòåðîâèì i êîæåí éîãî ìàêñèìàëüíèé iäå-

àë ¹ îáåðòîâíèì.
(2) Äîâåäiòü, ùî äâà äðîáîâèõ iäåàëè êiëüöÿ D ¹ içîìîðôíèìè D-

ìîäóëÿìè òîäi é ëèøå òîäi, êîëè âîíè íàëåæàòü îäíîìó êëàñó
iäåàëiâ.

(3) Íåõàé β1, β2, . . . , βm � ìíîæèíà òâiðíèõ äåÿêîãî äðîáîâîãî iäå-
àëó I êiëüöÿ D áåç äiëüíèêiâ íóëÿ.
(a) Äîâåäiòü, ùî äðîáîâèé iäåàë I ¹ îáåðòîâíèì òîäi é ëèøå

òîäi, êîëè iñíóþòü òàêi åëåìåíòè γ1, γ2, . . . , γm ïîëÿ ÷àñòîê
F êiëüöÿ D , äëÿ ÿêèõ

∑m
i=1 γiβi = 1 . Ïåðåâiðèòè, ùî òîäi
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γi ∈ I−1 äëÿ âñiõ i , äå, ÿê i âèùå

I−1 = { γ ∈ F | γI ⊆ D } .

(b) Âèâåñòè, ùî â öüîìó âèïàäêó âiëüíèé D-ìîäóëü Dm ðàíãó
m içîìîðôíèé ïðÿìié ñóìi I⊕ P äëÿ äåÿêîãî ìîäóëÿ P .

(c) Äîâåäiòü, ùî îáåðòîâíèé iäåàë I ¹ ïðîåêòèâíèì D-ìîäóëåì,
òîáòî äëÿ äîâiëüíîãî åïiìîðôiçìó D-ìîäóëiâ π : M → N i
äîâiëüíîãî ãîìîìîðôiçìó ϕ : I → N iñíó¹ òàêèé ãîìîìîð-
ôiçì ψ : I →M , ùî ϕ = πψ .

(d) Äîâåäiòü, ùî äëÿ äîâiëüíîãî åïiìîðôiçìó D-ìîäóëiâ π :
M → I , äå I � îáåðòîâíèé iäåàë, M ' I⊕ kerϕ .

(e) Íåõàé M � äîâiëüíèé D-ìîäóëü, T � éîãî ïåðiîäè÷íà ÷à-
ñòèíà, òîáòî ìíîæèíà âñiõ òàêèõ åëåìåíòiâ a ∈ M , äëÿ
ÿêèõ iñíóþòü òàêi íåíóëüîâi åëåìåíòè α ∈ D , ùî αa = 0 .
Äîâåäiòü, ùî T � ïiäìîäóëü â M , ïðè÷îìó ôàêòîðìîäóëü
M/T ¹ ìîäóëåì áåç ñêðóòó (òîáòî éîãî ïåðiîäè÷íà ÷àñòèíà
äîðiâíþ¹ íóëþ).

(f) Íåõàé M � D-ìîäóëü áåç ñêðóòó. Íàñëiäóþ÷è ïîáóäîâó ïî-
ëÿ ÷àñòîê, âêëàñòè M ó ìîäóëü ÷àñòîê M̃ , ÿêèé ñêëàäà-
¹òüñÿ ç �äðîáiâ� âèãëÿäó x

a , äå x ∈ M , a ∈ D i a 6= 0 i ¹
âåêòîðíèì ïðîñòîðîì íàä ïîëåì ÷àñòîê F êiëüöÿ D . ßêùî
ìîäóëü M ñêií÷åííîïîðîäæåíèé, äîâåñòè, ùî ïðîñòið M̃
¹ ñêií÷åííîâèìiðíèì i òîäi ìîäóëü M ìîæíà çàíóðèòè ó
âiëüíèé D-ìîäóëü.

(g) Ó âèïàäêó, êîëè êiëüöå D äåäåêiíäîâå, äîâåñòè, ùî êî-
æåí ñêií÷åííîïîðîäæåíèé D-ìîäóëü áåç ñêðóòó içîìîðô-
íèé ïðÿìié ñóìi iäåàëiâ, à äîâiëüíèé ñêií÷åííîïîðîäæåíèé
D-ìîäóëü M içîìîðôíèé T⊕M/T , äå T � éîãî ïåðiîäè÷íà
÷àñòèíà.

I.6. Êiëüöÿ ëèøêiâ. Íîðìà iäåàëó

Ïî÷èíàþ÷è ç öüîãî ðîçäiëó, K ïîçíà÷àòèìå çàâæäè ñêií÷åííå ðîç-
øèðåííÿ ïîëÿ ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë, à A � êiëüöå öiëèõ àëãåáðè÷íèõ åëå-
ìåíòiâ ïîëÿ K . Çà íàñëiäêîì I.3.11, ÿêùî I � íåíóëüîâèé iäåàë â A , òî
ôàêòîðêiëüöå A/I ¹ ñêií÷åííèì.

Îçíà÷åííÿ I.6.1. Êiëüêiñòü åëåìåíòiâ ó ôàêòîðêiëüöi A/I çâåòüñÿ
íîðìîþ iäåàëó I i ïîçíà÷à¹òüñÿ N(I) .

Îñíîâíèé ðåçóëüòàò ñòîñîâíî íîðìè iäåàëiâ ïîëÿãà¹ â ¨¨ ìóëüòèïëi-
êàòèâíîñòi .

Òåîðåìà I.6.2. N(IJ) = N(I)N(J) äëÿ äîâiëüíèõ íåíóëüîâèõ iäåàëiâ
I òà J êiëüöÿ A .
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Äîâåäåííÿ çíîâó ðîçiá'¹ìî íà êiëüêà ñàìîñòiéíèõ òâåðäæåíü.
Ïåðø çà âñå äîâåäåìî öþ òåîðåìó â ÷àñòèííîìó âèïàäêó ñïiâïåðâèííèõ
iäåàëiâ.

Îçíà÷åííÿ I.6.3. Iäåàëè I òà J äåÿêîãî êiëüöÿ D çâóòüñÿ ñïiâïåð-
âèííèìè, ÿêùî I + J = D .

Ìàáóòü, íàéâàæëèâiøîþ âëàñòèâiñòþ ñïiâïåðâèííèõ iäåàëiâ ¹ òàê
çâàíà �êèòàéñüêà òåîðåìà ïðî ëèøêè�, ÿêó ìè ñôîðìóëþ¹ìî â íàñòó-
ïíîìó âèãëÿäi.

Òåîðåìà I.6.4. Íåõàé I1, I2, . . . , Ir � ïîïàðíî ñïiâïåðâèííi iäåàëè
êiëüöÿ D . Òîäi:

(1) Äëÿ äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ α1, α2, . . . , αr ∈ D çíàéäåòüñÿ òàêèé
åëåìåíò α ∈ D , ùî α ≡ αj (mod Ij) äëÿ âñiõ íîìåðiâ j =
1 . . . r .

(2)
⋂r

j=1 Ij =
∏r

j=1 Ij .
(3) D/

∏r
j=1 Ij '

∏r
j=1 D/Ij (ñïðàâà ñèìâîë

∏
ïîçíà÷à¹ ïðÿìèé

äîáóòîê êiëåöü).

Äîâåäåííÿ. Äîâåäåííÿ òâåðäæåíü 1 i 2 ïðîâåäåìî iíäóêöi¹þ çà r .
Íåõàé ñïî÷àòêó r = 2 . Îñêiëüêè I1 + I2 = D , çíàéäóòüñÿ åëåìåíòè
β1 ∈ I1 òà β2 ∈ I2 , òàêi ùî β1 + β2 = 1 . Òîäi ëåãêî ïåðåâiðèòè, ùî
åëåìåíò α = α1β2 + α2β1 çàäîâîëüíÿ¹ íåîáõiäíi ïîðiâíÿííÿ. Êðiì òîãî,
ÿêùî γ ∈ I1 ∩ I2 , òî ç ðiâíîñòi γ = γβ1 + γβ2 âèïëèâà¹, ùî γ ∈ I1I2 .
Îñêiëüêè çàâæäè I1I2 ⊆ I1 ∩ I2 , çâiäñè I1 ∩ I2 = I1I2 .

Ïðèïóñòèìî, ùî ìè âæå çíàéøëè åëåìåíò β ∈ D , äëÿ ÿêîãî β ≡
αj (mod Ij) ïðè j = 1, . . . , r−1 , i çíà¹ìî, ùî

⋂r−1
j=1 Ij =

∏r−1
j=1 Ij . Ïîçíà÷è-

ìî öåé äîáóòîê J . Ïåðåìíîæèâøè ðiâíîñòi Ij +Ir = D ç j = 1, . . . , r−1 ,
îäåðæèìî, ùî J + Ir = D , òîáòî iäåàëè J é Ir ñïiâïåðâèííi. Òîìó,
ÿê ìè âæå äîâåëè, çíàéäåòüñÿ åëåìåíò α , òàêèé ùî α ≡ β (modJ) i
α ≡ αr (mod Ir) . Àëå òîäi α çàäîâîëüíÿ¹ âñiì íåîáõiäíèì ïîðiâíÿííÿì
ç ïóíêòó 1 . Êðiì òîãî,

r⋂
j=1

Ij = J ∩ Ir = JIr =
r∏

j=1

Ij ,

òîáòî âèêîíó¹òüñÿ i òâåðäæåííÿ 2 .
Äëÿ äîâåäåííÿ òâåðäæåííÿ 3 ðîçãëÿíåìî ãîìîìîðôiçì ϕ : D →∏r

j=1 D/Ij , ÿêèé âiäîáðàæà¹ åëåìåíò α ∈ D ó íàáið (α + I1, α + I2,

. . . , α + Ir) . Òîäi ïóíêò 1 îçíà÷à¹, ùî âiäîáðàæåííÿ ϕ ñþð'¹êòèâíå, à
ïóíêò 2 � ùî éîãî ÿäðî, ÿêå ¹, î÷åâèäíî, ïåðåòèíîì óñiõ iäåàëiâ Ij , çái-
ãà¹òüñÿ ç ¨õíiì äîáóòêîì. Òîìó òâåðäæåííÿ 3 âèïëèâà¹ ç òåîðåìè ïðî
ãîìîìîðôiçì (äèâ., íàïð., [Ê, ãë.4, �4, ï.4]). �

Äëÿ êiëüöÿ öiëèõ àëãåáðè÷íèõ ÷èñåë A çâiäñè âèïëèâà¹ íàñòóïíèé
÷àñòèííèé âèïàäîê òåîðåìè I.6.2.
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Íàñëiäîê I.6.5. Ðiâíiñòü N(IJ) = N(I)N(J) ñïðàâæíþ¹òüñÿ, ÿêùî
iäåàëè I òà J êiëüöÿ A ñïiâïåðâèííi.

Ðîçãëÿíåìî òåïåð âèïàäîê ãîëîâíèõ iäåàëiâ. Äëÿ íèõ íîðìà âèÿâëÿ-
¹òüñÿ ïîâ'ÿçàíîþ ç íîðìàìè åëåìåíòiâ, ÿêi áóëî ââåäåíî â ðîçäiëi I.3.
Äîâåäåìî ñïî÷àòêó íàñòóïíèé ðåçóëüòàò.

Òâåðäæåííÿ I.6.6. Íåõàé F � âiëüíà àáåëåâà ãðóïà ç áàçîþ
e1, e2, . . . , en , F ′ � ¨¨ ïiäãðóïà ç áàçîþ f1, f2, . . . , fn , ïðè÷îìó fj =∑n

i=1 aijei ( aij ∈ Z ). Òîäi ïîðÿäîê ôàêòîðãðóïè F/F ′ äîðiâíþ¹ |detA| ,
äå A � ìàòðèöÿ ç êîåôiöi¹íòàìè aij .

Äîâåäåííÿ. Âiäîìî, ùî ìîæíà âèáðàòè íîâi áàçè e′1, e
′
2, . . . , e

′
n ó

ãðóïi F i f ′1, f
′
2, . . . , f

′
n ó ïiäãðóïi F ′ , òàêi ùî f ′i = die

′
i ( di ∈ N ) äëÿ

âñiõ íîìåðiâ i = 1 . . . n . Òîäi, î÷åâèäíî, |F/F ′| = d1d2 . . . dn = detD ,
äå D = diag (d1, d2, . . . , dn) (äiàãîíàëüíà ìàòðèöÿ). Àëå, ÿê âiäîìî, ïðè
çìiíi áàçèñiâ ó F i F ′ ìàòðèöÿ A çàìiíþ¹òüñÿ íà SAT , äå S i T �
öiëî÷èñåëüíi ìàòðèöi ç âèçíà÷íèêàìè ±1 . Îòæå, |detA| = |detD| . �

Òåïåð ìîæíà äîâåñòè òåîðåìó I.6.2 äëÿ âèïàäêó, êîëè îäèí ç iäåàëiâ
ãîëîâíèé.

Òâåðäæåííÿ I.6.7. N(αI) = |N(α)|N(I) äëÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòà
α ∈ A i äîâiëüíîãî iäåàëó I ⊆ A . Çîêðåìà, N(αD) = |N(α)| .

Äîâåäåííÿ. Âèáåðåìî áàçó β1, β2, . . . , βn iäåàëó I . Òîäi αβ1 αβ2, . . . , αβn

� áàçà iäåàëó αI ïðè÷îìó αβj =
∑n

i=1 aijβj äëÿ äåÿêèõ aij ∈ Z . Çà-
óâàæèìî, ùî åëåìåíòè β1, β2, . . . , βn óòâîðþþòü, çîêðåìà, áàçó ïîëÿ K
i ìàòðèöÿ A = (aij) � öå ìàòðèöÿ âiäîáðàæåííÿ Lα ó öié áàçi. Îòæå,
detA = N(α) . Àëå çà òâåðäæåííÿì I.6.6,

|detA| = |I/αI| = |A/I|
|A/αI|

=
N(I)
N(αI)

.

�

Íàñëiäîê I.6.8. Äëÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòà γ ∈ I−1 ìà¹ ìiñöå ðiâ-
íiñòü N(γI) = |N(γ)|N(I) .

Äîâåäåííÿ. Íåõàé γ = α/β , äå α, β ∈ A , J = γI . Òîäi βJ = αI ,
çâiäêè

N(βJ) = |N(β)|N(J) = N(αI) = |N(α)|N(I) .

Îòæå, N(J) = |N(α)/N(β)|N(I) = |N(γ)|N(I) . �

Äîâåäåìî, íàðåøòi, íàñòóïíèé ðåçóëüòàò, ÿêèé äîçâîëÿ¹ çâåñòè çà-
ãàëüíèé âèïàäîê äî âæå ðîçãëÿíóòèõ.

Òâåðäæåííÿ I.6.9. Íåõàé D � äåäåêiíäîâå êiëüöå. Òîäi äëÿ äîâiëü-
íèõ iäåàëiâ I,J ⊆ A çíàéäåòüñÿ òàêèé åëåìåíò γ ∈ I−1 , ùî iäåàëè γI
òà J ñïiâïåðâèííi.
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Äîâåäåííÿ. Ñêîðèñòà¹ìîñÿ íàñòóïíîþ �òåîðåìîþ ïðî àïðîêñèìà-
öiþ�, ÿêà ¹ áåçïîñåðåäíiì íàñëiäêîì êèòàéñüêî¨ òåîðåìè ïðî ëèøêè.

Òåîðåìà I.6.10. Íåõàé D � äåäåêiíäîâå êiëüöå, F � éîãî ïîëå ÷à-
ñòîê i P = { p1, p2, . . . , pm } � ñêií÷åííèé íàáið ïåðâèííèõ iäåàëiâ ç
D . Äëÿ äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ γ1, γ2, . . . , γm ∈ F i äîâiëüíèõ öiëèõ ÷è-
ñåë k1, k2, . . . , km iñíó¹ òàêèé åëåìåíò γ ∈ F , ùî vpi(γ − γi) ≥ ki äëÿ
âñiõ i = 1 . . .m i vp(γ) ≥ 0 äëÿ âñiõ ïåðâèííèõ iäåàëiâ p /∈ P .

Äîâåäåííÿ. Ïðèïóñòèìî ñïî÷àòêó, ùî âñi ÷èñëà ki íåâiä'¹ìíi, à
γi ∈ D . Òîäi pki

i � ïîïàðíî ñïiâïåðâèííi iäåàëè êiëüöÿ D . Çà òåîðå-
ìîþ I.6.4 çíàéäåòüñÿ åëåìåíò γ ∈ D , òàêèé ùî γ ≡ γi (mod pki

i ) ïðè
i = 1 . . .m , òîáòî γ çàäîâîëüíÿ¹ âñi íåîáõiäíi óìîâè.

Ó çàãàëüíîìó âèïàäêó çíàéäåìî òàêèé åëåìåíò β ∈ D , ùî âñi äîáó-
òêè αi = βγi ëåæàòü ó D i, êðiì òîãî, vpi(β) ≥ −ki äëÿ âñiõ íîìåðiâ i .
Íåõàé Q = { q1, q2, . . . , ql } � ìíîæèíà âñiõ òèõ ïåðâèííèõ iäåàëiâ, ÿêi íå
íàëåæàòü P i ìiñòÿòü β . ßê ìè âæå äîâåëè, çíàéäåòüñÿ åëåìåíò α ∈ D ,
òàêèé ùî:

vpi(α− αi) ≥ ki + vpi(β) äëÿ âñiõ i = 1 . . .m ;
vqj (α) ≥ vqj (β) äëÿ âñiõ j = 1 . . . l ;
vp(α) ≥ 0 , ÿêùî p /∈ P ∪Q .

Òîäi, î÷åâèäíî, ìîæíà ïîêëàñòè γ = α/β . �

Íàñëiäîê I.6.11. Çà óìîâ òåîðåìè I.6.10 äëÿ äîâiëüíèõ öiëèõ ÷èñåë
ki (i = 1 . . .m) çíàéäåòüñÿ òàêèé åëåìåíò γ ∈ F , ùî vpi(γ) = ki ïðè
i = 1 . . .m i vp(γ) ≥ 0 ïðè p /∈ P .

Äîâåäåííÿ. Âèáåðåìî äëÿ êîæíîãî íîìåðà i ÿêèéñü åëåìåíò γi ∈
pki

i \ pki+1
i i çíàéäåìî òàêèé åëåìåíò γ ∈ F , ùî vpi(γ − γi) ≥ ki + 1

ïðè i = 1 . . .m i vp(γ) ≥ 0 ïðè p /∈ P . Î÷åâèäíî, γ i áóäå øóêàíèì
åëåìåíòîì. �

Ïîâåðíåìîñü äî äîâåäåííÿ òâåðäæåííÿ I.6.9. Íåõàé J = pk1
1 pk2

2

. . . pkm
m � êàíîíi÷íèé ðîçêëàä iäåàëó J . Çíàéäåìî òàêèé åëåìåíò γ ∈ F ,

äëÿ ÿêîãî vpi(γ) = −vpi(I) ïðè i = 1 . . .m i vp(γ) ≥ 0 , ÿêùî p 6= pi

äëÿ æîäíîãî íîìåðà i . Òîäi î÷åâèäíî, ùî γ ∈ I−1 i vpi(γI) = 0 äëÿ âñiõ
i = 1 . . .m . Îòæå, iäåàëè γI òà J ñïiâïåðâèííi. �

Òåïåð ìè ìîæåìî çàâåðøèòè äîâåäåííÿ òåîðåìè I.6.2. Âèáåðåìî γ ∈
I−1 òàê, ùîá iäåàëè γI òà J áóëè ñïiâïåðâèííèìè. Òîäi

N(γIJ) = N(γI)N(J) = |N(γ)|N(I)N(J) .

Îñêiëüêè òàêîæ N(γIJ) = |N(γ)|N(IJ) , çâiäñè ìà¹ìî, ùî N(IJ) =
N(I)N(J) .

Ìóëüòèïëiêàòèâíiñòü äà¹ çìîãó ðîçïîâñþäèòè îçíà÷åííÿ íîðìè i íà
äðîáîâi iäåàëè. Ñàìå, äîâiëüíèé äðîáîâèé iäåàë I ìîæíà ïîäàòè ó âè-
ãëÿäi I1I−1

2 , äå I1 i I2 � iäåàëè êiëüöÿ A . Ïîêëàäåìî òîäi N(I) =
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N(I1)/N(I2) . Ç òåîðåìè I.6.2 îäðàçó âèïëèâà¹, ùî öÿ âåëè÷èíà íå çàëå-
æèòü âiä âèáîðó iäåàëiâ I1 i I2 , ñåáòî òàêå îçíà÷åííÿ ¹ êîðåêòíèì. Áiëüø
òîãî, î÷åâèäíî, ùî ðiâíiñòü N(IJ) = N(I)N(J) çàëèøà¹òüñÿ ñïðàâåäëè-
âîþ i äëÿ äðîáîâèõ iäåàëiâ. Íàðåøòi, î÷åâèäíèì ¹ íàñòóïíèé êîðèñíèé
ôàêò.

Òâåðäæåííÿ I.6.12. ßêùî I ⊆ J , äå I,J � äðîáîâi iäåàëè êiëüöÿ
A , òî |I/J| = N(I)/N(J) .

Ñêîðèñòà¹ìîñü ùå òåîðåìîþ ïðî àïðîêñèìàöiþ äëÿ äîâåäåííÿ òàêî¨
âëàñòèâîñòi ôàêòîðêiëåöü äåäåêiíäîâà êiëüöÿ.

Òåîðåìà I.6.13. Äëÿ äîâiëüíîãî iäåàëó I äåäåêiíäîâà êiëüöÿ D ôà-
êòîðêiëüöå D/I ¹ êiëüöåì ãîëîâíèõ iäåàëiâ.

Äîâåäåííÿ. Âiäîìî, ùî äîâiëüíèé iäåàë êiëüöÿ D/I ìà¹ âèãëÿä
J/I äëÿ äåÿêîãî iäåàëó J ⊇ I êiëüöÿ D . Òîìó äîñèòü äîâåñòè, ùî çíà-
éäåòüñÿ òàêèé åëåìåíò α ∈ D , ùî J = I + αD : òîäi éîãî êëàñ α + I ,
î÷åâèäíî, áóäå òâiðíèì iäåàëó J/I . Íåõàé I = pk1

1 pk2
2 . . . pkm

m � êàíîíi÷-
íèé ðîçêëàä iäåàëó I . Çà íàñëiäêîì I.6.11 iñíó¹ åëåìåíò α ∈ D , òàêèé ùî
vpi(α) = vpi(J) äëÿ âñiõ i = 1 . . .m . Àëå òîäi ç âëàñòèâîñòåé ïîêàçíèêiâ
(òâåðäæåííÿ I.5.4) áåçïîñåðåäíüî âèïëèâà¹, ùî äiéñíî I + αD = J . �

Íàñëiäîê I.6.14. Äîâiëüíèé iäåàë äåäåêiíäîâà êiëüöÿ D ìà¹ íå áiëü-
øå 2 òâiðíèõ. Òî÷íiøå, ÿêøî β � äîâiëüíèé åëåìåíò iäåàëó I , òî çíà-
éäåòüñÿ òàêèé åëåìåíò α ∈ I , ùî {α, β } ¹ ìíîæèíîþ òâiðíèõ iäåàëó
I .

Âïðàâè I.6. (1) Äîâåäiòü, ùî äåäåêiíäîâå êiëüöå çi ñêií÷åííîþ
ìíîæèíîþ ïåðâèííèõ iäåàëiâ ¹ êiëüöåì ãîëîâíèõ iäåàëiâ.

(2) Íåõàé D � äåäåêiíäîâå êiëüöå.
(a) Äîâåäiòü, ùî äëÿ äîâiëüíèõ äâîõ iäåàëiâ êiëüöÿ D ìà¹ ìiñöå

içîìîðôiçì D-ìîäóëiâ I⊕ J ' (I + J)⊕ (I∩ J) . Ñêîðèñòàâ-
øèñü òâåðäæåííÿì I.6.9, âèâåäiòü çâiäñè, ùî I⊕J ' A⊕IJ .

(b) Äîâåäiòü, ùî äîâiëüíèé ñêií÷åííîïîðîäæåíèé D-ìîäóëü
áåç ñêðóòó içîìîðôíèé ïðÿèié ñóìi âiëüíîãî D-ìîäóëÿ i äå-
ÿêîãî iäåàëó, ïðè÷îìó êëàñ öüîãî iäåàëó âèçíà÷à¹òüñÿ îä-
íîçíà÷íî.

(Ñêîðèñòàéòåñÿ ðåçóëüòàòàìè âïðàâè I.5 (3) ).
(3) Íåõàé D � äåäåêiíäîâå êiëüöå.

(a) Äîâåäiòü, ùî I/IJ ' D/J äëÿ äîâiëüíèõ iäåàëiâ I i J .
(b) Äîâåäiòü, ùî M/IM ' (A/I)n äëÿ äîâiëüíîãî iäåàëó I i

äîâiëüíîãî ñêií÷åííîïîðîäæåíîãî D-ìîäóëÿ M áåç ñêðóòó
ðàíãó n .

(4) Äëÿ äîâiëüíî¨ ïiäìíîæèíè S íåíóëüîâèõ åëåìåíòiâ äåäåêiíäî-
âà êiëüöÿ D ïîçíà÷èìî D[S−1] ïiäêiëüöå â ïîëi ÷àñòîê F , ÿêå
ñêëàäà¹òüñÿ ç óñiõ òèõ åëåìåíòiâ, ÿêi ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi
α/β , äå β ¹ äîáóòêîì äåÿêèõ åëåìåíòiâ ç ìíîæèíè S .
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(a) Äîâåäiòü, ùî êiëüöå D[S−1] òàêîæ ¹ äåäåêiíäîâèì, ïðè÷î-
ìó iñíó¹ âçà¹ìíî îäíîçíà÷íà âiäïîâiäíiñòü ìiæ ïåðâèííèìè
iäåàëàìè êiëüöÿ D[S−1] i òàêèìè ïåðâèííèìè iäåàëàìè p
êiëüöÿ D , ùî p ∩ S = ∅ .

(b) Äîâåäiòü, ùî äëÿ äîâiëüíîãî ïåðâèííîãî iäåàëó p ⊂ D iñíó¹
òàêèé íåíóëüîâèé åëåìåíò α ∈ D \ p , ùî ó êiëüöi D′ =
D[α−1] iäåàë pD′ ¹ ãîëîâíèì.

(c) Íåõàé D′ � äîâiëüíå ïiäêiëüöå ïîëÿ F , ÿêå ìiñòèòü D . Äî-
âåäiòü, ùî D′ = D[S−1] äëÿ äåÿêî¨ ïiäìíîæèíè S ⊂ D
(çîêðåìà, D′ òåæ ¹ äåäåêiíäîâèì êiëüöåì).

(5) Íåõàé p � ïåðâèííèé iäåàë ó êiëüöi áåç äiëüíèêiâ íóëÿ D , S =
D\p . Ó öüîìó âèïàäêó êiëüöå D[S−1] ïîçíà÷à¹òüñÿ Dp i çâåòüñÿ
ëîêàëiçàöi¹þ êiëüöÿ D çà iäåàëîì p .
(a) Äîâåäiòü, ùî êiëüöå Dp ìà¹ ¹äèíèé ìàêñèìàëüíèé iäåàë

p∗ = {α/β |α ∈ p, β /∈ p } , ïðè÷îìó ôàêòîðêiëüöå Dp/p
∗

içîìîðôíå ïîëþ ÷àñòîê ôàêòîðêiëüöÿ D/p (çîêðåìà, ÿêùî
iäåàë p áóâ ìàêñèìàëüíèì, òî Dp/p

∗ ' D/p ).
(b) ßêùî D � äåäåêiíäîâå êiëüöå, äîâåäiòü, ùî iäåàë p∗ ¹ ãî-

ëîâíèì: p∗ = πDp , i äîâiëüíèé íåíóëüîâèé iäåàë êiëüöÿ Dp

çáiãà¹òüñÿ ç (p∗)k = πkD äëÿ äåÿêîãî íàòóðàëüíîãî k , ïðè-
÷îìó Dp/(p∗)k ' D/pk .

(6) Íåõàé p � ìàêñèìàëüíèé iäåàë êiëüöÿ D . D-ìîäóëü M çâåòü-
ñÿ p-ïðèìàðíèì, ÿêùî äëÿ äîâiëüíîãî a ∈M iñíó¹ íàòóðàëüíå
k , òàêå ùî pka = 0 . Íàäàëi ââàæà¹ìî, ùî êiëüöå D íå ìà¹
äiëüíèêiâ íóëÿ.
(a) Äîâåäiòü, ùî äîâiëüíèé p-ïðèìàðíèé D-ìîäóëü M ìîæíà

ïåðåòâîðèòè â Dp-ìîäóëü, ïîêëàâøè äëÿ α/β ∈ Dp i a ∈M
(α/β)a = αb , äå b � ¹äèíèé åëåìåíò ìîäóëÿ M , òàêèé ùî
βb = a . Áiëüø òîãî, äîâiëüíèé ãîìîìîðôiçì p-ïðèìàðíèõ
ìîäóëiâ ¹ òàêîæ ãîìîìîðôiçìîì Dp-ìîäóëiâ. Çîêðåìà, äâà
p-ïðèìàðíi ìîäóëi içîìîðôíi òîäi é ëèøå òîäi, êîëè âîíè
içîìîðôíi ÿê Dp-ìîäóëi.

(b) Äîâåñòè, ùî íàä äåäåêiíäîâèì êiëüöåì äîâiëüíèé ïåðiî-
äè÷íèé ìîäóëü M içîìîðôíèé ïðÿìié ñóìi

⊕
p∈PMp , äå

Mp =
{
a ∈M | pka = 0 äëÿ äåÿêîãî íàòóðàëüíîãî k } ¹ p-

ïðèìàðíèì ìîäóëåì.
(c) Ñêîðèñòàâøèñü îïèñîì ìîäóëiâ íàä îáëàñòÿìè ãîëîâãèõ

iäåàëiâ, äîâåäiòü, ùî äîâiëüíèé ïåðiîäè÷íèé ñêií÷åííîïî-
ðîäæåíèé ìîäóëü íàä äåäåêiíäîâèì êiëüöåì D îäíîçíà÷íî
ðîçêëàäà¹òüñÿ ó ïðÿìó ñóìó ïðèìàðíèõ öèêëi÷íèõ ìîäó-
ëiâ, òîáòî ìîäóëiâ âèãëÿäó D/pk , äå p � äåÿêèé ïåðâèííèé
iäåàë.
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(7) Íåõàé D � äåäåêiíäîâå êiëüöå, M � ñêií÷åííîïîðîäæåíèé D-
ìîäóëü áåç ñêðóòó, N � òàêèé éîãî ïiäìîäóëü, ùî ôàêòîð-
ìîäóëü M/N ¹ ïåðiîäè÷íèì. Ðîçêëàäåìî çãiäíî ç ðåçóëüòà-
òîì îñòàííüî¨ âïðàâè ìîäóëü M/N ó ïðÿìó ñóìó öèêëi÷íèõ:
M/N = ⊕m

i=1D/Ii . Äîâåäiòü, ùî äîáóòîê I1I2 . . . Im íå çàëåæèòü
âiä âèáîðó òàêîãî ðîçêëàäó. Öåé äîáóòîê çâåòüñÿ iíäåêñîì ïiä-
ìîäóëÿ N â ìîäóëi M i ïîçíà÷à¹òüñÿ (M : N)D .

(8) Íåõàé L ⊆ K � ñêií÷åííi ðîçøèðåííÿ ïîëÿ ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë,
A i B � êiëüöÿ öiëèõ åëåìåíòiâ âiäïîâiäíî â K i L . Äëÿ äîâi-
ëüíîãî iäåàëó I ⊆ A éîãî íîðìîþ âiäíîñíî ïîëÿ L L çâåòüñÿ
iíäåêñ (A : I)B . Öÿ íîðìà ïîçíà÷à¹òüñÿ NK/L(I) .
(a) Äîâåäiòü, ùî òàê âèçíà÷åíà íîðìà ¹ ìóëüòèïëiêàòèâíîþ,

òîáòî

NK/L(IJ) = NK/L(I)NK/L(J) .

Êîðèñòóþ÷èñü öèì, ðîçïîâñþäüòå öþ íîðìó íà äðîáîâi iäå-
àëè ïîëÿ K .

(b) Äîâåäiòü, ùî �âiäíîñíà� íîðìà ïîâ'ÿçàíà ç �àáñîëþòíîþ�
ïðàâèëîì:

N(I) = N(NK/L(I)) .

(Òóò çëiâà N ïîçíà÷à¹ íîðìó â ïîëi K , à ñïðàâà � â ïîëi
L ).

(9) Íåõàé P = k[x] � êiëüöå ìíîãî÷ëåíiâ âiä îäíi¹¨ çìiííî¨ íàä ïî-
ëåì k , M � âiëüíèé P-ìîäóëü ç áàçîþ e1, e2, . . . , en i N � éîãî
ïiäìîäóëü ç áàçîþ f1, f2, . . . , fn , äå fj =

∑n
i=1 aijei ( aij ∈ P ).

Äîâåäiòü, ùî ôàêòîðìîäóëü M/N ¹ âåêòîðíèì ïðîñòîðîì íàä
ïîëåì k ðîçìiðíîñòi deg(detA) , äå A � ìàòðèöÿ, ñêëàäåíà ç
êîåôiöi¹íòiâ aij .

(10) Íåõàé A � êiëüöå öiëèõ åëåìåíòiâ äåÿêîãî ïîëÿ àëãåáðè÷-
íèõ ôóíêöié K (äèâ. âïðàâó I.3 (7) ), ïðè÷îìó (K : F) = n
(F = k(x) ). Äëÿ äîâiëüíîãî iäåàëó I ⊆ A ïîçíà÷èìî cod I =
dim(A/I) (óñi ðîçìiðíîñòi ¹ ðîçìiðíîñòÿìè íàä ïîëåì k ). ×èñëî
cod I çâåòüñÿ êîðîçìiðíiñòþ iäåàëó I .
(a) Äîâåäiòü, ùî äëÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòà α ∈ A ìà¹ ìiñöå

ðiâíiñòü: cod (αI) = deg N(α) + cod I .
(b) Äîâåäiòü àäèòèâíiñòü êîðîçìiðíîñòi , òîáòî ôîðìóëó:

cod (IJ) = cod I + codJ .

(c) Ïðèïóñòèìî, ùî ïîëå k ñêií÷åííå. Îçíà÷èìî òîäi íîðìó
N(I) iäåàëó I ÿê ïîðÿäîê ôàêòîðêiëüöÿ A/I . Äîâåäiòü, ùî
N(I) = qcod I , äå q � êiëüêiñòü åëåìåíòiâ ó ïîëi k i âèâåäiòü
çâiäñè ìóëüòèïëiêàòèâíiñòü òàê âèçíà÷åíî¨ íîðìè.
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(d) Ðîçïîâñþäèòè ïîíÿòòÿ êîðîçìiðíîñòi é íîðìè íà äðîáîâi
iäåàëè ïîëÿ K i äîâåñòè ¨õ âiäïîâiäíî àäèòèâíiñòü i ìóëü-
òèïëiêàòèâíiñòü.

(11) Ââåäiòü äëÿ ïîëiâ àëãåáðè÷íèõ ôóíêöié ïîíÿòòÿ �âiäíîñíî¨ íîð-
ìè� àíàëîãi÷íî âïðàâi 8. Ó âèïàäêó ñêií÷åííîãî ïîëÿ êîíñòàíò
k âñòàíîâiòü çâÿçîê öüîãî ïîíÿòòÿ ç ïîíÿòòÿì íîðìè, ââåäåíèì
ó ïîïåðåäíié âïðàâi.

I.7. Ðîçêëàä ïåðâèííèõ ÷èñåë. Äèñêðèìiíàíò

Âæå ó ðîçäiëi I.1 ìè áà÷èëè, ùî âàæëèâî çíàòè, ÿêi ¹ ïåðâèííi iäå-
àëè â êiëüöi A i ÿê ðîçêëàäàþòüñÿ â íüîìó ïåðâèííi íàòóðàëüíi ÷èñëà
(çâè÷àéíî, ÷èñëî p ìè ìà¹ìî çàìiíèòè ãîëîâíèì iäåàëîì pA ). Çi ñêií-
÷åííîñòi êiëåöü ëèøêiâ âèïëèâàþòü íàñàìïåðåä òàêi ôàêòè.

Òâåðäæåííÿ I.7.1. (1) Äîâiëüíèé iäåàë êiëüöÿ A ìiñòèòü
ñâîþ íîðìó (ÿêà ¹, çâè÷àéíî, íàòóðàëüíèì ÷èñëîì).

(2) Äîâiëüíèé ïåðâèííèé iäåàë p ìiñòèòü ¹äèíå ïåðâèííå ÷èñëî
p . Ïðè öüîìó N(p) = pf äëÿ äåÿêîãî íàòóðàëüíîãî f .

Äîâåäåííÿ. 1. ßêùî N = N(I) = |A/I| , òî N · α ∈ I äëÿ âñiõ
åëåìåíòiâ α ∈ A . Çîêðåìà, N = N · 1 ∈ I .

2. ßêùî iäåàë p ïåðâèííèé, òî A/p � ñêií÷åííå ïîëå. Òîìó êiëüêiñòü
åëåìåíòiâ ó íüîìó äîðiâíþ¹ pf äëÿ äåÿêîãî ïåðâèííîãî ÷èñëà p (äèâ.,
íàïð., [Ê, ãë.9, �1, ï.3]). Îòæå, N(p) = pf . Òîäi pf ∈ p i, îñêiëüêè iäåàë
p ïåðâèííèé, òàêîæ p ∈ p . ßêùî q 6= p � iíøå ïåðâèííå ÷èñëî, òî âîíî
ñïiâïåðâèííå ç p , òîáòî pa + qb = 1 äëÿ äåÿêèõ öiëèõ a, b . Îñêiëüêè
1 /∈ p , íåìîæëèâî, ùîá q ∈ p . �

Íàñëiäîê I.7.2. Íåõàé pA = pe1
1 pe2

2 . . . pes
s � êàíîíi÷íèé ðîçêëàä ó

êiëüöi A ãîëîâíîãî iäåàëó, ïîðîäæåíîãî ïåðâèííèì íàòóðàëüíèì ÷èñ-
ëîì p . Òîäi:

(1) N(pi) = pfi äëÿ êîæíîãî íîìåðà i = 1 . . . s , äå fi � äåÿêi íàòó-
ðàëüíi ÷èñëà.

(2)
∑s

i=1 eifi = (K : Q) .

Äîâåäåííÿ. Äîâîäèòè ïîòðiáíî ëèøå äðóãå òâåðäæåííÿ: ïåðøå ìè
âæå äîâåëè. Àëå ç ìóëüòèïëiêàòèâíîñòi íîðìè ìà¹ìî:

N(pA) = |N(p)| = pn =
s∏

i=1

N(pi)ei = p
∑s

i=1 eifi ,

äå n = (K : Q) . �

Îçíà÷åííÿ I.7.3. (1) ßêùî pA = pe1
1 pe2

2 . . . pes
s � êàíîíi÷íèé

ðîçêëàä ãîëîâíîãî iäåàëó, ïîðîäæåíîãî ïåðâèííèì ÷èñëîì, òî
ïîêàçíèê ei çâåòüñÿ iíäåêñîì ðîçãàëóæåííÿ ïåðâèííîãî iäåàëó
pi , à ÷èñëî fi , òàêå ùî N(pi) = pfi � éîãî ñòóïåíåì iíåðöi¨ .
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(2) Ïåðâèííèé iäåàë çâåòüñÿ ðîçãàëóæåíèì, ÿêùî éîãî iíäåêñ ðîç-
ãàëóæåííÿ e > 1 , i íåðîçãàëóæåíèì, ÿêùî e = 1 . Ïåðâèííèé
iäåàë çâåòüñÿ ïåðâèííèì iäåàëîì ïåðøîãî ñòóïåíÿ, ÿêùî f = 1 .

(3) Ïåðâèííå ÷èñëî p çâåòüñÿ íåðîçãàëóæåíèì ó ïîëi K , ÿêùî íå-
ðîçãàëóæåíèìè ¹ âñi ïåðâèííi iäåàëè êiëüöÿ A , ÿêi éîãî ìiñòÿòü,
i ðîçãàëóæåíèì ó öüîìó ïîëi, ÿêùî õî÷ áè îäèí ç íèõ ¹ ðîçãà-
ëóæåíèì.

(4) Ïåðâèííå ÷èñëî p çâåòüñÿ öiëêîì ðîçêëàäíèì ó ïîëi K , ÿêùî
âîíî ¹ íåðîçãàëóæåíèì, à âñi ïåðâèííi iäåàëè êiëüöÿ A , ÿêi éîãî
ìiñòÿòü, ¹ ïåðâèííèìè iäåàëàìè ïåðøîãî ñòóïåíÿ.

Çàóâàæèìî, ùî öi îçíà÷åííÿ êîðåêòíi, îñêiëüêè ïåðâèííèé iäåàë ìî-
æå ìiñòèòè ëèøå îäíå ïåðâèííå íàòóðàëüíå ÷èñëî. Íàñòóïíå ïðîñòå òâåð-
äæåííÿ, äà¹ êîðèñíó îçíàêó ðîçãàëóæåíîñòi

Òâåðäæåííÿ I.7.4. Ïåðâèííå ÷èñëî p ¹ ðîçãàëóæåíèì ó ïîëi K
òîäi é ëèøå òîäi, êîëè êiëüöå ëèøêiâ A/pA ìà¹ íåíóëüîâi íiëüïîòåí-
òíi åëåìåíòè 3.

Äîâåäåííÿ. Êëàñ a + pA ¹ íiëüïîòåíòíèì ó ôàêòîð-êiëüöi òîäi é
ëèøå òîäi, êîëè ak ∈ pA äëÿ äåÿêîãî k > 0 . Íåõàé pA = pe1

1 pe2
2 . . . pes

s

� êàíîíi÷íèé ðîçêëàä iäåàëó pA . Òîäi a ∈ pi äëÿ âñiõ i , çâiäêè
a ∈ p1p2 . . . ps . ßêùî âñi ei = 1 , öå îçíà÷à¹, ùî a ∈ pA , òîáòî a+pA = 0 .
Îòæå, ó öüîìó âèïàäêó ôàêòîð-êiëüöå íå ìiñòèòü íåíóëüîâèõ íiëüïîòåí-
òiâ. ßêùî æ, íàïðèêëàä, e1 > 1 , òî âèáðàâøè a ∈ pA = pe1−1

1 pe2
2 . . . pes

s ,
àëå a /∈ pA , ìè îäåðæèìî ó ôàêòîð-êiëüöi íåíóëüîâèé íiëüïîòåíòíèé
åëåìåíò.

�

Ðîçãàëóæåíiñòü ÷è íåðîçãàëóæåíiñòü ïåðâèííîãî ÷èñëà âèÿâëÿ¹òüñÿ
ïîâ'ÿçàíîþ ç òàê çâàíèì äèñêðèìiíàíòîì ïîëÿ.

Îçíà÷åííÿ I.7.5. (1) Íåõàé Ω = {ω1, ω2, . . . , ωn } � áàçà ïî-
ëÿ K (ÿê âåêòîðíîãî ïðîñòîðó íàä ïîëåì ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë).
Äèñêðèìiíàíòîì öi¹¨ áàçè çâåòüñÿ âèçíà÷íèê D(Ω) ìàòðèöi
T(Ω) = (Tr(ωiωj)) .

(2) Äèñêðèìiíàíòîì äðîáîâîãî iäåàëó I çâåòüñÿ äèñêðèìiíàíò éîãî
áàçè. Âií ïîçíà÷à¹òüñÿ D(I) .

(3) Äèñêðèìiíàíòîì ïîëÿ K çâåòüñÿ äèñêðèìiíàíò D(A) éîãî
êiëüöÿ öiëèõ åëåìåíòiâ, òîáòî äèñêðèìiíàíò äåÿêî¨ ôóíäàìåí-
òàëüíî¨ áàçè. Âií ïîçíà÷à¹òüñÿ òàêîæ D(K) .

Íàñòóïíå òâåðäæåííÿ âèïðàâäîâó¹ îçíà÷åííÿ äèñêðèìiíàíòó iäåàëó
(çîêðåìà, äèñêðèìiíàíòó ïîëÿ).

Òâåðäæåííÿ I.7.6. Äèñêðèìiíàíòè âñiõ áàç äåÿêîãî äðîáîâîãî iäå-
àëó I çáiãàþòüñÿ.

3Íàãàäà¹ìî, ùî åëåìåíò a çâåòüñÿ íiëüïîòåíòíèì, ÿêùî am = 0 äëÿ
äåÿêîãî íàòóðàëüíîãî m .
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Äîâåäåííÿ. Äiéñíî, äèñêðèìiíàíò áàçè Ω � öå âèçíà÷íèê ìàòðèöi
áiëiíiéíî¨ ôîðìè T(α, β) = Tr(αβ) . Òîìó, ÿêùî Ω′ � äåÿêà iíøà áàçà, òî
D(Ω′) = |detS|2D(Ω) , äå S � ìàòðèöÿ ïåðåõîäó âiä áàçè Ω äî áàçè Ω′ .
Àëå ÿêùî i Ω , i Ω′ � áàçè òîãî ñàìîãî äðîáîâîãî iäåàëó, òî |detS| = ±1
i D(Ω) = D(Ω′) . �

Äèñêðèìiíàíòè iäåàëiâ ïîâ'ÿçàíi íàñòóïíîþ ôîðìóëîþ ç ¨õíiìè íîð-
ìàìè.

Òâåðäæåííÿ I.7.7. D(I) = N(I)2D(K) äëÿ äîâiëüíîãî äðîáîâîãî iäå-
àëó I .

Äîâåäåííÿ. ßêùî I ⊆ A , òî, çà òâåðäæåííÿì I.6.6, N(I) � öå ìî-
äóëü âèçíà÷íèêà ìàòðèöi ïåðåõîäó A âiä ôóíäàìåíòàëüíî¨ ðåçóëüòàò.
Çàãàëüíèé âèïàäîê îäðàçó çâîäèòüñÿ äî öüîãî, ÿêùî çàóâàæèòè, ùî çíà-
éäåòüñÿ òàêå (çâè÷àéíå) öiëå ÷èñëî b , ùî bI ⊆ A : òîäi

D(I) = b−2nD(bI) = N(b)−2N(bI)2D(K) = N(I)2D(K) .

�

Çà äîïîìîãîþ äèñêðèìiíàíòó ìîæíà äàòè îçíàêó ðîçãàëóæåíîñòi .

Òåîðåìà I.7.8. Ïåðâèííå ÷èñëî p ¹ ðîçãàëóæåíèì ó ïîëi K òîäi é
ëèøå òîäi, êîëè âîíî äiëèòü äèñêðèìiíàíò öüîãî ïîëÿ.

Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî êiëüöå ëèøêiâ Λ = A/pA . Âîíî ¹ êî-
ìóòàòèâíîþ àëãåáðîþ íàä ïîëåì ëèøêiâ Zp = Z/pZ . ßêùî Ω =
{ω1, ω2, . . . , ωn } � ôóíäàìåíòàëüíà áàçà ïîëÿ K , òîáòî áàçà àäèòèâíî¨
ãðóïè êiëüöÿ A , òî êëàñè ëèøêiâ ωi = ωi + pA (i = 1 . . . n) óòâîðþþòü
áàçó Ω àëãåáðè Λ íàä ïîëåì Zp . Äëÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòà γ öi¹¨ àëãåá-
ðè ìîæíà îçíà÷èòè ëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ Lγ : Λ → Λ , ÿêèé ïåðåâîäèòü
α ∈ Λ â γα . Òîìó çíîâ-òàêè ìîæíà îçíà÷èòè ñëiä Tr(γ) åëåìåíòà γ
ÿê ñëiä öüîãî âiäîáðàæåííÿ i îçíà÷èòè äèñêðèìiíàíò D(Θ) äåÿêî¨ áàçè
Θ = { θ1, θ2, . . . , θn } àëãåáðè Λ ÿê âèçíà÷íèê ìàòðèöi (Tr(θiθj)) . Çîêðå-
ìà î÷åâèäíî, ùî D(Ω) = D+pA , äå D = D(Ω) � äèñêðèìiíàíò ïîëÿ K .
Çàóâàæèìî òàêîæ, ùî äèñêðèìiíàíòè ðiçíèõ áàç àëãåáðè Λ âiäðiçíÿþ-
òüñÿ íåíóëüîâèì ìíîæíèêîì (êâàäðàòîì âèçíà÷íèêà ìàòðèöi ïåðåõîäó).
Òîìó àáî âñi âîíè ðiâíi íóëþ, àáî æîäåí ç íèõ íóëþ íå äîðiâíþ¹. Çîêðå-
ìà, çâàæàþ÷è íà òâåðäæåííÿ I.3.4, ìè áà÷èìî, ùî D äiëèòüñÿ íà p òîäi
é ëèøå òîäi, êîëè äèñêðèìiíàíò ÿêî¨ñü áàçè àëãåáðè Λ äîðiâíþ¹ íóëþ.

Ïðèïóñòèìî, ùî ïåðâèííå ÷èñëî p ¹ ðîçãàëóæåíèì, òîáòî çà òâåð-
äæåííÿì I.7.4 àëãåáðà Λ ìiñòèòü íåíóëüîâèé íiëüïîòåíòíèé åëåìåíò β .
Î÷åâèäíî, ìîæíà ââàæàòè, ùî âæå β2 = 0 . Âèáåðåìî áàçó θ1, θ2, . . . , θr

iäåàëó βΛ i äîïîâíèìî ¨¨ äî áàçè Θ = { θ1, θ2, . . . , θn } àëãåáðè Λ . Ó
öié áàçi ìàòðèöÿ âiäîáðàæåííÿ Lγ äëÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòà γ ∈ βΛ ìà¹
âèãëÿä: (

0 X
0 0

)
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äëÿ äåÿêî¨ ìàòðèöi X ðîçìiðó r × (n − r) , çâiäêè Tr(γ) = 0 . Çîêðåìà,
Tr(θiθj) = 0 ïðè i ≤ r , à òîìó D(Θ) = 0 i D äiëèòüñÿ íà p .

Íåõàé òåïåð p íåðîçãàëóæåíå, òîáòî pA = p1p2 . . . ps , äå âñi ñïiâìíî-
æíèêè � ïîïàðíî ðiçíi. Òîäi çà òåîðåìîþ I.6.4 Λ '

∏s
i=1 Λi , äå Λi = A/pi

¹ ïîëåì. Âèáðàâøè áàçó Θ àëãåáðè Λ , ÿêà ¹ îá'¹äíàííÿì áàç Θi ñïiâ-
ìíîæíèêiâ, ëåãêî áà÷èòè, ùî D(Θ) =

∏s
i=1D(Θi) . Îòæå, íàì çàëèøè-

ëîñÿ äîâåñòè íàñòóïíå òâåðäæåííÿ.

Òâåðäæåííÿ I.7.9. ßêùî L � ñêií÷åííå ðîçøèðåííÿ ïîëÿ ëèøêiâ
Zp , òî äèñêðèìiíàíò éîãî áàçè íåíóëüîâèé.

Äîâåäåííÿ. ßêùî äèñêðèìiíàíò ÿêî¨ñü áàçè ïîëÿ L íóëüîâèé, òî
áiëiíiéíà ôîðìà T(α, β) = Tr(αβ) íà ïðîñòîði L ¹ âèðîäæåíîþ, òîáòî
iñíó¹ íåíóëüîâèé åëåìåíò α0 , äëÿ ÿêîãî T(α0, β) = 0 äëÿ äîâiëüíîãî β .
Çâiäñè ìà¹ìî, ùî äëÿ äîâiëüíîãî α ∈ L

Tr(α) = Tr(α0 · α−1
0 α) = T(α0, α

−1
0 α) = 0 .

Ïîçíà÷èìî m = (L : Zp) . Òîäi, çîêðåìà, Tr(1) = m · 1 = 0 , òîáòî m
äiëèòüñÿ íà p . Äîáðå âiäîìî, ùî L = Zp(θ) , äå θ � êîðiíü íåçâiäíîãî
ìíîãî÷ëåíà f(x) ∈ Zp[x] ñòóïåíÿ m (äèâ., íàïð., [Ê, ãë.9, �1, òåîðåìà 5]).
Êðiì òîãî, öåé ìíîãî÷ëåí íå ìà¹ êðàòíèõ êîðåíiâ. Ïîçíà÷èìî éîãî êîðåíi
θ1, θ2, . . . , θm . Íåõàé f(x) = xm+a1x

m−1+· · ·+am . Òîäi 1, θ, θ2 . . . , θm−1

� áàçà L , â ÿêié ìàòðèöÿ ëiíiéíîãî âiäîáðàæåííÿ Lθ ìà¹ âèãëÿä:

Φθ =


0 0 . . . 0 −am

1 0 . . . 0 −am−1

0 1 . . . 0 −am−2
...

...
. . .

...
...

0 0 . . . 1 −a1


Õàðàêòåðèñòè÷íèì ìíîãî÷ëåíîì öi¹¨ ìàòðèöi ¹ f(x) . Âií ìà¹ m ðiç-
íèõ êîðåíiâ θ1, θ2, . . . , θm , à òîìó ìàòðèöÿ Φθ ïîäiáíà äî äiàãîíàëüíî¨
ìàòðèöi diag (θ1, θ2, . . . , θm) . Îòæå, Trθ = TrΦθ =

∑m
i=1 θi . Òàê ñàìî

Trθk = TrΦk
θ =

∑m
i=1 θ

k
i äëÿ äîâiëüíîãî k . ßêùî âñi öi ñëiäè íóëüîâi,

òî áà÷èìî, ùî íåíóëüîâèé âåêòîð (1, 1, . . . , 1) ¹ ðîçâ'ÿçêîì îäíîðiäíî¨
êâàäðàòíî¨ ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü:

m∑
i=1

θk
i xi = 0 (k = 0, 1, . . . ,m− 1) .

Àëå âèçíà÷íèê öi¹¨ ñèñòåìè � öå âèçíà÷íèê Âàíäåðìîíäà ïîïàðíî ðiç-
íèõ åëåìåíòiâ θ1, θ2, . . . , θm , ÿêèé íå äîðiâíþ¹ 0 . Îäåðæàíå ïðîòèði÷÷ÿ
ïîêàçó¹, ùî íå âñi ñëiäè åëåìåíòiâ ç ïîëÿ L íóëüîâi, òîáòî äèñêðèìiíàíò
äîâiëüíî¨ áàçè ïîëÿ L íå äîðiâíþ¹ íóëþ. �

Çàóâàæèìî, ùî, îñêiëüêè Tr(1) = n 6= 0 , äèñêðèìiíàíò ïîëÿ K íå
äîðiâíþ¹ íóëþ.
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Íàñëiäîê I.7.10. Äëÿ êîæíîãî ñêií÷åííîãî ðîçøèðåííÿ ïîëÿ ðàöiî-
íàëüíèõ ÷èñåë iñíó¹ ëèøå ñêií÷åííà êiëüêiñòü ïåðâèííèõ ÷èñåë, ðîçãà-
ëóæåíèõ ó íüîìó.

Ó áàãàòüîõ âèïàäêàõ �çàêîíè ðîçêëàäó� ïåðâèííèõ ÷èñåë ó ïîëi K
ìîæíà îäåðæàòè çà äîïîìîãîþ ìiðêóâàíü, öiëêîì àíàëîãi÷íèõ òèì, ÿêi
áóëè çàñòîñîâàíi â ðîçäiëi I.1 ïðè ïîøóêó ïåðâèííèõ  àóññîâèõ ÷èñåë.
Âiäîìî, ùî äîâiëüíå ñêií÷åííå ðîçøèðåííÿ K ïîëÿ ðàöiîíàëüíèõ ÷è-
ñåë ¹ éîãî ïðîñòèì ðîçøèðåííÿì, òîáòî ìiñòèòü òàêèé åëåìåíò θ , ùî
K = Q(θ) (äèâ., íàïð., [Ô]). Ïðèïóñòèìî, ùî åëåìåíò θ ìîæíà âèáðàòè
òàê, ùî A = Z[θ] , òîáòî åëåìåíòè 1, θ, θ2, . . . , θn−1 óòâîðþþòü ôóíäà-
ìåíòàëüíó áàçó. Òîäi äëÿ äîâiëüíîãî ïåðâèííîãî ÷èñëà p êëàñè ëèøêiâ
θ

i
, äå θ = θ+pA , ïðè i = 0 . . . n− 1 óòâîðþþòü áàçó àëãåáðè Λ = A/pA

íàä ïîëåì ëèøêiâ Zp . Îòæå, Λ ' Zp[x]/µ(x)Zp[x] , äå µ(x) � ìiíiìàëü-
íèé ìíîãî÷ëåí åëåìåíòà θ íàä ïîëåì ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë, à µ(x) � éîãî
ðåäóêöiÿ çà ìîäóëåì p (íàãàäà¹ìî, ùî, çà íàñëiäêîì I.3.5, µ(x) ìà¹
öiëi êîåôiöi¹íòè). Ðîçêëàäåìî ìíîãî÷ëåí µ(x) íà íåçâiäíi ìíîæíèêè.
Iíàêøå êàæó÷è, çíàéäåìî òàêi ìíîãî÷ëåíè ϕj(x) ∈ Z[x] çi ñòàðøèìè êî-
åôiöi¹íòàìè 1, ùî ¨õíi ðåäóêöi¨ ϕj(x) çà ìîäóëåì p ¹ ïîïàðíî ðiçíèìè
ìíîãî÷ëåíàìè, íåçâiäíèìè íàä ïîëåì ëèøêiâ, ïðè÷îìó µ(x) =

∏s
j=1 ϕ

ej

j .
Ïîçíà÷èìî pj = pA + ϕj(θ)A äëÿ j = 1 . . . s .

Òåîðåìà I.7.11. Â îïèñàíié âèùå ñèòóàöi¨ âñi iäåàëè pj ¹ ïåðâèí-
íèìè i êàíîíi÷íèé ðîçêëàä iäåàëó pA ìà¹ âèãëÿä: pA =

∏s
j=1 p

ej

j .

Äîâåäåííÿ. Ìè âåñü ÷àñ áóäåìî îòîòîæíþâàòè ôàêòîðêiëüöå Λ =
A/pA ç Zp[x]/µ(x)Zp[x] . Ó öüîìó êiëüöi iäåàë pj/pA ¹ ãîëîâíèì, ïîðî-
äæåíèì åëåìåíòîì ϕ(θ) . Iíàêøå êàæó÷è, âií çáiãà¹òüñÿ ç ϕ(x)Zp[x]/µ(x)Zp[x] .
Àëå iäåàë qj = ϕ(x)Zp[x] � ïåðâèííèé ó êiëüöi ìíîãî÷ëåíiâ Zp[x] , òîìó
Λ/pj ' Zp[x]/qj ¹ ïîëåì, òîáòî pj � ïåðâèííèé iäåàë. Êðiì òîãî î÷å-

âèäíî, ùî
∏s

j=1 p
ej

j ⊆ pA . Ç iíøîãî áîêó, íiÿêèé äîáóòîê
∏s

j=1 p
lj
j , â

ÿêîìó lj < ej õî÷ áè äëÿ îäíîãî íîìåðà j , íå ìiñòèòüñÿ â pA , îñêiëüêè∏s
j=1 ϕj(θ)lj 6= 0 . Öå ñâiä÷èòü ïðî òå, ùî äiéñíî pA =

∏s
j=1 p

ej

j . �

Âïðàâè I.7. (1) Íåõàé K = Q(θ) , äå θ � êîðiíü íåçâiäíîãî ìíî-
ãî÷ëåíà f(x) ∈ Q[x] ñòóïåíÿ n çi ñòàðøèì êîåôiöi¹íòîì 1.
Äîâåäiòü, øî äèñêðèìiíàíò áàçè 1, θ, θ2, . . . , θn−1 äîðiâíþ¹ äèñ-
êðèìiíàíòó öüîãî ìíîãî÷ëåíà, òîáòî äîáóòêó

∏
i<j(θi− θj)2 , äå

θ1, θ2, . . . , θn � âñi êîðåíi ìíîãî÷ëåíà f(x) â äåÿêîìó éîãî ïîëi
ðîçêëàäó.

(2) Íåõàé f(x) ∈ Z[x] � íåçâiäíèé ìíîãî÷ëåí çi ñòàðøèì êîåôiöi-
¹íòîì 1, K = Q(θ) , äå θ � êîðiíü f(x) , i D � äèñêðèìiíàíò
ìíîãî÷ëåíà f(x) . Äîâåäiòü, ùî òåîðåìà I.7.11 çàëèøà¹òüñÿ âið-
íîþ äëÿ äîâiëüíîãî ïåðâèííîãî ÷èñëà p , ÿêå íå äiëèòü D .

(3) Íåõàé K = Q(
√
d) , äå d � öiëå ÷èñëî, ÿêå íå äiëèòüñÿ íà êâàä-

ðàòè ïåðâèííèõ ÷èñåë, D = D(K) � éîãî äèñêðèìiíàíò.
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(a) Äîâåäiòü, ùî D = d , ÿêùî d ≡ 1 (mod 4) , i D = 4d , ÿêùî
d 6≡ 1 (mod 4) .

(b) Äîâåäiòü, ùî ïåðâèííå íåïàðíå ÷èñëî p ðîçêëàäà¹òüñÿ â
ïîëi K â íàñòóïíèé ñïîñiá:

pA =


p2 , äå N(p) = p , ÿêùî p äiëèòü d

p1p2 , äå N(p1) = N(p2) = p , ÿêùî
(

d
p

)
= 1

p , äå N(p) = p2 , ÿêùî
(

d
p

)
= −1

(c) Êîðèñòóþ÷èñü êâàäðàòè÷íèì çàêîíîì âçà¹ìíîñòi, âèâåäiòü
çâiäñè, ùî çàêîí ðîçêëàäó ïåðâèííîãî íåïàðíîãî p çàëå-
æèòü ëèøå âiä éîãî çàëèøêó çà ìîäóëåì D .

(d) Âèâåäiòü çàêîí ðîçêëàäó â ïîëi K äëÿ ïåðâèííîãî ÷èñëà
2 .

(Ñêîðèñòàéòåñÿ ðåçóëüòàòîì âïðàâè I.3 (1) i Òåîðåìîþ I.7.11).
(4) Íåõàé Ω = {ω1, ω2, . . . , ωn } � äåÿêà áàçà ïîëÿ K , Ω∗ =

{ω∗1, ω∗2, . . . , ω∗n } � äâî¨ñòà áàçà, òîáòî òàêà, ùî T(ωi, ωj) = δij .
(a) Äîâåäiòü, ùî êîëè ωj =

∑n
i=1 cijω

∗
i (j = 1, . . . , n) , òî D(Ω)

äîðiâíþ¹ âèçíà÷íèêó ìàòðèöi (cij) .
(b) Âèâåäiòü çâiäñè, ùî êîëè âñi ÷èñëà cij ¹ öiëèìè, òî |D(Ω)|

äîðiâíþ¹ iíäåêñó (A∗ : A) , äå A i A∗ � öå âiäïîâiäíî ïiä-
ãðóïè, ïîðîäæåíi åëåìåíòàìè ω1, ω2, . . . , ωn i ω∗1, ω

∗
2, . . . , ω

∗
n .

(5) Íåõàé A � êiëüöå öiëèõ åëåìåíòiâ äåÿêîãî ïîëÿ àëãåáðè÷íèõ
÷èñåë K . Ïîçíà÷èìî

A∗ = { γ ∈ K |Tr(γα) ∈ Z äëÿ âñiõ α ∈ A } .

(a) Ïåðåâiðòå, ùî A∗ � äðîáîâèé iäåàë ïîëÿ K , ïðè÷îìó
(A∗)−1 ¹ öiëèì iäåàëîì. Îñòàííié çâóòü äèôåðåíòîþ ïî-
ëÿ K i ïîçíà÷àþòü d(K) .

(b) Äîâåäiòü, ùî |D(K)| = N(d(K)) .
(c) Âèâåäiòü çâiäñè, ùî ðîçãàëóæåíèìè ïåðâèííèìè iäåàëàìè

êiëüöÿ A ¹ ïåðâèííi äiëüíèêè äèôåðåíòè i ëèøå âîíè.
(6) Íåõàé L � ïiäïîëå ïîëÿ K , B i A � êiëüöÿ öiëèõ åëåìåíòiâ

âiäïîâiäíî â L i K .
(a) Äîâåäiòü, ùî äîâiëüíèé ïåðâèííèé iäåàë p êiëüöÿ A ìi-

ñòèòü ¹äèíèé ïåðâèííèé iäåàë Π êiëüöÿ B . Ïðè öüîìó
N(p) = N(Π)f äëÿ äåÿêîãî íàòóðàëüíîãî f .

(b) Íåõàé Π � ïåðâèííèé iäåàë êiëüöÿ B , q = N(Π) i ΠA =
pe1
1 pe2

2 . . . pes
s � êàíîíi÷íèé ðîçêëàä ó êiëüöi A iäåàëó ΠA .

Äîâåñòè, ùî
(i) N(pi) = qfi äëÿ êîæíîãî íîìåðà i ;
(ii)

∑s
i=1 eifi = (K : L) .

(Ñêîðèñòàéòåñü âïðàâîþ I.6 (3b) ).
Çâiñíî, ïîêàçíèêè ei òà fi çâóòüñÿ âiäïîâiäíî iíäåêñîì ðîçãà-
ëóæåííÿ i ñòóïåíåì iíåðöi¨ ïåðâèííîãî iäåàëó pi âiäíîñíî

32



ïiäïîëÿ L . Âèçíà÷òå àíàëîãi÷íî îçíà÷åííþ I.7.3 ðîçãàëóæåíi
iäåàëè òà iäåàëè ïåðøîãî ñòóïåíÿ âiäíîñíî ïiäïîëÿ L , à òàêîæ
iäåàëè êiëüöÿ B , íåðîçãàëóæåíi òà öiëêîì ðîçêëàäíi â ïîëi K .

(7) Ìè çáåðiãà¹ìî ïîçíà÷åííÿ i òåðìiíîëîãiþ ïîïåðåäíüî¨ âïðàâè.
(a) Äîâåäiòü, ùî ïåðâèííå ÷èñëî p , ðîçãàëóæåíå â ïîëi L , ¹

òàêîæ ðîçãàëóæåíèì ó ïîëi K , à ïåðâèííå ÷èñëî, öiëêîì
ðîçêëàäíå â ïîëi K , ¹ òàêîæ öiëêîì ðîçêëàäíèì ó ïîëi L .

(b) Äîâåäiòü, ùî ïåðâèííå ÷èñëî p ¹ íåðîçãàëóæåíèì ó ïîëi K
òîäi é ëèøå òîäi, êîëè âîíî ¹ íåðîçãàëóæåíèì ó ïîëi L i
âñi ïåðâèííi iäåàëè êiëüöÿ B , ÿêi ìiñòèòü p , ¹ íåðîçãàëó-
æåíèìè â ïîëi K .

(c) Äîâåäiòü, ùî ïåðâèííå ÷èñëî p ¹ öiëêîì ðîçêëàäíèì ó ïîëi
K òîäi é ëèøå òîäi, êîëè âîíî ¹ öiëêîì ðîçêëàäíèì ó ïîëi
L i âñi ïåðâèííi iäåàëè êiëüöÿ B , ÿêi ìiñòÿòü p , ¹ öiëêîì
ðîçêëàäíèìè â ïîëi K .

(d) Óçàãàëüíiòü öi ðåçóëüòàòè íà âèïàäîê áàøòè ïîëiâ L ⊂ F ⊂
K .

(8) Ó òèõ æå ïîçíà÷åííÿõ, ùî i â ïîïåðåäíiõ âïðàâàõ, íåõàé

A′ =
{
γ ∈ K |TrK/L(γα) ∈ B äëÿ âñiõ α ∈ A

}
.

(a) Ïåðåâiðòå, ùî A′ � äðîáîâèé iäåàë ïîëÿ K , ïðè÷îìó
(A′)−1 ⊆ A . Îñòàííié iäåàë çâåòüñÿ äèôåðåíòîþ ïîëÿ K
âiäíîñíî ïiäïîëÿ L i ïîçíà÷à¹òüñÿ d(K/L) , à éîãî íîðìà
âiäíîñíî ïiäïîëÿ L çâåòüñÿ äèñêðèìiíàíòîì ïîëÿ K âiä-
íîñíî ïiäïîëÿ L i ïîçíà÷à¹òüñÿ D(K/L) .

(b) Äîâåäiòü, ùî ïåðâèííèé iäåàë p ⊂ A ¹ ðîçãàëóæåíèì âiä-
íîñíî ïiäïîëÿ L òîäi é ëèøå òîäi, êîëè âií ¹ äiëüíèêîì
d(K/L) .

(c) Äîâåäiòü, ùî ïåðâèííèé iäåàë Π ⊂ B ¹ ðîçãàëóæåíèì ó ïîëi
K òîäi é ëèøå òîäi, êîëè âií ¹ äiëüíèêîì D(K/L) .

(9) Ó ïîçíà÷åííÿõ ïîïåðåäíiõ âïðàâ äîâåäiòü íàñòóïíi ôîðìóëè äëÿ
äèôåðåíò i äèñêðèìiíàíòiâ:

d(K) = d(L)d(K/L) ;
D(K) = D(L)mNL(D(K/L)) .

Ïåðåíåñiòü öi ðåçóëüòàòè íà âèïàäîê �âiäíîñíèõ� äèôåðåíò i
äèñêðèìiíàíòiâ d(K/F ) i D(K/F ) , äå F ⊂ L ⊂ K .

(10) Ïåðåíåñiòü ðåçóëüòàòè öüîãî ðîçäiëó íà âèïàäîê êiëåöü àëãåáðè-
÷íèõ ôóíêöié.
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Ðîçäië II

Ãåîìåòðè÷íi ìåòîäè

II.1. Ãåîìåòðè÷íå çîáðàæåííÿ àëãåáðè÷íèõ ÷èñåë

Ó öüîìó i íàñòóïíèõ ðîçäiëàõ K ïîçíà÷àòèìå ñêií÷åííå ðîçøèðåí-
íÿ ïîëÿ ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë ñòóïåíÿ n = (K : Q) , A � êiëüöå öiëèõ
åëåìåíòiâ ïîëÿ K .

Ââåäåìî ïåðø çà âñå äåÿêó ñèñòåìó ïîçíà÷åíü. Âèáåðåìî òàêèé åëå-
ìåíò θ ∈ K , ùî K = K(θ) . Íåõàé µ(x) ∈ Q[x] � ìiíiìàëüíèé ìíîãî÷ëåí
åëåìåíòà θ . Öå íåçâiäíèé íàä ïîëåì ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë ìíîãî÷ëåí ñòó-
ïåíÿ n , òîìó âií ìà¹ n ðiçíèõ êîðåíiâ ó ïîëi êîìïëåêñíèõ ÷èñåë. Áiëüø
òîãî, óÿâíi êîðåíi, òîáòî òi, ÿêi íå ¹ äiéñíèìè, ðîçáèâàþòüñÿ íà ïàðè
ïîïàðíî ñïðÿæåíèõ. Íåõàé θ1, θ2, . . . , θr � ïîïàðíî ðiçíi äiéñíi êîðåíi
ìíîãî÷ëåíà µ(x) , θr+1, θr+1, . . . , θr+t, θr+t � ïîïàðíî ðiçíi ïàðè éîãî
ñïðÿæåíèõ óÿâíèõ êîðåíiâ (î÷åâèäíî, r + 2t = n ). Òîäi K ' Q(θi) äëÿ
êîæíîãî i = 1, . . . , r + t i ïðè öüîìó içîìîðôiçìi θ ïåðåõîäèòü ó θi .
Îòæå, îäåðæó¹ìî r ðiçíèõ çàíóðåíü σi : K → R (i = 1, . . . , r) i t ðiçíèõ
i ïîïàðíî íåñïðÿæåíèõ çàíóðåíü σi : K → C (i = r+ 1, . . . , r+ t) , îáðàçè
ÿêèõ íå ìiñòÿòüñÿ â ïîëi äiéñíèõ ÷èñåë. Áóäåìî çâàòè σi ïðè 1 ≤ i ≤ r
äiéñíèìè çàíóðåííÿìè, à ïðè r + 1 ≤ i ≤ r + t � óÿâíèìè çàíóðåííÿ-
ìè ïîëÿ K . Çàóâàæèìî, ùî, äîäàâøè äî σ1, σ2, . . . , σr+t ùå ñïðÿæåíi
çàíóðåííÿ σj (j = r + 1, . . . , r + t) , äå çà îçíà÷åííÿì σj(α) = σj(α) , ìè
îäåðæèìî âñi çàíóðåííÿ ïîëÿ K â ïîëå êîìïëåêñíèõ ÷èñåë.

Ïîçíà÷èìî σ : K → Rr × Ct âiäîáðàæåííÿ, ÿêå ñòàâèòü åëåìåí-
òó α ∈ K ó âiäïîâiäíiñòü íàáið (σ1(α), σ2(α), . . . , σr+t(α)) . Öåé íàáið
çâåòüñÿ ãåîìåòðè÷íèì çîáðàæåííÿì åëåìåíòà α . Çâè÷àéíî, ïðîñòið
G = Rr × Ct , â ÿêîìó âñi öi çîáðàæåííÿ ëåæàòü, ìè ðîçãëÿäàòèìåìî
ÿê n-âèìiðíèé ïðîñòið íàä ïîëåì äiéñíèõ ÷èñåë. Çàôiêñó¹ìî â öüîìó
ïðîñòîði åâêëiäîâó (à òîìó é ìåòðè÷íó) ñòðóêòóðó, ââàæàþ÷è îðòîíîð-
ìîâàíîþ éîãî �ñòàíäàðòíó� áàçó

(6) e1, e2, . . . , er+t, ier+1, ier+2, . . . , ier+t ,

äå ej = (0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0) ( 1 íà j-ìó ìiñöi). Áiëüø òîãî, G ¹ àëãåá-
ðîþ íàä ïîëåì äiéñíèõ ÷èñåë (ç ïîêîîðäèíàòíèìè îïåðàöiÿìè) i âiäîáðà-
æåííÿ σ ¹, î÷åâèäíî, ãîìîìîðôiçìîì êiëåöü. Çíîâ-òàêè, äëÿ äîâiëüíîãî
åëåìåíòà a ∈ G ìîæíà îçíà÷èòè ëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ La : G → G , à
òîìó õàðàêòåðèñòè÷íèé ìíîãî÷ëåí χ(a; x) , ñëiä Tr(a) i íîðìó N(a) .
Îá÷èñëþþ÷è ¨õ ó ñòàíäàðòíié áàçi (6), áåçïîñåðåäíüî îäåðæó¹ìî òàêèé
ðåçóëüòàò.
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Òâåðäæåííÿ II.1.1. Äëÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòà a = (a1, a2, . . . , ar+t) ∈
G

χ(a; x) =
r+t∏
j=1

(x− aj)
r+t∏

j=r+1

(x− aj) ;

Tr(a) =
r∑

j=1

aj +
r+t∑

j=r+1

2<aj ;

N(a) =
r+t∏
j=1

Nj(a) ,

äå ïîçíà÷åíî:

Nj(a) =
{
aj ïðè 1 ≤ j ≤ r
|aj |2 ïðè r + 1 ≤ j ≤ r + t

à <z � äiéñíà ÷àñòèíà êîìïëåêñíîãî ÷èñëà z .

ßêùî a = σ(γ) , äå γ ∈ K , òî çàìiñòü Nj(σ(γ)) ìè áóäåìî ïèñàòè
ïðîñòî Nj(γ) . Íàñòóïíå âàæëèâå òâåðäæåííÿ çàêëàäà¹ îñíîâó çàñòîñó-
âàííÿ ãåîìåòðè÷íèõ ìåòîäiâ äî âèâ÷åííÿ àðèôìåòèêè àëãåáðè÷íèõ ÷è-
ñåë.

Òâåðäæåííÿ II.1.2. Äëÿ äîâiëüíî¨ áàçè Ω = {ω1, ω2, . . . , ωn } ïî-
ëÿ K íàä ïîëåì ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë åëåìåíòè σ(ω1), σ(ω2), . . . , σ(ωn)
óòâîðþþòü áàçó ïðîñòîðó G íàä ïîëåì äiéñíèõ ÷èñåë.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé σj(ωk) = akj + ibkj , äå, çâè÷àéíî, bkj = 0 ïðè
j ≤ r . Ïðèïóñòèìî, ùî âåêòîðè {σ(ωj) | j = 1 . . . r + t } ëiíiéíî çàëåæíi
íàä ïîëåì äiéñíèõ ÷èñåë. Ïåðåõîäÿ÷è äî êîîðäèíàò ó �ñòàíäàðòíié� áàçi
(6), áà÷èìî, ùî ìàòðèöÿ

(7) σ(Ω) =


a11 . . . a1r a1,r+1 b1,r+1 . . . a1,r+t b1,r+t

a21 . . . a2r a2,r+1 b2,r+1 . . . a2,r+t b2,r+t
...

. . .
...

...
...

. . .
...

...
an1 . . . anr an,r+1 bn,r+1 . . . an,r+t bn,r+t


¹ âèðîäæåíîþ. Îòæå, ¨¨ ñòîâï÷èêè ¹ ëiíiéíî çàëåæíèìè, òîáòî çíàéäó-
òüñÿ äiéñíi ÷èñëà c1, c2, . . . , cr+t i dr+1, . . . , dr+t , ÿêi íå âñi äîðiâíþþòü
íóëþ, òàêi ùî äëÿ âñiõ íîìåðiâ k = 1 . . . n

r+t∑
j=1

cjakj +
r+t∑

j=r+1

djbkj = 0 ,

àáî

(8)
r∑

j=1

cjσj(ωk) +
r+t∑

j=r+1

d−j σj(ωk) +
r+t∑

j=r+1

d+
j σj(ωk) = 0 ,
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äå d±j = (cj ±dji)/2 . Îñêiëüêè ω1, ω2, . . . , ωn � áàçà ïîëÿ K , ðiâíiñòü (8)
çàëèøèòüñÿ âiðíîþ, ÿêùî â íié çàìiíèòè ωk íà äîâiëüíèé åëåìåíò ç öüî-
ãî ïîëÿ. Ïiäñòàâëÿþ÷è â íå¨ ïî ÷åðçi ñòóïåíi θk (k = 0, . . . , n− 1) , îäåð-
æèìî, ùî âèçíà÷íèê Âàíäåðìîíäà ÷èñåë θ1, θ2, . . . , θr, θr+1, θr+1, . . . , θr+t, θr+t

äîðiâíþ¹ íóëþ, ùî íåìîæëèâî, îñêiëüêè öi åëåìåíòè ïîïàðíî ðiçíi. Îò-
æå, íàøå ïðèïóùåííÿ íåñïðàâåäëèâå i âåêòîðè σ(ωk) ëiíiéíî íåçàëåæíi.
Îñêiëüêè ¨õíÿ êiëüêiñòü äîðiâíþ¹ ðîçìiðíîñòi ïðîñòîðó G , âîíè óòâî-
ðþþòü éîãî áàçó. �

Îá÷èñëþþ÷è â öié áàçi ìàòðèöþ âiäîáðàæåííÿ Lσ(α) , îäåðæó¹ìî íà-
ñòóïíi ðiâíîñòi.

Íàñëiäîê II.1.3. Äëÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòà α ∈ K ìàþòü ìiñöå
ðiâíîñòi:

χ(α; x) = χ(σ(α); x) ,

N(α) = N(σ(α)) =
r+t∏
j=1

Nj(α) ,

Tr(α) = Tr(σ(α)) .

Íàñëiäîê II.1.4. Äëÿ äîâiëüíî¨ áàçè Ω = {ω1, ω2, . . . , ωn } ïîëÿ K
ìà¹ ìiñöå ðiâíiñòü:

D(Ω) = (−1)t22t(detσ(Ω))2 ,

äå ìàòðèöÿ σ(Ω) âèçíà÷à¹òüñÿ ðiâíiñòþ (7).

Äîâåäåííÿ. Çðîáèìî ç ìàòðèöåþ σ(Ω) íàñòóïíi ïåðåòâîðåííÿ:
(1) Äî êîæíîãî ñòîâï÷èêà, ùî ìiñòèòü åëåìåíòè akj ïðè j > r ,

äîäàìî ñòîâï÷èê, ùî ìiñòèòü âiäïîâiäíi åëåìåíòè bkj , äîìíî-
æèâøè éîãî íà i (ïðè öüîìó âèçíà÷íèê ìàòðèöi íå çìiíèòüñÿ).

(2) Äîìíîæèìî êîæåí ñòîâï÷èê, ùî ìiñòèòü åëåìåíòè bkj , íà −2i
(ïðè öüîìó âèçíà÷íèê äîìíîæèòüñÿ íà (−2i)t ).

(3) Äî êîæíîãî ç îäåðæàíèõ ïiñëÿ òàêîãî äîìíîæåííÿ ñòîâï÷èê-
iâ äîäàìî âiäïîâiäíèé ñòîâï÷èê, ÿêèé òåïåð ìiñòèòü åëåìåíòè
akj + ibkj (ïðè öüîìó òàêîæ âèçíà÷íèê íå çìiíèòüñÿ).

Ó ðåçóëüòàòi îäåðæèìî ìàòðèöþ A , ðÿäêàìè ÿêî¨ ¹ âåêòîðè

(σ1(ωk), . . . , σr(ωk), σr+1(ωk), σr+1(ωk), . . . , σr+t(ωk), σr+t(ωk)) ,

à âèçíà÷íèê äîðiâíþ¹ (−2i)t detσ(Ω) . Ðîçãëÿíåìî ìàòðèöþ AA> . Íà
ìiñöi ç íîìåðîì (kl) â íié ñòî¨òü ÷èñëî

r+t∑
j=1

σj(ωkωl) +
r+t∑

j=r+1

σj(ωkωl) ,

ÿêå äîðiâíþ¹ Tr(ωkωl) çà òâåðäæåííÿì II.1.1 i íàñëiäêîì II.1.3. Îòæå,
detAA> = D(Ω) , çâiäêè

D(Ω) = (detA)2 = (−2i)2t(detσ(Ω))2 = (−1)t22t(detσ(Ω))2 .
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Çàóâàæèìî, ùî, ÿê âiäîìî, |detσ(Ω)| äîðiâíþ¹ îá'¹ìó n-âèìiðíîãî
ïàðàëåëåïiïåäà, óòâîðåíîãî áàçèñíèìè âåêòîðàìè σ(ωk) . Ïîçíà÷èìî öåé
îá'¹ì V (Ω) . Òîäi îñòàííié íàñëiäîê ìîæíà ïåðåïèñàòè ó âèãëÿäi íàñòó-
ïíî¨ ôîðìóëè:

V (Ω) =

√
|D(Ω)|
2t

.

Íàîñòàíîê äëÿ äîâiëüíèõ äîäàòíèõ äiéñíèõ ÷èñåë C1, C2, . . . , Cr+t ðîç-
ãëÿíåìî ó ïðîñòîði G ïiäìíîæèíó X = X (C1, C2, . . . , Cr+t) , âèçíà÷åíó
óìîâàìè:

(9) X = {a ∈ G | |Nj(a)| ≤ Cj äëÿ âñiõ íîìåðiâ j } .

(ó ïîçíà÷åííÿõ òâåðäæåííÿ II.1.1).

Òâåðäæåííÿ II.1.5. Îá'¹ì òiëà X (C1, C2, . . . , Cr+t) äîðiâíþ¹ 2rπtC1C2 . . . Cr+t .

Äîâåäåííÿ. Ïîçíà÷èìî dx1, dx2, . . . , dxr+t, dyr+1, . . . , dyr+t êîîð-
äèíàòè ó �ñòàíäàðòíié áàçi� (6) ïðîñòîðó G . Íàãàäà¹ìî, ùî çà îçíà÷åí-
íÿì îá'¹ì V òiëà X = X (C1, C2, . . . , Cr+t) äîðiâíþ¹ iíòåãðàëó

V =
∫
X
dx1dx2 . . . dxr+tdyr+1 . . . dyr+t ,

ÿêèé îäðàçó ïåðåòâîðþ¹òüñÿ íà äîáóòîê iíòåãðàëiâ:

V =
∫ C1

−C1

dx1 . . .

∫ Cr

−Cr

dxr

∫
x2

r+1+y2
r+1≤Cr+1

dxr+1dyr+1 . . . ·

·
∫

x2
r+t+y2

r+t≤Cr+t

dxr+tdyr+t .

Àëå ïåðøi r iíòåãðàëiâ òóò äîðiâíþþòü âiäïîâiäíî 2C1, . . . , 2Cr , à îñòàí-
íi t � πCr+1, . . . , πCr+t (ïëîùà êðóãà ðàäióñó

√
Cj ), çâiäêè i îäåðæó¹ìî

íåîáõiäíó ôîðìóëó. �

Âïðàâè II.1. (1) Ïîçíà÷èìî Y = Y(C) , äå C � äîäàòíå äiéñíå
÷èñëî, òiëî â G , çàäàíå óìîâîþ:

Y =

 (a1, a2, . . . , ar+t) |
r∑

j=1

|aj |+ 2
r+t∑

j=r+1

|aj | ≤ C

 .

Äîâåäiòü, ùî îá'¹ì òiëà Y(C) äîðiâíþ¹

2r

n!

(π
2

)t
Cn .

(äèâ., íàïð., [Ë2, ãë.V, �3]).
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II.2. Ëåìà Ìiíêîâñüêîãî

Âèðiøàëüíó ðîëü ó íàñòóïíèõ ðîçäiëàõ (i â áàãàòüîõ iíøèõ çàñòîñó-
âàííÿõ ãåîìåòðè÷íèõ ìåòîäiâ ó òåîði¨ ÷èñåë) âiäiãðà¹ ðåçóëüòàò, âiäîìèé
ïiä íàçâîþ �ëåìè Ìiíêîâñüêîãî�. Íàãàäà¹ìî ñïî÷àòêó äåÿêi ïîíÿòòÿ.

Îçíà÷åííÿ II.2.1. Ïiäìíîæèíà M ó âåêòîðíîìó ïðîñòîði íàä ïî-
ëåì äiéñíèõ ÷èñåë çâåòüñÿ îïóêëîþ, ÿêùî ç òîãî, ùî a,b ∈M , âèïëèâà¹,
ùî λa + (1− λ)b ∈M äëÿ äîâiëüíîãî λ ç iíòåðâàëó (0, 1) .

Íàäàëi, êàæó÷è �òiëî�, ìè çàâæäè ìàòèìåìî íà óâàçi òàêó ïiäìíî-
æèíó M ó äåÿêîìó åâêëiäîâîìó ïðîñòîði, ÿêà ìà¹ îá'¹ì, òîáòî iñíó¹
iíòåãðàë

vol (M) =
∫
M
dx1dx2 . . . dxn ,

(ÿêèé i çâåòüñÿ îá'¹ìîì òiëà M ). Òóò, çâè÷àéíî, x1, x2, . . . , xn � êîîð-
äèíàòè â äåÿêié îðòîíîðìîâàíié áàçi äàíîãî ïðîñòîðó.

Îçíà÷åííÿ II.2.2. (1) m-âèìiðíîþ  ðàòêîþ â äiéñíîìó âåêòî-
ðíîìó ïðîñòîði çâåòüñÿ äîâiëüíà ìíîæèíà L âèãëÿäó

L =


m∑

j=1

ajvj | aj ∈ Z

 ,

äå v1,v2, . . . ,vm � äåÿêèé íàáið ëiíiéíî íåçàëåæíèõ âåêòîðiâ
öüîãî ïðîñòîðó, ÿêèé çâåòüñÿ áàçîþ  ðàòêè L .

(2) Ìíîæèíà 
m∑

j=1

λjvj | 0 ≤ λj < 1


çâåòüñÿ áàçîâèì ïàðàëåëåïiïåäîì  ðàòêè L , à ¨¨ (m-âèìiðíèé)
îá'¹ì � áàçîâèì îá'¹ìîì öi¹¨  ðàòêè.

Çâè÷àéíî, òà ñàìà  ðàòêà ìà¹ áåçëi÷ ðiçíèõ áàç i âiäïîâiäíî áåçëi÷
áàçîâèõ ïàðàëåëåïiïåäiâ, àëå, ÿê ëåãêî áà÷èòè, áàçîâèé îá'¹ì  ðàòêè íå
çàëåæèòü âiä âèáîðó áàçè. Íàäàëi â îñíîâíîìó ìè ìàòèìåìî ñïðàâó ç
òàê çâàíèìè ïîâíèìè  ðàòêàìè, òîáòî òàêèìè, ùî ¨õíÿ ðîçìiðíiñòü m
äîðiâíþ¹ ðîçìiðíîñòi âñüîãî ïðîñòîðó. Òîäi áàçîâèé îá'¹ì îá÷èñëþ¹òüñÿ
ÿê |detA| , äå A � ìàòðèöÿ, ñêëàäåíà ç êîîðäèíàò áàçîâèõ âåêòîðiâ  ðà-
òêè vj âiäíîñíî äåÿêî¨ îðòîíîðìîâàíî¨ áàçè ïðîñòîðó. Òåðìií �áàçîâèé
ïàðàëåëåïiïåä� ïîÿñíþ¹òüñÿ íàñòóïíèì î÷åâèäíèì ôàêòîì.

Òâåðäæåííÿ II.2.3. Íåõàé L � ïîâíà  ðàòêà â äåÿêîìó ïðîñòî-
ði V , P � ¨¨ áàçîâèé ïàðàëåëåïiïåä. Òîäi V =

⊔
a∈L a + P (íåçâ'ÿçíå

îá'¹äíàííÿ), äå, ÿê çâè÷àéíî, a + P = {a + v |v ∈ P } .

Íàãàäà¹ìî òàêîæ, ùî ïiäìíîæèíà M ó âåêòîðíîìó ïðîñòîði çâå-
òüñÿ öåíòðàëüíî ñèìåòðè÷íîþ, ÿêùî ç òîãî, ùî v ∈ M , âèïëèâà¹, ùî
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−v ∈M . Çàóâàæèìî, ùî êîëè öÿ ïiäìíîæèíà ¹ òàêîæ i îïóêëîþ, òî îáî-
â'ÿçêîâî 0 ∈ M i λa ∈ M äëÿ äîâiëüíîãî âåêòîðà a ∈ M i äîâiëüíîãî
äiéñíîãî ÷èñëà λ < 1 .

Òåîðåìà II.2.4 (Ëåìà Ìiíêîâñüêîãî). Íåõàé M � öåíòðàëüíî ñè-
ìåòðè÷íå îïóêëå òiëî â n-âèìiðíîìó åâêëiäîâîìó ïðîñòîði, à L � ïî-
âíà  ðàòêà â öüîìó ïðîñòîði ç áàçîâèì îá'¹ìîì V . ßêùî vol (M) >
2nV , òî òiëî M ìiñòèòü äåÿêèé íåíóëüîâèé åëåìåíò  ðàòêè L .

Äîâåäåííÿ. Íåõàé P � áàçîâèé ïàðàëåëåïiïåä äàíî¨  ðàòêè. Ðîç-
ãëÿíåìî �âäâi÷è çìåíøåíå òiëî� M/2 = {v/2 | v ∈M} . Òîäi éîãî îá'¹ì
äîðiâíþ¹ 2−nvol (M) > V . Çà òâåðäæåííÿì II.2.3 M/2 =

⊔
a∈LMa , äå

Ma = (M/2)∩ (a+P) , çâiäêè ìà¹ìî: 2−nvol (M) =
∑

a∈L vol (Ma) . Ïî-
çíà÷èìî M′

a = Ma − a . Î÷åâèäíî M′
a ⊆ P i vol (M′

a) = vol (Ma) . Îñ-
êiëüêè

∑
a∈L vol (M′

a) > V , çíàéäóòüñÿ äâà ðiçíi âåêòîðè a,a′ ∈ L , äëÿ
ÿêèõ Ma∩Ma′ 6= ∅ . Iíàêøå êàæó÷è, çíàéäóòüñÿ òàêi âåêòîðè v,v′ ∈M ,
ùî a + v/2 = a′ + v′/2 . Òîäi a − a′ = v/2 + (−v′/2) ∈ M , îñêiëüêè òi-
ëî M ¹ öåíòðàëüíî ñèìåòðè÷íèì i îïóêëèì. Àëå a − a′ � íåíóëüîâèé
âåêòîð ç  ðàòêè L . �

×àñîì êîðèñíèì ¹ òàêîæ íàñòóïíå óòî÷íåííÿ ëåìè Ìiíêîâñüêîãî.

Íàñëiäîê II.2.5. ßêùî òiëî M ¹ îáìåæåíèì i çàìêíåíèì, òî
òâåðäæåííÿ òåîðåìè II.2.4 çàëèøà¹òüñÿ âiðíèì i çà óìîâè, ùî vol (M) =
2nV .

Äîâåäåííÿ. Â îáìåæåíîìó òiëi, çâè÷àéíî, ìîæå ìiñòèòèñü ëèøå
ñêií÷åííà êiëüêiñòü âåêòîðiâ äàíî¨  ðàòêè. Äëÿ äîâiëüíîãî äiéñíîãî ÷è-
ñëà ρ > 1 òiëî ρM ìiñòèòü íåíóëüîâèé âåêòîð a ∈ L . Ïîçíà÷èìî äëÿ
êîæíîãî òàêîãî âåêòîðà λ(a) = sup {λ ∈ R |λa ∈M} . Îñêiëüêè òiëî çà-
ìêíåíå, λ(a)a ∈ M . ßñíî, ùî êîëè a ∈ ρM , òî λ(a) ≥ ρ−1 . Ôiêñó¹ìî
äåÿêå ρ > 1 i ïîçíà÷èìî λ0 = min {λ(a) | a 6= 0 i a ∈ L ∩ ρM} . ßêùî
λ0 < 1 , òî, âèáðàâøè ÷èñëî ρ0 òàê, ùîá λ−1

0 > ρ0 > 1 , ìè îäåðæèìî, ùî
â òiëi ρ0M íåìà¹ íåíóëüîâèõ âåêòîðiâ  ðàòêè L , ùî íåìîæëèâî. Îòæå,
λ0 ≥ 1 , à òîäi òîé âåêòîð a ∈ L , äëÿ ÿêîãî λ0 = λ(a) , ëåæèòü ó M . �

II.3. Ñêií÷åííiñòü ãðóïè êëàñiâ iäåàëiâ

Ñêîðèñòàéìîñÿ ãåîìåòðè÷íèì çîáðàæåííÿì àëãåáðè÷íèõ ÷èñåë i ëå-
ìîþ Ìiíêîâñüêîãî äëÿ òîãî, ùîá äîâåñòè îäíó ç îñíîâíèõ òåîðåì àëãå-
áðè÷íî¨ òåîði¨ ÷èñåë. Íàãàäà¹ìî, ùî ãðóïà êëàñiâ iäåàëiâ ïîëÿ K � öå
ôàêòîðãðóïà ãðóïè âñiõ äðîáîâèõ iäåàëiâ öüîãî ïîëÿ çà ïiäãðóïîþ ãîëî-
âíèõ äðîáîâèõ iäåàëiâ. ◦¨ åëåìåíòè çâóòüñÿ êëàñàìè iäåàëiâ ïîëÿ K .

Òåîðåìà II.3.1. Äëÿ äîâiëüíîãî ñêií÷åííîãî ðîçøèðåííÿ K ïîëÿ ðà-
öiîíàëüíèõ ÷èñåë ãðóïà êëàñiâ iäåàëiâ C(K) ¹ ñêií÷åííîþ.

Äîâåäåííÿ. Âñòàíîâèìî äåÿêi ôàêòè ùîäî íîðì àëãåáðè÷íèõ ÷è-
ñåë òà iäåàëiâ. ßê i ðàíiøå, ïîçíà÷èìî n = (K : Q) , A � êiëüöå öiëèõ
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àëãåáðè÷íèõ åëåìåíòiâ ïîëÿ K òà σ : K → G = Rr × Ct � éîãî ãåî-
ìåòðè÷íå çîáðàæåííÿ, äå r � ÷èñëî äiéñíèõ çàíóðåíü, à t � ÷èñëî ïàð
ñïðÿæåíèõ óÿâíèõ çàíóðåíü ïîëÿ K . Ñïî÷àòêó âèâåäåìî íàñòóïíèé íà-
ñëiäîê ç ðåçóëüòàòiâ ïîïåðåäíiõ ðîçäiëiâ.

Òâåðäæåííÿ II.3.2. Íåõàé L �  ðàòêà ó ïðîñòîði G ç ôóíäà-
ìåíòàëüíèì îá'¹ìîì V , à C1, C2, . . . , Cr+t � äîâiëüíèé íàáið äîäàòíiõ
äiéñíèõ ÷èñåë, òàêèé ùî C1C2 . . . Cr+t ≥ (4/π)tV . Òîäi â  ðàòöi L ¹
íåíóëüîâèé åëåìåíò, ÿêèé íàëåæèòü òiëó X = X (C1, C2, . . . , Cr+t) ,
âèçíà÷åíîìó ôîðìóëîþ (9).

Äîâåäåííÿ. Çãiäíî ç òâåðäæåííÿì II.1.5 vol (X ) = 2rπtC1C2 . . . Cr+t .
Î÷åâèäíî, òiëî X ¹ öåíòðàëüíî ñèìåòðè÷íèì, îïóêëèì, îáìåæåíèì i çà-
ìêíåíèì, òîáòî äî íüîãî ìîæíà çàñòîñóâàòè Íàñëiäîê II.2.5. Îòæå, ÿêùî
vol (X ) ≥ 2nV , ó  ðàòöi L iñíó¹ íåíóëüîâèé åëåìåíò, ÿêèé íàëåæèòü òi-
ëó X . Îñêiëüêè n = r + 2t , îñòàííÿ íåðiâíiñòü ðiâíîñèëüíà òié, ÿêà
íàâåäåíà â óìîâi. �

Îçíà÷åííÿ II.3.3. Äèñêðèìiíàíòîì D(L) ïîâíî¨  ðàòêè L ó ïðî-
ñòîði G çâåòüñÿ äèñêðèìiíàíò äåÿêî¨ ¨¨ áàçè.

Ëåãêî áà÷èòè, ùî öåé äèñêðèìiíàíò çíîâ-òàêè íå çàëåæèòü âiä âèáî-
ðó áàçè â  ðàòöi. Çîêðåìà, öå îçíà÷åííÿ ìîæíà çàñòîñóâàòè äî ãåîìåò-
ðè÷íèõ çîáðàæåíü äðîáîâèõ iäåàëiâ ïîëÿ K , ÿêi çà òâåðäæåííÿì II.1.2
i íàñëiäêîì I.3.11 ¹ ïîâíèìè  ðàòêàìè â G . Ç íàñëiäêó II.1.3 âèïëèâà¹,
ùî äëÿ äîâiëüíîãî äðîáîâîãî iäåàëó äèñêðèìiíàíò éîãî ãåîìåòðè÷íîãî
çîáðàæåííÿ çáiãà¹òüñÿ ç äèñêðèìiíàíòîì öüîãî iäåàëó, îçíà÷åíèì ó ðîç-
äiëi I.7. Êðiì òîãî, çà íàñëiäêîì II.1.4 äèñêðèìiíàíò  ðàòêè L ïîâ'ÿçàíèé
ç ¨¨ ôóíäàìåíòàëüíèì îá'¹ìîì V (L) ôîðìóëîþ:

(10) V (L) =

√
|D(L)|
2t

.

Òîìó òâåðäæåííÿ II.3.2 ìîæíà ïåðåôîðìóëþâàòè â íàñòóïíîìó âèãëÿäi.

Òâåðäæåííÿ II.3.4. ßêùî

C1C2 . . . Cr+t ≥ (2/π)t
√
|D(L)| ,

òî òiëî X (C1, C2, . . . , Cr+t) ìiñòèòü íåíóëüîâèé åëåìåíò ç  ðàòêè
L .

Çâàæàþ÷è íà òâåðäæåííÿ II.1.1, ìà¹ìî òàêèé íàñëiäîê.

Íàñëiäîê II.3.5. Êîæíà ïîâíà  ðàòêà L ïðîñòîðó G ìiñòèòü
íåíóëüîâèé åëåìåíò a , òàêèé ùî |N(a)| ≤ (2/π)t·

√
|D(L)| .

Âèâåäåìî çâiäñè íàñòóïíå òâåðäæåííÿ, ç ÿêîãî âæå áåçïîñåðåäíüî
âèïëèâà¹ òåîðåìà II.3.1 i ÿêå ¹ íàñïðàâäi äåÿêèì ¨¨ óòî÷íåííÿì.

Òåîðåìà II.3.6. Êîæåí êëàñ iäåàëiâ ïîëÿ K ìiñòèòü iäåàë, íîðìà
ÿêîãî íå ïåðåáiëüøó¹ (2/π)t

√
|D(K)| .
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Äîâåäåííÿ. Íåõàé I � äîâiëüíèé äðîáîâèé iäåàë, N = N(I) . Òî-
äi çãiäíî ç òåîðåìîþ I.6.2 N(I−1) = N−1 . Çà òâåðäæåííÿì I.7.7 òîäi
D(I−1) = N−2D(K) . Îòæå, ó  ðàòöi σ(I−1) ìiñòèòüñÿ íåíóëüîâèé åëå-
ìåíò a , òàêèé ùî |N(a)| ≤ (2/π)tN−1

√
|D(K)| . Àëå a = σ(γ) äëÿ äåÿêî-

ãî γ ∈ I−1 , ïðè÷îìó N(a) = N(γ) . Òîäi J = γI � iäåàë êiëüöÿ A , ÿêèé
ëåæèòü ó òîìó ñàìîìó êëàñi, ùî é äðîáîâèé iäåàë I , ïðè÷îìó

N(J) = |N(γ)|N(I) ≤ (2/π)tN−1
√
|D(K)| ·N = (2/π)t

√
|D(K)| .

�

Äëÿ äîâåäåííÿ òåîðåìè II.3.1 òåïåð äîñèòü íàãàäàòè, ùî êîæåí iäåàë
I ìiñòèòü öiëå ÷èñëî N = N(I) , òîáòî äiëèòü ãîëîâíèé iäåàë NA , à êîæåí
iäåàë ìà¹ ëèøå ñêií÷åííó êiëüêiñòü äiëüíèêiâ. Îòæå, êiëüêiñòü iäåàëiâ ç
îáìåæåíîþ íîðìîþ ¹ ñêií÷åííîþ. �

Âèâåäåìî ç îäåðæàíèõ ðåçóëüòàòiâ ùå íàñòóïíèé íàñëiäîê, âiäîìèé
ÿê �Òåîðåìà Ìiíêîâñüêîãî ïðî ìîíîäðîìiþ�.

Íàñëiäîê II.3.7. ßêùî K 6= Q , òî |D(K)| > 1 , à òîìó iñíóþòü
ïåðâèííi ÷èñëà, ðîçãàëóæåíi â ïîëi K (äèâ. òåîðåìó I.7.8).

Äîâåäåííÿ. ßêùî t > 0 , íåîáõiäíà íåðiâíiñòü îäðàçó âèïëèâà¹ ç
òåîðåìè II.3.6. ßêùî æ t = 0 , òî r = n > 1 i ðåçóëüòàò âèòiêà¹ ç
íàñòóïíîãî ïiäñèëåííÿ íàñëiäêó II.3.5 i òåîðåìè II.3.6.

Òâåðäæåííÿ II.3.8. Ïðèïóñòèìî, ùî r + t > 1 . Òîäi:
(1) Êîæíà ïîâíà  ðàòêà L ïðîñòîðó G ìiñòèòü íåíóëüîâèé åëå-

ìåíò a , òàêèé ùî |N(a)| < (2/π)t
√
|D(L)| .

(2) Êîæåí êëàñ iäåàëiâ ïîëÿ K ìiñòèòü iäåàë êiëüöÿ A , íîðìà
ÿêîãî ìåíøà çà (2/π)t

√
|D(K)| .

Äîâåäåííÿ. Äîñèòü äîâåñòè ëèøå ïåðøå òâåðäæåííÿ: äðóãå âèïëè-
âà¹ ç íüîãî òàê ñàìî, ÿê òåîðåìà II.3.6 âèïëèâà¹ ç íàñëiäêó II.3.5. Ñêî-
ðèñòàéìîñÿ ìiðêóâàííÿìè i ïîçíà÷åííÿìè ç äîâåäåííÿ íàñëiäêó II.2.5
ó çàñòîñóâàííi äî òiëà X = X (C1, C2, . . . , Cr+t) , äå C1C2 . . . Cr+t =
(2/π)t

√
|D(K)| . Íåõàé λ(a) = sup {λ ∈ R | λa ∈ X } i λ0 = min {λ(a) |a 6= 0 i a ∈ L ∩ ρX } ,

äå ρ > 1 � äåÿêå ôiêñîâàíå ÷èñëî. Âiäîìî, ùî λ0 ≥ 1 . Íàì òðåáà äîâåñ-
òè, ùî, ìîæëèâî çìiíèâøè ÷èñëà Cj (ïðè çáåðåæåííi ¨õíüîãî äîáóòêó),
ìîæíà äîáèòèñÿ, ùîá áóëî λ0 > 1 . Ïðèïóñòèìî, ùî λ0 = 1 . Ìíîæèíà

M = {a ∈ L |a ∈ ρX i a /∈ X }
¹ ñêií÷åííîþ, òîìó min {λ(a) |a ∈M } = λ1 < 1 . Âèáåðåìî ÷èñëî ρ1

òàê, ùîá 1 < ρ1 < λ−1
1 , çîêðåìà, L∩ρ1X = L∩X . Ôiêñó¹ìî íåíóëüîâèé

åëåìåíò b ∈ L∩X . Òîäi çíàéäåòüñÿ íîìåð j1 , äëÿ ÿêîãî |Nj1(b)| = Cj1 .
Îñêiëüêè r+ t > 1 , çíàéäåòüñÿ íîìåð j2 6= j1 . Îçíà÷èìî òîäi ÷èñëà C ′j
ðiâíîñòÿìè:

C ′j =

 Cj1/ρ1 ïðè j = j1
ρ1Cj2 ïðè j = j2
Cj ïðè j 6= j1, j 6= j2
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Òîäi çíîâó C ′1C
′
2 . . . C

′
r+t = (2/π)t

√
|D(K)| , àëå â òiëi X ′ = X (C ′1,

C ′2, . . . , C
′
r+t) âæå ìiñòèòüñÿ ìåíøå åëåìåíòiâ  ðàòêè L , íiæ ó òiëi X .

Äiéñíî, X ′ ⊆ ρ1X , òîìó L∩X ′ ⊆ L∩X . Àëå åëåìåíò b âæå íå íàëåæèòü
L ∩ X ′ , áî |Nj1(b)| > C ′j1 . Òåïåð äîâåäåííÿ çàâåðøó¹òüñÿ î÷åâèäíîþ ií-
äóêöi¹þ çà êiëüêiñòþ åëåìåíòiâ ó ïåðåòèíi L ∩ X . �

Âïðàâè II.2. (1) Ñêîðèñòàâøèñü ðåçóëüòàòîì âïðàâè II.1(1),
äîâåñòè, ùî:
(a) Êîæíà ïîâíà  ðàòêà L ïðîñòîðó G ìiñòèòü òàêèé íåíó-

ëüîâèé åëåìåíò a , ùî |N(a)| ≤M(r, t)
√
|D(L)| , äå

M(r, t) =
n!
nn

(
4
π

)t

(êîíñòàíòà Ìiíêîâñüêîãî).
(b) Êîæåí êëàñ iäåàëiâ ïîëÿ K ìiñòèòü iäåàë, íîðìà ÿêîãî íå

ïåðåáiëüøó¹ M(r, t)
√
|D(K)| .

(c) Âèâåäiòü çâiäñè òåîðåìó II.3.7, íå âäàþ÷èñü äî òâåðäæåííÿ
II.3.8.

(2) (a) Âèêîðèñòîâóþ÷è ôîðìóëó Ñòiðëiíãà:

n! =
n

e

√
2πne

λ
12n ,

äå 0 < λ < 1 , i ïîïåðåäíþ âïðàâó, äàéòå íàñòóïíó îöiíêó
äèñêðèìiíàíòà ïîëÿ:

|D(K)| > 1
2πn

(π
4

)2t
e

2n−1
6n .

(b) Âèâåäiòü çâiäñè, ùî |D(K)| → ∞ ïðè n→∞ .
(3) (a) Íåõàé M � òiëî ó ïðîñòîði G , âèçíà÷åíå ïðè r > 0 íåði-

âíîñòÿìè:

|N1(a)| <
√
D + 1 , |Nj(a)| < 1 ïðè j > 1 ,

à ïðè r = 0 íåðiâíîñòÿìè:

|x1| < 1 , |y1| <
√
D , |Nj(a)| < 1 ïðè j > 1 ,

äå D = |D(K)| . Äîâåäiòü, ùî â öüîìó òiëi ìiñòèòüñÿ åëåìåíò
σ(θ) äëÿ ÿêîãîñü íåíóëüîâîãî θ ∈ A .

(b) Äîâåäiòü, ùî äëÿ åëåìåíòà θ , ïîáóäîâàíîãî âèùå, σ1(θ)
6= σj(θ) ïðè j > 1 , à ÿêùî çàíóðåííÿ σ1 óÿâíå (òîäi r = 0 ),
òî òàêîæ σ1(θ) 6= σ1(θ) . Âèâåäiòü çâiäñè, ùî θ � ïåðâiñíèé
åëåìåíò ïîëÿ K , òîáòî K = Q(θ) .

(c) Äàéòå îöiíêó êîåôiöi¹íòiâ ìiíiìàëüíîãî ìíîãî÷ëåíà åëå-
ìåíòà θ , ïîáóäîâàíîãî âèùå, i âèâåäiòü ç îäåðæàíèõ ðå-
çóëüòàòiâ òåîðåìó Åðìiòà:
Iñíó¹ ëèøå ñêií÷åííà êiëüêiñòü ïîëiâ K ç äàíèì çíà÷åí-
íÿì äèñêðèìiíàíòà.
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(4) Íåõàé K = Q(
√
−d) , äå d > 0 � óÿâíå êâàäðàòè÷íå ïîëå, A �

êiëüöå öiëèõ åëåìåíòiâ ïîëÿ K .
(a) Âèêîðèñòîâóþ÷è òîé ôàêò, ùî ðiâíÿííÿ N(α) = n ìà¹ ëè-

øå ñêií÷åííó êiëüêiñòü ðîçâ'ÿçêiâ α ∈ A , i òåîðåìè II.3.6 òà
I.7.11, ðîçðîáiòü åôåêòèâíèé ñïîñiá îá÷èñëåííÿ ÷èñëà êëà-
ñiâ iäåàëiâ ïîëÿ K .

(b) Çàñòîñóéòå ðîçðîáëåíèé ìåòîä äî ïîëiâ Q(
√
−d) ïðè d =

5, 6, 10, 13, 15 .
(c) Äîâåäiòü, ùî ÷èñëî êëàñiâ iäåàëiâ ïîëÿ Q(

√
−19) äîðiâíþ¹

1, òîáòî êiëüöå öiëèõ åëåìåíòiâ öüîãî ïîëÿ ¹ êiëüöåì ãîëî-
âíèõ iäåàëiâ (Íàãàäà¹ìî, ùî çãiäíî çi âïðàâîþ I.3 (4) âîíî
íå ¹ åâêëiäîâèì).

(Çàðàç äîâåäåíî, ùî ÷èñëî êëàñiâ iäåàëiâ óÿâíîãî êâàäðàòè÷-
íîãî ïîëÿ Q(

√
−d) äîðiâíþ¹ 1 ëèøå äëÿ 9 çíà÷åíü d , à ñàìå:

1, 2, 3, 7, 11, 19, 43, 67, 163 ).

II.4. Ãðóïà îäèíèöü

Iíøèì âàæëèâèì çàñòîñóâàííÿì ãåîìåòðè÷íèõ ìåòîäiâ, çîêðåìà ëå-
ìè Ìiíêîâñüêîãî, ¹ âèâ÷åííÿ ãðóïè îäèíèöü U = U(K) ïîëÿ K , òîáòî
ãðóïè îáåðòîâíèõ åëåìåíòiâ êiëüöÿ A . Çàóâàæèìî, ùî ãðóïà îäèíèöü,
î÷åâèäíî, çáiãà¹òüñÿ ç ÿäðîì ãîìîìîðôiçìó φK : K∗ → I(K) , ÿêèé çi-
ñòàâëÿ¹ åëåìåíòó γ ãîëîâíèé äðîáîâèé iäåàë γA . Ïåðiîäè÷íà ÷àñòèíà
E = E(K) ãðóïè îäèíèöü � öå ãðóïà êîðåíiâ ç îäèíèöi , ÿêi ìiñòÿòüñÿ â
K (îñêiëüêè âñi êîðåíi ç îäèíèöi � öiëi àëãåáðè÷íi). Ñôîðìóëþ¹ìî îñíî-
âíó òåîðåìó ïðî áóäîâó ãðóïè îäèíèöü. Ìè çáåðiãà¹ìî âñi ïðèïóùåííÿ i
ïîçíà÷åííÿ ñòîñîâíî ïîëÿ K , ââåäåíi â ïîïåðåäíiõ ðîçäiëàõ.

Òåîðåìà II.4.1 (Òåîðåìà Äiðiõëå ïðî îäèíèöi). Ãðóïà îäèíèöü U =
U(K) ¹ ïðÿìèì äîáóòêîì ñêií÷åííî¨ öèêëi÷íî¨ ãðóïè E = E(K) òà âiëü-
íî¨ àáåëåâî¨ ãðóïè ðàíãó r+ t− 1 , äå r i t 
âiäïîâiäíî êiëüêiñòü äiéñíèõ
i óÿâíèõ çàíóðåíü ïîëÿ K .

Äîâåäåííÿ. Íàì áóäå ïîòðiáíå, ðàçîì çi çâè÷íèì âæå ãåîìåòðè÷-
íèì çîáðàæåííÿì àëãåáðè÷íèõ ÷èñåë, òàêîæ ¨õí¹ ëîãàðèôìi÷íå çîáðà-
æåííÿ ` : K∗ → L = Rr+t , ÿêå ïåðåâîäèòü åëåìåíò γ ó âåêòîð

`(γ) = (`1(γ), `2(γ), . . . , `r+t(γ)) ,

äå `j(γ) = ln |Nj(γ)| . �ç òâåðäæåííÿ II.1.1 i íàñëiäêó II.1.3 áåçïîñåðåäíüî
âèïëèâà¹, ùî

(11)
r+t∑
j=1

`j(γ) = ln |N(γ)|

äëÿ äîâiëüíîãî íåíóëüîâîãî åëåìåíòà γ ∈ K . ßêùî ζ ∈ U , òî ç ðiâíîñòi
1 = N(1) = N(ζ)N(ζ−1) âèïëèâà¹, ùî N(ζ) = ±1 , îòæå, ëîãàðèôìi÷-
íå çîáðàæåííÿ äîâiëüíî¨ îäèíèöi ζ ëåæèòü ó ïiäïðîñòîði L0 ïðîñòîðó
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L , âèäiëåíîìó ðiâíÿííÿì
∑r+t

j=1 zj = 0 (òóò zj ïîçíà÷àþòü êîìïîíåíòè
åëåìåíòà z ∈ L ).

ßêùî ζ ∈ E , òîáòî ζm = 1 äëÿ äåÿêîãî íàòóðàëüíîãî m , òî é
σj(ζ)m = 1 äëÿ äîâiëüíîãî iíäåêñó j , çâiäêè |σj(ζ)| = 1 i `j(ζ) = 0 ,
òîáòî ζ ∈ ker ` . Îòæå, E ⊆ ker ` . Îáåðíåíå âêëþ÷åííÿ âèïëèâà¹ ç íà-
ñòóïíîãî òâåðäæåííÿ.

Òâåðäæåííÿ II.4.2. Äëÿ äîâiëüíî¨ ïiäìíîæèíè M ⊂ L , îáìåæåíî¨
çâåðõó, ìíîæèíà `−1(M) ∩ A ¹ ñêií÷åííîþ.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé zj ≤ C (j = 1, . . . , r + t) äëÿ äîâiëüíîãî âåêòî-
ðà z ∈ M , äå C � äåÿêà äîäàòíà êîíñòàíòà. Òîäi, ÿêùî `(γ) ∈ M , òî
|Nj(γ)| ≤ eC (j = 1, . . . , r + t) . Àëå ó äîâiëüíié îáìåæåíié ïiäìíîæèíi
ïðîñòîðó G ëåæèòü ëèøå ñêií÷åííà êiëüêiñòü çîáðàæåíü öiëèõ àëãåáðè-
÷íèõ ÷èñåë. �

Îòæå, E = ker ` � ñêií÷åííà ïiäãðóïà ìóëüòèïëiêàòèâíî¨ ãðóïè ïîëÿ
K . Òîìó âîíà öèêëi÷íà (äèâ. [Ê, ãë.9, �1, ï.3]). Íàñòóïíèé ôàêò ¹ âèði-
øàëüíèì ó äîâåäåííi òåîðåìè.

Òâåðäæåííÿ II.4.3. Ïiäãðóïà `(U) ' U/E ¹ ïîâíîþ  ðàòêîþ ó ïiä-
ïðîñòîði L0 .

Äîâåäåííÿ. Ïåðø çà âñå âñòàíîâèìî îçíàêó òîãî, ùî ïiäãðóïà âå-
êòîðíîãî ïðîñòîðó ¹  ðàòêîþ.

Òâåðäæåííÿ II.4.4. Ïiäãðóïà L âåêòîðíîãî ïðîñòîðó V íàä ïîëåì
äiéñíèõ ÷èñåë ¹  ðàòêîþ òîäi é ëèøå òîäi, êîëè êîæíà îáìåæåíà
ïiäìíîæèíà ïðîñòîðó V ìiñòèòü ëèøå ñêií÷åííó êiëüêiñòü âåêòîðiâ
ç ïiäãðóïè L .

Äîâåäåííÿ. Íåîáõiäíiñòü öi¹¨ óìîâè î÷åâèäíà (i ìè âæå íåþ êîðè-
ñòóâàëèñü). Ïðè äîâåäåííi äîñòàòíîñòi, î÷åâèäíî, ìîæíà ââàæàòè, ùî
ïiäãðóïà L íå ìiñòèòüñÿ â æîäíîìó âëàñíîìó ïiäïðîñòîði, òîáòî L ìi-
ñòèòü ÿêóñü áàçó e1, e2, . . . , em âñüîãî ïðîñòîðó V . Ó ïàðàëåëåïiïåäi

P =


m∑

j=1

λjej | 0 ≤ λ < 1


ëåæèòü ñêií÷åííà êiëüêiñòü âåêòîðiâ ãðóïè L . Àëå êîæåí åëåìåíò ïðî-
ñòîðó V ìà¹ âèãëÿä v0 + v1 , äå v0 íàëåæèòü ïiäãðóïi L0 ç áàçîþ
e1, e2, . . . , em , à v1 � ïàðàëåëåïiïåäó P . Òîìó ôàêòîðãðóïà L/L0 ñêií-
÷åííà, à òîäi ãðóïà L ¹ ñêií÷åííîïîðîäæåíîþ ãðóïîþ áåç ñêðóòó, òîáòî
âiëüíîþ àáåëåâîþ ãðóïîþ ðàíãó m . Î÷åâèäíî, ùî ¨¨ áàçà a1,a2, . . . ,am

ñêëàäà¹òüñÿ ç âåêòîðiâ, ëiíiéíî íåçàëåæíèõ íàä R , òîáòî L ¹  ðàò-
êîþ. �

�ç òâåðäæåíü II.4.2 i II.4.4 âèïëèâà¹, ùî `(U) ¹  ðàòêîþ. Çàëèøèëîñü
ïåðåâiðèòè, ùî âîíà ìiñòèòü r + t − 1 ëiíiéíî íåçàëåæíèõ âåêòîðiâ (öå
� ðîçìiðíiñòü ïiäïðîñòîðó L0 ). Äëÿ öüîãî âñòàíîâèìî íàñòóïíèé ôàêò.
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Òâåðäæåííÿ II.4.5. Äëÿ êîæíîãî íîìåðà j = 1, . . . , r+ t ó ïiäãðóïi
`(U) çíàéäåòüñÿ òàêèé âåêòîð z , ùî zj > 0 , à zk < 0 ïðè âñiõ k 6= j .

Äîâåäåííÿ. Ïîáóäó¹ìî ñïî÷àòêó äëÿ äîâiëüíîãî íåíóëüîâîãî åëå-
ìåíòà α ∈ A òàêèé íåíóëüîâèé åëåìåíò β ∈ A , ùî |Nk(β)| < |Nk(α)|
äëÿ âñiõ íîìåðiâ k 6= j i |N(β)| ≤ ∆ = (2/π)t

√
|D(K)| . Äëÿ öüîãî âèáå-

ðåìî äëÿ êîæíîãî òàêîãî íîìåðà k ÿêåñü äîäàòíå ÷èñëî Ck < |Nk(α)|
i ïîêëàäåìî Cj = ∆/

∏
k 6=j Ck . Òîäi çà òâåðäæåííÿì II.3.4 çíàéäåòüñÿ

íåíóëüîâèé åëåìåíò β ∈ A ∩ X (C1, C2, . . . , Cr+t) , ÿêèé i çàäîâîëüíÿ¹
íåîáõiäíi íåðiâíîñòi.

Iòåðóþ÷è öþ ïîáóäîâó, ìè îäåðæèìî ïîñëiäîâíiñòü α1, α2, . . . , αm, . . .
åëåìåíòiâ êiëüöÿ A , äëÿ ÿêèõ âèêîíóþòüñÿ íåðiâíîñòi:

|Nk(αm)| > |Nk(αm+1)| äëÿ âñiõ m i âñiõ k 6= j ;
|N(αm)| ≤ ∆ äëÿ âñiõ m.

Çîêðåìà, ñåðåä íîðì N(αm) ¹ ëèøå ñêií÷åííà êiëüêiñòü ðiçíèõ. Òîìó
ñåðåä ïîáóäîâàíèõ ÷èñåë iñíó¹ áåçëi÷ ç ÿêîþñü îäíàêîâîþ íîðìîþ N .
Çàëèøèâøè ëèøå ¨õ, ìîæíà ââàæàòè, ùî N(αm) = N äëÿ âñiõ íîìåðiâ
m . Îñêiëüêè ôàêòîðêiëüöå A/NA ñêií÷åííå, çíàéäóòüñÿ òàêi íîìåðè
l > m , ùî αl ≡ αm (modN) , òîáòî αl = αm+βN äëÿ äåÿêîãî β ∈ A . Àëå
çà òâåðäæåííÿì I.7.1 êîæíå ÷èñëî äiëèòü ñâîþ íîðìó. Çâiäñè âèïëèâà¹,
ùî ÷èñëà ζ = αl/αm i ζ−1 = αm/αl îáèäâà ëåæàòü â A , òîáòî ζ ∈ U .
Ïîêëàäåìî z = `(ζ) . Çà ïîáóäîâîþ zk < 0 ïðè k 6= j . Îñêiëüêè æ
z ∈ L0 , òîäi zj > 0 . �

Òåïåð ìè âæå â çìîçi äîâåñòè ïîâíîòó  ðàòêè `(U) . Ïîáóäó¹ìî äëÿ
êîæíîãî íîìåðà j òàêèé âåêòîð zj = (zj1, zj2, . . . , zj,r+t) ∈ `(U) , ùî
zjk < 0 ïðè k 6= j i zjj > 0 . Ïîçíà÷èìî m = r + t − 1 i ðîçãëÿíåìî
ìàòðèöþ

Z =


z1 1 z1 2 . . . z1m

z2 1 z2 2 . . . z2m
...

...
. . .

...
zm1 zm2 . . . zmm


Ó íié ñóìà åëåìåíòiâ êîæíîãî ðÿäêà äîäàòíà, îñêiëüêè â ñóìi ç âiä'¹ì-
íèì ÷èñëîì zj,r+t âîíà äîðiâíþ¹ 0. Äiàãîíàëüíi åëåìåíòè öi¹¨ ìàòðèöi
äîäàòíi, à âñi iíøi âiä'¹ìíi. Îòæå, Z ¹ �ìàòðèöåþ ç äiàãîíàëüíîþ ïåðåâà-
ãîþ�, òîáòî â íié |zjj | >

∑
k 6=j |zjk| . Àëå äîáðå âiäîìî, ùî òàêà ìàòðèöÿ

çàâæäè íåâèðîäæåíà, òîáòî detZ 6= 0 i âåêòîðè z1, z2, . . . , zm ëiíiéíî
íåçàëåæíi. �

Çàâåðøóþòü äîâåäåííÿ òåîðåìè II.4.1 âæå íåñêëàäíi òåîðåòèêî-
ãðóïîâi ìiðêóâàííÿ. Äiéñíî, ìè ìà¹ìî åïiìîðôiçì ` : U → `(U) ç ÿäðîì
E . Íåõàé z1, z2, . . . , zm , äå m = r + t − 1 � áàçà  ðàòêè `(U) , ïðè÷îìó
zj = `(ζj) . Òîäi, î÷åâèäíî, äîâiëüíèé åëåìåíò η ∈ U ìîæíà ïîäàòè ÿê
äîáóòîê ε

∏m
j=1 ζ

aj

j , äå aj � òi öiëi ÷èñëà, äëÿ ÿêèõ `(η) =
∑m

j=1 zj , à
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ε ∈ E . Ç iíøîãî áîêó, ÿêùî
∏m

j=1 ζ
bj

j ∈ E äëÿ äåÿêèõ öiëèõ bj , òî, çàñòî-
ñóâàâøè âiäîáðàæåííÿ ` , ìàòèìåìî, ùî

∑m
j=1 bjzj = 0 , çâiäêè bj = 0

äëÿ âñiõ íîìåðiâ j . Îòæå, U ¹ ïðÿìèì äîáóòêîì ïiäãðóïè E i ïiäãðóïè
U0 , ïîðîäæåíî¨ åëåìåíòàìè ζ1, ζ2, . . . , ζm , ïðè÷îìó îñòàííi óòâîðþþòü
áàçó öi¹¨ ïiäãðóïè. �

Íàñëiäîê II.4.6. Ãðóïà îäèíèöü ¹ ñêií÷åííîþ òîäi é ëèøå òîäi,
êîëè àáî K = Q , àáî K � óÿâíå êâàäðàòè÷íå ðîçøèðåííÿ Q , òîáòî
K = Q(

√
d) äëÿ äåÿêîãî öiëîãî d < 0 .

Òåîðåìà Äiðiõëå ïðî îäèíèöi îçíà÷à¹, ùî â ãðóïi îäèíèöü iñíóþòü
òàêi åëåìåíòè ζ1, ζ2, . . . , ζm , äå m = r + t − 1 , ùî êîæíà îäèíèöÿ îä-
íîçíà÷íî ïîäà¹òüñÿ ó âèãëÿäi ε

∏m
j=1 ζ

aj

j äëÿ äåÿêîãî êîðåíÿ ç îäèíèöi
ε i äåÿêèõ öiëèõ ÷èñåë aj . Îäèíèöi ζ1, ζ2, . . . , ζm çâóòüñÿ îñíîâíèìè
îäèíèöÿìè ïîëÿ K .

Áóäåìî ðîçãëÿäàòè ëîãàðèôìi÷íèé ïðîñòið L ÿê åâêëiäiâ, ââà-
æàþ÷è, ùî çâè÷àéíi êîîðäèíàòè â íüîìó ¹ êîîðäèíàòàìè â îðòîíîð-
ìîâàíié áàçi. Òîäi ìè ìîæåìî ãîâîðèòè ïðî îá'¹ìè ïàðàëåëåïiïåäiâ ó
öüîìó ïðîñòîði.

Òâåðäæåííÿ II.4.7. (1) Îäèíèöi ζ1, ζ2, . . . , ζm , äå m = r + t−
1 , ¹ îñíîâíèìè îäèíèöÿìè ïîëÿ K òîäi é ëèøå òîäi, êîëè ¨õíi
ëîãàðèôìi÷íi çîáðàæåííÿ óòâîðþþòü áàçó  ðàòêè `(U) .

(2) Ôóíäàìåíòàëüíèé îá'¹ì  ðàòêè `(U) äîðiâíþ¹ R
√
r + t , äå

R = R(K) � ìîäóëü ÿêîãîñü ìiíîðó ïîðÿäêó m ìàòðèöi ðîçìiðó
m×(m+1) , óêëàäåíî¨ ç êîîðäèíàò `kj = `j(ζk) , äå ζ1, ζ2, . . . , ζm
� îñíîâíi îäèíèöi ïîëÿ K . (Çîêðåìà, âñi öi ìiíîðè ¹ ðiâíèìè çà
ìîäóëåì i R íå çàëåæèòü âiä âèáîðó îñíîâíèõ îäèíèöü).

×èñëî R = R(K) çâåòüñÿ ðåãóëÿòîðîì ïîëÿ K .

Äîâåäåííÿ. Ïåðøå òâåðäæåííÿ ¹ î÷åâèäíèì. Äëÿ äîâåäåííÿ äðóãî-
ãî çàóâàæèìî, ùî âåêòîð v , óñi êîîðäèíàòè ÿêîãî äîðiâíþþòü 1/

√
r + t ,

îðòîãîíàëüíèé äî ïiäïðîñòîðó L0 i ìà¹ äîâæèíó 1. Òîìó ôóíäàìåíòàëü-
íèé îá'¹ì  ðàòêè `(U) äîðiâíþ¹ îá'¹ìó (m+1)-âèìiðíîãî ïàðàëåëåïiïå-
äà, óòâîðåíîãî âåêòîðàìè v, `(ζ1), . . . , `(ζm) , òîáòî ìîäóëþ âèçíà÷íèêà,
ñêëàäåíîãî ç êîîðäèíàò öèõ âåêòîðiâ. Àëå ç òîãî, ùî ñóìà êîîðäèíàò
êîæíîãî ç âåêòîðiâ `(ζk) äîðiâíþ¹ 0, ëåãêî âèïëèâà¹, ùî öåé âèçíà÷íèê
äîðiâíþ¹ R

√
r + t . �

Âïðàâè II.3. (1) Äîâåäiòü, ùî ìóëüòèïëiêàòèâíà ãðóïà ñêií-
÷åííîãî ðîçøèðåííÿ ïîëÿ ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë ¹ ïðÿìèì äîáóò-
êîì ñêií÷åííî¨ öèêëi÷íî¨ ãðóïè i âiëüíî¨ àáåëåâî¨ ãðóïè çëi÷åíî-
ãî ðàíãó.

(2) Íåõàé A � êiëüöå öiëèõ åëåìåíòiâ äåÿêîãî ïîëÿ K àëãåáðè÷íèõ
÷èñåë, A′ � éîãî ïiäêiëüöå, òàêå ùî iíäåêñ (A : A′) ¹ ñêií÷åííèì.
Äîâåñòè, ùî òåîðåìà Äiðiõëå ïðî îäèíèöi çàëèøà¹òüñÿ ñïðàâå-
äëèâîþ i äëÿ ãðóïè îáåðòîâíèõ åëåìåíòiâ êiëüöÿ A′ .
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(3) Íåõàé d � äîäàòíå öiëå ÷èñëî, ÿêå íå ¹ ïîâíèì êâàäðàòîì. Ñêî-
ðèñòàéòåñÿ òåîðåìîþ Äiðiõëå äëÿ äîâåäåííÿ íàñòóïíèõ ðåçóëü-
òàòiâ:
(a) Ðiâíÿííÿ Ïåëëÿ x2− dy2 = 1 ìà¹ áåçëi÷ ðîçâ'ÿçêiâ ó öiëèõ

÷èñëàõ.
(b) Ñåðåä öiëî÷èñåëüíèõ ðîçâ'ÿçêiâ öüîãî ðiâíÿííÿ iñíó¹ òàêèé

ðîçâ'ÿçîê (a0, b0) , ç ÿêèì óñi iíøi ðîçâ'ÿçêè (a, b) ïîâ'ÿçàíi
ôîðìóëîþ: a+ b

√
d = ±(a0 + b0

√
d)k äëÿ äåÿêîãî öiëîãî k .
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Ðîçäië III

Àíàëiòè÷íi ìåòîäè

III.1. Ðÿäè Äiðiõëå

Ó çàñòîñóâàííi àíàëiòè÷íèõ ìåòîäiâ ó òåîði¨ ÷èñåë âèêëþ÷íî âàæëè-
âó ðîëü âiäiãðàþòü òàê çâàíi ðÿäè Äiðiõëå.

Îçíà÷åííÿ III.1.1. Íåõàé f(n) � äåÿêà êîìïëåêñíà ôóíêöiÿ íàòó-
ðàëüíîãî àðãóìåíòó. Ðÿäîì Äiðiõëå, ùî âiäïîâiäà� ôóíêöi¨ f(n) , çâåòü-
ñÿ ðÿä

L(f, s) =
∞∑

n=1

f(n)
ns

.

Çîêðåìà, ÿêùî f(n) = 1 äëÿ âñiõ n , ìà�ìî äîáðå âiäîìó äçåòà-
ôóíêöiþ Ðiìàíà:

(12) ζ(s) =
∞∑

n=1

1
ns
,

ç ÿêî¨, âëàñíå, i ïî÷àëàñü àíàëiòè÷íà òåîðiÿ ÷èñåë.
Âñòàíîâèìî íàñòóïíi ôàêòè ùîäî çáiæíîñòi ðÿäiâ Äiðiõëå òà âëàñòè-

âîñòåé ¨õíiõ ñóì íà ãðàíèöi îáëàñòi çáiæíîñòi.

Òåîðåìà III.1.2. Íåõàé f(x) � äåÿêà êîìïëåêñíà ôóíêöiÿ íàòóðàëü-
íîãî àðãóìåíòó, L(f, s) � âiäïîâiäíèé ðÿä Äiðiõëå. Ïîçíà÷èìî F (x) =∑

n≤x f(n) . Ïðèïóñòèìî, ùî

lim
x→∞

F (x)
xm

= c ,

Òîäi:

(1) Ðÿä L(f, s) çáiãà�òüñÿ ïðè äiéñíèõ s > m , ïðè÷îìó çáiãà�òü-
ñÿ ðiâíîìiðíî ïðè s ≥ s0 äëÿ äîâiëüíîãî s0 > m .

(2) lims→m+0(s−m)L(f, s) = mc .
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Äîâåäåííÿ. Ïåðåïèøåìî ðÿä L(f, s) ó âèãëÿäi:

L(f, s) =
∞∑

n=1

F (n)
(

1
ns
− 1

(n+ 1)s

)
= s

∞∑
n=1

∫ n+1

n

F (x)
xs+1

dx

= cs

∞∑
n=1

∫ n+1

n

xm

xs+1
dx+ s

∞∑
n=1

∫ n+1

n

g(x)xm

xs+1
dx

= cs

∫ ∞

1

dx

xs−m+1
+ s

∫ ∞

1

g(x)
xs−m+1

dx ,

äå g(x) → 0 , êîëè x→∞ . Îáèäâà iíòåãðàëè â îñòàííié ñóìi çáiãàþòüñÿ
ïðè s > m i ðiâíîìiðíî çáiãàþòüñÿ ïðè s ≥ s0 äëÿ äîâiëüíîãî s0 > m .
Áiëüø òîãî, ôóíêöiÿ g(x) îáìåæåíà: |g(x)| < A äëÿ äåÿêî¨ êîíñòàíòè
A , i äëÿ äîâiëüíîãî ε > 0 iñíó� òàêå B > 1 , ùî |g(x)| < ε ïðè x > B .
Ïåðåïèøåìî äðóãèé iíòåãðàë ó âèãëÿäi:

I2 =
∫ ∞

1

g(x)
xs−m+1

dx =
∫ B

1

g(x)
xs−m+1

dx+
∫ ∞

B

g(x)
xs−m+1

dx .

Òîäi

|I2| <
A

s−m

(
1− 1

Bs−m

)
+

ε

(s−m)Bs−m
,

çâiäêè

|(s−m)I2| < A

(
1− 1

Bs−m

)
+

ε

Bs−m
.

Òóò ïåðøèé äîäàíîê � íåñêií÷åííî ìàëîþ, êîëè s → m + 0 , à äðóãèé
íå ïåðåáiëüøó� ε/m . Îòæå, äëÿ äîâiëüíîãî ε > 0 ìà�ìî:

(s−m)L(f, s) = cs+ u(s) + sv(s) ,

äå u(s) → 0 , êîëè s→ m+ 0 , à |v(s)| < ε . Çâiäñè, î÷åâèäíî, âèïëèâà�
òâåðäæåííÿ òåîðåìè. �

Çàóâàæåííÿ III.1.3. Îñêiëüêè âñi ôóíêöi¨, ÿêi çóñòði÷àþòüñÿ â ðÿ-
äàõ òà iíòåãðàëàõ ç íàâåäåíîãî âèùå äîâåäåííÿ, � àíàëiòè÷íèìè ôóí-
êöiÿìè âiä çìiííî¨ s , òî íàñïðàâäi çà óìîâ òåîðåìè III.1.2 ðÿä Äiðiõëå
òàêîæ ÿâëÿ� ñîáîþ àíàëiòè÷íó ôóíêöiþ àðãóìåíòó s ïðè äîâiëüíèõ
êîìïëåêñíèõ çíà÷åííÿõ s , òàêèõ ùî <s > m .

Çîêðåìà, äëÿ äçåòà-ôóíêöi¨ Ðiìàíà F (x) = [x] (öiëà ÷àñòèíà ÷èñëà
x ), çâiäêè ìà�ìî òàêèé (äîáðå âiäîìèé) íàñëiäîê.

Íàñëiäîê III.1.4. (1) Ðÿä (12) çáiãà�òüñÿ ïðè âñiõ äiéñíèõ
s > 1 , ïðè÷îìó íà ìíîæèíi s ≥ s0 , äå s0 > 1 � äåÿêå ôiê-
ñîâàíå ÷èñëî, âií çáiãà�òüñÿ ðiâíîìiðíî.

(2) lims→1+0(s− 1)ζ(s) = 1 ,
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III.2. Ðiâíîìiðíèé ðîçïîäië iäåàëiâ çà êëàñàìè

Ìåòà öüîãî ðîçäiëó � äîâåñòè, ùî â äåÿêîìó ðîçóìiííi iäåàëè ïîëÿ
àëãåáðè÷íèõ ÷èñåë ðiâíîìiðíî ðîçïîäiëåíi çà êëàñàìè. Çâè÷àéíî, îñêiëü-
êè êiëüêiñòü iäåàëiâ ó êîæíîìó êëàñi � íåñêií÷åííîþ, òî÷íå òâåðäæåííÿ
ïîòðåáó� äåÿêî¨ òåõíi÷íî¨ ïiäãîòîâêè.

Ôiêñó�ìî íàäàëi äåÿêå ñêií÷åííå ðîçøèðåííÿ K ïîëÿ ðàöiîíàëüíèõ
÷èñåë ñòóïåíÿ k = (K : Q) , ÿêå ìà� r äiéñíèõ i t óÿâíèõ çàíóðåíü ó ïî-
ëå êîìïëåêñíèõ ÷èñåë ( k = r+2t ). Áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè âñi òåðìiíè
i ïîçíà÷åííÿ, ÿêi áóëî ââåäåíî â ïîïåðåäíiõ ðîçäiëàõ ùîäî ãåîìåòðè÷íî-
ãî i ëîãàðèôìi÷íîãî çîáðàæåíü åëåìåíòiâ ïîëÿ K òà éîãî êiëüöÿ öiëèõ
åëåìåíòiâ A . Çîêðåìà ïîçíà÷èìî ∆ =

√
|D(K)| , R � ðåãóëÿòîð ïîëÿ

K i w � ïîðÿäîê ãðóïè E êîðåíiâ ç îäèíèöi, ÿêi ëåæàòü ó ïîëi K . Òî-
÷íèé ñåíñ ñëiâ �iäåàëè ðiâíîìiðíî ðîçïîäiëåíi çà êëàñàìè� ìiñòèòüñÿ ó
íàñòóïíié òåîðåìi (òà íàñëiäêó ç íå¨).

Òåîðåìà III.2.1. Íåõàé C ∈ C(K) � äåÿêèé êëàñ iäåàëiâ ïîëÿ K . Ïî-
çíà÷èìî Z(C, x) , äå x � äîäàòíå äiéñíå ÷èñëî, êiëüêiñòü òàêèõ iäåàëiâ
I ⊆ A , ÿêi íàëåæàòü êëàñó C i äëÿ ÿêèõ N(I) ≤ x . Òîäi

lim
x→∞

Z(C, x)
x

=
2r+tπtR
w∆

.

Íàñëiäîê III.2.2. Ïîçíà÷èìî Z(x) , äå x � äîäàòíå äiéñíå ÷èñëî,
êiëüêiñòü iäåàëiâ I ⊆ A , òàêèõ ùî N(I) ≤ x . Òîäi

lim
x→∞

Z(x)
x

=
2r+tπtR
w∆

h ,

äå h � ÷èñëî êëàñiâ iäåàëiâ ïîëÿ K .

Äîâåäåííÿ. Ôiêñó�ìî äåÿêèé iäåàë J iç êëàñó C . Òîäi äîâiëüíèé
iäåàë I ç òîãî æ êëàñó ìà� âèãëÿä γJ , äå γ ∈ J−1 . Ïðè öüîìó N(I) =
|N(γ)|N(J) i, êðiì òîãî, γJ = γ′J òîäi é ëèøå òîäi, êîëè ÷èñëà γ i γ′

àñîöiéîâàíi , òîáòî γ′ = ζγ , äå ζ ∈ U � îäèíèöÿ ïîëÿ K . Îòæå, ÷èñëî
Z(C, x) äîðiâíþ� êiëüêîñòi ïîïàðíî íåàñîöiéîâàíèõ ÷èñåë γ ç äðîáîâîãî
iäåàëó J−1 , äëÿ ÿêèõ |N(γ)| ≤ xN , äå N = N(J−1) .

Ñêîðèñòàéìîñÿ ëîãàðèôìi÷íèì çîáðàæåííÿì òà òåîðåìîþ ïðî îäè-
íèöi. Ñàìå, íåõàé ζ1, ζ2, . . . , ζm , äå m = r+ t− 1 � îñíîâíi îäèíèöi ïîëÿ
K , zj = `(ζj) i

e = ( 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
r

, 2, . . . , 2︸ ︷︷ ︸
t

) .

Âåêòîðè z1, z2, . . . , zm, e óòâîðþþòü áàçó ëîãàðèôìi÷íîãî ïðîñòîðó L .
Òîìó, ÿêùî v � äîâiëüíèé åëåìåíò ïðîñòîðó L , éîãî ìîæíà îäíîçíà÷íî
ïîäàòè ó âèãëÿäi z+be+

∑m
j=1 λjzj , äå λ1, λ2, . . . , λm i b � äiéñíi ÷èñëà,

ïðè÷îìó 0 ≤ λj < 1 äëÿ âñiõ j , à z = `(ζ) äëÿ äåÿêî¨ îäèíèöi ζ .
Çâiäñè âèïëèâà�, ùî â êîæíîìó êëàñi àñîöiéîâàíèõ åëåìåíòiâ ïîëÿ K
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ìiñòèòüñÿ òàêèé åëåìåíò γ , ùî

(13) `(γ) = be +
m∑

j=1

λjzj , äå 0 ≤ λj < 1 äëÿ âñiõ j .

Åëåìåíò γ ç òàêèì ëîãàðèôìi÷íèì çîáðàæåííÿì íàçâåìî çâåäåíèì.
Çãàäàéìî òàêîæ, ùî `(γ) = `(γ′) òîäi é ëèøå òîäi, êîëè γ′ = εγ äëÿ
äåÿêîãî êîðåíÿ ç îäèíèöi ε . Iíàêøå êàæó÷è, â êîæíîìó êëàñi àñîöiéîâà-
íèõ åëåìåíòiâ ìiñòÿòüñÿ ðiâíî w çâåäåíèõ åëåìåíòiâ. Íàðåøòi, îñêiëüêè
óñi âåêòîðè zj íàëåæàòü ïiäïðîñòîðó L0 , ìè ìà�ìî, ùî äëÿ åëåìåíòà
γ ∈ K ç ëîãàðèôìi÷íèì çîáðàæåííÿì âèãëÿäó (13) |N(γ)| = ekb . Çîêðå-
ìà, îáìåæåííÿ |N(γ)| ≤ τ , äå τ > 0 � äiéñíà êîíñòàíòà, ðiâíîñèëüíå
äëÿ çâåäåíîãî åëåìåíòà íåðiâíîñòi kb ≤ ln τ .

Ðîçãëÿíåìî ó ïðîñòîði G òiëî M(τ) , ÿêå ñêëàäà�òüñÿ ç óñiõ òàêèõ
òî÷îê a = (a1, a2, . . . , ar+t) , ó ÿêèõ aj 6= 0 äëÿ âñiõ íîìåðiâ j i âåêòîð

`(a) = (`1(a1), `2(a2), . . . , `r+t(ar+t))

ìà� âèãëÿä `(a) = be +
∑m

j=1 λjzj , äå 0 ≤ λj < 1 äëÿ âñiõ j i
|N(a)| = ekb ≤ τ . Çi ñêàçàíîãî âèùå âèïëèâà�, ùî êiëüêiñòü òî÷îê
 ðàòêè L = σ(J−1) (ãåîìåòðè÷íîãî çîáðàæåííÿ iäåàëó J−1 ), ÿêi íà-
ëåæàòü òiëó M(xN) , äîðiâíþ� wZ(C, x) . Êðiì òîãî, ÿêùî a ∈ M(τ) ,
òî äëÿ äîâiëüíîãî äîäàòíüîãî ÷èñëà ξ ìà�ìî: `(ξa) = `(a)+ ln ξ e , çâiä-
êè ξa ∈ M(ξkτ) . Iíàêøå êàæó÷è, ξM(τ) = M(ξkτ) . Çîêðåìà, ÿêùî
ïîêëàñòè ξk = xN , îäåðæèìî, ùî M(xN) = ξM , äå M = M(1) . Îòæå,
wZ(C, x) äîðiâíþ� êiëüêîñòi ν(ξ) òî÷îê  ðàòêè L ó òiëi ξM .

Ïîçíà÷èìî v îá'�ì òiëà M i V � ôóíäàìåíòàëüíèé îá'�ì  ðàòêè
L . Ðîçãëÿíåìî  ðàòêó Lξ = ξ−1L . ◦¨ ôóíäàìåíòàëüíèé îá'�ì äîðiâíþ�
ξ−kV , à êiëüêiñòü òî÷îê  ðàòêè Lξ , ÿêi íàëåæàòü òiëó M , î÷åâèäíî,
äîðiâíþ� êiëüêîñòi òî÷îê  ðàòêè L , ÿêi íàëåæàòü òiëó ξM . Àëå ôàê-
òè÷íî ç îçíà÷åííÿ îá'�ìiâ âèïëèâà�, ùî

(14) v = lim
ξ→∞

ν(ξ)Vξ ,

äå Vξ = ξ−kV � ôóíäàìåíòàëüíèé îá'�ì  ðàòêè ξ−1L .
Îá÷èñëèìî îá'�ì v . Çà îçíà÷åííÿì,

v =
∫
M
dx1dx2 . . . dxr+tdyr+1 . . . dyr+t ,

äå x1, x2, . . . , xr+t, yr+1, . . . , yr+t � �ñòàíäàðòíi� êîîðäèíàòè ó ïðîñòîði
G , òîáòî, òî÷êà ïðîñòîðó G çàïèñó�òüñÿ ó âèãëÿäi

a = (x1, x2, . . . , xr, xr+1 + iyr+1, . . . , xr+t + iyr+t) .

Çàìiíèìî äëÿ óÿâíèõ êîìíîíåíò äåêàðòîâi êîîðäèíàòè xj , yj (j > r) íà
ïîëÿðíi êîîðäèíàòè ρj , ϕj , äå xj = ρj cosϕj , yj = ρj sinϕj . ßêîáiàí öi�¨
çàìiíè äîðiâíþ� ρr+1 . . . ρr+t , îòæå,

v =
∫
M
ρr+1 . . . ρr+tdx1 . . . dxrdρr+1 . . . dρr+tdϕ1 . . . dϕt .
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Çàóâàæèìî, ùî â îçíà÷åííi òiëà M îáìåæåííÿ íàêëàäàþòüñÿ ëèøå íà
ìîäóëi êîîðäèíàò, òîáòî íà |x1|, . . . , |xr| i ρr+1, . . . , ρr+t . Òîìó iíòåãðó-
âàííÿ çà êîæíèì dϕj äà� âíåñîê 2π , ùî ðàçîì ñòàíîâèòü (2π)t . Êðiì
òîãî, iíòåãðóâàííÿ ìîæíà îáìåæèòè íà òó ÷àñòèíó òiëà M , äå xj > 0
äëÿ âñiõ j = 1, . . . r , âèíåñøè ìíîæíèê 2r . Îòæå, ïîçíà÷èâøè ρj = |xj |
ïðè j = 1, . . . r i âðàõîâóþ÷è, ùî ρdρ = dρ2/2 , ìà�ìî:

v = 2r+tπt

∫
M̃
ρr+1ρr+2 . . . ρr+tdρ1dρ2 . . . dρr+t =

= 2rπt

∫
M̃
dρ1 . . . dρrdρ

2
r+1 . . . dρ

2
r+t ,

äå M̃ � òiëî ó ïðîñòîði Rr+t (ç êîîðäèíàòàìè ρ1, ρ2 . . . ρt ), ùî ñêëàäà-
�òüñÿ ç óñiõ òî÷îê r = (ρ1, ρ2, . . . , ρr+t) , ÿêi çàäîâîëüíÿþòü âèìîãè:

• ρj > 0 äëÿ âñiõ j = 1, . . . , r + t ;
• âåêòîð `(r) = (ln ρ1, . . . , ln ρr, ln ρ2

r+1, . . . , ln ρ
2
r+t) ìîæíà ïîäàòè

ó �çâåäåíîìó âèãëÿäi� (13) ç b ≤ 0 .
(Çâè÷àéíî, ìè ðîçãëÿäà�ìî `(ρ) ÿê åëåìåíò ëîãàðèôìi÷íîãî
ïðîñòîðó L ).

Ïåðåéäåìî òåïåð äî ëîãàðèôìi÷íîãî çîáðàæåííÿ çàìiíîþ

zj =
{

ln ρj ïðè j = 1, . . . r
ln ρ2

j ïðè j = r + 1, . . . , r + t

Òîäi îäåðæèìî:

v = 2rπt

∫
`(M)

ez1+z2+···+zr+tdz1dz2 . . . dzr+t ,

äå `(M) � îáðàç òiëà M̃ ó ëîãàðèôìi÷íîìó ïðîñòîði. Ç îçíà÷åííÿ âè-
ïëèâà�, ùî òiëî `(M) ñêëàäà�òüñÿ ç óñiõ òèõ âåêòîðiâ v , ÿêi ìîæíà
ïîäàòè ó �çâåäåíîìó� âèãëÿäi: v = be +

∑m
j=1 λjzj , äå 0 ≤ λj < 1 äëÿ

âñiõ j , à b ≤ 0 . Çàóâàæèìî, ùî ÷èñëî kb çáiãà�òüñÿ iç ñóìîþ êîîðäèíàò∑r+t
j=1 zj âåêòîðà v . Ïåðåéäåìî, íàðåøòi, â ëîãàðèôìi÷íîìó ïðîñòîði äî

êîîðäèíàò b, λ1, λ2, . . . , λm (�êîîðäèíàò ó áàçi e, z1, z2, . . . , zm �). ßêîái-
àí J òàêî¨ çàìiíè äîðiâíþ� âèçíà÷íèêó, ñêëàäåíîìó ç êîîðäèíàò íîâî¨
áàçè, òîáòî

J =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 . . . 1 2 . . . 2
`11 . . . `1r `1,r+1 . . . `1,r+t

`21 . . . `2r `2,r+1 . . . `2,r+t
...

. . .
...

...
. . .

...
`m1 . . . `mr `m,r+1 . . . `m,r+t

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
,

äå `kj = `j(ζk) . Äîäàâøè âñi ñòîâï÷èêè öüîãî âèçíà÷íèêà äî îñòàííüîãî
i âðàõîâóþ÷è, ùî âñi ðÿäêè éîãî, êðiì ïåðøîãî, íàëåæàòü ïiäïðîñòîðó
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L0 , áà÷èìî, ùî, çãiäíî ç îçíà÷åííÿì ðåãóëÿòîðà, |J | = kR . Çâiäñè

v = 2rπtkR
∫ 1

0
. . .

∫ 1

0

∫ 0

−∞
ekbdλ1 . . . dλmdb = 2rπtR .

Çãàäàéìî òåïåð âèðàç äëÿ ôóíäàìåíòàëüíîãî îá'�ìó V  ðàòêè L =
σ(J−1) (äèâ. ôîðìóëó (10) i òâåðäæåííÿ I.7.7):

V =

√
|D(L)
2t

=
N∆
2t

.

Òîìó ôîðìóëà (14) ïåðåïèñó�òüñÿ ó âèãëÿäi:

lim
ξ→∞

ν(ξ)
ξk

=
2r+tπtR

N∆
.

Çðîáèâøè â îñòàííié ôîðìóëi çàìiíó ξk = xN i çãàäàâøè, ùî êiëüêiñòü
òî÷îê  ðàòêè L ó òiëi M(xN) = ξM äîðiâíþ� wZ(C, x) , ìè é îäåðæó-
�ìî:

lim
x→∞

Z(C, x)
x

=
2r+tπtR
w∆

.

�

III.3. Äçåòà-ôóíêöi¨ Äåäåêiíäà

Ââåäåìî çàðàç �ãîëîâíèé ïåðñîíàæ� öi�¨ ãëàâè � äçåòà-ôóíêöiþ
Äåäåêiíäà äåÿêîãî ïîëÿ àëãåáðè÷íèõ ÷èñåë K . Ìè çáåðiãà�ìî ïðèïó-
ùåííÿ i ïîçíà÷åííÿ ïîïåðåäíüîãî ðîçäiëó.

Îçíà÷åííÿ III.3.1. Äçåòà-ôóíêöi�þ ïîëÿ K çâåòüñÿ ðÿä Äiðiõëå

ζK(s) =
∑

n

ν(n)
ns

,

äå ν(n) ïîçíà÷à� êiëüêiñòü òàêèõ iäåàëiâ I ⊆ A , ùî N(I) = n .

Îñêiëüêè
∑

n≤x ν(n) = Z(x) , òî iç çàãàëüíèõ âëàñòèâîñòåé ðÿäiâ Äi-
ðiõëå (òåîðåìà III.1.2) òà òåîðåìè ïðî ãðàíè÷íó ïîâåäiíêó ôóíêöi¨ Z
(íàñëiäîê III.2.2) áåçïîñåðåäíüî âèïëèâàþòü íàñòóïíi âëàñòèâîñòi äçåòà-
ôóíêöi¨.

Íàñëiäîê III.3.2. (1) Ðÿä Äiðiõëå ζK(s) çáiãà�òüñÿ ïðè äié-
ñíèõ s > 1 , ïðè÷îìó íà ìíîæèíi s ≥ s0 äëÿ äîâiëüíîãî s0 > 1
âií çáiãà�òüñÿ ðiâíîìiðíî.

(2) lims→1+0(s− 1)ζK(s) = κh , äå

κ =
2r+tπtR
w∆

,

à h � ÷èñëî êëàñiâ iäåàëiâ ïîëÿ K .
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Çàóâàæèìî, ùî äçåòà-ôóíêöiþ Äåäåêiíäà ÷àñòî çðó÷íiøå çàïèñóâàòè
ó âèãëÿäi:

ζK(s) =
∑
I

1
N(I)s

,

äå I ïðîáiãà� âñi iäåàëè êiëüöÿ A . Âàæëèâîþ âëàñòèâiñòþ äçåòà-
ôóíêöi¨, ÿêà äà� ìîæëèâiñòü ðåàëüíî çàñòîñîâóâàòè ãðàíè÷íó ôîðìóëó
ç íàñëiäêó III.3.2, � òå, ùî ¨¨ ìîæíà îá÷èñëþâàòè �ëîêàëüíî�. Öå ïîâ'ÿ-
çàíî ç òàê çâàíèì Îéëåðîâèì äîáóòêîì.

Òåîðåìà III.3.3. Äëÿ äîâiëüíîãî s > 1 ìà� ìiñöå ðiâíiñòü:

ζK(s) =
∏
p∈P

1
1− 1

N(p)s

,

äå P � ìíîæèíà âñiõ ïåðâèííèõ iäåàëiâ êiëüöÿ A (çîêðåìà, îñòàííié
íåñêií÷åííèé äîáóòîê çáiãà�òüñÿ).

Äîâåäåííÿ. Çáiæíiñòü íåñêií÷åííîãî äîáóòêó âèïëèâà�, ÿê äîáðå
âiäîìî, çi çáiæíîñòi ðÿäó

∑
p 1/N(p)s , ÿêèé çáiãà�òüñÿ ïðèíàéìíi íå ãið-

øå, íiæ ðÿä äëÿ äçåòà-ôóíêöi¨. Ôiêñó�ìî òåïåð äîâiëüíå íàòóðàëüíå ÷è-
ñëî N i ðîçãëÿíåìî ÷àñòêîâèé äîáóòîê

ΠN =
∏

N(p)≤N

1
1− 1

N(p)s

i ñóìó

ΣN =
∑

N(I)≤N

1
N(I)s

,

â ÿêèõ I ïðîáiãà� âñi, à p � ïåðâèííi iäåàëè êiëüöÿ A . Ïåðåòâîðèìî
ΠN ó òàêèé ñïîñiá:

ΠN =
∏

N(p)≤N

(
1 +

1
N(p)s

+
1

N(p)2s
+ . . .

)
=

=
∑

N(pk)≤N

1
N(pm1

1 pm2
2 . . . pml

l )s
,

äå îñòàííÿ ñóìà áåðåòüñÿ çà âñiìà ìîæëèâèìè íàáîðàìè ïåðâèííèõ
iäåàëiâ p1, p2, . . . , pl i äîâiëüíèìè ïîêàçíèêàìè mk . Àëå ç îäíîçíà÷-
íîñòi ðîçêëàäó íà ïåðâèííi ìíîæíèêè âèïëèâà�, ùî ñåðåä äîáóòêiâ
pm1
1 pm2

2 . . . pml
l çóñòði÷àþòüñÿ (i êîæåí ïî îäíîìó ðàçó) òi é òiëüêè òi

iäåàëè, óñi ïåðâèííi äiëüíèêè ÿêèõ ìàþòü íîðìó íå áiëüøó, íiæ N . Ïî-
çíà÷èìî ìíîæèíó òàêèõ iäåàëiâ IN . Çîêðåìà, ñåðåä íèõ ìiñòÿòüñÿ âñi
iäåàëè, ç íîðìîþ íå áiëüøîþ, íiæ N . Îòæå, ìà�ìî ðiâíiñòü:

ΠN = ΣN + Σ∗N ,
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äå

Σ∗N =
∑

I ∈ IN

N(I) > N

1
N(I)s

,

Àëå Σ∗N íå ïåðåáiëüøó� çàëèøêà, ÿêèé óòâîðèòüñÿ, ÿêùî âiä ðÿäó Äiði-
õëå ζK(s) çàëèøèòè ëèøå äîäàíêè ç íîìåðàìè, áiëüøèìè çà N . Îòæå,
Σ∗N → 0 , êîëè N → ∞ . Îñêiëüêè çà îçíà÷åííÿì ΣN → ζK(s) , êîëè
N →∞ , çâiäñè âèïëèâà� òâåðäæåííÿ òåîðåìè. �

Çîêðåìà, äëÿ çâè÷àéíî¨ äçåòà-ôóíêöi¨ Ðiìàíà îäåðæó�ìî êëàñè÷íèé
ðåçóëüòàò Îéëåðà:

ζ(s) =
∏
p

1
1− 1

ps

,

äå p ïðîáiãà� ïåðâèííi íàòóðàëüíi ÷èñëà.

III.4. Iñíóâàííÿ ïåðâèííèõ iäåàëiâ ïåðøîãî ñòóïåíÿ

Ñêîðèñòàéìîñÿ ðîçêëàäîì äçåòà-ôóíêöi¨ â Îéëåðiâ äîáóòîê äëÿ òî-
ãî, ùîá îäåðæàòè iíôîðìàöiþ ïðî ðîçïîäië ïåðâèííèõ iäåàëiâ. Ïåðø çà
âñå, âðàõîâóþ÷è ãðàíè÷íó ïîâåäiíêó äçåòà-ôóíêöi¨ ïðè s → 1 , ìà�ìî
íàñòóïíèé íàñëiäîê.

Íàñëiäîê III.4.1. Ïðè s→ 1 + 0

ln ζK(s) = ln
1

s− 1
+O(1) .

Çâiäñè âèâåäåìî òàêèé ðåçóëüòàò, âïåðøå âiäêðèòèé äëÿ çâè÷àéíèõ
öiëèõ ÷èñåë ùå Îéëåðîì.

Òåîðåìà III.4.2. Ïðè s→ 1 + 0∑
p∈P

1
N(p)s

= ln
1

s− 1
+O(1) .

Äîâåäåííÿ. Áåçïîñåðåäíüî ïðîëîãàðèôìóâàâøè Îéëåðiâ äîáóòîê,
îäåðæèìî:

ln ζK(s) = −
∑
p∈P

ln
(

1− 1
N(p)s

)
=

∑
p∈P

∞∑
k=1

1
kN(p)ks

=

=
∑
p∈P

1
N(p)s

+
∑
p∈P

∞∑
k=2

1
kN(p)ks

.

Âðàõîâóþ÷è, ùî N(p) ≥ 2 , îöiíèìî ÷ëåíè îñòàííüî¨ ñóìè:
∞∑

k=2

1
kN(p)ks

<
1

N(p)2s

∞∑
k=0

1
2s
<

2
N(p)2s

.
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Îòæå, îñêiëüêè ðÿä äëÿ äçåòà-ôóíêöi¨ çáiãà�òüñÿ ïðè s > 1 , îñòàííÿ
ñóìà çáiãà�òüñÿ ïðè s > 1/2 , òîáòî çàëèøà�òüñÿ îáìåæåíîþ ïðè s →
1 . �

Íàãàäà�ìî, ùî ïåðâèííèé iäåàë p çâåòüñÿ ïåðâèííèì iäåàëîì ïåð-
øîãî ñòóïåíÿ, ÿêùî N(p) � ïåðâèííå íàòóðàëüíå ÷èñëî. Â iíøîìó ðàçi
N(p) = pf äëÿ äåÿêîãî ïðîñòîãî p i k ≤ 2 . Ïîçíà÷èìî P1 ìíîæèíó âñiõ
ïåðâèííèõ iäåàëiâ ïåðøîãî ñòóïåíÿ i P ′ = P \ P1 . Òîäi ðÿä∑

p∈P ′

1
N(p)s

,

î÷åâèäíî, çáiãà�òüñÿ âæå ïðè s > 1/2 , çâiäêè îäåðæó�ìî ùå òàêèé
íàñëiäîê.

Íàñëiäîê III.4.3. Ïðè s→ 1 + 0∑
p∈P1

1
N(p)s

= ln
1

s− 1
+O(1) .

Çîêðåìà, ó êîæíîìó ïîëi àëãåáðè÷íèõ ÷èñåë iñíó� áåçëi÷ ïåðâèííèõ iäå-
àëiâ ïåðøîãî ñòóïåíÿ.

III.5. Ïîëÿ ïîäiëó êîëà

Ó öüîìó ðîçäiëi ìè çàñòîñó�ìî çàãàëüíó òåõíiêó äî âèâ÷åííÿ ñïå-
öiàëüíîãî êëàñó ïîëiâ � ïîëiâ ïîäiëó êîëà. Íàãàäà�ìî, ùî ïîëå ïîäiëó
êîëà íà m ÷àñòèí � öå ïîëå K = Q(ε) , äå ε � ïåðâiñíèé êîðiíü ñòó-
ïåíÿ m ç îäèíèöi, òîáòî εm = 1 i εl 6= 1 äëÿ äîâiëüíîãî íàòóðàëüíîãî
l < m . Çâè÷àéíî, ε � öiëèì àëãåáðè÷íèì ÷èñëîì. Òîìó êiëüöå A öiëèõ
àëãåáðè÷íèõ åëåìåíòiâ ïîëÿ K ìiñòèòü ïiäêiëüöå Z[ε] , ÿêå ñêëàäà�òüñÿ
ç óñiõ ìíîãî÷ëåíiâ âiä ε ç öiëèìè êîåôiöi�íòàìè.

Ïîçíà÷èìî Φm(x) ìíîãî÷ëåí ïîäiëó êîëà íà m ÷àñòèí, òîáòî ìíî-
ãî÷ëåí çi ñòàðøèì êîåôiöi�íòîì 1, êîðåíÿìè ÿêîãî � âñi ïåðâiñíi êîðåíi
ñòóïåíÿ m ç îäèíèöi. Ç î÷åâèäíî¨ ðiâíîñòi

xm − 1 =
∏
d|m

Φd(x)

iíäóêöi�þ çà m ëåãêî âèâåñòè, ùî ìíîãî÷ëåí Φm(x) ìà� öiëi êîåôiöi-
�íòè. Çà îçíà÷åííÿì, deg Φm(x) = ϕ(m) , äå ϕ(m) � ôóíêöiÿ Îéëåðà,
òîáòî êiëüêiñòü êëàñiâ ëèøêiâ çà ìîäóëåì m , ñïiâïåðâèííèõ ç m . Òîìó
k = (K : Q) ≤ ϕ(m) . ×èñëà 1, ε, ε2, . . . , εk−1 ëiíiéíî íåçàëåæíi íàä ïîëåì
ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë (âîíè óòâîðþþòü áàçó ïîëÿ K ). Òîìó âîíè óòâîðþ-
þòü òàêîæ áàçó àäèòèâíî¨ ãðóïè êiëüöÿ Z[ε] . Îñêiëüêè ðàíãè ãðóïè A
òà ¨¨ ïiäãðóïè Z[ε] ðiâíi, iíäåêñ δ = (A : Z[ε]) � ñêií÷åííèì.

Òâåðäæåííÿ III.5.1. Ïðèïóñòèìî, ùî ïåðâèííå ÷èñëî p íå äiëèòü
mδ . Òîäi,äëÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòà α ∈ A :

(1) Iñíó� åëåìåíò β ∈ Z[ε] , òàêèé ùî α ≡ β (mod p) .
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(2) αpf ≡ α (mod p) , äå f � íàéìåíøèé ïîêàçíèê, äëÿ ÿêîãî pf ≡
1 (modm) (òîáòî ïîðÿäîê çàëèøêó ÷èñëà p ó ìóëüòèïëiêàòè-
âíié ãðóïi ëèøêiâ çà ìîäóëåì m , ñïiâïåðâèííèõ ç m ).

Äîâåäåííÿ. 1) Îñêiëüêè δα ∈ Z[ε] , åëåìåíò α � ìíîãî÷ëåíîì âiä
ε ç ðàöiîíàëüíèìè êîåôiöi�íòàìè çi ñïiëüíèì çíàìåííèêîì δ . Çíàéäåìî
öiëå c , äëÿ ÿêîãî cδ ≡ 1 (mod p) . Òîäi α ≡ cδα (mod p) , ïðè÷îìó β =
cδα ∈ Z[ε] .

2) Òåïåð ìîæíà ââàæàòè, ùî α = g(ε) äëÿ äåÿêîãî ìíîãî÷ëåíà g(x)
ç öiëèìè êîåôiöi�íòàìè. Àëå ôàêòîðêiëüöå A/pA ìà� õàðàêòåðèñòèêó
p , òîìó ïiäíåñåííÿ äî ñòóïåíÿ p � â íüîìó ãîìîìîðôiçìîì. Êðiì òîãî,
ap ≡ a (mod p) äëÿ äîâiëüíîãî öiëîãî a . Îòæå, g(ε)pf ≡ g(εp

f
) (mod p) ,

çâiäêè, î÷åâèäíî, i âèïëèâà� íåîáõiäíå ïîðiâíÿííÿ. �

Íàñëiäîê III.5.2. Ïåðâèííi íàòóðàëüíi ÷èñëà p , ÿêi íå äiëÿòü mδ ,
� íåðîçãàëóæåíèìè â K .

Çâàæàþ÷è íà òåîðåìó I.7.8, öå òâåðäæåííÿ ìîæíà ïåðåôîðìóëþâàòè
â íàñòóïíèé ñïîñiá:

ïåðâèííi äiëüíèêè äèñêðèìiíàíòà D ïîëÿ K � ïåðâèííèìè äiëüíè-
êàìè äîáóòêó mδ .

Äîâåäåííÿ. Äiéñíî, ïðèïóñòèìî ùî òàêå ïåðâèííå ÷èñëî p � ðîç-
ãàëóæåíèì, òîáòî äiëèòüñÿ íà êâàäðàò äåÿêîãî ïåðâèííîãî iäåàëó p .
Òîäi αpf ≡ α (mod p2) äëÿ äîâiëüíîãî α ∈ A . Âèáåðåìî α ∈ p \ p2 .
Òîäi α ≡ 0 (mod p) , çâiäêè αp ≡ 0 (mod p2) . Îòæå, α ≡ 0 (mod p2) , ùî
ñóïåðå÷èòü âèáîðó α , �

Çâiäñè âèâîäèòüñÿ çàêîí ðîçêëàäó ïåðâèííèõ ÷èñåë ó ïîëi K .

Òåîðåìà III.5.3. Ïåðâèííå ÷èñëî p , ÿêå íå äiëèòü mδ , ðîçêëà-
äà�òüñÿ ó ïîëi K â äîáóòîê k/f ðiçíèõ ïåðâèííèõ iäåàëiâ, êîæåí ç
ÿêèõ ìà� ñòóïiíü iíåðöi¨ f , äå f � íàéìåíøèé ïîêàçíèê, äëÿ ÿêîãî
pf ≡ 1 (modm) .

Äîâåäåííÿ. Äiéñíî, ìè âæå çíà�ìî, ùî ÷èñëî p � íåðîçãàëóæå-
íèì. Íåõàé p � ÿêèéñü ïåðâèííèé iäåàë, ùî äiëèòü p , à g � éîãî ñòóïiíü
iíåðöi¨. Òîäi L = A/p � ïîëå ç pg åëåìåíòiâ, òîìó αpg ≡ α (mod p) äëÿ
äîâiëüíîãî α ∈ A , ïðè÷îìó g � íàéìåíøèé ïîêàçíèê, ÿêèé ìà� öþ âëà-
ñòèâiñòü. �ç òâåðäæåííÿ III.5.1 âèïëèâà�, ùî g ≤ f . Ïðèïóñòèìî, ùî
g < f . Òîäi pg 6≡ 1 (modm) , à òîìó εp

g 6= ε , àëå εp
g ≡ ε (mod p) . Çâäiñè

âèïëèâà�, ùî ìíîãî÷ëåí xm − 1 =
∏m−1

k=0 (x − εk) ìà� â ïîëi L êðàò-
íèé êîðiíü ε , ùî íåìîæëèâî, áî âií � ñïiâïåðâèííèì çi ñâî�þ ïîõiäíîþ
mxm−1 (àäæå m íå äiëèòüñÿ íà p ). Îòæå, g = f . Îñêiëüêè öå âiðíî
äëÿ âñiõ ïåðâèííèõ iäåàëiâ, ÿêi äiëÿòü p , òâåðäæåííÿ ïðî ¨õ êiëüêiñòü
òåïåð áåçïîñåðåäíüî âèïëèâà� ç íàñëiäêó I.7.2. �

Çîêðåìà, ïåðâèííi iäåàëè ïåðøîãî ñòóïåíÿ â ïîëi K , êðiì ñêií÷åí-
íî¨ êiëüêîñòi äiëüíèêiâ mδ � öå ïåðâèííi äiëüíèêè òàêèõ íàòóðàëüíèõ
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ïåðâèííèõ ÷èñåë p , ùî p ≡ 1 (modm) , ïðè÷îìó êîæíå òàêå ïåðâèííå
÷èñëî ðîçêëàäà�òüñÿ â ïîëi K ó äîáóòîê k ïåðâèííèõ iäåàëiâ. Òîìó
íàñëiäîê III.4.3 â öüîìó âèïàäêó ïåðåòâîðþ�òüñÿ íà òàêó ôîðìóëó:

(15) k
∑

p≡1 (mod m)

1
ps

= ln
1

s− 1
+O(1) .

Íàñëiäîê III.5.4. Iñíó� áåçëi÷ ïåðâèííèõ ÷èñåë p , òàêèõ ùî p ≡
1 (modm) .

Öå � ÷àñòêîâèé âèïàäîê òåîðåìè Äiðiõëå ïðî ïåðâèííi ÷èñëà â àðèô-
ìåòè÷íié ïðîãðåñi¨ . Äîâåäåííÿ öi�¨ òåîðåìè â ïîâíîìó îáñÿçi ïîòðåáó�
äåÿêèõ äîäàòêîâèõ ìiðêóâàíü i áóäå ïðîâåäåíå â íàñòóïíîìó ðîçäiëi. Ç
òèõ æå ìiðêóâàíü ìè îäåðæèìî òî÷íó ðiâíiñòü k = ϕ(m) äëÿ ðîçìiðíî-
ñòi ïîëÿ ïîäiëó êîëà.

Âïðàâè III.1. (1) (a) Äîâåäiòü, ùî ïåðâèííi äiëüíèêè ÷èñëà
δ , îçíà÷åíîãî âèùå â öüîìó ðîçäiëi, � òàêîæ äiëüíèêàìè
÷èñëà m . Îòæå, ðîçãàëóæåíèìè â ïîëi K ìîæóòü áóòè ëè-
øå ïåðâèííi äiëüíèêè m .

(b) Ïðèïóñòèìî, ùî m � ïåðâèííèì ÷èñëîì. Äîâåäiòü, ùî âî-
íî � ðîçãàëóæåíèì ó ïîëi ïîäiëó êîëà íà m ÷àñòèí.

(c) Âèâåäiòü çâiäñè, ùî i â çàãàëüíîìó âèïàäêó âñi ïåðâèííi äi-
ëüíèêè ÷èñëà m � ðîçãàëóæåíèìè â ïîëi ïîäiëó êîëà íà
m ÷àñòèí. (Ñêîðèñòàéòåñÿ, íàïðèêëàä, ðåçóëüòàòîì âïðà-
âè I.7.7).

(2) Ïðèïóñòèìî, ùî m = ld , äå l � ïåðâèííå ÷èñëî.
(a) Äîâåäiòü, ùî âñi ÷èñëà 1 − εj , äå j íå äiëèòüñÿ íà l , �

àñîöiéîâàíèìè â êiëüöi A .
(b) Ïåðåâiðòå, ùî Φm(1) = l . Âèâåäiòü çâiäñè, ùî lA = πϕ(m)A ,

äå π = 1− ε .
(c) Äîâåäiòü, ùî ÷èñëî a0 + a1π + · · ·+ aϕ(m)−1π

ϕ(m)−1 , äå aj

� öiëi ÷èñëà, äiëèòüñÿ íà l â êiëüöi A òîäi é ëèøå òîäi,
êîëè âñi êîåôiöi�íòè aj äiëÿòüñÿ íà l . Âèâåäiòü çâiäñè,
ùî A = Z[ε] .

III.6. Ïåðâèííi ÷èñëà â àðèôìåòè÷íèõ ïðîãðåñiÿõ

Äëÿ äîâåäåííÿ òåîðåìè Äiðiõëå íàì ïîòðiáíi áóäóòü âëàñòèâîñòi òàê
çâàíèõ õàðàêòåðiâ àáåëåâèõ ãðóï. Õî÷ ¨õ ìîæíà çíàéòè, íàïðèêëàä, ó
êíèçi [Ê, ãë. 8], ìè äàìî êîðîòêèé âèêëàä öèõ âëàñòèâîñòåé. Ó öüîìó
ðîçäiëi âñi ãðóïè ââàæàþòüñÿ êîìóòàòèâíèìè.

Îçíà÷åííÿ III.6.1. (1) Õàðàêòåðîì ãðóïè G çâåòüñÿ äîâiëüíèé
¨¨ ãîìîìîðôiçì ó ìóëüòèïëiêàòèâíó ãðóïó C∗ ïîëÿ êîìïëåêñ-
íèõ ÷èñåë. Ìíîæèíà âñiõ õàðàêòåðiâ ãðóïè G ïîçíà÷à�òüñÿ
Ĝ .
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(2) Ãîëîâíèì õàðàêòåðîì ãðóïè G çâåòüñÿ âiäîáðàæåííÿ χ0 : G→
C∗ , òàêå ùî χ0(g) = 1 äëÿ âñiõ g ∈ G .

Òåîðåìà III.6.2. Íåõàé G � àáåëåâà ãðóïà ïîðÿäêó n . Òîäi:
(1) G ìà� ðiâíî n ðiçíèõ õàðàêòåðiâ.
(2) χ(g−1) = χ(g) äëÿ êîæíîãî õàðàêòåðà χ ∈ G i êîæíîãî åëå-

ìåíòà g ∈ G .
(3) Äëÿ äîâiëüíèõ õàðàêòåðiâ χ, ψ ∈ Ĝ ìà� ìiñöå ðiâíiñòü:∑

g∈G

χ(g)ψ(g) =
{

0 ïðè χ 6= ψ
n ïðè χ = ψ

(4) Äëÿ äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ g, h ∈ G ìà� ìiñöå ðiâíiñòü:∑
χ∈Ĝ

χ(g)χ(h) =
{

0 ïðè g 6= h
n ïðè g = h

Äîâåäåííÿ. 1. Ðîçêëàäåìî ãðóïó G ó ïðÿìèé äîáóòîê öèêëi÷íèõ,
àáî, ùî òå ñàìå, çàäàìî ¨¨ òâiðíèìè i ñïiââiäíîøåííÿìè âèãëÿäó:

G = 〈 g1, g2, . . . , gk | g
mj

j = 1 〉
(çâè÷àéíî, ìè íå çàïèñó�ìî òóò ñïiââiäíîøåíü êîìóòàòèâíîñòi). Òîäi êî-
æåí ãîìîìîðôiçì χ : G→ C∗ âèçíà÷à�òüñÿ çíà÷åííÿìè χ(gj) , ïðè÷îìó
�äèíà âèìîãà äî öèõ çíà÷åíü ïîëÿãà� ó ðiâíîñòÿõ χ(gj)mj = 1 äëÿ âñiõ
j . Îòæå, äëÿ êîæíîãî íîìåðà j ìà�ìî mj ìîæëèâîñòåé äëÿ âèáîðó
çíà÷åííÿ χ(gj) , ùî ðàçîì äà� m1m2 . . .mk = n ðiçíèõ õàðàêòåðiâ.

Òâåðäæåííÿ 2 îäðàçó âèïëèâà� ç òîãî, ùî χ(g)n = 1 , îòæå |χ(g)|2 =
χ(g)χ(g) = 1 , à òîäi χ(g) = χ(g)−1 = χ(g−1) .

3. Âèïàäîê χ = ψ îäðàçó âèïëèâà� ç òâåðäæåííÿ 2 . Ïðèïóñòèìî,
ùî χ 6= ψ . Ïîçíà÷èìî S =

∑
g∈G χ(g)ψ(g) . Çíàéäåìî åëåìåíò h ∈ G ,

äëÿ ÿêîãî χ(h) 6= ψ(h) . Òîäi

χ(h)ψ(h)S =
∑
g∈G

χ(h)χ(g)ψ(h)ψ(g) =
∑
g∈G

χ(hg)ψ(hg) = S ,

îñêiëüêè äîáóòîê hg òàêîæ ïðîáiãà� âñi åëåìåíòè ãðóïè G ïî îäíîìó
ðàçó. Îñêiëüêè χ(h)ψ(h) 6= 1 , çâiäñè S = 0 .

4. Íåõàé g1, g2, . . . , gn � âñi åëåìåíòè ãðóïè G , à χ1, χ2, . . . , χn � âñi
¨¨ õàðàêòåðè. Ðîçãëÿíåìî êâàäðàòíó ìàòðèöþ X , íà ìiñöi ç íîìåðîì
(ij) â ÿêié ñòî¨òü ÷èñëî χi(gj) . Òîäi âæå äîâåäåíi ðiâíîñòi 3) îçíà÷àþòü,
ùî XX> = nE (E � îäèíè÷íà ìàòðèöÿ). Àëå òîäi é X>X = nE .
Ðîçïèñàâøè îñòàííþ ðiâíiñòü ïîêîåôiöi�íòíî, ìè é îäåðæèìî ðiâíîñòi
4 . �

Íàì çíàäîáèòüñÿ ùå íàñòóïíèé íàñëiäîê ç äîâåäåíî¨ òåîðåìè.

Íàñëiäîê III.6.3. ßêùî H � ïiäãðóïà ïîðÿäêó k â ãðóïi G ïîðÿäêó
n , òî äëÿ äîâiëüíîãî ¨¨ õàðàêòåðó ψ ∈ Ĥ iñíó� ðiâíî n/k õàðàêòåðiâ
ãðóïè G , îáìåæåííÿ ÿêèõ íà H çáiãà�òüñÿ ç ψ .
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Äîâåäåííÿ. Íåõàé χ i χ′ � äâà õàðàêòåðè ãðóïè G , äëÿ ÿêèõ
îáìåæåííÿ íà H çáiãàþòüñÿ. Ëåãêî ïåðåâiðèòè, ùî ôóíêöiÿ ξ(g) =
χ(g)−1χ′(g) òàêîæ � õàðàêòåðîì ãðóïè G , ïðè÷îìó éîãî îáìåæåííÿ
íà H �, î÷åâèäíî, ãîëîâíèì õàðàêòåðîì. Òîäi ξ âèçíà÷à� õàðàêòåð
ξ∗ ôàêòîðãðóïè G/H çà ïðàâèëîì: ξ∗(gH) = ξ(g) . Çãiäíî ç òåîðå-
ìîþ III.6.2(1) äëÿ ξ∗ iñíó� ùîíàéáiëüøå n/k ìîæëèâîñòåé. Àëå çà çíà-
÷åííÿì ξ∗ îäíîçíà÷íî âiäíîâëþ�òüñÿ õàðàêòåð ξ , à çíàþ÷è χ òà ξ ,
ìîæíà òåæ îäíîçíà÷íî âiäíîâèòè χ′ . Îòæå, äëÿ äîâiëüíîãî ψ iñíó�
ùîíàéáiëüøå n/k õàðàêòåðiâ óñi�¨ ãðóïè, ÿêi â îáìåæåííi íà H äà-
þòü ψ . Îñêiëüêè G ìà� n , à H � k õàðàêòåðiâ, óñi n/k ìîæëèâîñòåé
ïîâèííi ðåàëiçóâàòèñÿ äëÿ êîæíîãî õàðàêòåðó ψ . �

Ìè âèêîðèñòà�ìî öi âëàñòèâîñòi ó âèïàäêó, êîëè G = Gm � ìóëü-
òèïëiêàòèâíîþ ãðóïîþ êiëüöÿ ëèøêiâ çà ìîäóëåì m , òîáòî òèõ ëèøêiâ,
ÿêi � ñïiâïåðâèííèìè ç m . Ïîðÿäîê öi�¨ ãðóïè äîðiâíþ� ϕ(m) . ◦¨ õàðà-
êòåðè, çâè÷àéíî, ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê ôóíêöi¨ íà ìíîæèíi öiëèõ ÷èñåë,
ñïiïåðâèííèìõ ç m . Íàì áóäå çðó÷íî òàêîæ ïîêëàñòè χ(a) = 0 äëÿ êî-
æíîãî òàêîãî õàðàêòåðó i öiëîãî a , ÿêå íå � ñïiâïåðâèííèì ç m . Ïåðø
çà âñå, ïåðåòâîðèìî Îéëåðiâ äîáóòîê äëÿ äçåòà-ôóíêöi¨ ïîëÿ K ïîäiëó
êîëà íà m . Äëÿ öüîãî ôiêñó�ìî äåÿêå ïåðâèííå ÷èñëî p , ÿêå íå äiëèòü
mδ (ìè çáåðiãà�ìî ïîçíà÷åííÿ ïîïåðåäíüîãî ðîçäiëó). Íåõàé f � íàéìå-
íøèé ïîêàçíèê, äëÿ ÿêîãî pf ≡ 1 (modm) . Çà òåîðåìîþ III.5.3 ðîçêëàä
÷èñëà p â ïîëi K ìà� âèãëÿä:

pA = p1p2 . . . pl ,

äå l = k/f , ïðè÷îìó N(pj) = pf äëÿ âñiõ j = 1, . . . , l . Âíåñîê öèõ iäåàëiâ
â Îéëåðiâ äîáóòîê äëÿ ζK(s) ñòàíîâèòü

Πp =
k∏

j=1

1
1− 1

pfs

.

Ðîçãëÿíåìî êëàñ ÷èñëà p â ãðóïi Gm . Âií ïîðîäæó� öèêëi÷íó ïiä-
ãðóïó ïîðÿäêó f . Öÿ ïiäãðóïà ìà� f õàðàêòåðiâ, ÿêi ïåðåâîäÿòü p
â ηj , äå η � ïåðâiñíèé êîðiíü ñòóïåíÿ f ç îäèíèöi, à j = 0, . . . , f − 1 .
Ç íàñëiäêó III.6.3 âèïëèâà�, ùî äëÿ êîæíîãî j iñíó� ðiâíî ϕ(m)/f
õàðàêòåðiâ χ ãðóïè Gm , òàêèõ ùî χ(p) = ηj . Çàóâàæèìî ùå, ùî
1− xf =

∏f−1
j=0 (1− ηjx) . Òîìó âèðàç äëÿ Πp ìîæíà ïåðåòâîðèòè òàê:

Πp =

f−1∏
j=0

1

1− ηj

ps

 k
f

=

 ∏
χ∈Ĝm

1

1− χ(p)
ps

 k
ϕ(m)

.

Ïîçíà÷èìî ν = k/ϕ(m) . Çàóâàæèìî òàêîæ, ùî êîæåí ñïiâìíîæíèê ç
Îéëåðîâà äîáóòêó, âçÿòèé îêðåìî, ÿâëÿ� ñîáîþ íåñêií÷åííî äèôåðåí-
öiéîâíó (íàâiòü àíàëiòè÷íó) ôóíêöiþ ïðè s > 0 . Îñêiëüêè iñíó� ëèøå
ñêií÷åííà êiëüêiñòü ïåðâèííèõ iäåàëiâ, ÿêi äiëÿòü mδ , îäåðæó�ìî òàêèé
ðåçóëüòàò.
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Òâåðäæåííÿ III.6.4. Äëÿ äçåòà-ôóíêöi¨ ïîëÿ ïîäiëó êîëà K ìà�
ìiñöå ôîðìóëà:

ζK(s) = F (s)

 ∏
χ∈Ĝm

∏
p

1

1− χ(p)
ps

ν

,

äå F (s) � ôóíêöiÿ, íåñêií÷åííî äèôåðåíöiéîâíà ïðè s > 0 .

Ðîçãëÿíåìî òåïåð âëàñòèâîñòi íåñêií÷åííèõ äîáóòêiâ, ÿêi âõîäÿòü â
îñòàííþ ôîðìóëó äëÿ äçåòà-ôóíêöi¨. Çàóâàæèìî, ïåðø çà âñå, ùî äëÿ
äîâiëüíîãî õàðàêòåðó χ ∈ Ĝm ìîæíà ðîçãëÿíóòè ðÿä Äiðiõëå L(χ, s) .
Ïðè öüîìó ðÿä L(χ0, s) , ÿêèé âiäïîâiäà� ãîëîâíîìó õàðàêòåðó, ëèøå
ñêií÷åííîþ êiëüêiñòþ ñïiâìíîæíèêiâ âiäðiçíÿ�òüñÿ âiä äçåòà-ôóíêöi¨ Ði-
ìàíà. Òîìó ñêîíöåíòðó�ìî óâàãó íà ðÿäàõ Äiðiõëå, ÿêi âiäïîâiäàþòü íå-
ãîëîâíèì õàðàêòåðàì.

Òåîðåìà III.6.5. Íåõàé χ � íåãîëîâíèé õàðàêòåð ãðóïè Gm . Òîäi:

(1) Ðÿä Äiðiõëå L(χ, s) çáiãà�òüñÿ ïðè s > 0 i ðiâíîìiðíî çáiãà�-
òüñÿ íà ìíîæèíi s ≥ s0 äëÿ äîâiëüíîãî s > 0 .

(2) Ïðè öèõ çíà÷åííÿõ s ìà� ìiñöå ðîçêëàä ðÿäó L(χ, s) â Îéëåðiâ
äîáóòîê:

L(χ, s) =
∏
p

1

1− χ(p)
ps

.

(3) Â îêîëi s = 1

lnL(χ, s) =
∑

p

χ(p)
ps

+O(1) .

Äîâåäåííÿ. 1) Îñêiëüêè õàðàêòåð χ íåãîëîâíèé, ç Òåîðåìè III.6.2(3)
âèïëèâà�, ùî

∑m
a=1 χ(a) = 0 (äîñèòü ïîêëàñòè ψ = χ0 ). Îòæå, �ñóìà-

òîðíà ôóíêöiÿ�
∑

a<x χ(a) � îáìåæåíîþ i ìîæíà çàñòîñóâàòè Òåîðå-
ìó III.1.2 ïðè äîâiëüíîìó ïîêàçíèêó.

2) i 3) äîâîäÿòüñÿ ïðàêòè÷íî òàê ñàìî, ÿê Òåîðåìè III.3.3 i III.4.2.
Ìè çàëèøà�ìî öi äîâåäåííÿ ÷èòà÷åâi. �

Òåïåð ìè âæå ìîæåìî âñòàíîâèòè íàñòóïíi âèðiøàëüíi ôàêòè.

Òåîðåìà III.6.6. (1) L(χ, 1) 6= 0 .
(2) k = ϕ(m) .

Äîâåäåííÿ. Ñêîðèñòàéìîñÿ òâåðäæåííÿì III.6.4, çãiäíî ç ÿêèì

ζK(s) = F (s)

 ∏
χ∈Ĝm

L(χ, s)

ν

,

äå ν = k/ϕ(m) ≤ 1 . Çàóâàæèìî, ùî ôóíêöi¨ F (s) i L(χ, s) ïðè χ 6= χ0

íåñêií÷åííî äèôåðåíöiéîâíi â òî÷öi 1, à lims→1+0(s− 1)L(χ0, s) iñíó� i
íå ðiâíèé 0 (òàê ñàìî, ÿê äëÿ äçåòà-ôóíêöi¨ Ðiìàíà). Çâiäñè âèïëèâà�,
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ùî, êîëè á ÿêàñü iç ôóíêöié L(χ, s) îáåðòàëàñü â íóëü ó òî÷öi 1 àáî
áóëî á ν < 1 , ìè ìàëè á lims→1+0(s − 1)ζK(s) = 0 , ùî ïðîòèði÷èòü
íàñëiäêó III.3.2. �

Òåïåð ôîðìóëà äëÿ äçåòà-ôóíêöi¨ ç òâåðäæåííÿ III.6.4 çàïèñó�òüñÿ
òàê:

(16) ζK(s) = F (s)
∏

χ∈Ĝm

∏
p

1

1− χ(p)
ps

.

Íàñëiäîê III.6.7. ßêùî χ � õàðàêòåð ãðóïè Gm , òî∑
p

χ(p)
ps

=
{

ln 1
s−1 +O(1) ïðè χ = χ0

O(1) ïðè χ 6= χ0

Ç îñòàííüîãî íàñëiäêó âæå ëåãêî âèâîäèòüñÿ òåîðåìà Äiðiõëå ïðî
ïåðâèííi ÷èñëà â àðèôìåòè÷íié ïðîãðåñi¨ ó âåëüìè ñèëüíîìó âàðiàíòi:
ïåðâèííi ÷èñëà âèÿâëÿþòüñÿ ó äåÿêîìó ðîçóìiííi ðiâíîìiðíî ðîçïîäiëå-
íèìè ìiæ êëàñàìè ëèøêiâ çà ìîäóëåì m .

Òåîðåìà III.6.8. ßêùî íàòóðàëüíi ÷èñëà a i m ñïiâïåðâèííi, òî
ïðè s→ 1 + 0 ∑

p≡a (mod m)

1
ps

=
1

ϕ(m)
ln

1
s− 1

+O(1)

( p ïðîáiãà� ïåðâèííi ÷èñëà). Çîêðåìà, iñíó� áåçëi÷ ïåðâèííèõ ÷èñåë p ,
òàêèõ ùî p ≡ a (modm) .

Äîâåäåííÿ. Çà òåîðåìîþ III.6.2 îäåðæó�ìî:∑
χ∈Ĝm

χ(a)
∑

p

χ(p)
ps

=
∑

χ∈Ĝm

∑
p

χ(p)χ(a)
ps

=

∑
p

1
ps

∑
χ∈Ĝm

χ(p)χ(a) = ϕ(m)
∑

p≡a (mod m)

1
ps
.

Àëå ç íàñëiäêó III.6.7 âèïëèâà�, ùî∑
χ∈Ĝm

χ(a)
∑

p

χ(p)
ps

= ln
1

s− 1
+O(1) .

�

Âïðàâè III.2. (1) Íåõàé K = Q(
√
d) , äå d � íàòóðàëüíå ÷èñëî,

ÿêå íå äiëèòüñÿ íà êâàäðàòè ïåðâèííèõ ÷èñåë, D = |D(K)| .
(a) Äîâåäiòü, ùî iñíó� �äèíèé õàðàêòåð χd ãðóïè GD , äëÿ

ÿêîãî χd(p) =
(

d
p

)
äëÿ äîâiëüíîãî íåïàðíîãî ïåðâèííîãî

p , ÿêå íå äiëèòü d .
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(b) Âèêîðèñòîâóþ÷è ðåçóëüòàòè âïðàâè I.7 (3), äîâåäiòü, ùî
äçåòà-ôóíêöiÿ ïîëÿ K ðîçêëàäà�òüñÿ ó äîáóòîê ζK(s) =
F (s)L(χ0, s)L(χd, s) , äå χ0 � ãîëîâíèé õàðàêòåð ãðóïè GD ,
à F (s) � ôóíêöiÿ, íåñêií÷åííî äèôåðåíöiéîâíà ïðè s > 0 .

(c) Âèâåäiòü çâiäñè, ùî

lim
s→1

∏
p

1

1−
(

d
p

)
p−s

=
2τ√
D

h ,

(äîáóòîê áåðåòüñÿ çà âñiìà íåïàðíèìè ïåðâèííèìè p , ÿêi íå
äiëÿòü d ). Òóò h � ÷èñëî êëàñiâ iäåàëiâ ïîëÿ K , à τ = ln η ,
äå η � òàêà îñíîâíà îäèíèöÿ öüîãî ïîëÿ, ùî η > 1 , ÿêùî
d > 0 , i τ = 1/w , ÿêùî d < 0 , äå w = 6 ïðè d = −3 ,
w = 4 ïðè d = −1 i w = 2 â iíøèõ âèïàäêàõ.

(2) (a) Íåõàé d � öiëå ÷èñëî, ÿêå íå � ïîâíèì êâàäðàòîì. Äîâåäiòü,

ùî ðÿä
∑

p

(
d
p

)
p−s çáiãà�òüñÿ ïðè s = 1 (ñóìà áåðåòüñÿ

çà âñiìà íåïàðíèìè ïåðâèííèìè, ÿêi íå äiëÿòü d ). Çîêðåìà,

iñíó� áåçëi÷ ïåðâèííèõ p , äëÿ ÿêèõ
(

d
p

)
= −1 .

(b) Óòî÷íèòè îñòàííié ðåçóëüòàò, äîâiâøè, ùî∑
(

d
p

)
=δ

1
ps

=
1
2

ln
1

s− 1
+O(1)

ïðè i → 1 + 0 , äå δ = ±1 . Iíàêøå êàæó÷è, iñíó� �àñèìï-
òîòè÷íî îäíàêîâà� êiëüêiñòü ïåðâèííèõ p , òàêèõ ùî d �
êâàäðàòè÷íèì ëèøêîì çà ìîäóëåì p i òàêèõ ùî d íå �
êâàäðàòè÷íèì ëèøêîì çà ìîäóëåì p .

(c) Íåõàé d1, d2, . . . , dm � òàêi öiëi ÷èñëà, ùî äîáóòîê dk1
1 d

k2
2 ·

· . . . dkm
m � ïîâíèì êâàäðàòîì òîäi é ëèøå òîäi, êîëè âñi

ïîêàçíèêè kj ïàðíi. Ôiêñó�ìî äîâiëüíi çíà÷åíÿ δj = ±1
(j = 1, . . .m) i ïîçíà÷èìî Pδ ìíîæèíó òèõ ïåðâèííèõ ÷è-

ñåë p , äëÿ ÿêèõ
(

dj

p

)
= δj äëÿ âñiõ íîìåðiâ j . Äîâåäiòü,

ùî ∑
p∈Pδ

1
ps

=
1
2t

ln
1

s− 1
+O(1) .

(Ðîçãëÿíüòå ðÿä Äiðiõëå:∑
p

(
1 + δ1

(
d1

p

))
. . .

(
1 + δm

(
dm

p

))
1
ps

) .
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