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СТРОЕНИЕ РОДОВ ПРЕДСТАВЛЕНИЙ 
НЕПОЛУПРОСТЫХ КОЛЕЦ 

Ю. А. Дрозд 

Изучение родов целочисленных представлений произволь­
ных колец сводится к случаю порядков в полупростых алгебрах. 
Строится пример, показывающий, что для порядка в неполупро-
стой алгебре число представлений в роде может неограниченно 
возрастать с изменением рода. Библ. 7 назв. 

Пусть Л — некоторое кольцо. Л-решеткой (или цело­
численным представлением кольца Л) называется Л-мо-
дуль, аддитивная группа которого есть решетка, т. е. 
свободная абелева группа конечного ранга. Говорят, что 
две Л-решетки, L и М, принадлежат одному роду, и пишут 
L \/ М, если для любого простого р Ьр ~ Мр, где Lv — 
= L (g) Zp (Zp — кольцо целых р-адических чисел). Классы 
изоморфизма таких Л-решеток М, что L V М, образуют 
род решетки L. Известно (см., например, [1]), что теория 
целочисленных представлений фактически распадается 
на две части: теорию /ьадических представлений и изуче­
ние родов Л-решеток. Последняя задача уже для простей­
ших с точки зрения теории целочисленных представлений 
колец — максимальных порядков в полупростых Q-ал­
гебрах (Q-иоле рациональных чисел) — приводит к клас­
сическим теоретико-числовым вопросам, в частности, к 
изучению групп классов идеалов полей алгебраических 
чисел. Поэтому решением этой задачи следует, по-види­
мому, считать ее сведение к арифметике числовых полей. 

Такое сведение для представлений максимальных по­
рядков было осуществлено Эйхлером [2]. В работах [3, 4] 
показано, что изучение родов представлений произволь-
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його порядка Л в полупростой алгебре сводится к случаю 
максимального порядка и к вычислению некоторых про­
стых локальных инвариантов. Более того, такая редук­
ция проводится одновременно для всех родов Л-решеток, 
откуда следует новое доказательство теоремы А. В. Рой-
тера [5] о том, что число Л-решеток в любом роде огра­
ничено некоторой константой, зависящей только от по­
рядка Л. 

В настоящей статье изучение родов представлений про­
извольного кольца сводится к случаю порядков в полупро­
стых алгебрах. Однако это сведение оказывается сущест­
венно неравномерным, т. е. зависящим от рода. В частно­
сти, строится пример, показывающий, что для порядков 
в неполупростых алгебрах теорема об ограниченности 
числа модулей в роде неверна. 

Для произвольной Л-решетки L обозначим через {L} 
ее род и через Г—ее кольцо эндоморфизмов: T=H.om^(L, L). 
Г есть порядок в алгебре Г = Г (5<l Q. Как известно 
(см. [3, 4, 6]), существует естественное взаимно одноз­
начное соответствие между родом {L} и родом {Г} (глав­
ным родом порядка Г). Если N—решетка рода {Г, R — 
= rad Г — радикал Джекобсона кольца Г, то N = N/NR 
есть решетка рода {Г}, где Г = T/R — порядок в полу­
простой алгебре Г/Г i?. _ 

ТЕОРЕМА 1*). Отображение N -> N устанавливает 
взаимно однозначное соответствие между родами {Г} 
и {Г}. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Сюръективность этого отоб­
ражения следует из того, что {Г} можно интерпретировать 
как множество двойных смежных классов Г* \ Г*/Гд, 
где ТА — группа иделей алгебры Г; Г* и ТА — подгруппы, 
соответственно, главных и Г-единичных иделей (см. [4, 6]), 
а гомоморфизм колец Г -> Г индуцирует эпиморфизмы 
этих групп. Поэтому остается доказать инъективность, т. е. 
то, что из изоморфизма М ~ N, где М, N — решетки рода 
{Г}, следует изоморфизм М ~ N. 

Но если М и N — решетки одного рода, то каждую из 
них можно вложить в другую. Кроме того, если N — ре-

*) Эта теорема вытекает также из результатов Д. К. Фад-
деева [7]. 
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шетка рода {Г}, то, поскольку Nv ~ Тр для всех р, N 
есть проективный Г-модуль. Поэтому инъективность ото­
бражения N-+N непосредственно вытекает из следующей 
теоремы. 

ТЕОРЕМА 2. Если М — нетеров модуль над некоторым 
кольцом, N — его проективный подмодуль, М' и N' — 
подмодули, соответственно, в М и N, причем М' cz 
cz rad M, где rad M — пересечение максимальных подмоду­
лей модуля М, и М/М' ~ N/N', то М ~ N. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть г|) — эпиморфизм мо­
дуля N на М]М'. Поскольку N проективен, г|) можно про­
должить до гомоморфизма ср: N -> М, причем Im ф + 
+ М' = М, откуда следует, что Im ср = М, т. е. ф — 
эпиморфизм. Положим К = Кег ф. Если К ф О, то, пола­
гая К0 = К, Ki+1 = ф"1 (К{), мы получим в М строго 
возрастающую бесконечную цепочку подмодулей: К0 cz 
cz Kx cz K2 cz ..., что невозможно ввиду нетеровости М. 
Поэтому К = 0 и ф — изоморфизм. 

Таким образом, изучение произвольного рода сводится 
к изучению главного рода для некоторого порядка Г в 
полупростой алгебре. 

С л е д с т в и е . Число классов изоморфизма А-решеток 
в любом роде конечно. 

Действительно, для порядков в полупростых алгебрах 
это следует из [2—4]. 

Следующий пример показывает, насколько сильно за­
висит порядок Г от выбора рода, если рассматривать пред­
ставления порядков в неполупростых алгебрах. 

Пусть Л есть порядок с базисом [1, гх, г2] и умножением: 
rirj — 0 для любой пары i, /. Для произвольной Л-решетки 
L обозначим 

Lx = {х ЕЕ Ь/хгг = хг2 = 0}. 
Выберем в Lx базис и дополним его до базиса L (это воз­
можно, так как L]LX— группа без кручения). Если обозна­
чить Т{ матрицу умножения на Г| в таком базисе, то Т{ 
имеет вид 

• U о)-
При перевыборе базиса в Ьх и его дополнения до базиса L 
матрица А{ переходит в матрицу PAxQ, где Р и Q — цело-

3 Матем. заметки, т. 10, вып. 1 « 



численные матрицы с определителем ± 1. Наоборот, по 
любой паре целочисленных матриц Аг, А2 можно постро­
ить целочисленное представление L = L (Аг, А2), причем 
L {Аъ А2) ~ L (Вг, В2) тогда и только тогда, когда Вг = 
= PAQi (i = 1, 2), где Р, Q — целочисленные матрицы с 
определителем ± 1. 

Мы будем рассматривать представления кольца Л вида 
L (/?, А). Очевидно, что L (E, A) ~ L (Е, В) тогда и только 
тогда, когда В = SAS'1, где S — целочисленная матри­
ца, det S = Ь 1. Таким образом, задача описания пред­
ставлений кольца Л по меньшей мере так же сложна, как 
и описание всех классов эквивалентности целочисленных 
матриц. 

Легко видеть, что если 

L = L (Е,А), Г =Hom<(L, L), 

то Г изоморфно кольцу матриц вида 

(' * ) • 

где ХА = АХ. В частности, Г = Г/rad Г ~ A/rad A = 
= А, где А есть кольцо всех целочисленных матриц, пере­
становочных с А. Очевидно, что подбирая А, можно сде­
лать порядок А сколь угодно «плохим». Например, если 

/О 1 \ 

Mo J-
то А состоит из матриц вида а-
где а = с (mod m), а А изоморфно подкольцу кольца^ = 
— Z^)Z, состоящему из таких пар (а, с), что а = с (mod m). 
Индекс (Q: А) = т и если Л̂  есть А-решетка главного 
рода, то NQ ~ Q. Поэтому из [4] (предложение 3.5) сле­
дует, что 

{A} = Q*\Q*/A*, 

Ц 



где Q * ^ f l p / m ^ P - Учитывая, чтд 
&т = {(а, с) |а, с GZm}, 

Q* - { ( а , с) |а, с = ± 1 } , 

Д^ = {(а, с) | а, с ^ Z™, а == с (mod га)}, 

мы видим, что в роде {Д}, а потому и в роде {L (Е, А)} 
лежит ф (т)/2 решеток* Таким образом, для кольца Л 
теорема об ограниченности числа модулей в роде неверна. 
Киевский государственный Поступило 
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