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Moїм жiнкам - бабусi,
матусi й дружинi.

Цей посiбник є записом лекцiй з алгебричної геометрiї, що їх читав
автор у Київському Унiверситетi та в Унiверситетi Кайзерслаутер-
на. Потреба в ньому викликана вiдсутнiстю жодного пiдручника з
цього предмету українською мовою. Втiм, i росiйськi (здебiльшого
перекладнi) книжки не зовсiм пiдходять для першого знайомства з
ним. Вони вимагають вже деяких попереднiх знань поза звичайною
унiверситетською освiтою. Зокрема, вони найчастiше не мiстять не-
обхiдних вiдомостей з комутативної алгебри, яка є головним технi-
чним засобом сучасної алгебричної геометрiї. Тому читач мусить
звертатися до додаткової лiтератури, яка, до того ж, не завжди
доступна.

У читача цiєї книжки ми передбачаємо лише володiння основами
алгебри в об’ємi унiверситетського курсу та первинними поняттями
топологiї (на рiвнi означень). Необхiдний матерiал з комутативної
алгебри викладається разом з основами алгебричної геометрiї. До
речi, це сприяє й його засвоєнню, оскiльки вiн не “зависає” в по-
вiтрi, а одразу починає працювати. Ми також знайомимо читача
з поняттям пучка, дуже важливим в усiй сучаснiй математицi, й
iлюструємо на досить елементарних прикладах, як воно працює.

У книгу включено понад 100 задач рiзного рiвня складностi. Ми
щиро рекомендуємо звертатися до них вже при першому читаннi.
Досвiд доводить, що це є майже необхiдною й достатньою умовою
для активного засвоєння матерiалу. До бiльш складних з них на-
ведено вказiвки, якi мають полегшити розв’язання. Серед вправ є
й приклади, якi iлюструють i конкретизують загальнi теореми, є й
такi, в яких викладено додатковi роздiли теорiї.

Опанувавши цей посiбник, читач буде достатньо пiдготовлений
як до вивчення бiльш складних пiдручникiв, серед яких ми реко-
мендуємо, в першу чергу, «Алгебраическую геометрию» Хартсхор-
на та «Основы алгебраической геометрии» Шафаревича, так i до
роботи з оригiнальними науковими статтями й монографiями.

Текст лекцiй українською мовою з англiйської переклала моя
дружина Неллi, за що я їй щиро вдячний.
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Роздiл 1

Афiннi многовиди

1.1. Iдеали i многовиди. Теорема Гiльберта про базу

Нехай K - алгебрично замкнене поле. Позначимо через An
K

(або
An , якщо K фiксоване) n-вимiрний афiнний простiр над K , тоб-
то множину всiх n-ок a = (a1, a2, . . . , an) з компонентами з K .
Пiдмножина X ⊆ An

K
зветься афiнним алгебричним многовидом,

якщо вона збiгається з множиною спiльних нулiв деякої сукупностi
многочленiв S = {F1, F2, . . . , Fm } ⊆ K[ x1, . . . , xn ] . Позначимо цю
множину через V (S) , або V (F1, F2, . . . , Fm) . Ми часто опускатиме-
мо слово “алгебричний” i просто казатимемо “афiнний многовид”,
тим бiльше, що ми майже нiколи не матимемо справу з iншими
многовидами. Якщо F є пiдполем у K , то через X(F) познача-
ють множину всiх точок многовиду X , координати яких належать
F .

Якщо S складається з одного многочлена F 6= 0 , многовид
V (S) = V (F ) зветься гiперповерхнею в An (плоскою кривою, якщо
n = 2 ; просторовою поверхнею, якщо n = 3 ).

Вправи 1.1.1. (1) Довести,що наступнi пiдмножини в An є
афiнними алгебричними многовидами:
(a) An ;
(b) ∅ ;
(c) { a } для кожної точки a ∈ An .
(d)

{
(tk, tl) | t ∈ K

}
⊂ A2 , де k, l – фiксованi цiлi числа.

(2) Припустимо,що F = F k1
1 . . . F ks

s , де Fi – незвiднi много-
члени. Покладемо X = V (F ) , Xi = V (Fi) . Показати, що
X =

⋃s

i=1Xi .
(3) Нехай K = C – поле комплексних чисел, R – поле дiйсних

чисел. Намалювати множини точок X(R) для плоскої кри-
вої X = V (F ) , де F – наступнi многочлени:
(a) x2 − y2 ;
(b) y2 − x3 (“кубiка з вiстрям”);
(c) y2 − x3 − x2 ; (“кубiка з вузлом”);
(d) y2 − x3 − x (“гладка кубiка”).
(Ми пишемо, як завжди, (x, y) замiсть (x1, x2) , так само у
наступнiй вправi писатимемо (x, y, z) замiсть (x1, x2, x3) .)

(4) Намалювати множини точок X(R) для просторових по-
верхонь X = V (F ) , де F – наступнi многочлени:
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(a) x2 − yz ;
(b) xyz ;
(c) x2 − z3 ;
(d) x2 + y2 − z3 .

Ми часто позначаємо через xm , де x = (x1, x2, . . . , xn) i m =
(m1, m2, . . . , mn), добуток xm1

1 . . . xmn
n . Зокрема, многочлен з K[x ]

записується як скiнченна сума
∑

m

αmxm , де m ∈ Nn, αm ∈ K .

Множина многочленiв S визначає iдеал 〈S 〉 = 〈F1, F2, . . . , Fm 〉
⊆ K[ x1, . . . , xn ] , який складається з усiх “формальних наслiдкiв”
цих многочленiв, тобто всiх лiнiйних комбiнацiй

∑m

i=1HiFi, де Hi

– деякi многочлени. Звичайно, якщо G ∈ 〈S 〉 i a ∈ V (S), тодi
також G(a) = 0. Отже, якщо S ′ – iнша множина многочленiв,
така що 〈S ′ 〉 = 〈S 〉, то V (S) = V (S ′). Тобто насправдi афiнний
многовид скорiше визначається iдеалом кiльця многочленiв.

Взагалi кажучи, виникає питання, чи кожен такий iдеал визначає
афiнний многовид. Рiвносильне питання – чи кожен iдеал в кiльцi
многочленiв має скiнченну множину твiрних. Це дiйсно так, що
доводить наступна теорема.

Теорема 1.1.2 (Теорема Гiльберта про базу). Припустимо, що
кожен iдеал кiльця A має скiнченну множину твiрних. Тодi те
саме вiрне i для кiльця многочленiв A[ x1, . . . , xn ] при будь-якому
n.

Кiльце A , в якому кожен iдеал має скiнченну множину твiрних,
зветься нетеровим. Отже Теорема Гiльберта про базу твердить,
що кiльце многочленiв над нетеровим кiльцем є знову нетеровим.
Оскiльки кожен iдеал поля K або є 0 , або збiгається з K , вiн зав-
жди є скiнченно породженим (порожньою множиною у першому i
1 в останньому випадку). Отже, всi кiльця многочленiв з коефiцi-
ентами з поля є нетеровими.

Доведення. Ясно, що досить довести теорему для n = 1 (да-
лi працюють простi iндуктивнi мiркування). Нехай B = A[x], де
кiльце A є нетеровим, i нехай I – iдеал в B. Позначимо через Id
множину, яка складається зi старших коефiцiентiв усiх многочленiв
степеня d , якi належать до I , i нульового елемента A. Очевидно,
Id є iдеалом в A. Крiм того, Id ⊆ Id+1: якщо a є старшим ко-
ефiцiентом многочлена F , то вiн є також старшим коефiцiентом
xF . Отже, об’єднання I∞ =

⋃
d Id є знову iдеалом в A (перевiрте

це!). Оскiльки A є нетеровим, I∞ має скiнченну множину твiрних
T = { a1, a2, . . . , am }. Позначимо через Fk многочлен з I зi стар-
шим коефiцiентом ak, dk = degFk , а через D максiмум усiх dk.
Кожен iдеал Id для d < D є також скiнченно породженим. Нехай
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Td = { bid } – множина твiрних Id i Gid – многочлен степеня d зi
старшим коефiцiентом bid. Ми твердимо, що (скiнченна) множина
S = {F1, F2, . . . , Fm } ∪ {Gid | d < D } є множиною твiрних I.

Саме, ми доведемо, що кожен многочлен F ∈ I належить до
〈S 〉 , використовуючи iндукцiю за d = degF . Якщо d = 0, то
F ∈ I0 (оскiльки вiн збiгається зi своїм власним старшим коефiцiен-
том). Отже, F ∈ 〈 T0 〉, тобто F ∈ 〈S 〉. Припустимо, що наше твер-
дження є дiйсним для всiх многочленiв степенiв, менших за d , i не-
хай F ∈ I – довiльний многочлен степеня d. Розглянемо його стар-
ший коефiцiент a. Якщо d < D, a ∈ Id, то a =

∑
i cibid для деяких

ci ∈ A. Тодi многочлен F ′ =
∑

i ciGid належить до 〈S 〉, degF ′ = d
i старший коефiцiент F ′ є також a. Отже, deg(F − F ′) < d. Зви-
чайно, F − F ′ ∈ I, отже, F − F ′ ∈ 〈S 〉 i F = F ′ + (F − F ′) також
належить до 〈S 〉.

Припустимо тепер, що d > D. Через те, що a ∈ I∞, маємо:
a =

∑
k ckak для деяких ck. Покладемо F ′ =

∑
k ckx

d−dkFk. Знову
F ′ ∈ 〈S 〉 i має той самий степiнь i той самий старший член що й
F . Тому, так само, як i вище, F −F ′ , а тому й F , також належать
до 〈S 〉 . �

Цей результат дає нам можливiсть визначити афiнний алгебри-
чний многовид V (I) для кожного iдеала I ⊆ K[ x1, . . . , xn ] як
V (S) для деякої (отже, й довiльної) скiнченної системи твiрних
I .

Вправи 1.1.3. (1) Довести, що коли Xi ⊆ An ( i ∈ S) є
афiнними многовидами, то також i

⋂
i∈S Xi є афiнним мно-

говидом. Якщо S є скiнченна, тодi також
⋃

i∈S Xi є афiн-
ним многовидом. Отже, афiннi многовиди можуть розгля-
датись як замкненi пiдмножини деякої топологiї на An. Цю
топологiю звуть топологiєю Зариського .

Вказiвка : Довести, що коли Xi = V (Ii), то
⋂

iXi =
V (

∑
i Ii); якщо множина S скiнченна, то

⋃
i Vi = V (

∏
i Ii).

(2) Знайти всi замкненi множини в топологiї Зариського на
афiннiй прямiй A1 .

(3) Показати, що коли C ⊂ A2 – нескiнченна замкнена мно-
жина в топологiї Зариського, то вона мiстить плоску криву.

Вказiвка : Використайте результанти.
(4) Нехай F – нескiнченне пiдполе в K . Довести, що An(F)

є щiльною в An
K

у топологiї Зариського.
(5) Нехай F – скiнченне пiдполе в K , яке складається з q еле-

ментiв. Знайти всi многочлени F ∈ K[x ] , такi що F (a) =
0 для всiх a ∈ An(F) .

Вправи 1.1.3 показують, що топологiя Зариського є досить незви-
чною; в усякому випадку, вона є негаусдорфовою, якщо многовид
X нескiнченний. Тим не менш, вона корисна для цiлей алгебричної
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геометрiї, й тому ми завжди розглядатимемо афiнний многовид
X ⊆ An як топологiчний простiр з топологiєю Зариського, тоб-
то топологiєю на X , iндукованою топологiєю Зариського простору
An .

Зауваження. Якщо K = C є полем комплексних чисел, афiн-
ний простiр, а отже й кожен афiнний многовид, може розглядатися
також як топологiчний простiр зi “звичайною” (Евклiдовою) топо-
логiєю. Хоча вона є дуже важливою i широко використовується
в комплекснiй алгебричнiй геометрiї, ми будемо згадувати про неї
лише в деяких вправах.

1.2. Регулярнi функцiї та регулярнi вiдображення

Нехай X = V (S) – афiнний многовид. Функцiя f : X → K

зветься регулярною якщо вона є обмеженням на X деякої полiно-
мiальної функцiї, тобто функцiї An → K, яка вiдображує точку
a в F (a), де F ∈ K[ x1, . . . , xn ]. Очевидно, якщо f i g є двi по-
лiномiальнi функцiї на X, їх (поточковi) сума й добуток є також
полiномiальними функцiями. Отже, всi регулярнi функцiї утворю-
ють K-алгебру K[X ] , яка зветься алгеброю регулярних функцiй,
або координатною алгеброю афiнного многовидe X. Оскiльки поле
K є нескiнченним, многочлен F повнiстю визначається вiдповiд-
ною полiномiальною функцiєю. Тому ми не розрiзняємо їх i часто
кажемо про “обмеження многочлена,” “значення многочлена,” i т.i.

Звичайно, вiдображення K[ x1, . . . , xn ] → K[X ], яке ставить у
вiдповiднiсть многочлену F функцiю a 7→ F (a), є гомоморфiзмом
алгебр i навiть епiморфiзмом. Тому K[X ] ≃ K[ x1, . . . , xn ]/I(X),
де I(X) – iдеал, який складається з усiх многочленiв F , таких що
F (a) = 0 для кожної точки a ∈ X. Цей iдеал зветься визначальним
iдеалом афiнного многовиду X.

Твердження 1.2.1. (1) Для кожної точки a ∈ X “вiд-
ображення обчислення” f 7→ f(a) є гомоморфiзмом K-
алгебр va : K[X ]→ K.

(2) Навпаки, для кожного гомоморфiзму K-алгебр α : K[X ]→
K iснує єдина точка a ∈ X така, що α(f) = f(a) для всiх
f ∈ K[X ].

Доведення. Перше твердження очевидне. Розглянемо деякий
гомоморфiзм α : K[X ] → K. Позначимо через ξi обмеження на
X многочлена xi (“ i-та координатна функцiя”). Очевидно, фун-
кцiї ξi ( i = 1, . . . , n) породжують K[X ] як K-алгебру. Покладемо
ai = α(ξi) i a = (a1, a2, . . . , an). Якщо F – деякий многочлен з
I(X), то F (a) = α(F (ξ1, ξ2, . . . , ξn)) , оскiльки α є гомоморфiзмом
алгебр. Але при ототожненнi K[X ] з K[ x1, . . . , xn ]/I(X) остан-
нє значення збiгається з классом F (x1, x2, . . . , xn), тобто дорiвнює
0. Тому a ∈ X. Крiм того, за означенням, ξi(a) = α(ξi), звiдки
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f(a) = α(f) , оскiльки ξi породжують алгебру K[X ]. Якщо b –
iнша точка, така що α(f) = f(b) для всiх регулярних функцiй f ,
тодi, зокрема, ξi(b) = α(ξi) = ai, тобто всi координати b збiгаються
з координатами a, отже, b = a. �

Нехай Y – iнший афiнний многовид i f : Y → X – деяке вiд-
ображення. Якщо a ∈ Y , то f(a) є точкою An, отже, визначенi її
координати f1(a), . . . , fn(a) . Iнакше кажучи, f визначає n “коор-
динатних вiдображень” fi : Y → K. Вiдображення f називають
регулярним, або морфiзмом афiнних многовидiв, якщо всi цi коор-
динатнi вiдображення є регулярними функцiями.

Очевидно, якщо f : Y → X i g : Z → Y є регулярними вiдобра-
женнями афiнних многовидiв, їхня композицiя f ◦ g : Z → X є
також регулярним вiдображенням. Як завжди, регулярне вiдобра-
ження f , яке має регулярне обернене f−1 , зветься iзоморфiзмом
афiнних многовидiв. Якщо iснує iзоморфiзм f : X

∼→ Y , многовиди
X i Y звуть iзоморфними й пишуть X ≃ Y .

Твердження 1.2.2. (1) Вiдображення f : Y → X є регу-
лярним тодi й лише тодi, коли функцiя ϕ ◦ f : Y → K

є регулярною для кожної регулярної функцiї ϕ : X → K.
Крiм того, вiдображення f ∗ : K[X ] → K[Y ] , таке що
f ∗(ϕ) = ϕ ◦ f , є гомоморфiзмом K-алгебр.

(2) Навпаки, кожен гомоморфiзм K-алгебр K[X ]→ K[Y ] збi-
гається з f ∗ для єдиного регулярного вiдображення f :
Y → X.

Доведення. Якщо f(a) = (f1(a), . . . , fn(a)) , де fi є обмежен-
ням на Y деякого многочлена Fi , а ϕ – обмеження на X много-
члена G , то ϕ ◦ f є обмеженням на Y многочлена G(F1(a), . . . ,
Fn(a)), тобто регулярною функцiєю. Навпаки, припустимо, що ϕ◦f
– регулярна функцiя для кожного ϕ ∈ K[X ]. Нехай ϕ = xi – i-та
координатна функцiя на An. Тодi ϕ◦f(a) є i-тою координатою то-
чки f(a). Отже, всi цi координати є регулярними функцiями i вiд-
ображення f є регулярнним. Очевидно, що (ϕ+ψ)◦f = ϕ◦f+ψ◦f
i (ϕψ) ◦ f = (ϕ ◦ f)(ψ ◦ f), тобто f ∗ дiйсно є гомоморфiзмом K-
алгебр.

Нехай тепер γ : K[X ]→ K[Y ] – деякий гомоморфiзм K-алгебр i
a ∈ Y . Тодi композицiя va ◦ γ, де va є вiдображенням обчислення,
є гомоморфiзмом K[X ] → K, отже, визначає єдину точку b ∈ X ,
таку що va ◦ γ = vb. Тому iснує єдине вiдображення f : Y → X ,
таке що va ◦ γ = vf(a) для кожного a ∈ Y . Зокрема, якщо f(a) =
(f1(a), . . . , fn(a)), то fi(a) = vf(a)(ξi) = va(γ(ξi)) = γ(ξi)(a), де ξi є
координатними функцiями на X. Оскiльки це є вiрним для кожної
точки a ∈ Y , ми одержуємо, що fi = γ(ξi) є регулярними функцi-
ями на Y , тобто f є регулярним вiдображенням i γ(ξi) = f ∗(ξi).
Оскiльки ξi породжують K[X ], γ = f ∗. Єдинiсть f очевидна. �
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Наслiдок 1.2.3. Афiннi алгебричнi многовиди X i Y iзоморфнi
тодi й лише тодi, коли алгебри K[X ] i K[Y ] iзоморфнi. Бiльш
того, морфiзм f : X → Y є iзоморфiзмом тодi й лише тодi, коли
вiдображення f ∗ є iзоморфiзмом.

Вправи 1.2.4. (1) Для кожної регулярної функцii f на афiн-
ному многовидi X , покладемо D(f) = { x ∈ X | f(x) 6= 0 } .
Множини D(f) звуться головними вiдкритими множина-
ми (многовиду X ). Довести, що головнi вiдкритi множини
утворюють базу топологiї Зариського, тобто перетин го-
ловних вiдкритих множин знов є головною вiдкритою мно-
жиною i кожна вiдкрита множина є об’єднанням головних
вiдкритих множин.

(2) Довести, шо кожне регулярне вiдображення є неперервним
(в топологiї Зариського).

(3) Афiнне перетворення An – це вiдображення An → An

вигляду a 7→ Aa + b , де A – обертовна n × n матриця, а
b – фiксований вектор. Покажiть, що таке перетворення є
автоморфiзмом An (тобто iзоморфiзмом на себе).

(4) Покажiть, що єдиними автоморфiзмами афiнної прямої A1

є афiннi перетворення. Чи є це вiрним i при n > 1 ?
(5) Розгляньте плоскi кривi, заданi наступними рiвняннями:

(a) x2 − y ;
(b) xy ;
(c) xy − 1 ;
(d) x2 − y3 .
Доведiть, що вони є попарно неiзоморфними. Яка з них
iзоморфна афiннiй прямiй?

(6) Нехай X – плоска крива, визначена рiвнянням x2 − y3 ,
f : A1 → X – регулярне вiдображення, таке що f(λ) =
(λ3, λ2) для кожного λ ∈ K . Довести, що f є бiєктивним,
але обернене до нього вiдображення не є регулярним.

(7) Припустимо, що charK = p – додатнє первинне число.
Покажiть, що вiдображення Φ : An → An , таке що Φ(a1,
a2, . . . , an) = (ap1, a

p
2, . . . , a

p
n) , є регулярним i бiєктивним, але

обернене до нього не є регулярним. Це вiдображення зве-
ться Фробенiусовим вiдображенням.

(8) За умов попередньої вправи, припустимо, що X = X(S)
для деякої множини S ⊆ F[x ] , де F — первинне пiдполе
K . Покажiть, що Φ(X) = X , де Φ – Фробенiусове вiд-
ображення.

1.3. Теорема Гiльберта про нулi

Вище ми побудували вiповiднiсть мiж iдеалами I кiльця много-
членiв K[ x1, . . . , xn ] i афiнними многовидами X ⊆ An

K
: кожному
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iдеалу I вiдповiдає многовид V (I) його нулiв i кожному многови-
ду X вiдповiдає iдеал I(X) многочленiв, якi обертаються в нуль
на X. Очевидно, що V (I(X)) = X: якщо точка a не належить
до X, тодi, за означенням, iснує многочлен F , який обертається в
нуль на X (отже, належить I(X) ) але не обертається в нуль в a;
отже, a /∈ V (I(X)). З iншого боку, простi приклади показують, що
можливо I(V (I)) 6= I . Наприклад, якщо I = 〈F 2 〉 для деякого
многочлена F , то F ∈ I(V (I)) , але F /∈ I.

Вправа 1.3.1. Припустимо, що I = 〈F 〉. Знайти I(V (I)) , вико-
ристовуючи розклад F у добуток незвiдних многочленiв (нагадає-
мо, що такий розклад єдиний з точнiстю до перестановки i сталих
множникiв).

Останнiй приклад можно легко узагальнити. А саме, позначимо
через

√
I множину всiх многочленiв F , таких що F k ∈ I для

деякого цiлого k. Ця множина зветься коренем iдеала I.

Вправа 1.3.2. Перевiрте, що
√
I знову є iдеалом.

Очевидно,
√
I ⊆ I(V (I)). Визначна теорема Гiльберта показує,

що цi два iдеали насправдi збiгаються.

Теорема 1.3.3 (Теорема Гiльберта про нулi). Якщо поле K ал-

гебрично замкнене, то I(V (I)) =
√
I для кожного iдеала I ⊆

K[ x1, . . . , xn ].

Iдеал I кiльця A зветься радикальним iдеалом, якщо I =
√
I .

Зокрема, Теорема Гiльберта про нулi твердить, що iдеал I ⊆ K[x ]
є визначальним iдеалом афiнного многовиду тодi й лише тодi, коли
вiн є радикальним iдеалом.

Спочатку вiдмiтимо наступний спецiальний випадок цiєї теоре-
ми.

Наслiдок 1.3.4. V (I) = ∅ тодi й лише тодi, коли I = 〈 1 〉 =
K[x1, . . . xn].

Дiйсно, V (I) = ∅ означає, що всi многочлени обертаються в нуль
на V (I). Зокрема, 1 ∈ I(V (I)). Але це означає, що 1 ∈ I оскiль-
ки 1k = 1. Тодi, звичайно, I мiстить всi многочлени. Обернене
твердження є очевидним.

Наступний трюк показує, що Теорема Гiльберта про нулi в дiй-
сностi є наслiдком цього спецiального випадку.

Твердження 1.3.5 (Лема Рабiновича). Якщо має мiсце Наслi-
док 1.3.4, то має мiсце й Теорема 1.3.3.

Доведення. Нехай F ∈ I(V (I)). Розглянемо iдеал J ⊆ K[ x1,
. . . , xn+1 ] , породжений всiма многочленами з I i ще многочленом
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xn+1F − 1. Очевидно, V (J) = ∅. Отже, 1 ∈ J , тобто

(1.3.1) 1 =
m∑

i=1

HiFi +Hm+1(xn+1F − 1)

для деяких многочленiв Hi ∈ K[ x1, . . . , xn+1 ] i деяких многочленiв
Fi ∈ I. Рiвнiсть (1.3.1) є формальною рiвнiстю многочленiв, отже,
ми можемо замiнити в нiй змiннi xi на будь-якi значення, взятi з
довiльної K-алгебри. Замiнивши xn+1 на 1/F , ми одержимо:

1 =

m∑

i=1

Hi(x1, . . . , xn, 1/F )Fi(x1, . . . , xn).

Домноживши цi рiвностi на спiльний знаменник, який дорiвнює F k

для деякого цiлого k, ми одержимо, що F k =
∑m

i=1GiFi ∈ I , де
Gi позначає F kHi(x1, . . . , xn, 1/F ). �

Тепер ми будемо доводити наслiдок 1.3.4 (який також часто зве-
ться “Теоремою про нулi”). Бiльш того, ми сформулюємо еквiва-
лентне твердження, яке буде дiйсним для будь-якого поля K, а не
лише для алгебрично замкненого. (I в залишку цього роздiлу, так
само, як у наступному, ми не передбачаємо поле K алгебрично
замкненим.)

Спочатку зробимо наступнi простi зауваження.

Твердження 1.3.6. Нехай I1 ⊆ I2 ⊆ I3 ⊆ . . . – зростаючий
ланцюг iдеалiв нетерового кiльця (наприклад, K[ x1, . . . , xn ]). Тодi
вiн стабiлiзується, тобто iснує число r , таке що Ir = Is для
всiх s > r.

Доведення. Як ми зауважили ранiше, об’єднання I =
⋃

i Ii
є знову iдеалом. Оскiльки кiльце є нетеровим, I = 〈 a1, . . . , am 〉
для деякої скiнченної множини. Кожен ak належить до деякого
iдеала Iik . Покладемо r = maxk ik; очевидно, Ir = I = Is для всiх
s > r. �

Наслiдок 1.3.7. Для кожного власного iдеала I ⊂ A нетеро-
вого кiльця A iснує максимальний iдеал, який мiстить I.

Нагадаємо, що максимальний iдеал – це власний iдеал J ⊂ A ,
такий що не iснує власних iдеалiв J ′ з J ⊂ J ′.

Доведення. Якщо I не є максимальним, то iснує власний iде-
ал I1 ⊃ I. Якщо I1 не є максимальним, то iснує власний iдеал
I2 ⊃ I1, i т.д. Отже, якщо не iснує максимального iдеала, який мi-
стить I, ми одержимо зростаючий ланцюг iдеалiв, який нiколи не
стабiлiзується. Це протирiчить твердженню 1.3.6. �
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Зауваження. Насправдi, останнiй наслiдок є дiйсним для будь-
якого кiльця, незалежно вiд того, чи є воно нетеровим, чи нi, але до-
ведення цього потребує деякої “трансфiнiтної” теоретико-множин-
ної технiки, подiбної до леми Цорна або чогось еквiвалентного. Ми
нiколи не будемо використовувати це для не-нетерових кiлець.

Твердження 1.3.8. Якщо 0 є єдиним власним iдеалом кiльця
A, то A є полем.

Доведення. Нехай a 6= 0 – елемент A, I = 〈 a 〉. Оскiльки
I 6= 0 , I = A. Зокрема, 1 ∈ I, тобто iснує елемент b ∈ A , такий
що ab = 1; отже, a є обертовним. �

Наслiдок 1.3.9. Власний iдеал I ⊂ A є максимальним тодi й
лише тодi, коли A/I є полем.

Доведення. I є максимальним тодi й лише тодi, коли в A/I
немає власних iдеалiв, за вийнятком 0. �

Тепер ми готовi переформулювати наслiдок 1.3.4 в такий спосiб:

Теорема 1.3.10. Якщо I – максимальний iдеал кiльця много-
членiв K[x ], де K є будь-яким полем, то поле K[x ]/I є алгебри-
чним розширенням K.

Покажемо, що ця теорема дiйсно мiстить в собi наслiдок 1.3.4.
Дiйсно, нехай I – власний iдеал з K[x ], де K є алгебрично за-
мкненим, i J – максимальний iдеал, який мiстить I. Оскiльки K

не має власних алгебричних розширень, то K[x ]/J = K . Отже,
ми одержуємо гомоморфiзм K[x ]→ K з ядром J ⊇ I , або, що те
саме, гомоморфiзм K[x ]/I → K. Тодi твердження 1.2.1 показує,
що V (I) 6= ∅.

Ми переформулюємо теорему 1.3.10 ще раз. Зауважимо, що фак-
тор-алгебра K[x ]/I для кожного iдеала I є скiнченно породже-
ною K-алгеброю. Беручи до уваги наслiдок 1.3.9, ми бачимо, що
теорема 1.3.10 еквiвалентна наступнiй:

Теорема 1.3.11. Якщо скiнченно породжена K-алгебра A є по-
лем, вона є алгебричним розширенням поля K.

Останню теорему буде доведено в наступному роздiлi з викори-
станням досить сильної й важливої технiки, яка зветься “цiлою за-
лежнiстю” i “нетеровою нормалiзацiєю.”

1.4. Цiла залежнiсть

В цьому роздiлi ми не вважаємо поле K алгебрично замкненим.

Означення 1.4.1. Нехай A ⊆ B – розширення кiлець.
(1) Елемент b ∈ B зветься цiлим над A , якщо F (b) = 0 для

деякого многочлена F ∈ A[x] зi старшим коефiцiентом 1.
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(2) Кiльце B зветься цiлим розширенням A , якщо кожен еле-
мент B є цiлим над A .

Якщо A є полем, “цiлi елементи” збiгаються з “алгебричними,”
оскiльки ми завжди можемо подiлити будь-який ненульовий много-
член на його старший коефiцiент. Дiйсно, ми побачимо, що багато
рис цiлих розширень кiлець подiбнi до алгебричних розширень по-
лiв. Перш, нiж вивчати це поняття бiльш детально, ми покажемо,
як воно використовується для доведення теореми Гiльберта про
нулi. Спочатку зробимо наступне просте зауваження.

Твердження 1.4.2. Припустимо, що цiле розширення B кiль-
ця A є полем. Тодi A є також полем.

Доведення. Нехай a – ненулевий елемент A , b = a−1 – його
обернений в полi B . Оскiльки останнiй є цiлим над A , iснують
такi елементи ci ∈ A , що bm + c1b

m−1 + · · ·+ cm = 0 . Помноживши
цю рiвнiсть на am−1 , ми одержимо: b = −c1 − · · · − cmam−1 ∈ A ,
отже, a обертовний в A . �

Наступний результат грає вирiшальну роль у доведеннi теореми
Гiльберта про нулi, а також i в теорiї розмiрностей алгебричних
многовидiв.

Теорема 1.4.3 (Нормалiзацiйна лема Нетера). Якщо B – скiн-
ченно породжена K-алгебра, то iснує пiдалгебра A ⊆ B , iзомор-
фна до алгебри многочленiв K[ x1, . . . , xd ] i така, що B є цiлим
розширенням A .

З останньої теореми одразу випливає й теорема про нулi. Дiйсно,
припустимо, що B є полем. Тодi A є також полем, як випливає з
твердження 1.4.2, отже, d = 0 , A = K i B є алгебричним розши-
ренням K .

Для доведення нормалiзацiйної леми Нетера (а з нею й Теоре-
ми Гiльберта про нулi) нам потрiбнi деякi елементарнi властивостi
цiлих розширень, а також модулiв над нетеровими кiльцями. На-
гадаємо наступне означення.

Означення 1.4.4. Модулем над кiльцем A (або A-модулем)
зветься абелева група M разом iз “правилом множення” A×M →
M , (a, v) 7→ av , таким що виконуються наступнi умови:

(1) a(bv) = (ab)v для всiх a, b ∈ A i v ∈M .
(2) 1v = v для кожного v ∈M .
(3) (a+ b)v = av + bv для всiх a, b ∈ A i v ∈M .
(4) a(u+ v) = au+ av для всiх a ∈ A i u, v ∈M .

Зауважимо, що коли A є полем, це поняття збiгається з понят-
тям векторного простору над A . Звичайно, будь-яке розширення
B кiльця A може розглядатися як A-модуль, так само, як будь-
який iдеал кiльця A . Можна також означати в звичайний спосiб
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поняття пiдмодуля, фактор-модуля, i т.д., i ми будемо вiльно кори-
стуватися ними, так само, як i їхнiми елементарними властивостя-
ми, що є такими ж, як i для абелевих груп або векторних просторiв.
Зокрема, iдеал кiльця A – це пiдмодуль A , розглядуваного як мо-
дуль над собою.

Означення 1.4.5. Нехай M – модуль над кiльцем A .

(1) Пiдмножина S ⊆ M зветься породжуючою множиною
модуля M , якщо для кожного v ∈ M iснують елементи
ai ∈ A i ui ∈ S , такi що v =

∑
i aiui .

(2) Модуль зветься скiнченно породженим, якщо вiн має скiн-
ченну породжуючу множину.

(3) Для кожної пiдмножини S ⊆ M позначимо через 〈S 〉 ,
або 〈S 〉A , якщо необхiдно уточнити кiльце, пiдмодуль M ,
породжений множиною S , тобто множину всiх лiнiйних
комбiнацiй

∑
i aiui , де ai пробiгає A , а ui пробiгає S .

(4) Модуль M зветься нетеровим, якщо кожен пiдмодуль N ⊆
M є скiнченно породженим, тобто має скiнченну породжу-
ючу множину.

Зокрема, кiльце A є нетеровим тодi й лише тодi, коли воно є
нетеровим як модуль над собою.

Твердження 1.4.6. (1) Кожен пiдмодуль i фактор-модуль
нетерового модуля є нетеровим.

(2) Якщо пiдмодуль N модуля M i фактор-модуль M/N є
нетеровими, то M є також нетеровим.

(3) Якщо кiльце A є нетеровим, то кожен скiнченно поро-
джений A-модуль є також нетеровим.

Доведення. Нехай M – A-модуль, N – його пiдмодуль i L =
M/N .

1. Очевидно, що коли M є нетеровим, N є також нетеровим.
Розглянемо будь-який пiдмодуль L′ ⊆ L . Вiн має вигляд N ′/N
для деякого пiдмодуля N ′ , такого що N ′ ⊇ N . Оскiльки M є не-
теровим, N ′ має скiнченну породжуючу множину {u1, u2, . . . , ur } .
Тодi множина класiв {u1 +N, . . . , ur +N } є породжуючою для
L′ . Отже, L є нетеровим.

2. Припустимо, що N i L є нетеровими. Нехай M ′ – будь-який
пiдмодуль M . Тодi M ′ ∩ N має скiнченну породжуючу множину
{u1, u2, . . . , ur } . Фактор-модуль M ′/(M ′ ∩N) , iзоморфний до пiд-
модуля (M ′ + N)/N ⊆ M/N , також має скiнченну породжуючу
множину {w1, w2, . . . , wt } . Нехай wi = vi + (M ′ ∩N) . Ми покаже-
мо, що множина { v1, v2, . . . , vt, u1, u2, . . . , ur } є породжуючою для
M ′ .

Дiйсно, розглянемо будь-який елемент v ∈ M ′ i його клас w =
v+(M ′∩N) в M ′/(M ′∩N) . Тодi w =

∑
i aiwi для деяких ai ∈ A .
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Покладемо v′ =
∑

i aivi . Клас елемента v − v′ у фактор-модулi
M ′/(M ′∩N) є нулем, тобто v−v′ ∈M ′∩N . Тому v−v′ = ∑

j bjuj
для деяких bj ∈ A , звiдки v =

∑
i aivi +

∑
j bjuj .

3. Припустимо тепер, що кiльце A є нетеровим. Розглянемо
будь-яку скiнченну породжуючу множину S = {u1, u2, . . . , ur } мо-
дуля M . Доведемо, що M є нетеровим, використовуючи iндукцiю
за r . Якщо r = 1 , вiдображення ϕ : A→ M , таке що ϕ(a) = au1
є епiморфiзмом, отже, M ≃ A/Kerϕ є нетеровим. Припустимо,
що це твердження є дiйсним для модулiв, якi мають r−1 твiрний.
Покладемо N = 〈 u1, u2, . . . , ur−1 〉 . Тодi N є нетеровим, а M/N
породжується одним елементом ur +N . Отже, M/N , а тодi й M ,
є також нетеровими. �

Використаємо тепер цi факти для встановлення деяких власти-
востей цiлих розширень. Ми також користуватимемося наступними
поняттями.

Означення 1.4.7. Нехай M – A-модуль.

(1) Для кожної пiдмножини S ⊆ M назвемо анулятором S в
A множину AnnA(S) = { a ∈ A | au = 0 для всiх u ∈ S } .

(2) Для кожної пiдмножини T ⊆ A назвемо анулятором T в
M множину AnnM(T ) = { u ∈M | au = 0 для всiх a ∈ T } .

(3) Модуль M зветься точним, якщо AnnA(M) = 0 .

Твердження 1.4.8. Нехай A ⊆ B – розширення кiлець, b ∈ B .
Наступнi умови рiвносильнi:

(1) Елемент b ∈ B є цiлим над A .
(2) Пiдкiльце A[ b ] є скiнченно породженим A-модулем.
(3) Iснує скiнченно породжений A-пiдмодуль M ⊆ B , такий

що bM ⊆M i 1 ∈M .
(4) Iснує скiнченно породжений A-пiдмодуль M ⊆ B , такий

що bM ⊆M i AnnB(M) = 0 .

Доведення. 1⇒2 : Якщо bm+a1b
m−1+ · · ·+am = 0 , де ai ∈ A ,

то { 1, b, . . . , bm−1 } є породжуючою множиною A[ b ] як A-модуля.
2⇒3 : Можна покласти M = A[ b ] .
3⇒4 тривiально.
4⇒1 : Нехай { u1, u2, . . . , um } – породжуюча множина M . То-

дi buj =
∑

i aijui для деяких aij ∈ A ( j = 1, . . . , m ). Запишемо цi
рiвностi в матричнiй формi: (bI−A)u = 0 , де A = (aij) , I – одини-
чна матриця розмiру m×m , а u – це стовпчик (u1, u2, . . . , um)

⊤ .

Домноживши останню рiвнiсть на приєднану матрицю ˜(bI − A) ,
одержимо: det(bI − A)u = 0 , або det(bI − A)ui = 0 для всiх i .
Тодi det(bI − A)M = 0 , звiдки det(bI − A) = 0 . Але det(bI − A)
має вигляд bm + c1b

m−1 + · · ·+ cm , де ci ∈ A . Отже, b є цiлим над
A . �
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Наслiдок 1.4.9. Нехай A ⊆ B – розширення кiлець.

(1) Множина всiх елементiв з B , цiлих над A , є пiдкiльцем
B . Це пiдкiльце зветься цiлим замиканням A в B .

(2) Якщо B цiле над A , C ⊇ B – розширення B й елемент
c ∈ C цiлий над B , то c є також цiлим над A . Зокрема,
якщо B цiле над A i C цiле над B , то C є також
цiлим над A .

Доведення. 1. Нехай b, c ∈ B цiлi над A . Знайдемо скiнчен-
но породженi A-пiдмодулi M,N ⊆ B , такi що bM ⊆ M , cN ⊆
N , причому M i N мiстять 1 . Розглянемо множину MN =
{∑i uivi | ui ∈ M , vi ∈ N } . Можна легко перевiрити, що вона
також є скiнченно породженим A-пiдмодулем i 1 ∈ MN . Бiльш
того, bMN ⊆ MN i cMN ⊆ MN , звiдки (b + c)MN ⊆ MN i
(bc)MN ⊆MN . Отже, b+ c i bc є цiлими над A .

2. Нехай cm+b1c
m−1+· · ·+bm = 0 , де bi ∈ B . Як i вище, знайдемо

скiнченно породжений A-пiдмодуль M ⊆ B , такий що biM ⊆ M
для всiх i = 1, . . . , m i 1 ∈ M . Покладемо N =

∑m−1
i=0 ciM . Це

скiнченно породжений A-пiдмодуль в C , який мiстить 1 , i cN ⊆
N . Отже, c є цiлим над A . �

Для доведення нормалiзацiйної леми Нетера нам потрiбен насту-
пний простий факт про алгебру многочленiв.

Лема 1.4.10. Нехай F ∈ K[ x1, . . . , xn ] – многочлен додатнього
степеня. Iснує автоморфiзм ϕ алгебри многочленiв K[ x1, . . . , xn ] ,
такий що

(1.4.1) ϕ(F ) = λxdn +
d−1∑

i=1

Gix
i
n ,

де Gi ∈ K[ x1, . . . , xn−1 ] , а λ 6= 0 є елементом поля K .

Доведення. Нехай k – максимальне цiле число, таке що xki
зустрiчається в F для деякого i , t = k + 1 . Розглянемо автомор-
фiзм ϕ , визначений в такий спосiб:

ϕ(xi) = xi + xt
i

n для i < n ;

ϕ(xn) = xn .

Тодi, для будь-якого m = (m1, m2, . . . , mn) , ϕ(xm) = x
ν(m)
n +H , де

ν(m) = mn +m1t +m2t
2 + · · · +mn−1t

n−1 , а H мiстить xn лише
в степенях, меньших за ν(m) . Якщо цей одночлен зустрiчається
в F , то всi mi < t . Тому значення ν(m) є рiзними для рiзних
одночленiв, якi зустрiчаються в F . Отже, ϕ(F ) має вигляд (1.4.1),
де d є максимальним значенням ν(m) . �

Доведення Нормалiзацiйної леми Нетера. Нехай B =
K[b ] – скiнченно породжена K-алгебра, де b = (b1, b2, . . . , bn) .
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Iснує епiморфiзм f : K[x ] → B (наприклад, той, що вiдображає
xi в bi ). Розглянемо один з них. Тодi B ≃ K[x ]/I , де I = Ker f .
Якщо I = 0 , B ≃ K[x ] . Припустимо, що I мiстить многочлен
F додатнього степеня. За лемою 1.4.10, iснує автоморфiзм ϕ ал-
гебри K[x ] , такий що ϕ(F ) має вигляд (1.4.1). Замiнюючи f
на f ◦ ϕ , ми вважатимемо, що вже F має цей вигляд. Оскiль-
ки образи f(xi) породжують K-алгебру B , ми можемо також
припустити, що f(xi) = bi . Тодi λbdn + g1b

d−1
n + · · · + gd = 0 , де

gi = Gi (b1, b2, . . . , bn−1) . Оскiльки λ є обертовним, елемент bn є
цiлим над пiдкiльцем B′ = K[ b1, . . . , bn−1 ] . Тепер проста iндукцiя
(з використанням леми 1.4.9(2) ) завершує доведення. �

Вправи 1.4.11. (1) Знайти приклад скiнченно породженого
модуля, що мiстить пiдмодуль, який не є скiнченно поро-
дженим.

Вказiвка: Розглянути кiльце многочленiв з нескiнчен-
ною кiлькiстю змiнних.

(2) Припустимо, що розширення кiлець B ⊇ A – скiнченного
типу , тобто B = A[b1, b2, . . . , bn] для деяких bi ∈ B . До-
вести, що коли кожен bi є цiлим над A , то B – скiнченно
породжений A-модуль, отже, є цiлим над A .

(3) Довести, що коли поле K є нескiнченним, автоморфiзм ϕ
з леми 1.4.10 може бути вибраний лiнiйним, тобто таким
що ϕ(xj) =

∑
i αijxi , де A = (αij) – обертовна n × n

матриця над K .
Вказiвка: Знайти таку n-ку a ∈ An

K
, що Fd(a) 6= 0 , де

Fd є сумою всiх членiв степеня d = degF з F , i обертовну
матрицю A , таку що a є її останнiм стовпчиком.

1.5. Геометрiя i алгебра

Знову припустимо, що K – алгебрично замкнене поле. Спочатку
встановимо один наслiдок Теореми Гiльберта про нулi.

Твердження 1.5.1. K-алгебра A є iзоморфною координатнiй
алгебрi афiнного алгебричного многовиду тодi й лише тодi, коли
вона є скiнченно породженою i редукованою, тобто не має нену-
льових нiльпотентних елементiв.

Надалi скiнченно породженi редукованi K-алгебри звуться афiн-
ними алгебрами (над K ).

Доведення. Твердження “лише тодi” очевидне з означення.
Припустимо тепер, що A = K[ a1, . . . , an ] – афiнна алгебра. Роз-
глянемо гомоморфiзм ϕ : K[x ]→ A , який вiдображає F у F (a1,
. . . , an) . Вiн є епiморфiзмом, отже, A ≃ K[x ]/I , де I = Kerϕ .
Бiльш того,

√
I = I . Дiйсно, якщо F ∈

√
I , то ϕ(F k) = (ϕ(F ))k =

0 для деякого k , звiдки ϕ(F ) = 0 , оскiльки A є редукованою,
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тобто F ∈ I . За Теоремою Гiльберта про нулi, тодi I = I(X) , де
X = V (I) , i A ≃ K[X ] . �

Нехай X ⊆ An – афiнний многовид, A = K[x ]/I(X) його
координатна алгебра. Ми покажемо, що многовид X i його то-
пологiя Зариського повнiстю визначаються алгеброю A . Для ко-
жної пiдмножини Y ⊆ X покладемо I(Y ) = { a ∈ A | a(y) =
0 для всiх y ∈ Y } . Очевидно, I(Y ) є радикальним iдеалом у A .
Якщо Y = { x } складається з єдиної точки, ми будемо писати mx

замiсть I({x }) . Навпаки, для кожної пiдмножини S ⊆ A покла-
демо V (S) = { x ∈ X | a(x) = 0 для всiх a ∈ S } . Це замкнена мно-
жина в топологiї Зариського, тобто є також афiнним многовидом,
а саме, V (S) = V (I ∪ S̃) , де S̃ складається з (деяких) прообразiв в
K[x ] функцiй a ∈ S . Звичайно, якщо X = An , ми одержимо “ста-
рi” означення з роздiлу 1.1. Бiльш того, ми можемо узагальнити
Теорему Гiльберта про нулi для цiєї ситуацiї в наступний спосiб.

Наслiдок 1.5.2. (1) V (I(Z)) = Z для кожної замкненої
пiдмножини Зариського Z ⊆ X .

(2) I(V (I)) =
√
I для кожного iдеалу I ⊆ A ; отже, якщо I

– радикальний iдеал, то I(V (I)) = I .
Зокрема, V (I) = ∅ тодi й лише тодi, коли I = A .

Доведення. Вправа. �

Отже, ми одержуємо взаємно однозначну вiдповiднiсть мiж за-
мкненими пiдмножинами Зариського в X i радикальними iдеала-
ми в A . Бiльш того, з означення одразу випливає, що K[Z ] =
K[X ]/I(Z) для кожної замкненої Z ⊆ X .

Твердження 1.5.3. (1) Для кожної точки x ∈ X iдеал
mx є максимальним.

(2) Навпаки, для кожного максимального iдеала m ⊂ A iснує
єдина точка x ∈ X , така що m = mx .

Доведення. 1 . Розглянемо гомоморфiзм обчислення vx : A→
K ( vx(a) = a(x) ). Очевидно, вiн є епiморфiзмом i mx = Ker vx .
Отже, A/mx ≃ K є полем i mx є максимальним iдеалом.

2 . Оскiльки m 6= A , iснує точка x ∈ X , така що a(x) = 0 для
всiх a ∈ m . Отже, m ⊆ mx i m = mx , оскiльки вiн є максимальним
iдеалом. Єдинiсть x очевидна. �

Отже, ми можемо (i часто будемо) ототожнювати афiнний мно-
говид X з множиною MaxA максимальних iдеалiв його координа-
тної алгебри A . Остання зветься максимальним спектром кiльця
A . Бiльш того, топологiя Зариського на X може бути одержана
“чисто алгебричним” шляхом в такий спосiб:

Твердження 1.5.4. Нехай Z ⊆ X – замкнена пiдмножина За-
риського, I = I(Z) . Тодi x ∈ Z тодi й лише тодi, коли mx ⊇ I .
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Iнакше кажучи, замкненi пiдмножини Зариського в X вiдповiд-
ають пiдмножинам MaxA вигляду {m | m ⊇ I } , де I пробiгає
радикальнi iдеали A .

Доведення очевидне. �

Означення 1.5.5. Нехай X – топологiчний простiр.
(1) X зветься нетеровим, якщо кожен спадний ланцюг його

замкнених пiдмножин Z1 ⊇ Z2 ⊇ Z3 ⊇ . . . стабiлiзується,
тобто iснує цiле r , таке що Zs = Zr для всiх s > r .

(2) X зветься незвiдним, якщо вiн є непорожнiм i Y ∪Z 6= X
для будь-яких власних замкнених пiдмножин Y, Z ⊂ X .
Рiвносильно, X є незвiдним тодi й лише тодi, коли будь-
яка непорожня вiдкрита пiдмножина U ⊆ X є щiльною
в X , тобто U ∩ U ′ 6= ∅ для будь-якої iншої непорожньої
вiдкритої пiдмножини U ′ ⊆ X .

Твердження 1.5.6. (1) Будь-який афiнний алгебричний
многовид є нетеровим топологiчним простором.

(2) Афiнний алгебричний многовид є незвiдним тодi й лише
тодi, коли його координатна алгебра є цiлою, тобто є
ненульовою i не мiстить ненульових дiльникiв нуля.

Доведення. 1 випливає з твердження 1.3.6, оскiльки будь-
який спадний ланцюг замкнених пiдмножин Z1 ⊇ Z2 ⊇ Z3 ⊇ . . .
визначає зростаючий ланцюг iдеалiв у координатнiй алгебрi: I1 ⊆
I2 ⊆ I3 ⊆ . . . , де Ii = I(Zi) . Останнiй стабiлiзується: iснує деякий
номер r , такий що Is = Ir для s > r . Тодi Zs = V (Is) = V (Ir) =
Zr .

2 . Нехай X – непорожнiй афiнний многовид, A його коорди-
натна алгебра. Припустимо, що A цiла й Y, Z ⊂ X є власними
замкненими пiдмножинами. Покладемо I = I(Y ) , J = I(Z) . Тодi
I 6= 0 i J 6= 0 . Нехай a ∈ I i b ∈ J є ненульовими. Тодi ab 6= 0
i ab ∈ I(Y ∪ Z) . Отже, I(Y ∪ Z) 6= 0 i Y ∪ Z 6= X , тобто X є
незвiдним.

Припустимо тепер, що X незвiдний i a, b ∈ A – ненульовi еле-
менти. Tодi Y = V (a) i Z = V (b) є власними замкненими пiдмно-
жинами, тому V (ab) = Y ∪Z 6= X . Отже, ab 6= 0 i A є цiлою. �

Наслiдок 1.5.7. Замкнена пiдмножина Z ⊆ X є незвiдною то-
дi й лише тодi, коли вiдповiдний iдеал I(Z) ⊆ K[X ] є первинним,
тобто таким власним iдеалом, що коли a i b не належать до
нього, їхнiй добуток також не належить до нього.

Звичайно, кожна пiдмножина нетерового простору є нетеровою
в iндукованiй топологiї. Для нетерових просторiв часто можна ви-
користовувати так звану “нетерову iндукцiю”: щоб довести деяке
твердження, перевiрити спочатку, що воно виконується для поро-
жньої множини, а потому довести, що воно виконується для X за
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умови, що воно виконується для кожної власної замкненої пiдмно-
жини Y ⊂ X . Тодi це твердження є дiйсним для будь-якого нете-
рового простору. Для прикладу, ми доведемо наступний результат.

Теорема 1.5.8. Нехай X – нетеровий топологiчний простiр.
Тодi iснують незвiднi замкненi пiдмножини X1, X2, . . . , Xs ⊆ X ,
такi що X =

⋃s

i=1Xi i Xi 6⊆ Xj при i 6= j . Крiм того, цi Xi є
єдиними: якщо X =

⋃r

i=1 Yi , де Yi – незвiднi замкненi пiдмножи-
ни i Yi 6⊆ Yj при i 6= j , то r = s й iснує пiдстановка σ , така що
Xi = Yσ(i) для всiх i .

Замкненi пiдмножини Xi звуться незвiдними компонентами
(або просто компонентами) X , а рiвнiсть X =

⋃s

i=1Xi – незвi-
дним розкладом X .

Доведення. Спочатку доведемо iснування такого розкладу.
Якщо X = ∅ , твердження є очевидним. Припустимо, що воно є
дiйсним для будь-якої власної замкненої пiдмножини X . Якщо X
сам незвiдний, покладемо s = 1 , X1 = X . Iнакше X = Y ∪ Z
для деяких власних замкнених пiдмножин Y i Z . Тодi, за при-
пущенням, Y =

⋃k

i=1Xi i Z =
⋃s

i=k+1Xi , де всi Xi – незвiднi
замкненi пiдмножини. Отже, X =

⋃s

i=1Xi . Якщо Xi ⊆ Xj для
деякого i 6= j , ми можемо викреслити Xi з цього розкладу. Пi-
сля скiнченної кiлькостi таких викреслень, ми одержимо шуканий
розклад.

Тепер доведемо єдинiсть. Нехай X =
⋃s

i=1Xi =
⋃r

i=1 Yi – два не-
звiдних розклади. Тодi для кожного i Xi =

⋃r

j=1(Xi∩Yj) . Оскiльки
Xi є незвiдним, Xi ⊆ Yj для деякого j . Так само, Yj ⊆ Xk для
деякого k , звiдки Xi ⊆ Xk . Тому i = k , отже, Xi = Yj . Очевидно,
такий номер j єдиний; бiльш того, рiзним i вiдповiдають рiзнi j .
Отже, s = r i вiдображення i 7→ j визначає пiдстановку σ , таку
що Xi = Yσ(i) для всiх i . �

Використовуючи взаємно однозначну вiдповiднiсть мiж радикаль-
ними iдеалами в афiннiй алгебрi й замкненими пiдмножинами вiд-
повiдного многовиду, ми можемо переформулювати теорему 1.5.8
в такий спосiб.

Наслiдок 1.5.9. Для довiльного радикального iдеала I афiн-
ної алгебри iснують первиннi iдеали P1, P2, . . . , Ps , такi що I =⋂s

i=1 Pi i Pi 6⊇ Pj при i 6= j . Крiм того, цi Pi єдинi: якщо ще
I =

⋂r

i=1Qi , де Qi – первиннi iдеали i Qi 6⊇ Qj при i 6= j , то
r = s й iснує пiдстановка σ , така що Pi = Qσ(i) для всiх i .

Первиннi iдеали Pi звуться первинними компонентами ради-
кального iдеала I , а рiвнiсть I =

⋂s

i=1 Pi – первинним розкладом
I .

Вправа 1.5.10. Довести, що наслiдок 1.5.9 має мiсце для ради-
кальних iдеалiв довiльного нетерового кiльця.
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Зауваження. Iснує бiльш вишукана версiя наслiдку 1.5.9, яка
стосується всiх iдеалiв нетерового кiльця (зокрема, афiнної алге-
бри) i в якiй замiсть первинних iдеалiв виступають так званi при-
марнi , але це уточнення нам не потрiбне.

Вправи 1.5.11. (1) Довести, що для кожного радикального
iдеала I афiнної алгебри A , I =

⋂
m∈MaxA,m⊇I m .

(2) Знайти приклад, який показав би, що попереднє твердже-
ння не є вiрним для довiльних нетерових кiлець.

Вказiвка: Можна розглянути кiльце формальних степе-
невих рядiв вiд однiєї змiнної.

(3) Нехай γ : A→ B – гомоморфiзм афiнних алгебр i m – ма-
ксимальний iдеал B . Довести, що γ−1(m) є максимальним
iдеалом A .

(4) Знайти приклад, який показав би, що попереднє твердже-
ння може бути несправедливим для довiльних нетерових
кiлець.

(5) Довести, що будь-який нетеровий топологiчний простiр є
квазiкомпактним. (Це означає, що кожне вiдкрите покри-
ття такого простору мiстить скiнченне пiдпокриття.)

(6) Довести, що незвiднi компоненти гiперповерхнi V (F ) – це
гiперповерхнi V (Fi) , де Fi пробiгає первиннi дiльники F .

(7) Знайти незвiднi компоненти наступних афiнних многовидiв
в A3

C :
(a) X = V (x2 + yz, x2 + y2 + z2 − 1) ;
(b) X = V (x2 − yz, x3 − z2) .

(8) Нехай f : Y → X – морфiзм афiнних многовидiв.
(a) Показати, що f ∗ є сюр’єктивним тодi й лише тодi, ко-

ли f – замкнене занурення, тобто iзоморфiзм Y на
замкнений пiдмноговид X .

(b) Показати, що f ∗ є iн’єктивним тодi й лише тодi, коли
f є домiнантним, тобто його образ є щiльним в X .

1.6. Структурний пучок. Кiльця часток

Нагадаємо поняття пучка на топологiчному просторi.

Означення 1.6.1. Пучок F на топологiчному просторi X скла-
дається з множин F(U) , заданих для кожної вiдкритої пiдмножи-
ни U ⊆ X , i вiдображень FU

V : F(U)→ F(V ) , заданих для кожної
пари V ⊆ U вiдкритих пiдмножин, таких що виконуються насту-
пнi умови:

(1) FU
U є тотожним вiдображенням для кожного U .

(2) FU
W = FV

W ◦ FU
V для кожної трiйки W ⊆ V ⊆ U вiдкритих

множин.
(3) Для будь-якого вiдкритого покриття U =

⋃
i Ui вiдкритої

множини U i будь-яких елементiв fi ∈ F(Ui) , таких що
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FUi

Ui∩Uj
(fi) = FUj

Ui∩Uj
(fj) для всiх i, j , iснує єдиний елемент

f ∈ F(U) , такий що fi = FU
Ui
(f) для всiх i .

Елементи F(U) звуться перерiзами пучка F над вiдкритою мно-
жиною U . Вiдображення FU

V зветься вiдображенням обмеження.

Якщо всi F(U) є групами (кiльцями, алгебрами i т.iн.) i всi FU
V

є гомоморфiзмами груп (вiдповiдно, кiлець, алгебр i т.iн.), то F
зветься пучком груп (вiдповiдно, кiлець, алгебр i т.iн.).

Для кожного афiнного алгебричного многовиду X з координа-
тною алгеброю A означимо його структурний пучок OX (або O ,
якщо X фiксований) в наступний спосiб. Множина O(U) склада-
ється з усiх функцiй f : U → K , якi задовольняють такiй умовi:

Для кожної точки x ∈ U iснує окiл V ⊆ U i двi функцiї a, b ∈
A , такi що b(y) 6= 0 i f(y) = a(y)/b(y) для всiх y ∈ V .

Вiдображення OU
V переводить кожну функцiю f ∈ F(U) в її

обмеження на V .

Вправа 1.6.2. Перевiрити, що OX – це дiйсно пучок K-алгебр.

Функцiї з OX(U) звуться регулярними функцiями на U , а стру-
ктурний пучок OX зветься також пучком регулярних функцiй.

Звичайно обчислити алгебру O(U) нелегко. Втiм, у деяких ви-
падках це можна зробити. Перш за все, це стосується “глобальних
перерiзiв.”

Твердження 1.6.3. OX(X) = K[X ] .

Доведення. Припустимо, що f ∈ O(X) . Тодi iснує вiдкрите
покриття X =

⋃
i Ui i регулярнi функцiї ai, bi , такi що bi(x) 6= 0

i f(x) = ai(x)/bi(x) для всiх i та для всiх x ∈ Ui . Оскiльки X
квазiкомпактний, а головнi вiдкритi множини утворюють базу то-
пологiї Зариського (див. вправу 1.2.4(1) ), ми можемо припустити,
що це покриття скiнченне i кожна Ui є головною вiдкритою множи-
ною D(gi) = {x ∈ X | gi(x) 6= 0 } . Оскiльки bi(y) 6= 0 для кожного
y ∈ D(gi) , тобто з bi(x) = 0 випливає gi(x) = 0 , Теорема Гiльберта
про нулi показує, що gki = bici для деякого k i деякої регулярної
функцiї ci . Тому, f = aici/g

k
i на Ui = D(gi) = D(gki ) , отже, ми

можемо припустити, що вже Ui = D(bi) . Тодi Ui ∩ Uj = D(bibj) .
Оскiльки ai/bi = aj/bj на цьому перетинi, ми маємо, що aibj = ajbi
на D(bibj) , або, що те саме, aibib2j = ajbjb

2
i всюди. Але f = ai/bi =

aibi/b
2
i на Ui , отже, замiнюючи ai на aibi i bi на b2i , ми може-

мо припустити, що aibj = ajbi всюди. Тодi bif = biaj/bj = ai на
кожному Uj , тобто всюди.

Зауважимо тепер, що X =
⋃

iD(bi) , тому V ({ bi }) = ∅ . За Те-
оремою Гiльберта про нулi, iснують регулярнi функцiї hi , такi що
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∑
i hibi = 1 , звiдки f =

∑
i hibif =

∑
i hiai є регулярною функцiєю

на X . �

Майже те саме можна зробити для головних вiдкритих множин,
але для цього нам потрiбний деякий допомiжний алгебричний ма-
терiал, а саме, поняття про кiльця часток .

Розглянемо довiльне кiльце A . Пiдмножина S ⊆ A зветься
мультиплiкативною, якщо 1 ∈ S i st ∈ S для кожних s, t ∈ S .
За заданою мультиплiкативною пiдмножиною S ⊆ A побудуємо
нове кiльце в наступний спосiб:

(1) Розглянемо множину пар A × S i вiдношення еквiвален-
тностi на нiй: (a, s) ∼ (b, t) тодi й лише тодi, коли iснує еле-
мент r ∈ S , такий що atr = bsr . Позначимо через A[S−1]
множину класiв еквiвалентностi за цим вiдношенням, а че-
рез a/s – клас пари (a, s) у A[S−1] .

(2) Для двох елементiв, a/s i b/t , з A[S−1] покладемо a/s+
b/t = (at+ bs)/st i (a/s)(b/t) = ab/st .

Вправи 1.6.4. (1) Перевiрте, що ∼ є дiйсно вiдношенням
еквiвалентностi на A× S .

(2) Перевiрте, що означення суми й добутку не залежать вiд
вибору пар (a, s) i (b, t) в їхнiх класах.

(3) Перевiрте, що цi означення суми й добутку перетворюють
A[S−1] на кiльце.

Кiльце A[S−1] зветься кiльцем часток A за мультиплiкатив-
ною пiдмножиною S .

Якщо S складається з усiх недiльникiв нуля з A , кiльце часток
A[S−1] зветься повним кiльцем часток A . Звичайно, якщо кiльце
A цiле, повне кiльце часток – це те саме, що поле часток A .

Вправи 1.6.5. (1) Перевiрте, що вiдображення ρS : A →
A[S−1] , таке що ρS(a) = a/1 , є гомоморфiзмом кiлець
i Ker ρS = { a ∈ A | as = 0 для деякого s ∈ S } . Зокрема,
A[S−1] є нульовим кiльцем тодi й лише тодi, коли 0 ∈ S ;
ρS є зануренням тодi й лише тодi, коли S не мiстить дiль-
никiв нуля. (В останньому випадку ми завжди ототожню-
ємо A з його образом в A[S−1] i пишемо a замiсть a/1 .)

(2) Нехай T – iнша мультиплiкативна пiдмножина в A , T/1 =
{ t/1 | t ∈ T } – її образ в A[S−1] . Довести, що
A[S−1][(T/1)−1] ≃ A[(ST )−1] , де ST = { st | s ∈ S, t ∈ T } .

(3) Довести, що коли S не мiстить дiльникiв нуля, A[S−1]
канонiчно iзоморфне до пiдкiльця повного кiльця часток.
(Ми будемо завжди ототожнювати їх.) Зокрема, якщо A

цiле й 0 /∈ S , кiльце A[S−1] можна розглядати як пiдкiль-
це поля часток A .
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Якщо g – елемент A , S =
{
gk | k ∈ N

}
, то кiльце часток A[S−1]

позначають також через A[ g−1 ] , а вiдображення ρS – через ρg .

Вправа 1.6.6. Нехай X – афiнний алгебричний многовид, A =
K[X ] . Мета цiєї вправи – довести, що OX(U) ≃ A[g−1] для кожної
головної вiдкритої пiдмножини U = D(g) i при цьому ототожненнi
обмеження OX

U збiгається з ρg . Ми наслiдуємо доведення твердже-
ння 1.6.3.

(1) Перевiрте, що кожен елемент A[g−1] може бути розгляну-
тий як регулярна функцiя на U i рiзнi елементи A[g−1] ви-
значають рiзнi функцiї. Отже, A[g−1] можна ототожнити з
пiдкiльцем OX(U) . Перевiрте, що при цьому ототожненнi
ρg збiгається з OX

U .
(2) Перевiрте, що коли U =

⋃
i Ui – вiдкрите покриття, iсну-

ють головнi вiдкритi множини D(gi) ⊆ Ui , такi що U є
скiнченним об’єднанням деяких D(gi) .
Отже, якщо функцiя f : U → K регулярна, iснує скiн-
ченна множина { g1, g2, . . . , gm } , така що U =

⋃
i Ui , де

Ui = D(gi) , i f(x) = ai(x)/bi(x) для кожного x ∈ Ui , де
ai, bi ∈ A i bi(x) 6= 0 для кожного x ∈ Ui .

(3) Нехай f – будь-яка регулярна функцiя на U ; Ui = D(gi) ,
ai i bi визначенi, як вище. Перевiрте, що, змiнюючи еле-
менти ai, bi, gi , можна вважати bi = gi .

(4) Розглядаючи обмеження f на D(bibj) , перевiрте, що мо-
жна вважати aibj = ajbi , звiдки bif = ai на U .

(5) Довести, що gk =
∑

i hibi для деякого цiлого k i деяких
hi ∈ A , звiдки f ∈ A[g−1] .
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Роздiл 2

Проективнi та абстрактнi многовиди

2.1. Проективнi многовиди та однорiднi iдеали

Нагадаємо, що n-вимiрний проективний простiр Pn
K

над полем
K 1 (або просто Pn , якщо K фiксоване) є, за означенням, множи-
ною класiв еквiвалентностi (An+1 \ { 0 })/ ∼ , де (a0, a1, . . . , an) ∼
(b0, b1, . . . , bn) означає, що ai = λbi для всiх i i деякого ненульо-
вого λ ∈ K . Клас еквiвалентностi (a0, a1, . . . , an) в Pn позначимо
(a0 : a1 : · · · : an) ; елементи ai звуться однорiдними координатами
точки a = (a0 : a1 : · · · : an) ∈ Pn .

Знову ми визначимо проективний алгебричний многовид як мно-
жину спiльних нулiв деяких многочленiв. Проте, оскiльки одно-
рiднi координати точки визначенi лише з точнiстю до спiльного
множника, ми не можемо розглядати довiльнi многочлени й має-
мо обмежитись однорiдними, тобто такими многочленами F , що
всi одночлени, якi зустрiчаються в F , мають той самий степiнь.
Звичайно, якщо F однорiдним i F (a0, a1, . . . , an) = 0 , тодi також
F (λa0, λa1, . . . , λan) = 0 , тобто ми можемо сказати, що F (a) = 0
для точки a проективного простору.

Вправа 2.1.1. Нехай F – довiльний многочлен, Fd позначає
його однорiдну компоненту степеня d , тобто суму всiх одночле-
нiв степеня d , якi зустрiчаються в F . Припустимо, що для ко-
жного ненульового λ ∈ K F (λa0, λa1, . . . , λan) = 0 . Довести, що
Fd (a0, a1, . . . , an) = 0 для всiх d .

Пiдмножина X ⊆ Pn
K

зветься проективним алгебричним много-
видом, якщо вона є множиною PV (S) спiльних нулiв деякої мно-
жини S однорiдних многочленiв. Ми часто опускатимемо слово
“алгебричний” i просто казатимемо “проективний многовид.” Якщо
F є пiдполем K , знову позначимо через X(F) множину всiх точок
многовиду X , координати якого належать до F . Якщо S скла-
дається з одного многочлена F , ми звемо PV (F ) (проективною)
гiперповерхнею (плоскою кривою, якщо n = 1 , просторовою по-
верхнею, якщо n = 2 ).

Iдеал I ⊂ K[ x0, x1, . . . , xn ] зветься однорiдним, якщо для ко-
жного F ∈ I всi однорiднi компоненти F також належать до I .

1 Так само, як i ранiше, ми звичайно вважаємо це поле алгебрично

замкненим.
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Iнакше кажучи, I = ⊕dId , де Id означає множину всiх однорiдних
многочленiв степеня d , якi належать до I (включаючи 0 ).

Вправи 2.1.2. (1) Показать, що iдеал I ⊂ K[x ] є однорi-
дним тодi й лише тодi, коли вiн має множину твiрних, яка
складається з однорiдних многочленiв.

(2) Показать, що будь-який дiльник однорiдного многочлена є
знову однорiдним. Зокрема, однорiдний многочлен є незвi-
дним тодi й лише тодi, коли вiн не має власних однорiдних
дiльникiв.

(3) Довести, що коли iдеал I є однорiдним, його радикал
√
I

також є однорiдним.

Легко помiтити, так само як в афiнному випадку, що будь-який
перетин i будь-яке скiнченне об’єднання проективних многовидiв у
Pn є знову проективним многовидом. Отже, ми можемо визначити
топологiю Зариського на Pn , приймаючи за її замкненi множини
проективнi многовиди . Ми завжди розглядаємо проективний про-
стiр i всi його пiдмножини (зокрема, проективнi многовиди) з цiєю
топологiєю.

Очевидно, якщо I = 〈S 〉 , де S – множина однорiдних много-
членiв, то F (a) = 0 для кожного F ∈ I i a ∈ PV (S) . Крiм того,
PV (S) = PV (S ′) для кожної множини S ′ однорiдних твiрних iде-
ала I . Ось чому ми позначаємо PV (S) також через PV (I) . З iн-
шого боку, для кожної пiдмножини X ⊆ Pn ми можемо визначити
однорiдний iдеал I(X) як

{F ∈ K[x ] | F (a) = 0 для всiх a ∈ X } .
(Зауважимо, що, зважаючи на вправу 2.1.1, цей iдеал є завжди
однорiдним.) Цiлком очевидно, що PV (I(X)) = X тодi й лише
тодi, коли X є проективним многовидом i що I(X) є завжди
радикальним iдеалом. Проте iснують деякi власнi однорiднi iдеа-
ли I , такi що PV (I) = ∅ . Так буде, наприклад, для iдеала I+ =
〈 x0, x1, . . . , xn 〉 . (Цей iдеал складається з усiх многочленiв з ну-
льовими вiльними членами. Легко збагнути, що будь-який власний
однорiдний iдеал мiститься в I+ .) Наступна версiя Теореми Гiль-
берта про нулi показує, що це фактично єдиний виняток.

Теорема 2.1.3 (Проективна Теорема Гiльберта про нулi). Нехай
I ⊂ K[x ] – власний однорiдний iдеал. Тодi

(1) PV (I) = ∅ тодi й лише тодi, коли
√
I = I+ , або, що те

саме, Ik+ ⊆ I для деякого k .

(2) Якщо PV (I) 6= ∅ , то I(PV (I)) =
√
I .

Доведення. Розглянемо афiнний многовид V (I) ⊆ An+1 . (Вiн
зветься (афiнним) конусом над проективним многовидом PV (I) .)
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Вiн завжди мiстить 0 , оскiльки всi многочлени з I мають ну-
льовий вiльний член. Якщо PV (I) = ∅ , то V (I) = { 0 } , звiдки
I(V (I)) =

√
I = I+ . З iншого боку, якщо PV (I) 6= ∅ , то, очевидно,

I(PV (I)) = I(V (I)) =
√
I завдяки Теоремi Гiльберта про нулi. �

Наслiдок 2.1.4. Iснує взаємно однозначна вiдповiднiсть мiж
проективними многовидами в Pn i власними радикальними одно-
рiдними iдеалами в K[ x0, x1, . . . , xn ] .

Власний однорiдний iдеал I ⊂ K[x ] зветься iстотним, якщо√
I 6= I+ ; отже, iстотнi iдеали визначають непорожнi проективнi

многовиди.
Позначимо через An

i пiдмножину Pn , яка складається з усiх то-
чок a = (a0 : a1 : · · · : an) , таких що ai 6= 0 . Такi точки можуть
бути однозначно поданi у виглядi: a = (a0/ai : · · · : 1 : · · · : an/ai) ,
де 1 стоїть на i-ому мiстi. Отже, можна ототожнити An

i з n-
вимiрним афiнним простором, i ми це завжди робитимемо. Звичай-
но, Pn =

⋃n

i=0A
n
i i пiдмножини An

i вiдкритi в топологiї Зариського
Pn . Вони звуться канонiчним афiнним покриттям Pn .

Твердження 2.1.5. Топологiя Зариського An
i як афiнного про-

стору збiгається з топологiєю, iндукованою з Pn . Iнакше кажу-
чи, якщо X – замкнена пiдмножина Pn , то X ∩ An

i – замкнена
пiдмножина в An

i i кожна замкнена пiдмножина An
i має вигляд

X ∩ An
i для деякої замкненої пiдмножини Pn .

Доведення. Нехай Pi – кiльце многочленiв вiд змiнних tj
для 0 6 j 6 n , j 6= i . Розглянемо Pi в очевидний спосiб як ко-
ординатну алгебру An

i . Покладемо також ti = 1 . Для кожного
однорiдного многочлена F ∈ K[ x0, x1, . . . , xn ] степеня d , покла-
демо F (i) = F (t0, t1, . . . , tn) ∈ Pi . З iншого боку, для кожного мно-
гочлена G ∈ Pi степеня d , покладемо G∗ = xdiG(x0/xi, . . . , xn/xi)
(звичайно, xi/xi тут треба опустити). G∗ є завжди однорiдним
многочленом степеня d з K[x ] . Для кожної множини S ⊆ K[x ]
однорiдних многочленiв покладемо S(i) =

{
F (i) | F ∈ S

}
, а для

кожної пiдмножини T ⊆ Pi покладемо T ∗ = {G∗ | G ∈ T } .
Розглянемо точку a = (a0 : a1 : · · · : an) ∈ An

i . Оскiльки ai 6=
0 , F (a) = 0 тодi й лише тодi, коли F (i)(a0/ai, . . . , an/ai) = 0 .
Отже, для кожної множини S однорiдних многочленiв PV (S) ∩
An

i = V (S(i)) є замкненою пiдмножиною An
i . З iншого боку, якщо

b = (b0, . . . , b̌i, . . . , bn) – точка An
i , то G(b) = 0 тодi й лише тодi,

коли G∗(b0, . . . , 1, . . . , bn) = 0 ( 1 на i-ому мiсцi). Отже, V (T ) =
PV (T ∗) ∩ An

i для кожної пiдмножини T ⊆ Pi . �

Зауваження. Оскiльки Pn =
⋃m

i=0A
n
i – вiдкрите покриття, пiд-

множина X ⊆ Pn є замкненою (вiдкритою) тодi й лише тодi, коли
X ∩ An

i є замкненою (вiдповiдно, вiдкритою) в An
i для кожного
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i = 0, . . . , n . Бiльш того, Y = Y ∩ An
i для будь-якої замкненої пiд-

множини Y ⊆ An
i , де Y – її замикання в Pn , i Y є вiдкритою в

Y .
Зокрема, якщо X ⊆ Pn – проективний многовид, то Xi = X ∩

An
i – афiннi многовиди, якi утворюють вiдкрите покриття X . Це

покриття також зветься канонiчним афiнним покриттям X .

Приклад 2.1.6. Розглянемо проективну плоску криву (“прое-
ктивну конiку”) Q = PV (x20 + x21 + 2x0x2) . Обчислимо її “афiн-
нi частини” Qi = Q ∩ A2

i (“афiннi конiки”). Для A2
0 покладемо

x = x1/x0 , y = x2/x0 ; тодi Q0 = V (x2 + 2y + 1) (“парабола”). Для
A2

1 , покладемо x = x0/x1 , y = x2/x1 ; тодi Q1 = V (x2 + 2xy + 1)
(“гiпербола”). Нарештi, для A2

2 , покладемо x = x0/x2 , y = x1/x2 ;
тодi Q2 = V (x2 + y2 + 2y) (“еллiпс” i навiть “коло”).

Вправи 2.1.7. (1) Нехай X ⊆ Pn – проективний многовид,
такий що Xi = X ∩An

i 6= ∅ . Довести, що X є незвiдним (в
топологiї Зариського) тодi й лише тодi, коли Xi є незвi-
дним i X = Xi .

(2) Ототожнюючи A2 з A2
0 ⊂ P2 , знайти проективне замика-

ння C “кубiки з вузлом” C0 = V (y2− x3 − x2) . Знайти двi
її iншi “афiннi частини,” C1, i C2 .

Вправи 2.1.8. Повернемося до позначень з доведення твердже-
ння 2.1.5. Для однорiдного iдеала I ⊆ K[x ] позначимо через Ĩ
множину всiх однорiдних многочленiв з I .

(1) Показати, що для будь-якого однорiдного iдеала I ⊂ K[x ]

Ĩ(i) =
{
F (i) | F ∈ Ĩ

}
є iдеалом в Pi i для будь-якого iдеа-

ла J ⊂ Pi J
∗ = {G∗ | G ∈ J } збiгається з Ĩ(i) для деякого

однорiдного iдеала I ⊂ K[x ] .
(2) Довести, що коли I ( J ) є радикальним iдеалом, то Ĩ(i)

(вiдповiдно, J∗ ) є також радикальним. Чи є обернене та-
кож вiрним? (Доведiть це або знайдiть контрприклад.)

(3) Довести, що I =
⋂n

i=0 Ĩ
(i)∗ для будь-якого iстотного ради-

кального однорiдного iдеала I ⊂ K[x ] . Чи виконується ця
рiвнiсть для довiльних iстотних однорiдних iдеалiв? (Дове-
дiть це або знайдiть контрприклад.)

Вказiвка: Доведiть, що PV (I) ∩ An
i = V (Ĩ(i)) i V (J) =

PV (J∗) .

Використовуючи канонiчне афiнне покриття X =
⋃n

i=0Xi прое-
ктивного многовиду X , ми визначимо структурний пучок OX

(або O , якщо X фiксований) в наступний спосiб. Для кожної
вiдкритої пiдмножини U ⊆ X OX(U) є множиною всiх функцiй
f : U → K , таких що для кожного i = 0, . . . , n обмеження f
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на U ∩ Xi є регулярною функцiєю на цьому перетинi (в розумiн-
нi роздiлу 1.6), а вiдображення OU

V переводить функцiю f в її
обмеження на V .

Вправа 2.1.9. Перевiрити, що OX є дiйсно пучком.

Зрозумiло, що структурний пучок кожної афiнної частини Xi

є як раз обмеженням на Xi пучка OX , тобто OXi
(U) = OX(U)

для кожної вiдкритої пiдмножини U ⊆ Xi . (Зауважимо, що така
пiдмножина U є також вiдкритою в X ).

Важливою характеристикою проективних многовидiв є iснуван-
ня дуже невеликої кiлькостi “глобальних регулярних” функцiй на
них.

Вправа 2.1.10. Показати, що OPn(Pn) = K , тобто єдиними ре-
гулярними функцiями на проективному просторi є константи.

Вказiвка: Розгляньте обмеження f ∈ OPn(Pn) на An
i i доведiть,

що воно має вигляд Fi (x0, x1, . . . , xn) /x
d
i , де Fi – однорiдний мно-

гочлен степеня d . Порiвняйте цi обмеження на перетинi An
i ∩ An

j .

Зауваження. Пiзнiше (в роздiлi 2.4) ми побачимо, що те саме
є вiрним для будь-якого зв’язного проективного многовиду.

2.2. Абстрактнi алгебричнi многовиди

Вiдкрита пiдмножина проективного многовиду зветься квазiпро-
ективним многовидом. Будь-який проективний (так само, як i афiн-
ний) многовид є квазiпроективним. Квазiпроективнi многовиди утво-
рюють природний клас об’єктiв в алгебричнiй геометрiї, i можна
було б обмежитись його вивченням. Однак зручнiше розглянути
ширший клас об’єктiв i визначити алгебричнi многовиди як такi то-
пологiчнi простори з пучками алгебр, що є локально iзоморфними
до афiнних многовидiв. Спочатку введемо деякi необхiднi означен-
ня. Ми завжди розглядаємо поле K з його топологiєю Зариського.
Власнi замкненi множини в цiй топологiї – це скiнченнi множини.

Означення 2.2.1. (1) Для топологiчного простору X по-
значимо через FunX,K (або просто через Fun , якщо X
i K фiксованi) пучок K-алгебр на X , такий що Fun(U)
є множиною всiх функцiй U → K , а FunU

V є звичайним
обмеженням функцiй.

(2) Простором з функцiями (над даним полем K ) зветься па-
ра (X,OX) , де X – топологiчний простiр, а OX – пiд-
пучок пучка алгебр FunX,K , який задовольняє наступним
умовам:
(a) Якщо f ∈ OX(U) , то функцiя f є неперервною.
(b) Якщо f ∈ OX(U) – така, що f(p) 6= 0 для всiх p ∈ U ,

то й 1/f ∈ OX(U) .
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Функцiї з OX(U) звуться регулярними функцiями на U .
(3) Морфiзмом просторiв з функцiями ϕ : (Y,OY ) → (X,OX)

зветься неперервне вiдображення ϕ : Y → X , таке що для
кожної вiдкритої пiдмножини U ⊆ X i для кожної функцiї
f ∈ OX(U) функцiя f ◦ ϕ належить до OY (ϕ

−1(U)) .
В цiх сiтуацiї через ϕ∗(U) : OX(U) → OY (ϕ

−1(U)) позна-
чають гомоморфiзм, який вiдображає f у f ◦ ϕ .

Зауваження. Оскiльки замкненi пiдмножини Зариського K ,
за винятком самого K , є скiнченними, функцiя f : U → K є
неперервною тодi й лише тодi, коли множина { p ∈ U | f(p) 6= α } є
вiдкритою в X для кожного α ∈ K . Тому обмеження функцiї f ∈
OX(U) на D(f) = { p ∈ U | f(p) 6= 0 } є обертовним в OX(D(f)) .

Очевидно, якщо ϕ : (Y,OY ) → (X,OX) i ψ : (Z,OZ) → (Y,OY )
є морфiзмами просторiв з функцiями, їхня композицiя ϕ ◦ ψ є та-
кож морфiзмом просторiв з функцiями (Z,OZ) → (X,OX) . Мор-
фiзм ϕ , який має обернений морфiзм ϕ−1 , зветься iзоморфiзмом
просторiв з функцiями.

Надалi ми часто казатимемо “простiр з функцiями X,” опускаю-
чи OX , коли ясно, який пучок мається на увазi.

Приклади 2.2.2. (1) Будь-який топологiчний простiр X мо-
жна розглядати як простiр з функцiями, якщо взяти за
OX(U) всi неперервнi функцiї (в топологiї Зариського K ).

(2) Якщо K – топологiчне поле (наприклад, R або C ), па-
ра (X, C) , де C(U) є множиною всiх неперервних функцiй
(вiдносно даної топологiї K ), є також простором з фун-
кцiями. Те саме вiрно, якщо X є диференцiйовним мно-
говидом, а C замiнюється пучком Cr r разiв неперервно
диференцiйовних функцiй ( 1 6 r 6∞ ).
(Зауважимо, що K не є топологiчним полем по вiдношен-
ню до його топологiї Зариського, оскiльки анi додавання,
анi множення не є неперервним функцiями K×K→ K !)

(3) Якщо X – афiнний або проективний многовид, а OX –
пучок регулярних функцiй на X в розумiннi роздiлiв 1.2
i 2.1, то (X,OX) є простором з функцiями. Говорячи про
афiннi й проективнi многовиди як про простори з функцi-
ями, ми завжди матимемо на увазi саме цi структури.

(4) Нехай (X,OX) – простiр з функцiями, Y – пiдмножина
X , розглядувана з iндукованою топологiєю, тобто вiдкритi
пiдмножини Y , за означенням, мають вигляд Y ∩ U , де
U – вiдкрита пiдмножина X . Означимо пучок OY , беручи
за OY (Y ∩ U) множину всiх функцiй f : Y ∩ U → K , якi
задовольняють наступнiй умовi:
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Для кожної точки y ∈ Y ∩U iснують вiдкрита множина
V i функцiя g ∈ OX(V ) , такi що y ∈ V ⊆ U i f |Y ∩V =
g|Y ∩V .

Тодi (Y,OY ) є також простором з функцiями. Назвемо
(Y,OY ) обмеженням на Y простору з функцiями (X,OX) .
Звичайно, якщо Y є вiдкритою в X , то для будь-якої вiд-
критої пiдмножини V ⊆ Y (яка є також вiдкритою в X )
OY (V ) = OX(V ) . З iншого боку, якщо Y ⊆ X ⊆ Pn є
проективними многовидами, то обмеження на Y пучка ре-
гулярних функцiй на X збiгається з пучком регулярних
функцiй на Y , i те саме є вiрним для афiнних многовидiв
Y ⊆ X ⊆ An .

Вiдзначимо наступнi очевиднi й кориснi властивостi обмежень.

Твердження 2.2.3. Нехай (X,OX) – простiр з функцiями i
(Y,OY ) – обмеження (X,OX) на пiдмножину Y ⊆ X . Тодi за-
нурення εY : Y → X є морфiзмом i для будь-якого простору з
функцiями (Z,OZ) вiдображення ϕ 7→ εY ◦ ϕ є бiєкцiєю множи-
ни всiх морфiзмiв Z → Y на множину тих морфiзмiв Z → X ,
образи яких мiстяться в Y .

Доведення лишаємо читачевi як легку вправу. �

Означення 2.2.4. (1) Простiр з функцiями (X,OX) над по-
лем K зветься алгебричним многовидом (над K ), якщо
iснує скiнченне вiдкрите покриття X =

⋃
i Ui , таке що для

кожного i обмеження (X,OX) на Ui iзоморфне деякому
афiнному многовиду.

(2) Морфiзм (iзоморфiзм) алгебричних многовидiв – це їхнiй
морфiзм як простiрiв з функцiями.

Зокрема, будь-який квазiпроективний (зокрема, афiнний або про-
ективний) многовид є алгебричним многовидом в цьому розумiннi.
Iснують приклади многовидiв, якi не є квазiпроективними, але вони
досить вишуканi i ми не можемо показати їх зараз. Якщо загальне
означення здається занадто складним, читач може завжди припу-
скати, що “многовид” – це просто квазiпроективний многовид.

Надалi, ми часто зватимемо многовид афiнним або проектив-
ним, якщо вiн iзоморфний (як простiр з функцiями) афiнному,
вiдповiдно, проективному многовиду. Пiзнiше (в роздiлi 2.4) ми по-
бачимо, що коли квазiпроективний многовид X ⊆ Pn iзоморфний
проективнному многовиду, то вiн є замкненим в Pn . Отже, ми не
одержимо нiчого нового. З iншого боку, як покаже наступний при-
клад, це вже не так для афiнних многовидiв.

Твердження 2.2.5. Нехай X ⊆ An – афiнний многовид, A =
K[X ] i g ∈ A – регулярна функцiя на X . Тодi головна вiдкрита
пiдмножина D(g) iзоморфна афiнному многовиду.
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Доведення. Нехай G – многочлен, обмеженням якого на X
є функцiя g , I = I(X) ⊆ K[ x1, . . . , xn ] . Розглянемо iдеал J ⊆
K[ x1, . . . , xn+1 ] , породжений множиною I∪{ xn+1G− 1 } . Ми твер-
димо, що D(g) ≃ V (J) . Проекцiя

π : An+1 → An, π (a1, a2, . . . , an+1) = (a1, a2, . . . , an) ,

вiдображає V (J) у D(g) , отже, визначає морфiзм V (J) → D(g) ,
який ми також позначимо π . Визначимо вiдображення ϕ : D(g)→
V (J) , поклавши

ϕ (a1, a2, . . . , an) = (a1, a2, . . . , an, 1/g(a1, a2, . . . , an)).

Очевидно, воно є оберненим до π як вiдображення множин. При-
пустимо, що U ⊆ V (J) – вiдкрита пiдмножина i f є регулярною
функцiєю на U . Ми маємо перевiрити, що функцiя f ◦ ϕ є регу-
лярною на ϕ−1(U) = π(U) . Припустимо, що f(a) = F1(a)/F2(a)
для кожного a ∈ U , де F1, F2 – многочлени i F2(a) 6= 0 для всiх
a ∈ U . Якщо b = (b1, b2, . . . , bn+1) ∈ π(U) , то bn+1 6= 0 . Тому для
будь-якого b ∈ ϕ−1(U)

(f ◦ ϕ) (b1, b2, . . . , bn) =
F1(b1, b2, . . . , bn, 1/bn+1)

F2(b1, b2, . . . , bn, 1/bn+1)
,

отже, функцiя f ◦ ϕ є дiйсно регулярною на ϕ−1U . �

Наслiдок 2.2.6. Якщо X – алгебричний многовид, iснує база
топологiї на X , яка складається з афiнних многовидiв.

Доведення. Нехай X =
⋃

i Ui , де Ui – афiннi многовиди.
Якщо V – будь-яка вiдкрита пiдмножина X , то V =

⋃
i(V ∩ Ui)

i V ∩ Ui – вiдкрита в Ui . Головнi вiдкритi пiдмножини Ui утво-
рюють базу топологiї на Ui , отже, V ∩Ui є об’єднанням головних
вiдкритих пiдмножин Ui . Але кожна з них є афiнним многовидом
внаслiдок твердження 2.2.5. �

Нагадаємо, що пiдмножина Y топологiчного простору X зве-
ться локально замкненою, якщо вона є перетином вiдкритої й за-
мкненої пiдмножин X , або, що те саме, якщо Y вiдкрита у своєму
замиканнi Y .

Наслiдок 2.2.7. Нехай (X,OX) – алгебричний многовид, Y ⊆
X – локально замкнена пiдмножина. Тодi Y (розглянута як про-
стiр з функцiями через обмеження з X ) – також алгебричний
многовид.

В цьому випадку Y зветься пiдмноговидом X . Якщо Y – за-
мкнена (вiдкрита) в X , вона зветься замкненим (вiдповiдно, вiд-
критим) пiдмноговидом.

Доведення. Якщо X =
⋃

i Ui , де кожна Ui є афiнним мно-
говидом, то Y =

⋃
i(Y ∩ Ui) . Якщо Y – замкнена в X , то кожна
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Y ∩ Ui є також афiнним многовидом, оскiльки є замкненою в Ui .
Тому можна припустити, що Y = X , тобто Y є вiдкритою в X .
В цьому випадку Y ∩ Ui вiдкрита в Ui , отже, є скiнченним об’єд-
нанням головних вiдкритих пiдмножин Ui , якi є також афiнними
многовидами. �

Означення 2.2.8. Морфiзм f : Y → X алгебричних многовидiв
зветься зануренням, якщо Im f є пiдмноговидом X i f iндукує
iзоморфiзм Y → Im f . Якщо, крiм того, Im f – замкнена (вiдкри-
та) пiдмножина в X , f зветься замкненим (вiдповiдно, вiдкри-
тим) зануренням.

Вправи 2.2.9. (1) Нехай X = An\{ p } для деякої точки p i
n > 1 . Довести, що X не є iзоморфним жодному афiнному
многовиду.

Вказiвка: Показати, що будь-яка регулярна функцiя на
X є обмеженням єдиної регулярної функцiї з An ; зокре-
ма, можна визначити “значення” f(p) цих функцiй у точцi
p . Потому довести, що I = { f ∈ OX(X) | f(p) = 0 } є вла-
сним iдеалом в OX(X) але не iснує жодної точки a ∈ X ,
такої що f(a) = 0 для всiх f ∈ I .

(2) Довести те саме для X = Pn \ { p } (n > 1 ).

Зауваження. Цi многовиди також не є проективними
многовидами, оскiльки вони не є замкненими в Pn (див.
роздiл 2.4).

Тепер доведемо важливу рису, яка видiляє афiннi многовиди по-
мiж всiма просторами з функцiями. Позначимо MorSp(Y,X) мно-
жину морфiзмiв просторiв з функцiями Y → X , а MorAlg(A,B), –
множину гомоморфiзмiв K-алгебр A→ B .

Теорема 2.2.10. Простiр з функцiями (X,OX) є афiнним мно-
говидом тодi й лише тодi, коли OX(X) є афiнною алгеброю й вiд-
ображення γ : MorSp(Y,X)→ MorAlg(OX(X),OY (Y )), ϕ 7→ ϕ∗(X) ,
є взаємно однозначним для кожного простору з функцiями Y .

(З доведення буде видно, що достатньо перевiрити цю умову, ко-
ли Y – алгебричний i навiть афiнний многовид.)

Доведення. Позначимо A = OX(X) . Спочатку припустимо,
що X ⊆ An – афiнний многовид; тодi A = K[X ] = K[x ]/I(X) –
координатна алгебра X (див. твердження 1.6.3). Покладемо ξi =
xi + I(X) (координатнi функцiї на X ). Нехай Y – довiльний про-
стiр з функцiями, B = OY (Y ) i h : A → B – гомоморфiзм ал-
гебр. Покладемо hi = h(ξi) i, для будь-якої точки y ∈ Y , ϕ(y) =
(h1(y), . . . , hn(y)) ∈ An . Якщо F ∈ I(X) , то F (ϕ(y)) = h(F (ξ1, . . . ,
ξn))(y) = 0 , оскiльки F (ξ1, . . . , ξn) = F + I(X) = 0 i h – гомо-
морфiзм алгебр. Тому Imϕ ⊆ X , отже, ϕ можна розглядати як
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вiдображення Y → X . Бiльш того, ϕ∗(a) = h(a) для кожної фун-
кцiї a ∈ A .

Розглянемо вiдкриту пiдмножину U ⊆ X i функцiю f ∈ OX(U) .
Якщо y0 ∈ OY (ϕ

−1(U)) , то ϕ(y0) ∈ U , тому, за означенням OX ,
iснує вiдкрита V , ϕ(y0) ∈ V ⊆ U , i двi функцiї a, b ∈ A , такi що
b(p) 6= 0 i f(p) = a(p)/b(p) для всiх p ∈ V . Тодi y0 ∈ ϕ−1(V ) ⊆
ϕ−1(U) , h(a), h(b) ∈ B i, для кожного y ∈ ϕ−1(V ) , h(b)(y) =
b(ϕ(y)) 6= 0 , а f(ϕ(y)) = a(ϕ(y))/b(ϕ(y)) = h(a)(y)/h(b)(y) . За умо-
вою (b) означення 2.2.1(2), f ◦ ϕ ∈ OY (ϕ

−1(U)) , отже, ϕ є морфi-
змом просторiв з функцiями, таким що ϕ∗(X) = h . Ця конструкцiя
й дає обернене до γ вiдображення.

Тепер припустимо, що A = OX(X) – афiнна алгебра, а γ є
бiєктивним для кожного Y . Вiзьмемо за Y афiнний многовид,
такий що A ≃ B = K[ Y ] , i нехай θ : Y → X – такий морфiзм, що
θ∗ є iзоморфiзмом A

∼→ OY (Y ) = B . Нехай h = (θ∗)−1 : B
∼→ A , а

ϕ : X → Y – таке, що h = ϕ∗ . Тодi (θ◦ϕ)∗ = ϕ∗◦θ∗ = idA = (idX)
∗ ,

звiдки θ ◦ ϕ = idX , i в той самий спосiб ϕ ◦ θ = idY , отже, θ –
iзоморфiзм. �

Вправи 2.2.11. (1) Нехай X = V (S) ⊆ An – афiнний много-
вид, визначений множиною многочленiв S . Показати, що
морфiзм f : Y → X , де Y – простiр з функцiями, це те са-
ме що n-ка (f1, f2, . . . , fn) регулярних функцiй на Y , така
що F (f1, f2, . . . , fn) = 0 для кожного F ∈ S .

(2) Нехай X = PV (S) ⊆ Pn – проективний многовид, визна-
чений множиною однорiдних многочленiв S . Показати, що
визначити морфiзм f : Y → X , де Y – простiр з функцi-
ями, це те саме, що задати вiдкрите покриття Y =

⋃
i Ui

i для кожного i – (n + 1)-ку (fi0, fi1, . . . , fin) регулярних
функцiй на Ui , якi задовольняють наступним умовам:
• F (fi0, fi1, . . . , fin) = 0 для кожного F ∈ S i кожного
i ;
• для кожної точки p ∈ Ui iснує iндекс k , такий що
fik(p) 6= 0 ;
• для кожної пари i, j OUi

Ui∩Uj
(fikfjl) = OUj

Ui∩Uj
(fjkfil)

для всiх k, l .
З iншого боку, такi данi (Ui, fik) визначають єдиний мор-
фiзм Y → X . Коли два такi набори, (Ui, fik) i (Vj , gjk) ,
визначають той самий морфiзм?

(3) Показати, що коли Y ⊆ Pm – квазiпроективний многовид,
регулярнi функцiї fik з попередньої вправи можна замiни-
ти однорiдними многочленами Fik ∈ K[ x0, x1, . . . , xm ] того
самого степеня для будь-якого даного i .

32



(4) Нехай X = P1 , Y = V (x2 + y2 − 1) ⊂ A2 i f : Y → X
заданий наступними даними (перевiрте, що вони задоволь-
няють умовам вправи 2):

U1 = D(x− 1) , U2 = D(x+ 1) ;

f10 = x− 1, f11 = y, f20 = −y, f21 = x+ 1 .

Перевiрити, що f не може бути визначеним “спiльним”
правилом виду: f(y) = (g1(y) : g2(y)) для всiх y ∈ Y з
g1, g2 ∈ K[ Y ] . (Спробуйте знайти геометричний змiст цьо-
го вiдображення.)

Зауваження. Нехай (X,OX) – простiр з функцiями, U – вiд-
крита пiдмножина X . З визначення пучка випливає, що функцiя
f : U → K належить до OX(U) тодi й лише тодi, коли для
кожної точки p ∈ U iснує вiдкрита V , така що p ∈ V ⊆ U i
OU

V (f) ∈ OX(V ) . Тому морфiзми просторiв з функцiями можна
задавати “локально.” Наступна лема є як раз версiєю останнього
твердження. Її доведення, цiлком прямолiнiйне, ми лишаємо чита-
чевi.

Лема 2.2.12. Нехай (X,OX) i (Y,OY ) – два простори з функцi-
ями. Припустимо, що заданi: вiдкрите покриття Y =

⋃
i Yi Y i

для кожного iндекса i морфiзм ϕi : Yi → X , такi що для кожної
пари i, j обмеження ϕi i ϕj на Yi ∩ Yj збiгаються. Тодi iснує
єдиний морфiзм ϕ : Y → X , такий що ϕi = ϕ|Yi

для кожного i .
Морфiзм ϕ зветься склеюванням морфiзмiв ϕi .

2.3. Добутки многовидiв

Маючи загальне поняття алгебричних многовидiв, ми можемо
означити їхнi прямi добутки. Ми навiть зробимо це для будь-яких
просторiв з функцiями над полем K . Спочатку введемо наступнi
позначення.

Позначення 2.3.1. (1) Якщо f : X → K i g : Y → K –
двi функцiї, позначимо через f ⊗ g функцiю X × Y → K ,
таку що (f⊗g)(a, b) = f(a)g(b) для кожних a ∈ X , b ∈ Y .

(2) Якщо A ⊆ Fun(X) i B ⊆ Fun(Y ) – два пiдпростори, по-
значимо A⊗ B = {∑i fi ⊗ gi | fi ∈ A, gi ∈ B } .

Очевидно, A ⊗ B є пiдпростором у Fun(X × Y ) ; якщо A i B
є пiдалгебрами, то A ⊗ B є також пiдалгеброю в Fun(X × Y ) ,
оскiльки (f ⊗ g)(f ′ ⊗ g′) = ff ′ ⊗ gg′ .

Зауваження. Насправдi, операцiя “⊗” є спецiальним випадком
тензорного добутку векторних просторiв, але ми не передбачаємо,
що читач знайомий з останнiм.
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Означення 2.3.2. Нехай (X,OX) i (Y,OY ) – два простори з
функцiями над полем K . Визначимо їхнiй добуток (як просторiв
з функцiями) в наступний спосiб.

(1) Для кожних вiдкритих пiдмножин U ⊆ X , V ⊆ Y i ко-
жної функцiї g ∈ OX(U)⊗OY (V ) покладемо D(U, V, g) =
{ p ∈ U × V | g(p) 6= 0 } . Визначимо топологiю на X × Y ,
взявши всi можливi множини D(U, V, g) за її базу.

(2) Визначимо OX×Y (W ) , де W – вiдкрита пiдмножина X ×
Y у щойно означенiй топологiї, як множину всiх функцiй
f :W → K з наступною властивiстю:
Для кожної точки w ∈ W , iснують множина D(U, V, g)
i двi функцiї a, b ∈ OX(U)⊗OY (V ) , такi що w ∈ D(U, V, g)
⊆ W , b(p) 6= 0 i f(p) = a(p)/b(p) для всiх точок p ∈
D(U, V, g) .

Зауваження. Ми завжди розглядаємо X×Y як топологiчний
простiр з топологiєю, визначеною вище, i нiколи з топологiєю-до-
бутком, база вiдкритих пiдмножин якої утворена множинами U ×
V , де U вiдкрита в X , а V вiдкрита в Y . Остання є, очевидно,
слабшою (тобто має менше вiдкритих пiдмножин) i для алгебри-
чних многовидiв у топологiї Зариського є занадто слабкою.

Визначимо двi канонiчнi проекцiї (або просто проекцiї) добутку
X × Y на спiвмножники X та Y :

prX : X × Y → X , яка вiдображає (x, y) 7→ x ,

prY : X × Y → Y , яка вiдображає (x, y) 7→ y .

Вправа 2.3.3. Перевiрте, що prX i prY є дiйсно морфiзмами
просторiв з функцiями.

Головною властивiстю так визначеного добутку є його наступна
“категорна характеристика.”

Теорема 2.3.4. (1) Нехай (X,OX) , (Y,OY ) – два просто-
ри з функцiями. Тодi для кожного простору з функцiями
(Z,OZ) вiдображення MorSp(Z,X × Y ) → MorSp(Z,X) ×
MorSp(Z, Y ) : ϕ 7→ (prX ◦ϕ, prY ◦ϕ) , є бiєктивним.

(2) З iншого боку, припустимо, що дано простiр з функцiя-
ми (P,OP ) i два морфiзми, θ1 : P → X i θ2 : P → Y ,
такi що для будь-якого Z вiдображення MorSp(Z, P ) →
MorSp(Z,X)×MorSp(Z, Y ) : ϕ 7→ (θ1 ◦ ϕ, θ2 ◦ϕ) , є бiєктив-
ним. Тодi P ≃ X × Y .

Доведення. 1 . Побудуємо зворотнє вiдображення. Розгляне-
мо будь-якi два морфiзми, ϕ1 : Z → X i ϕ2 : Z → Y , та ви-
значимо вiдображення ϕ : Z → X × Y в наступний спосiб: ϕ(z) =
(ϕ1(z), ϕ2(z)) . Перевiримо, що це є морфiзм просторiв з функцiями;
тодi (ϕ1, ϕ2) 7→ ϕ є бажаним зворотнiм вiдображенням.
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Нехай U ⊆ X , V ⊆ Y – вiдкритi пiдмножини, W = ϕ−1(U ×
V ) = ϕ−1

1 (U) ∩ ϕ−1
2 (V ) . Тодi для кожної функцiї g =

∑
i ai ⊗ bi ∈

OX(U)⊗ OY (V ) функцiя g ◦ ϕ =
∑

i(ai ◦ ϕ1)(bi ◦ ϕ2) належить до
OZ(W ) . Зокрема, W ′ = ϕ−1(D(U, V, g)) = { z ∈ W | g(ϕ(z)) 6= 0 } –
вiдкрита множина в Z , отже, ϕ є неперервною. Бiльш того, якщо
f є iншою функцiєю з OX(U)⊗OY (V ) , тодi (f/g)◦ϕ = (f◦ϕ)/(g◦ϕ)
належить до OZ(W

′) , отже, ϕ є дiйсно морфiзмом просторiв з
функцiями.

2 . Iснує вiдображення ϕ : P → X × Y , таке що prX ◦ϕ = θ1 i
prY ◦ϕ = θ2 . З iншого боку, iснує вiдображення ψ : X × Y → P ,
таке що θ1 ◦ ψ = prX i θ2 ◦ ψ = prY . Тодi prX ◦ϕ ◦ ψ = prX i
prY ◦ϕ ◦ ψ = prY , звiдки ϕ ◦ ψ = idX×Y . Так само й ψ ◦ ϕ = idP ,
тобто ϕ i ψ є iзоморфiзмами. �

Розглянемо деякi приклади. Поперше, для афiнних просторiв ми
маємо наступний результат, узгоджений з iнтуiцiєю.

Твердження 2.3.5. Am × An ≃ Am+n .

Доведення. Застосуємо теорему 2.3.4(2) до пари морфiзмiв
θ1 : Am+n → Am : (x1, x2, . . . , xm+n) 7→ (x1, x2, . . . , xm) , i θ2 : Am+n →
An : (x1, x2, . . . , xm+n) 7→ (xm+1, . . . , xm+n) . Нехай Z – будь-який
простiр з функцiями, A = OZ(Z) , ϕ1 : Z → Am i ϕ2 : Z → An

– будь-якi два морфiзми. За твердженням 1.2.2, вони однозначно
визначаються гомоморфiзмами алгебр ϕ∗

1 : K[ x1, . . . , xm ] → A

та ϕ∗
2 : K[ x1, . . . , xn ] → A . Цi гомоморфiзми задаються m-кою

(a1, a2, . . . , am) i n-кою (b1, b2, . . . , bn) функцiй з A , де ai = ϕ∗
1(xi) ,

bj = ϕ∗
2(xj) . Визначимо гомоморфiзм γ : K[ x1, . . . , xm+n ] , поклав-

ши γ(xi) = ai для 1 6 i 6 m та γ(xi) = bi−m для m < i 6 m+ n .
Ми знаємо, що γ = ϕ∗ для однозначно визначеного ϕ : Z → Am+n .
Очевидно, θ1◦ϕ = ϕ1 i θ2◦ϕ = ϕ2 , тому вiдображення (ϕ1, ϕ2) 7→ ϕ
є зворотнiм до MorSp(Z,Am+n)→ MorSp(Z,Am)×MorSp(Z,An) . �

Твердження 2.3.6. Нехай (X,OX) i (Y,OY ) – два простори з
функцiями, X ′ ⊆ X i Y ′ ⊆ Y – їхнi пiдмножини, розглянутi як
простори з функцiями вiдносно обмежень, вiдповiдно, з X i Y .
Тодi структура добутку просторiв з функцiями X ′ × Y ′ збiгає-
ться з обмеженням на X ′ × Y ′ структури добутку X × Y .

Доведення. Розглянемо X ′ × Y ′ як обмеження з X × Y . За
твердженням 2.2.3, морфiзм Z → X ′×Y ′ – це те саме, що морфiзм
Z → X ×Y з образом, який мiститься в X ′×Y ′ . Внаслiдок теоре-
ми 2.3.4, такий морфiзм – це те саме, що пара морфiзмiв, Z → X
i Z → Y , з образами, якi мiстяться, вiдповiдно, в X ′ i в Y ′ , тобто
пара морфiзмiв Z → X ′ i Z → Y ′ . Отже, це обмеження збiгається
з добутком X ′ i Y ′ як просторiв з функцiями. �
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Зауваження. Оскiльки топологiя X × Y як просторiв з фун-
кцiями є сильнiшою, нiж добуток топологiй X i Y , добуток за-
мкнених (вiдкритих) пiдмножин є замкненим (вiдкритим) в добу-
тку просторiв з функцiями X × Y .

Наслiдок 2.3.7. Нехай X, Y – афiннi многовиди. Тодi X×Y є
також афiнним многовидом.

Наслiдок 2.3.8. Якщо X, Y – алгебричнi многовиди, їхнiй добу-
ток як просторiв з функцiями є також алгебричним многовидом.

Ситуацiя здається бiльш складною для проективних многовидiв.
В усякому разi, не iснує природної взаємно однозначної вiдповiд-
ностi мiж Pm × Pn та Pm+n . Пiзнiше ми побачимо, що цi просто-
ри дiйсно неiзоморфнi (див. вправу 2.5.5(2)). Проте, ми доведемо,
що добуток проективних многовидiв є також проективним. (Отже,
добуток квазiпроективних многовидiв є також квазiпроективним.)
Почнемо з випадку проективних просторiв, використавше одне дав-
нє спостереження Сегре.

Твердження 2.3.9 (Занурення Сегре). Покладемо N = m +
n + mn i розглянемо точки PN як ненульовi (m + 1) × (n + 1)
матрицi (aij) (звiсно, ототожнюючи матрицi (aij) i (λaij) для
ненульових λ ∈ K ). Зокрема, однорiднi координати в PN позначи-
мо через xij ( 0 6 i 6 m, 0 6 j 6 n ). Визначимо вiдображення σ :
Pm×Pn → PN , яке переводить пару (a, b) , де a = (a0 : a1 : · · · : an) ,
b = (b0 : b1 : · · · : bm) , у матрицю a⊤b = (aibj) . Тодi σ є замкне-
ним зануренням, тобто його образ є замкненим в PN i ϕ iндукує
iзоморфiзм Pm × Pn ∼→ Imϕ .

Вiдображення σ зветься зануренням Сегре.

Доведення. Нехай S = { xijxkl − xilxkj | 0 6 i, k 6 m; 0 6 j,
l 6 n } i S = PV (S) ⊂ PN (многовид Сегре; якщо треба вказати
m,n , пишуть S(m,n) ).2 Доведемо, що σ є iзоморфiзмом Pm×Pn ∼→
S . Дiйсно, включення Im σ ⊆ S є очевидним. Щоб перевiрити, що
σ є морфiзмом, i побудувати зворотнiй морфiзм ϕ , розглянемо
обмеження σkl вiдображення σ на вiдкриту множинiу Ukl = Am

k ×
An

l (добуток афiнних просторiв з канонiчних афiнних покриттiв
Pm та Pn ). Воно вiдображає пару (a, b) , де a = (a0 : · · · : 1 : · · · :
am) ( 1 на i-ому мiстi), b = (b0 : · · · : 1 : · · · : bn) ( 1 на j-ому мiстi)
в матрицю a⊤b = (aibj) , яка має 1 на (ij)-ому мiстi. Отже, ця
матриця належить до Skl = S ∩ AN

kl , де AN
kl =

{
a ∈ PN | akl 6= 0

}

(афiнний простiр з канонiчного афiнного покриття PN ). Оскiльки
координати σkl(a, b) є многочленами вiд координат a i b , σkl є
морфiзмом Am

k × An
l → Skl . Тому σ – морфiзм Pm × Pn → S .

2 Очевидно, рiвняння для S означають, що матрицi z ∈ S – це всi матрицi

рангу 1.
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З iншого боку, якщо матриця z = (zij) належить до Skl , можна
припустити, що zkl = 1 , звiдки zij = zilzkj . Отже, можна визначи-
ти морфiзм ϕkl : Skl → Am

k × An
l , обернений до σkl , поклавши

ϕkl(z) = ((z0l : z1l : · · · : zml), (zk0 : zk1 : · · · : zkn)) .
Зауважимо, що це означення дiйсне навiть при zkl 6= 1 , оскiльки
ми вважаємо всi координати однорiдними. Припустимо, що також
z ∈ Srs для iншої пари (rs) . Тодi

ϕrs(z) = ((z0s : z1s : · · · : zms), (zr0 : zr1 : · · · : zrn)) .
Але рiвностi zilzjs = ziszjl i zkizrj = zkjzri , справедливi на S , по-
казують, що в цьому випадку ϕrs(z) = ϕkl(z) . Отже, можна визна-
чити морфiзм ϕ : S→ Pm × Pn , обернений до σ , склеївши всi ϕkl

(див. лему 2.2.12). �

Наслiдок 2.3.10. Якщо X i Y – проективнi (квазiпроективнi)
многовиди, то X × Y є також проективним (вiдповiдно, квазi-
проективним) многовидом.

Вправи 2.3.11. (1) Показати, що многовид Сегре S(1, 1)
(iзоморфний до P1×P1 ) є квадратичною просторовою по-
верхнею, i зробити нарис S(R) .

(2) Що є образами при зануреннi Сегре P1×P1 → P3 “прямих”
a× P1 i P1 × b для фiксованих точок a, b ∈ P1 ?

(3) Нехай (x0 : x1 : · · · : xm) та (y0 : y1 : · · · : yn) – однорiднi ко-
ординати, вiдповiдно, в Pm та в Pn . Перевiрити, що будь-
яка замкнена пiдмножина Pm × Pn є множиною спiльних
нулiв множини многочленiв S ⊆ K[x,y] , де кожний мно-
гочлен F ∈ S є однорiдним (окремо) за xi i за yj .

(4) Нехай (x0 : x1 : · · · : xm) – однорiднi координати в Pm , а
(y1, y2, . . . , yn) – координати в An . Перевiрити, що будь-яка
замкнена пiдмножина Pm×An є множиною спiльних нулiв
множини многочленiв S ⊆ K[x,y] , де кожний многочлен
F ∈ S є однорiдним за xi .

(5) Довести, що образ дiагоналi ∆ = { (p, p) | p ∈ Pn } при за-
нуреннi Сегре Pn × Pn → S(n, n) збiгається з множиною
{ (zij) ∈ S(n, n) | zij = zji для всiх i 6= j } (симетричнi мат-
рицi рангу 1).

(6) Розглянемо всi одночлени xk = xk00 x
k1
1 . . . xknn степеня d ;

вiдомо, що їхня кiлькiсть дорiвнює
(
n+d

n

)
. Покладемо N =(

n+d

n

)
− 1 . Позначимо однорiднi координати в PN через

wk , де k пробiгає всi (n + 1)-ки (k0, k1, . . . , kn) ∈ Nn з∑
i ki = d .

(a) Перевiрити, що правило a 7→ (ak) визначає регулярне
вiдображення ρd : Pn → PN . Це вiдображення зветься
( d-кратним) зануренням Веронезе.
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(b) Довести, що Im ρd = V (S) , де S – множина рiзниць
wkwm − wrws , взятих за всiма k,m, r, s , такими що
ki + mi = ri + si для всiх i = 0, . . . , n . Множина
V(n, d) = V (S) зветься (n-вимiрним d-кратним) мно-
говидом Веронезе.

(c) Довести, що ρd визначає iзоморфiзм Pn на многовид
Веронезе V(n, d) .

(d) Довести, що X ⊂ Pn є гiперповерхнею степеня d тодi
й лише тодi, коли ρd(X) = V(n, d)∩H , де H – гiпер-
площина (тобто визначається лiнiйним рiвнянням).

(7) Нехай X ⊆ Pn – проективний многовид, F ∈ K[x ] – одно-
рiдний многочлен i D(F ) = { a ∈ X | F (a) 6= 0 } . Довести,
що D(F ) – афiнний многовид.

Вказiвка: Спочатку перевiрте це, коли F – лiнiйний,
потому скористайтеся зануренням Веронезе.

(8) Перевiрити, що V(1, 2) є конiкою (тобто плоскою квадри-
кою). Довести, що кожна незвiдна проективна конiка iзо-
морфна P1 .

(9) Покладемо C = K[ x0, x1, x2 ]/I(C) , де C – незвiдна про-
ективна конiка. Довести, що C 6≃ K[ x, y ] . (Отже, “прое-
ктивний аналог” наслiдка 1.2.3 не виконується.)

Вказiвка: Довести, що максимальний iдеал 〈 x0, x1, x2 〉
в C не може бути породжений двома елементами.

2.4. Вiдокремлюванi та повнi многовиди

Використаємо поняття добутку, щоб видiлити важливий (можли-
во, єдиний важливий) клас алгебричних многовидiв. В деякому ро-
зумiннi, вiн є “алгебричним аналогом” гаусдорфових топологiчних
просторiв.

Означення 2.4.1. Простiр з функцiями X (зокрема, алгебри-
чний многовид) зветься вiдокремлюваним, якщо дiагональ ∆X =
{ (p, p) | p ∈ X } замкнена в X ×X .

Зауваження. Можна легко перевiрити, що “звичайний” топо-
логiчний простiр X є гаусдорфовим тодi й лише тодi, коли дiа-
гональ замкнена в X ×X вiдносно добутку топологiй. Отже, вiд-
окремлюванiсть є справдi послабленим аналогом гаусдорфовостi.

З огляду на означення топологiї на X×X , можна дати наступну
“явну версiю” цього означення.

Твердження 2.4.2. Простiр з функцiями X є вiдокремлюва-
ним тодi й лише тодi, коли для кожної пари рiзних точок p, q ∈
X iснують двi вiдкритi пiдмножини, U ∋ p i V ∋ q , i фун-
кцiї ai ∈ OX(U) , bi ∈ OX(V ) , такi що

∑
i ai(p)bi(q) 6= 0 , але∑

i ai(z)bi(z) = 0 для кожної z ∈ U ∩ V .
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Доведення очевидне. �

Вправа 2.4.3. Розглянемо простiр з функцiями X , визначений
в наступний спосiб:

• Як множина, X = A1 ∪ { 0′ } , де 0′ – новий символ.
• Пiдмножина U ⊆ X вiдкрита в X тодi й лише тодi, коли
U \ { 0′ } вiдкрита в A1 .
• Для кожної функцiї f : U → K , де U ⊆ A1 , позначимо
f̃ її продовження на множину Ũ = U ∪ { 0′ } , таке що
f̃(0′) = f(0) .
• Для кожної вiдкритої пiдмножини U ⊆ A1 покладемо

OX(U) = OA1(U) i OX(Ũ) =
{
f̃ | f ∈ OA1(U)

}
.

Перевiрити, що X – це дiйсно простiр з функцiями; бiльш того,
що вiн є алгебричним многовидом, але не вiдокремлюваним.

Цей приклад (“афiнна пряма з подвоєною точкою”) є досить ти-
повим для невiдокремлюваних многовидiв. Ми обмежимо подаль-
ший розгляд лише вiдокремлюваними многовидами, хоча завжди
будемо явно нагадувати умову вiдокремлюваностi. На щастя, невiд-
окремлюванi многовиди не можуть зустрiтися серед “природних”,
як покаже наступне твердження.

Твердження 2.4.4. Нехай (X,OX) – вiдокремлюваний простiр
з функцiями, Y ⊆ X . Тодi Y є також вiдокремлюваним, якщо
його розглядати як простiр з функцiями вiдносно обмеження з
X .

Доведення очевидне. �

Наслiдок 2.4.5. Будь-який квазiпроективний (зокрема, будь-
який афiнний чи проективний) многовид є вiдокремлюваним.

Доведення випливає з твердження 2.4.4 i вправи 2.3.11(5).
�

Зазначимо наступну корисну властивiсть вiдокремлюваних мно-
говидiв.

Твердження 2.4.6. Нехай X – вiдокремлюваний алгебричний
многовид, Y, Z ⊆ X – його афiннi пiдмноговиди. Тодi Y ∩ Z –
також афiнний многовид.

Доведення. Як ми знаємо, Y ×Z є афiнним многовидом. Але
Y ∩ Z ≃ (Y × Z) ∩∆X . Цей перетин є замкненим в Y × Z , отже,
також є афiнним многовидом. �

Тепер ми збираємося встановити важливу властивiсть проектив-
них многовидiв, яка видiляє їх серед усiх квазiпроективних, а саме,
їхню повноту в розумiннi наступного означення.
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Означення 2.4.7. Вiдокремлюваний алгебричний многовид X
зветься повним якщо для будь-якого алгебричного многовиду Y
проекцiя prY : X × Y → Y є замкненим вiдображенням, тобто
пiдмножина prY (Z) замкнена для кожної замкненої Z ⊆ X × Y .

Приклад 2.4.8. Проекцiя pr : A1 × A1 → A1 , pr(a, b) = b , не є
замкненою: образом гiперболи V (xy − 1) є D(x) = A1 \ { 0 } , яка
не замкнена. Отже, афiнна пряма не є повною.

З iншого боку, наступний результат є досить очевидним.

Твердження 2.4.9. Для будь-яких просторiв з функцiями про-
екцiя prY : X × Y → Y є вiдкритою.

Доведення. Достатньо довести, що образ W = prY (D(U, V, g))
вiдкритий в Y для кожних вiдкритих U ⊆ X, V ⊆ Y i будь-якої
g =

∑
i ai ⊗ bi , де ai ∈ OX(U), bi ∈ OY (V ) . Але цей образ є об’-

єднанням
⋃

p∈U Wp , де всi Wp = { q ∈ V |∑i ai(p)bi(q) 6= 0 } є вiд-
критими в Y . Отже, W є також вiдкритим. �

Наведемо кiлька корисних властивостей повних многовидiв.

Твердження 2.4.10. (1) Будь-який замкнений пiдмноговид
повного многовиду є також повним.

(2) Якщо многовиди X, Y повнi, таким є й X × Y .
(3) Алгебричний многовид X повний тодi й лише тодi, коли

проекцiя prAm : X × Am → Am замкнена для кожного m .
(4) Якщо X повний, а Y вiдокремлюваний многовид, то ко-

жне регулярне вiдображення f : X → Y є замкненим.
(5) Якщо квазiпроективний многовид X ⊆ Pn повний, вiн є

замкненим в Pn (отже, проективним).
(6) Якщо повний многовид X є зв’язним, то OX(X) = K ,

тобто єдинi регулярнi функцiї на всьому X – це констан-
ти.

Доведення. Властивостi 1 i 2 очевиднi.
3. Нехай спочатку Y – афiнний многовид, замкнена пiдмножина

Am . Тодi будь-яка замкнена пiдмножина Z ⊆ X×Y також замкне-
на в X × Am , отже, prY (Z) = prAm(Z) замкнена в Y . Далi, для
будь-якого многовиду Y iснує вiдкрите покриття Y =

⋃
i Yi , де Yi

– афiннi многовиди. Якщо Z – замкнена пiдмножина в X × Y , то
Z =

⋃
iZi , де Zi = Z ∩ (X × Yi) , i prY (Z) ∩ Yi = prY (Zi) . Як ми

щойно довели, кожна prY (Zi) є замкненою в Yi , а тому prY (Z)
замкнена в Y . Отже, вiдображення prY замкнене.

4. З огляду на (1 ), достатньо довести, що образ f замкнений в
Y . Позначимо через Γ ⊆ X×Y графiк f : Γ = { (p, f(p)) | p ∈ X } .
Визначимо морфiзм g : X × Y → Y × Y , поклавши g(p, q) =
(f(p), q) . Тодi Γ = g−1(∆Y ) , отже, вiн замкнений в X×Y (оскiльки
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Y вiдокремлюваний). Тому f(X) = prY (Γ) – замкнена пiдмножи-
на.

5 – частковий випадок 4 .
6. Нехай f : X → K – регулярна функцiя. Ототожнюючи K з

A1
0 ⊂ P1 , ми можемо розглядати f як морфiзм X → P1 . Отже,

Im f замкнений. Оскiльки вiн не збiгається з усiм P1 , вiн є скiнчен-
ним: Im f = { a1, a2, . . . , am } . Тодi X =

⋃m

i=1 f
−1(ai) . Оскiльки всi

f−1(ai) замкненi, а X зв’язний, m = 1 , тобто f – константа. �

Приклад 2.4.11. Розгляньте регулярне вiдображення f : A2 →
A2 , таке що f(a, b) = (a2b, ab2) . Знайдiть його образ. Чи є вiн за-
мкненим? вiдкритим? локально замкненим?

Ми одержимо бiльше iнформацiї про образи регулярних вiдобра-
жень в роздiлi 3.1 (теорема 3.1.17).

Теорема 2.4.12. Кожний проективний алгебричний многовид є
повним.

Доведення. Зважаючи на твердження 2.4.10, ми маємо лише
довести, що проекцiя pr = prAm : Pn × Am → Am замкнена. По-
значимо однорiднi координати в Pn через x = (x0 : x1 : · · · : xn) , а
координати в Am через y = (y1, y2, . . . , ym) . Нехай Z – замкнена
пiдмножина Pn × Am . Вона є множиною спiльних нулiв множини
многочленiв S = {F1, F2, . . . , Fr } ⊆ K[X,Y ] , якi є однорiдними за
x0, x1, . . . , xn . Точка q ∈ Am належить до pr(Z) тодi й лише тодi,
коли iснує точка p ∈ Pn , така що (p, q) ∈ Z , тобто Fi(p, q) = 0
для всiх i = 1, . . . , r . Отже, q /∈ pr(Z) тодi й лише тодi, коли
PV (Sq) = ∅ , де Sq = {F1(x, q), . . . , Fr(x, q) } . По проективнiй Тео-
ремi Гiльберта про нулi (теорема 2.1.3), це означає, що Ik+ ⊆ 〈Sq 〉
для деякого k , тобто кожен одночлен степеня k може бути пред-
ставлений у виглядi

∑r

i=1HiFi(x, q) для деяких однорiдних много-
членiв Hi(x0, x1, . . . , xn) . Позначимо через Pk векторний простiр
всiх однорiдних многочленiв степеня k з K[x ] . Остання умова
означає, що множина

{wiFi(x, q) | i = 1, . . . , r ;

wi пробiгає всi одночлени степеня k − degFi }

породжує Pk , або, що те саме, rkMk = dimPk , де Mk – матриця,
рядки якої складаються з коефiцiентiв усiх можливих wiFi (за-
писаних у заданному порядку). Позначимо D = dimPk . Оскiль-
ки завжди rkMk 6 dimPk , остання умова означає, що принаймнi
один D × D мiнор Mk – ненульовий. Коефiцiенти матрицi M –
многочлени вiд q , отже, множина Uk = { q ∈ Am | rkMk = dimPk }
вiдкрита в Am . Тому множина U =

⋃∞
k=1 Uk є також вiдкритою.

Але ми бачили, що U = An \ pr(Z) , отже, pr(Z) замкнена. �
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Iснують приклади повних многовидiв X , якi не є проективними
(отже, й не квазiпроективними). Також вiдомо (теорема Нагати),
що кожен алгебричний многовид iзоморфний вiдкритому пiдмно-
говиду деякого повного многовиду.

Вправи 2.4.13. (1) Довести, що коли X є зв’язним повним,
а Y – афiнним многовидом, то будь-яке вiдображення f :
X → Y є константою (тобто Im f складається з єдиної
точки).

(2) Нехай X ⊆ Pn – нескiнченний проективний многовид, H ⊆
Pn – гiперповерхня. Довести, що X ∩H 6= ∅ .

Вказiвка: Використайте попередню вправу, а також
вправу 2.3.11(7).

(3) Розглянемо множину однорiдних многочленiв степеня d
з n змiнними. Ототожнюючи F i λF для λ 6= 0 , одер-
жимо проективний простiр P (d, n) . Довести, що множина
R(d, n) класiв звiдних многочленiв є замкненою в P (d, n) .

(4) Знайти множину рiвнянь, якi визначають R(2, n) .

2.5. Рацiональнi вiдображення

Тепер ми введемо так званi “рацiональнi вiдображення” алгебри-
чних многовидiв. Насправдi, вони є вiдображеннями не многовидiв,
а їхнiх вiдкритих щiльних пiдмножин.

Означення 2.5.1. (1) Нехай X, Y – алгебричнi многовиди.
Позначимо через M̃or(X, Y ) множину морфiзмiв f : U →
Y , де U – вiдкрита пiдмножина X . Два такi морфiзми,
f : U → Y та g : V → Y , назвемо еквiвалентними (по-
значення: f ∼ g ), якщо f |U∩V = g|U∩V . Класи цiєї еквi-
валентностi звуться рацiональними вiдображеннями з X
в Y . Множина всiх рацiональних вiдображень з X в Y
позначається через Rat(X, Y ) .

(2) Рацiональне вiдображення X → K зветься рацiональною
функцiєю на X . Множина всiх рацiональних функцiй на
X позначається K(X) .

(3) Кажуть, що рацiональне вiдображення f ∈ Rat(X, Y ) ви-

значене в точцi p ∈ X , якщо iснує вiдображення f̃ ∈
M̃or(X, Y ) в класi f , таке що f̃ : U → Y i p ∈ U . Множи-
на всiх точок p ∈ X , таких що f визначене в p , зветься
областю визначеностi f i позначається Dom(f) .

Звичайно, Dom(f) – вiдкрита щiльна пiдмножина X i f може
бути розглянуте як морфiзм Dom(f)→ Y . Точки з Dom(f) також
звуться регулярними точками, а точки з множини Ind(f) = X \
Dom(f) – спецiальними точками рацiонального вiдображення f .
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Наступне твердження дає опис рацiональних функцiй на алге-
бричному многовидi. Зауважимо спочатку, що коли U ⊆ X – до-
вiльна вiдкрита щiльна пiдмножина, то, очевидно, K(X) ≃ K(U) ;
цей iзоморфiзм визначається обмеженням функцiй.

Твердження 2.5.2. (1) Якщо X – незвiдний алгебричний
многовид, U ⊆ X – вiдкритий афiнний пiдмноговид i A =
K[U ] , то K(X) є iзоморфним полю часток кiльця A .

(2) Якщо X =
⋃s

i=1Xi – незвiдний розклад X , то K(X) ≃∏s

i=1K(Xi) .

Доведення. 1 . В цьому випадку будь-яка непорожня вiдкрита
пiдмножина є щiльною. Отже, ми можемо припустити, що X = U
– афiнний многовид з координатною алгеброю A . Якщо a/b – еле-
мент поля часток Q кiльця A , то f визначає рацiональну фун-
кцiю D(b) → K . Отже, ми одержуємо гомоморфiзм Q → K(X) .
Оскiльки Q – поле, вiн є мономорфiзмом. Розглянемо будь-яку
рацiональну функцiю f ∈ K(X) . Вiдкрита множина Dom(f) мi-
стить головну вiдкриту пiдмножину D(g) для деякого g ∈ A . Да-
лi, оскiльки f – регулярна функцiя на D(g) , вона має вигляд a/gk

для деяких a ∈ A , k ∈ N (див. вправи 1.6.6). Отже, f належить
до образу Q , тобто занурення Q→ K(X) є iзоморфiзмом.

2 . Покладемо Ui = X \
(⋃

j 6=iXj

)
. Це вiдкрита непорожня, а

тому щiльна пiдмножина в Xi , отже, K(Xi) = K(Ui) . V =
⋃

i Ui є
вiдкритою щiльною пiдмножиною в X , отже, K(X) = K(V ) . Але
оскiльки Ui∩Uj = ∅ для i 6= j , то, очевидно, K(V ) =

∏
i K(Ui) . �

Якщо f : X → Y i g : Y → Z – два рацiональнi вiдобра-
ження, ми не можемо визначити, взагалi кажучи, їхнiй добуток
g ◦ f , оскiльки весь образ f може належати до множини спецiаль-
них точок g . Останнє неможливо, якщо f є домiнантним, тобто
образ f(Dom(f)) щiльний в Y . Тому ми можемо завжди визначи-
ти композицiї домiнантних рацiональних вiдображень. Зокрема,
рацiональне вiдображення f : X → Y зветься бiрацiональним,
якщо воно домiнантне й iснує домiнантне рацiональне вiдображе-
ння g : Y → X , таке що f ◦ g = idY i g ◦ f = idX (як рацiо-
нальнi вiдображення). Якщо бiрацiональне вiдображення X → Y
iснує, то многовиди X i Y звуться бiрацiонально еквiвалентними.
В алгебричнiй геометрiї часто розглядають многовиди скорiше з
точнiстю до бiрацiональної еквiвалентностi, нiж з точнiстю до iзо-
морфiзму. Насправдi, X i Y є бiрацiонально еквiвалентними тодi
й лише тодi, коли вони мiстять iзоморфнi вiдкритi щiльнi пiдмно-
жини (якi можна завжди вибрати навiть афiнними).

Твердження 2.5.3. Алгебричнi многовиди X i Y бiрацiональ-
но еквiвалентнi тодi й лише тодi, коли K(X) ≃ K(Y ) .
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Доведення. Зважаючи на твердження 2.5.2, ми можемо при-
пустити X i Y афiнними й незвiдними. Покладемо A = K[X ]
i B = K[ Y ] . Вони є скiнченно породженими K-алгебрами: A =
K[ a1, . . . , an ] i B = K[ b1, . . . , bm ] . Якщо U ⊆ X i V ⊆ Y – вiдкри-
тi щiльнi пiдмножини й U ≃ V , то K(X) ≃ K(U) ≃ K(V ) ≃ K(Y ) .
Навпаки, нехай ϕ : K(X)

∼→ K(Y ) – iзоморфiзм, a′i = ϕ(ai) i
b′j = ϕ−1(bj) . Ми розглянемо K(X) (K(Y ) ) як поле часток A

(вiдповiдно, B ) i позначимо через d (вiдповiдно, c ) спiльний зна-
менник усiх a′i (вiдповiдно, b′j ). Тодi a′i є регулярними функцiями
на V = D(d) , а bj – регулярними функцiями на U = D(c) . Во-
ни визначають регулярнi вiдображення f : V → X i g : U → Y ,
вiдповiдно, такi що f ∗(ai) = a′i i g∗(bj) = b′j . Отже, g ◦ f = id

на V ∩ g−1(U) , а f ◦ g = id на U ∩ f−1(V ) , тобто, розглянутi як
рацiональнi вiдображення, f i g є бiрацiональними. �

Наступний результат є досить простим, але часто корисним.

Твердження 2.5.4. Будь-який незвiдний алгебричний многовид
є бiрацiонально еквiвалентним або афiнному (проективному) про-
стору, або афiннiй (проективнiй) гiперповерхнi.

Доведення. Поле Q рацiональних функцiй на незвiдному мно-
говидi X є завжди скiнченно породженним розширенням K . Згi-
дно з твердженням A.4, iснують два можливi випадки:

1) Q ≃ K( x1, . . . , xn ) . Тодi X бiрацiонально еквiвалетний An

(i Pn ).
2) Q = K(α1, . . . , αn ) , де α1, α2, . . . , αn−1 – алгебрично неза-

лежнi над K , а αn – алгебричний над R = K(α1, . . . , αn−1 ) .
Бiльш того, в цьому випадку iснує єдиний незвiдний многочлен
F , такий що F (α1, α2, . . . , αn) = 0 (див. лему A.2). Покладемо
Y = V (F ) ⊂ An . Тодi I(Y ) = I = 〈F 〉 i K[ Y ] = K[ ξ1, ξ2, . . . , ξn ]
для ξi = xi + I . Оскiльки F не може дiлити нiякий многочлен
вiд x1, x2, . . . , xn−1 , елементи ξ1, ξ2, . . . , ξn−1 алгебрично незалежнi
в K(Y ) . Отже, K(Y ) ≃ Q , тобто X бiрацiонально еквiвалентний
гiперповерхнi Y . �

Вправи 2.5.5. (1) Многовид X звуть рацiональним, якщо
вiн є бiрацiонально еквiвалентним афiнному (або, що те
саме, проективному) простору. Довести що:
(a) Добуток рацiональних многовидiв є рацiональним.
(b) Будь-яка незвiдна конiка є рацiональною.
(c) Кубiка з вузлом V (y2 − x3 − x2) , а також кубiка з

вiстрям V (y2 − x3) – рацiональнi.
Вказiвка: Може бути корисним розглянути проектив-
не замикання кубiки з вузлом i другу афiнну частину
цього замикання.
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(2) Довести, що коли X, Y ⊂ P2 – плоскi проективнi кривi, то
X ∩ Y 6= ∅ . Вивести звiдси, що P1 × P1 6≃ P2 .

(3) Довести що квадратичне перетворення Кремони ϕ : P2 →
P2 , де ϕ(x0 : x1 : x2) = (x1x2 : x0x2 : x0x1) , є бiрацiональ-
ним. Знайти Dom(ϕ) i Dom(ϕ−1) .

2.6. Ґрассманновi многовиди й векторнi розшарування

Проективний простiр Pn−1 можна розглядати як множину всiх
одновимiрних лiнiйних пiдпросторiв Kn . Ми збираємося ввести
структуру проективного многовиду на множинi всiх пiдпросторiв
Kn розмiрностi d для довiльного d . Щоб зробити це, ми вико-
ристаємо так званi ґрассманновi координати таких пiдпросторiв
(iнколи вони також звуться плюкеровими координатами). Покла-
демо N =

(
n

d

)
− 1 i визначимо деякий порядок на множинi усiх

d-ок k1k2 . . . kd з 1 6 k1 < k2 < · · · < kd 6 n (їх iснує саме N +1 ).

Означення 2.6.1. Нехай V – d-вимiрний пiдпростiр Kn з бази-
сом v1,v2, . . . ,vd , де vk = (ak1, . . . , akn) . Ґрассманновi координати
V , визначенi цим базисом, задаються як вектор (pk1k2...kd) , де

(2.6.1) pk1k2...kd =

∣∣∣∣∣∣∣∣

a1k1 a1k2 . . . a1kd
a2k1 a2k2 . . . a2kd
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
adk1 adk2 . . . adkd

∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Твердження 2.6.2. Якщо (pk1k2...kd) i (p′k1k2...kd) є ґрассман-
новими координатами того самого пiдпростору V , визначени-
ми двома базисами, iснує ненульовий елемент λ ∈ K , такий що
p′k1k2...kd = λpk1k2...kd для всiх d-ок k1k2 . . . kd .

Доведення. Дiйсно, якщо v1,v2, . . . ,vd i v′
1,v

′
2, . . . ,v

′
d є бази-

сами, якi визначають цi координати, iснує обертовна d×d матриця
A , така що A (v1,v2, . . . ,vd)

⊤ = (v′
1,v

′
2, . . . ,v

′
d)

⊤ . Тодi p′k1k2...kd =
(detA)pk1k2...kd для кожної d-ки k1k2 . . . kd ,. �

Отже, якщо ми розглянемо точку проективного простору, вiдпо-
вiдну до ґрассманнових координат пiдпростору V , вона не зале-
жить вiд вибору базиса в V , тобто ми одержуємо вiдображення γ
з множини Gr(d, n) всiх пiдпросторiв розмiрностi d до PN . По-
значимо однорiднi координати в PN через xk1k2...kd ( 1 6 k1 < k2 <
· · · < kd 6 n ). Наступна теорема показує, що це вiдображення
є iн’єктивним i його образ є проективним многовидом. Зауважи-
мо спочатку, що формула (2.6.1) визначає pk1k2...kd для будь-якої
d-ки k1k2 . . . kd з 1 6 ki 6 n , але кожне з них можна обчислити че-
рез ґрассманновi координати й “знакозмiннi правила”: pk1k2...kd = 0 ,
якщо ki = kj для деяких i 6= j , i pk1k2...kd = −pk′

1
k′
2
...k′

d
, якщо d-ку

k′1k
′
2 . . . k

′
d одержано з k1k2 . . . kd перестановкою двох елементiв.
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Теорема 2.6.3. (1) Якщо (pk1k2...kd) є ґрассманновими ко-
ординатами пiдпростору V , то V збiгається з множи-
ною всiх векторiв v = (a1, a2, . . . , an) , таких що

(2.6.2)
d+1∑

i=1

(−1)i−1akipk1...ǩi...kd+1
= 0 для всiх (d+ 1)-ок

k1k2 . . . kd+1 з 1 6 k1 < k2 < · · · < kd+1 6 n.

Зокрема, рiзнi пiдпростiри мають рiзнi ґрассманновi ко-
ординати.

(2) Im γ = PV (S) , де S – множина всiх рiвнянь наступного
вигляду:

(2.6.3)
d+1∑

i=1

(−1)i−1xk1k2...kd−1lixl1...ľi...ld+1
= 0

для всiх можливих 1 6 k1 < · · · < kd−1 6 n i 1 6 l1 < · · · <
ld+1 6 n .

Доведення. 1 . Якщо ґрассманновi координати були визначенi
базисом v1,v2, . . . ,vd , то v ∈ V тодi й лише тодi, коли ранг ма-
трицi з рядками v1,v2, . . . ,vd,v дорiвнює d . Це означає, що всi її
(d+1)×(d+1)-мiнори дорiвнюють 0 . Але остання умова збiгається
з рiвняннями (2.6.2).

2 . Якщо p = (pk1k2...kd) задаються формулою (2.6.1), то
pk1k2...kd−1li =

∑d

j=1Ajajli , де

Aj = (−1)d+j

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a1k1 . . . a1kd−1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
a(j−1)k1 . . . a(j−1)kd−1

a(j+1)k1 . . . a(j+1)kd−1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
adk1 . . . adkd−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

не залежить вiд i . Тому

d+1∑

i=1

(−1)i−1pk1k2...kd−1lipl1...ľi...ld+1
=

d∑

j=1

Aj

d+1∑

i=1

(−1)i−1ajlipl1...ľi...ld+1
.

Але

d+1∑

i=1

(−1)i−1ajlipl1...ľi...ld+1
=

∣∣∣∣∣∣∣∣

ajl1 . . . ajld+1

a1l1 . . . a1ld+1

. . . . . . . . . . . . . . .
adl1 . . . adld+1

∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0,

оскiльки цей детермiнант має два рiвнi рядки. Отже, p ∈ PV (S) .
Нехай тепер p ∈ PV (S) . Зафiксуємо деяку d-ку k1k2 . . . kd , таку

що pk1k2...kd 6= 0 . Заради простоти, припустимо, що k1k2 . . . kd =
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12 . . . d , а p12...d = 1 . Розглянемо пiдпростiр V з базисом v1,v2, . . . ,
vd , де вектор vk має такi координати aki :

aki =





1 якщо i = k 6 d ,

0 якщо i 6= k 6 d ,

(−1)d−ip1...̌i...dk якщо k > d .

Позначимо через q = (qk1k2...kd) ґрассманновi координати V . Оче-
видно, q12...d = 1 i q1...̌i...dk = p1...̌i...dk для кожного k . Доведемо,
що qk1k2...kd = pk1k2...kd для будь- якої k1k2 . . . kd . Позначимо через
m кiлькiсть iндексiв з k1k2 . . . kd , якi бiльшi за d , i використаємо
iндукцiю за m . Випадок m 6 1 було тiльки-но розглянуто. Припу-
стимо, що це твердження вiрне для всiх d-ок з меншим значенням
m . Знайдемо в d-цi k1k2 . . . kd 6= 12 . . . d деякий iндекс kj > d .
Тодi, зважаючи на формулу (2.6.3) для k1 . . . ǩj . . . kd та 12 . . . dkj ,

qk1k2...kd = (−1)d−jqk1...ǩj ...kdkjq12...d =
∑

i 6=j

(−1)i+jqk1...ǩj ...kdiq1...̌i...dkj .

Очевидно, всi d-ки, якi зустрiчаються в останнiх сумах, мають
меньшi значення m . Отже, вiдповiднi координати q збiгаються з
однойменними координатами p . Тому й qk1k2...kd = pk1k2...kd , тобто
p = q ∈ Im γ . �

Ми завжди ототожнюватимемо Gr(d, n) з його образом у PN ,
отже, розглядатимемо його як проективний многовид (який зве-
ться ґрассманновим многовидом або ґрассманнiаном). З iншого
боку, ми ототожнюємо кожну точку ґрассманнiана з вiдповiдним
пiдпростором.

Твердження 2.6.4. Для довiльних d i n ґрассманнiв многовид
Gr(d, n) є незвiдним.

Доведення. Розглянемо в афiнному просторi всiх d × n ма-
триць вiдкриту пiдмножину U матриць рангу d . Вона є незвiдною,
оскiльки Adn незвiдний. Але формула (2.6.1) визначає сюр’єктив-
ний морфiзм U → Gr(d, n) . Отже, Gr(d, n) є також незвiдним як
образ незвiдного многовиду при неперервному вiдображеннi. �

Вправи 2.6.5. (1) Нехай W – m-вимiрний пiдпростiр у Kn .
Довести що для кожного r пiдмножина { V ∈ Gr(d, n) |
dim(V +W ) 6 r } є замкненою в Gr(d, n) . Зокрема, насту-
пнi пiдмножини замкненi:
(a) { V ∈ Gr(d, n) | V +W 6= Kn } ,
(b) { V ∈ Gr(d, n) | V ∩W 6= { 0 } } .
Зауважимо, що при d + m > n множина (a), а при d +
m 6 n множина (b) не спiвпадають з усiм ґрассманнiа-
ном Gr(d, n) . Оскiльки Gr(d, n) є незвiдним, це означає,
що вони “дуже малi”: їхнi доповнення – вiдкритi й щiльнi.
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(2) Нехай d′ < d . Довести що множина { (V,W ) | W ⊂ V } є
замкненою в Gr(d, n)×Gr(d′, n) .

(3) Прапор типу (d1, d2, . . . , dm) , де 0 < d1 < d2 < · · · < dm < n
– це башта пiдпростiрiв { 0 } ⊂ V1 ⊂ V2 ⊂ . . . ⊂ Vm ⊂
Kn , така що dimVi = di для i = 1, . . . , m . Показати, що
множину всiх прапорiв даного типу можна розглядати як
проективний многовид.

Ґрассманновi многовиди тiсно пов’язанi з векторними розшару-
ваннями.

Означення 2.6.6. Векторним розшаруванням рангу d на ал-
гебричному многовидi X зветься морфiзм ξ : B → X , такий що
виконуються наступнi умови:

(1) Iснує вiдкрите покриття X =
⋃

i Ui й iзоморфiзми ϕi :

Ui ×Kd ∼→ ξ−1(Ui) , такi що ξ ◦ ϕi = prX на Ui .
(2) Для кожної пари i, j iснує регулярне вiдображення θij :

Ui ∩ Uj → GL(d,K) , таке що ϕ−1
i ◦ ϕj(p, v) = (p, θij(p)v)

для кожної точки (p, v) ∈ (Ui ∩ Uj)×Kd .

Данi {Ui, ϕi, θij } звуться тривiалiзацiєю векторного розшаруван-
ня ξ . (Очевидно, вiдображення θij може бути однозначно вiднов-
лене за {Ui, ϕi } .)

Найпростiший приклад векторного розшарування – це, звичайно,
проекцiя prX добутку X×Kd . В подальшому ми розглядатимемо
цей добуток як векторне розшарування, не згадуючи явно прое-
кцiю. Для векторного розшарування ξ ми розглядатимемо кожен
шар ξ−1(p) як d-вимiрний векторний простiр, використовуючи iзо-
морфiзм ξ−1(p) ≃ Kd , iндукований ϕi , де p ∈ Ui . Зауважимо, що
вибiр iншого Uj ∋ p дає iзоморфну структуру векторного просто-
ру на ξ−1(p) . Звичайно, якщо ми пiдрозiб’ємо вiдкритi пiдмножини
Ui : Ui =

⋃
k Vik для деяких вiдкритих Vik , то обмеження ϕi i θij

на це пiдрозбиття також задає тривiалiзацiю ξ . Зокрема, маючи
справу з кiлькома векторними розшаруваннями на X , ми завжди
можемо розглядати їхнi тривiалiзацiї зi спiльним вiдкритим покри-
ттям.

Означення 2.6.7. Для двох векторних розшарувань ξ : B →
X i ξ′ : B′ → X рангiв, вiдповiдно, d i d′ , з тривiалiзацiями,
вiдповiдно, {Ui, ϕi } i {Ui, ϕ

′
i } , морфiзм векторного розшарування

ξ в ξ′ визначається як регулярне вiдображення f : B → B′ , таке
що ξ = ξ′ ◦ f i для кожного i iснує регулярне вiдображення gi :
Ui → Mat(d′×d,K) , таке що ϕ′

i
−1 ◦f ◦ϕi(p, v) = (p, gi(p)v) для всiх

точок (p, v) ∈ Ui ×Kd .
Зокрема, якщо B ⊆ B′ i занурення B → B′ є морфiзмом ве-

кторних розшарувань, ξ звуть пiдрозшаруванням ξ′ .
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Можна перевiрити, що коли ця умова виконується для деяких
тривiалiзацiй, то вона виконується також для будь-яких тривiалi-
зацiй ξ i ξ′ . Зокрема, маємо поняття iзоморфiзму векторних роз-
шарувань. Векторне розшарування, iзоморфне добутку X × Kn ,
зветься тривiальним. Перша умова з означення показує, що кожне
векторне розшарування є “локально тривiальним ”: його обмеже-
ння на кожне Ui з тривiалiзiцiї є насправдi тривiальним розшару-
ванням.

Приклад 2.6.8. Нехай G = Gr(d, n) . Розглянемо наступну пiд-
множину B = B(d, n) ⊆ G × Kn : B = { (p, v) | v ∈ Vp } , де Vp
позначає d-вимiрний пiдпростiр Kn , вiдповiдний до точки p ∈ G .
Теорема 2.6.3(1) показує, що B – замкнена в G ×Kn , отже, вона
є алгебричним (навiть квазiпроективним) многовидом. Позначимо
через π = π(d,m) : B→ G обмеження проекцiї prG на B . Перевi-
римо, що π:B → G є векторним розшаруванням рангу d . А саме,
для кожної d-ки k = k1k2 . . . kd ( 1 6 k1 < k2 < · · · < kd 6 n ) покла-
демо Gk = D(xk) (канонiчне афiнне покриття G ) i Bk = π−1(Gk) .
Для кожної точки p ∈ Gk позначимо через {vp

1,v
p
2, . . . ,v

p
d } базиси

Vp , такi що j-а координата v
p
i є pk1...j...kd ( j стоїть на i-ому мiстi).

(Цей базис збiгається, з точнiстю до множника pk , з побудованим у
доведеннi теореми 2.6.3(2)). Тодi правило: γk(p, (λ1, λ2, . . . , λd)) =
(p,

∑d

i=1 λiv
p
i ) , визначає iзоморфiзм γk : Gk ×Kn ∼→ Bk , такий що

π◦γ = prG . Бiльш того, можна легко бачити, що коли p ∈ Gk∩Gl i
{up

1,u
p
2, . . . ,u

p
d } — це базис Vp , побудований по вiдношенню до Gl ,

то u
p
j =

∑d

i=1 p
−1
k
pl1...ki...ldv

p
i ( ki – на j-ому мiстi). Це дає необхiднi

регулярнi вiдображення Gk ∩Gl → GL(d,K) .
Знову ми часто говоримо про B(d, n) як про векторне розшару-

вання на Gr(d, n) без явного згадування про γ(d, n) .

Векторне розшарування π : B(d, n) → G(d, n) зветься канонi-
чним векторним розшаруванням на ґрассманнiанi G(d, n) . Насту-
пнi мiркування показують його спецiальну роль в теорiї векторних
розшарувань.

Твердження 2.6.9. Нехай ξ : B → X – векторне розшарування
рангу d i f : Y → X – регулярне вiдображення. Позначимо через
f ∗(B) пiдмножину { (y, b) | f(y) = ξ(b) } ⊆ Y × B , а через f ∗(ξ)
– обмеження на f ∗(B) проекцiї prY . Тодi f ∗(ξ) : f ∗(B) → Y є
також векторним розшаруванням рангу d .

Векторне розшарування f ∗(ξ) зветься оберненим образом ξ при
вiдображеннi f .

Доведення. Нехай {Ui, ϕi, θij } – тривiалiзiцiя ξ . Покладе-
мо Vi = f−1(Ui) i ψi(y, v) = (y, ϕi(f(y), v)) для кожної точки
y ∈ Vi . Ця пара належить до f ∗(B) , оскiльки ξ ◦ ϕi(f(y), v) =
prX(f(y), v) = f(y) . Нарештi, покладемо τij = θij ◦ f : Vi ∩ Vj →
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GL(d,K) . Можна перевiрити, що {Vi, ψi, τij } є тривiлiзацiєю f ∗(ξ)
(ми залишаємо це читачевi). �

Якщо B = X × Kd – тривiальне векторне розшарування, йо-
го обернений образ при f канонiчно iзоморфний тривiальному ве-
кторному розшаруванню Y ×Kd : треба вiдобразити точку (y, p, v)
з f ∗(B) у (y, v) (нагадаємо, що p = f(y) ). Ми завжди ототожню-
ємо цi векторнi розшарування.

Зауважимо, що B(d, n) виникло як пiдрозшарування тривiально-
го розшарування G×Kn . Виявляється, що векторнi розшарування
B(d, n) насправдi є “унiверсальними” прикладами пiдрозшарувань
тривiальних розшарувань.

Теорема 2.6.10. Припустимо, що ξ : B → X – пiдрозшаруван-
ня тривiального векторного розшарування X×Kn . Тодi iснує єди-
ний морфiзм f : X → Gr(d, n) , такий що B = (f × 1)−1(B(d, n)) ,
де B(d, n) розглядається як пiдмножина Gr(d, n)×Kn . (Тодi, оче-
видно, B ≃ f ∗(B(d, n)) .)

Доведення. Для кожної точки p ∈ X ξ−1(p) – це d-вимiрний
пiдпростiр у Kn . Позначимо через f(p) вiдповiдну точку Gr(d, n) .
Тодi, очевидно, B = (f × 1)−1(B(d, n)) , отже, маємо лише перевi-
рити, що вiдображення f : X → Gr(d, n) є регулярним.

Розглянемо тривiалiзiцiю {Ui, ϕi, θij } розшарування ξ . Якщо
{ e1, e2, . . . , ed } – базис Kd , то {ϕi(e1), . . . , ϕi(ed) } – базис ξ−1(p)
для кожного p ∈ Ui . Крiм того, оскiльки вiдображення ϕi регуляр-
не, координати векторiв ϕi(ej) є регулярними функцiями на Ui .
Отже, ґрассманновi координати пiдпростору ξ−1(p) , або координа-
ти точки f(p) , є регулярними функцiями на Ui . Тому f дiйсно є
регулярним. �

A. Додаток: Степiнь трансцендентностi

Нагадаємо важливi факти, якi стосуються алгебричної залежно-
стi й степеня трансцендентностi. Надалi Q ⊇ K – розширення
полiв (ми не вважаємо K обов’язково алгебрично замкненим).

Означення A.1. (1) Множина S ⊆ Q зветься алгебрично
незалежною (над K ), якщо F (α1, α2, . . . , αn) 6= 0 для
будь-яких елементiв α1, α2, . . . , αn ∈ S i будь-якого нену-
льового многочлена F ∈ K[x ] . Iнакше S зветься алгебри-
чно залежною.

(2) Степiнь трансцендентностi Q (над K ) є, за означен-
ням, максимальною потужнiстю алгебрично незалежних
пiдмножин S ⊆ Q (число елементiв в S , якщо вона скiн-
ченна). Вона позначається tr. deg(Q/K) , або tr. degQ , як-
що K фiксоване.
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(3) Пiдмножина S ⊆ Q зветься базою трансцендентностi Q

(над K ), якщо вона алгебрично незалежна i Q є алгебри-
чним розширенням K(S) .

(4) Q зветься чисто трансцендентним над K , якщо воно
iзоморфне полю рацiональних функцiй K( x1, . . . , xn ) для
деякого n .

Звичайно, tr. deg(Q/K) = 0 тодi й лише тодi, коли Q є алге-
бричним розширенням K .

Лема A.2. Припустимо, що множина {α1, α2, . . . , αn } ⊆ Q є
алгебрично незалежною, а множина {α1, α2, . . . , αn, β } – алгебри-
чно залежною. Тодi:

(1) Iснує єдиний (з точнiстю до скалярного множника) не-
звiдний многочлен F ∈ K[ x1, . . . , xn+1 ] , такий що
F (α1, α2, . . . , αn, β) = 0 .

(2) Для кожного номера i = 0, 1, . . . , n або β – алгебричний
над K(α1, . . . , α̌i, . . . , αn) , або множина {α1, . . . , α̌i, . . . ,
αn, β } є алгебрично незалежною, а αi є алгебричним над
K(α1, . . . , α̌i, . . . , αn, β) .

Доведення. 1 . Iснування F є очевидним. Нехай G – iнший
незвiдний многочлен, такий що G(α1, α2, . . . , αn, β) = 0 . Якщо G 6=
λF для будь-якого λ ∈ K , вони є cпiвпервинними в K[x1, . . . ,
xn+1] , отже, також у K( x1, . . . , xn )[ xn+1 ] . Тому iснують два мно-
гочлени A,B ∈ K( x1, . . . , xn )[ xn+1 ] , такi що AF + BG = 1 . По-
множивши на спiльний знаменник, ми одержимо рiвнiсть CF +
DG = H , де C,D ∈ K[ x1, . . . , xn+1 ] , а H ∈ K[ x1, . . . , xn ] . Отже,
H (α1, α2, . . . , αn) = 0 , що неможливо.

2 . Припустимо, що β не є алгебричним над K(α1, . . . , α̌i, . . . , αn) .
Тодi незвiдний многочлен F , такий що F (α1, α2, . . . , αn, β) = 0
мiстить xi , звiдки αi є алгебричним над K(α1, . . . , α̌i, . . . , αn, β) .
Припустимо, що множина {α1, . . . , α̌i, . . . , αn, β } є алгебрично за-
лежною. Тодi G(α1, . . . , α̌i, . . . , αn, β) = 0 для деякого незвiдного
многочлена G(x1, . . . , x̌i, . . . , xn+1) , що протирiчить (1 ), оскiльки
G 6= λF для будь-якого λ ∈ K . �

Наслiдок A.3. (1) Якщо S – база трансцендентностi Q ,
а T – будь-яка алгебрично незалежна пiдмножина, то
#(T ) 6 #(S) .

(2) #(S) = tr. degQ для будь-якої бази трансцендентностi
S .

(3) У баштi розширень полiв K ⊆ Q ⊆ L , якщо S є базою
трансцендентностi L над Q , а T є базою трансценден-
тностi Q над K , то S ∪ T є базою трансцендентностi
L над K .

(4) tr. deg(L/K) = tr. deg(L/Q) + tr. deg(Q/K) .
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Доведення. Ми розглянемо лише випадок, коли S i T – скiн-
ченнi множини (iншi нам не потрiбнi). Нехай S = {α1, α2, . . . , αn } ,
T = {β1, β2, . . . , βm } .

1 . Доведемо (iндукцiєю за k ), що з точнiстю до перестановки
елементiв S множини Sk = {β1, β2, . . . , βk, αk+1, . . . , αn } є також
базами трансцендентностi. Це є вiрним для S0 = S . Припустимо,
що це є вiрним для Sk . Зокрема, Sk є алгебрично незалежною,
мiж тим як Sk∪{ βk+1 } є алгебрично залежною. Оскiльки βk+1 не
є алгебричним над K( β1, . . . , βk ) , з твердження A.2 випливає, що
для деякого i ( k < i 6 n ) множина S ′ = (Sk ∪ { βk+1 }) \ {αi } є
алгебрично незалежною, мiж тим, як αi є алгебричним над K(S ′) .
Отже, S ′ є базою трансцендентностi Q . Оскiльки ми дозволили
перестановки, можна припустити, що i = k + 1 , тобто S ′ = Sk+1 .

Тепер твердження очевидне, оскiльки при m > n ми одержимо,
що βn+1 є алгебричним над K( β1, . . . , βn ) , що неможливо.

2 очевидно випливає з 1 .
3 . L є алгебричним над Q(S) , а Q є алгебричним над K(T ) .

Отже, Q(S) i, як наслiдок, також L є алгебричним над K(S ∪
T ) . З iншого боку, оскiльки T є алгебрично незалежним над K ,
K(T ) ≃ K( x1, . . . , xm ) i, оскiльки S є алгебрично незалежним
над K(T ) , K(S∪T ) ≃ K(T )( x1, . . . , xn ) ≃ K( x1, . . . , xm+n ) , тобто
S ∪ T алгебрично незалежна над K .

4 є очевидним наслiдком 3 . �

Ми будемо також використовувати наступний результат.

Твердження A.4. Нехай Q – скiнченно породжене розширен-
ня алгебрично замкненого поля K , n = tr. deg(Q/K) i R = K(x1,
. . . , xn) . Тодi або Q ≃ R , або Q ≃ R(α) , де α є алгебричним i
сепарабельним над R .

Доведення. Нехай Q = K(α1, . . . , αm ) . Скористаймося iнду-
кцiєю за m . Для m = 1 твердження очевидне. Припустимо, що це
виконується для L = K(α1, . . . , αm−1 ) . Покладемо l = tr. deg(L/K)
i S = K( x1, . . . , xl ) . Тодi можна припустити, що або L = S , або
L = S(β) , де β алгебричний i сепарабельний над S . У першому
випадку Q = S(αm) , у другому Q = S(β, αm) . Якщо αm є транс-
цендентним над S , твердження є очевидним, оскiльки S(αm) ≃ R .
Отже, припустимо що αm є алгебричним над S (а тому l = n ).
Тодi iснує елемент γ ∈ Q , такий що Q = S(γ) : у першому ви-
падку γ = αm , у другому його iснування випливає з теореми про
примiтивний елемент в алгебричному розширеннi (оскiльки β є
сепарабельним).

Розглянемо незвiдний многочлен F ∈ K[ x1, . . . , xn+1 ] , такий що
F (x1, x2, . . . , xn, γ) = 0 . Якщо ∂F/∂xn+1 6= 0 , γ є сепарабельним
над S = R . Якщо ∂F/∂xi 6= 0 для деякого i 6 n , ми можемо
замiнити xi на γ i навпаки. Припустимо, що ∂F/∂xi = 0 для
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всiх i . Таке неможливе, якщо charK = 0 . Якщо ж charK = p >
0 , це значить, що насправдi F = G(xp1, x

p
2, . . . , x

p
n+1) для деякого

многочлена G . Але тодi F = Hp , де H одержується з G замiною
кожного коефiцiента на його p-ий корiнь. Це знову неможливо,
оскiльки F незвiдний. �

Зауваження. Насправдi, ми використовували лише факт, що
K є досконалим, тобто або charK = 0 , або charK = p > 0 i
рiвняння xp = a має розв’язок для кожного a ∈ K .
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Роздiл 3

Теорiя розмiрностi

3.1. Скiнченнi морфiзми

Вiдправною точкою теорii розмiрностi алгебричних многовидiв
є Нормалiзацiйна лема Нетера (теорема 1.4.3). Оскiльки ми зби-
раємося використовувати її для абстрактних многовидiв, спочатку
введемо вiдповiднi означення.

Означення 3.1.1. (1) Розширення кiлець A ⊇ B зветься
скiнченним, якщо A є скiнченно породженим B-модулем,
або, що те саме, A = B[ b1, b2, . . . , bm ] , де всi bi є цiлими
над A (див. вправу 1.4.11(2)).

(2) Морфiзм f : Y → X алгебричних многовидiв зветься скiн-
ченним, якщо кожна точка p ∈ X має афiнний окiл U ,
такий що f−1(U) є також афiнним i OY (f

−1(U)) є скiн-
ченним розширенням Im f ∗(U) .

Зауваження. (1) Якщо A ⊇ B є скiнченним розширен-
ням i кiльце B є нетеровим, кiльце A є нетеровим B-
модулем за твердженням 1.4.6, отже, воно є також нетеро-
вим кiльцем.

(2) Оскiльки кожна афiнна алгебра є скiнченно породженою,
в означеннi скiнченного морфiзму можна замiнити слова
“скiнченне розширення” на “цiле розширення.”

Наступний результат показує, що в означеннi скiнченних морфi-
змiв можна вибрати будь-яке афiнне покриття.

Теорема 3.1.2. Нехай f : Y → X – морфiзм вiдокремлюваних
алгебричних многовидiв. Припустимо, що iснує вiдкрите афiнне
покриття X =

⋃
iXi , таке що всi прообрази Yi = f−1(Xi) є та-

кож афiнними. Тодi для кожного афiнного пiдмноговиду X ′ ⊆ X
прообраз f−1(X ′) є також афiнним.

Наслiдок 3.1.3. Якщо f : Y → X – скiнченний морфiзм i X –
афiнний, Y є також афiнним.

Доведення теореми 3.1.2 залишається читачевi як серiя вправ.
Ми почнемо з наступного простого зауваження.

Вправа 3.1.4. Якщо f : Y → X є морфiзмом вiдокремлюваних
многовидiв, Y є афiнним i X ′ ⊆ X є афiнним пiдмноговидом, то
Y ′ = f−1(X ′) є також афiнним.
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Вказiвка: Y ′ iзоморфний прообразу дiагоналi ∆X при вiдобра-
женнi Y ×X ′ → X ×X : (p, q) 7→ (f(p), q) .

В ситуацiї теореми 3.1.2 всi перетини X ′
i = X ′ ∩Xi є афiнними

(оскiльки X є вiдокремлюваним). Тому їхнi прообрази f−1(X ′
i)

є також афiнними (застосуйте вправу 3.1.4 до Yi → Xi ). Отже,
ми маємо розглянути лише випадок, коли X = X ′ є афiнним,
i довести, що Y є також афiнним. Бiльш того, зменшуючи Xi ,
можна вважати їх головними вiдкритими пiдмножинами: Xi =
D(gi) . Оскiльки X є квазiкомпактним, можна також припусти-
ти, що покриття мiстить лише скiнченну кiлькiсть цих пiдмножин:
X =

⋃k

i=1D(gi) . В наступному ми зберiгаємо цi обмеження й по-
значаємо:

A = OY (Y );

D(g) = { p ∈ Y | g(p) 6= 0 } , де g ∈ A ;

di = f ∗(X)(gi) ∈ A .

Вправа 3.1.5. Перевiрте, що Yi = D(di) i 〈 d1, d2, . . . , dk 〉 = A .

Отже, нам потрiбно довести наступне:

Теорема 3.1.6. Нехай Y – вiдокремлюваний многовид, { d1, d2,
. . . , dk } – множина елементiв кiльця A = OY (Y ) , яка поро-
джує одиничний iдеал. Припустимо, що всi вiдкритi множини
Yi = D(di) є афiнними многовидами. Тодi Y є також афiнним.

Надалi ми зберiгаємо позначення й припущення теореми 3.1.6 i
позначаємо Ai = OY (Yi) .

Вправа 3.1.7. Доведiть, що для будь-якого g ∈ A OY (D(g)) ≃
A[ g−1 ] , а обмеження OY

D(g) збiгається з природним гомоморфi-
змом ρ : A→ A[ g−1 ] .

Вказiвка: Наслiдуйте вправу 1.6.6, використовуючи покриття
Y =

⋃
i Yi .

Вправа 3.1.8. Доведiть, що A є афiнною алгеброю.
Вказiвка: Знайдiть aij ∈ A ( i = 1, . . . , k , j = 1, . . . , li ), такi

що Ai = K[ aij/1, 1/di ] . Тодi знайдiть hi , такi що
∑

i hidi = 1 , i
покажiть, що A = K[ aij, hi, di ] .

Вправа 3.1.9. Нехай Z – афiнний многовид, такий що K[Z ] ≃
A , ϕ : Y → Z – морфiзм, такий що ϕ∗(Z) є iзоморфiзмом. Дове-
дiть, що ϕ є також iзоморфiзмом.

Вказiвка: Перевiрте, що обмеження ϕ на Yi є iзоморфiзмом
Yi → D(ϕ∗(di)) .

Цим завершується доведення теорем 3.1.6 та 3.1.2.

Вправи 3.1.10. Доведiть, що:

55



(1) Кожне замкнене занурення є скiнченним морфiзмом.
(2) Якщо f1 : Y1 → X1 i f2 : Y2 → X2 є скiнченними морфi-

змами, то f1 × f2 : Y1 × Y2 → X1 ×X2 є також скiнченним
морфiзмом.

(3) Якщо f : Y → X i g : Z → Y є скiнченними морфiзмами,
то f ◦ g : Z → X є також скiнченним морфiзмом.

(4) Якщо f : Y → X є скiнченним морфiзмом i Z є пiдм-
ноговидом X , то iндуковане вiдображення f−1(Z) → Z є
також скiнченним морфiзмом.

Вказiвка: Спершу доведiть це твердження, коли X є
афiнним, а Z є головною вiдкритою пiдмножиною в X .

Для афiнних многовидiв скiнченнiсть завжди можна визначати
глобально.

Твердження 3.1.11. Морфiзм афiнного многовиду f : Y → X є
скiнченним тодi й лише тодi, коли K[ Y ] є цiлим над Im f ∗(X) .

Доведення. Замiнюючи X на Im f , ми можемо припусти-
ти, що f – домiнантне (тобто, Im f є щiльним), отже, f ∗(X)
є мономорфiзмом (див. вправу 1.5.11(8b)). Ототожнимо K[X ] з
його образом A в B = K[ Y ] . Iснує вiдкрите афiнне покриття
X =

⋃
i Ui , таке що для кожного i Vi = f−1(Ui) є також афiнним i

K[Vi ] є скiнченно породженим модулем над Im f ∗(Ui) . Внаслiдок
вправи 3.1.10(4), можна припустити, що всi Ui є головними вiдкри-
тими пiдмножинами: Ui = D(gi) для деяких gi ∈ A ; бiльш того,
оскiльки X є квазiкомпактним, є лише скiнченна кiлькiсть цих пiд-
множин. Очевидно, f−1(D(gi)) = D(f ∗(gi)) є також головною вiд-
критою пiдмножиною в Y (визначеною тим самим gi , але розгля-
нутим як елемент B ). Отже, OX(Ui) = A[g−1

i ] i OU (Vi) = B[g−1
i ] .

Нехай
{
bij/g

k
i

}
– множина твiрних B[g−1

i ] як A[g−1
i ]-модуля (зви-

чайно, ми можемо припустити, що степiнь k – спiльний). Ми твер-
димо, що { bij } є множиною твiрних B як A-модуля.

Дiйсно, нехай b ∈ B . Тодi, в B[g−1
i ] , b/1 =

∑
j aijbij/g

l
i для

деяких aij ∈ A i деякого цiлого l , або, що те саме, в B gri b =∑
j aijbij для деякого r . Оскiльки

⋃
iD(gi) = X , iснують такi hi ∈

A , що
∑

i hig
r
i = 1 . Отже, b =

∑
i hig

r
i b =

∑
ij aijbij . �

Головною рисою скiнченних морфiзмiв, яка частково пояснює
їхню назву, є наступна властивiсть.

Теорема 3.1.12. Нехай f : Y → X – скiнченний морфiзм алге-
бричних многовидiв. Тодi вiн є замкненим i для кожного p ∈ X
шар f−1(p) є скiнченним.

Доведення. Внаслiдок вправ 3.1.10, ми можемо припустити,
що f – домiнантний, тобто Im f = X , i маємо показати, що для
кожної точки p ∈ X її прообраз f−1(p) є скiнченним i непоро-
жнiм. Бiльш того, ми можемо припустити, що X i Y – афiннi, з
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координатними алгебрами, вiдповiдно, A i B , i ототожнити A з
Im f ∗(X) ⊆ B . Тодi B є скiнченно породженим A-модулем. Роз-
глянемо двi точки, p ∈ X , q ∈ Y , i вiдповiднi максимальнi iдеали,
mp ⊂ A i mq ⊂ B (див. твердження 1.5.3). Очевидно, p = f(q) тодi
й лише тодi, коли mp ⊆ mq . Тому, теорема 3.1.12 є спецiальним
випадком наступного результату з коммутативної алгебри.

Лема 3.1.13. Нехай B ⊇ A – скiнченне розширення нетерового
кiльця. Тодi для кожного максимального iдеала m ⊂ A множина
M = { n ∈ MaxB | n ⊇ m } є непорожньою i скiнченною.1

Доведення. Спершу ми доведемо, що M 6= ∅ . Беручи до
уваги наслiдок 1.3.7, достатньо показати, що mB 6= B . Нехай
B = 〈 b1, b2, . . . , bm 〉 як A-модуль. Припустимо, що mB = B . То-
дi для кожного iндекса j bj =

∑m

i=1 cijbi з cij ∈ m . Цi рiвняння
можна переписати в матричнiй формi, як (E − C)b = 0 , де E –
одинична n× n матриця, C = (cij) i b = (b1, b2, . . . , bm)

⊤ . Помно-
живши це матричне рiвняння на приєднану матрицю до (E − C) ,
одержимо, що det(E−C)bi = 0 для всiх i , звiдки det(E−C) = 0 .
Але останнiй визначник має, очевидно, вигляд 1 + a з a ∈ m , що
неможливе, оскiльки 1 /∈ m .

Тепер ми доведемо, що M скiнченна. Використаємо наступну
лему.

Лема 3.1.14. Нехай B ⊇ A – цiле розширення кiлець, q ⊂ p –
первиннi iдеали з B . Тодi q ∩A ⊂ p ∩A .

Доведення. Замiнюючи B на B/q i A на A/(q∩A) , можна
припустити, що q = { 0 } , а кiльця B й A є цiлими. Тодi ми
маємо показати, що p ∩A 6= { 0 } . Вiзьмемо будь-який ненульовий
елемент a ∈ p i розглянемо рiвняння am+b1a

m−1+· · ·+bm з bi ∈ A

найменшого можливого степеня. Тодi bm 6= 0 i bm ∈ p ∩A . �

Оскiльки m є максимальним, p∩A = m для кожного первинного
iдеала p ⊂ B , який мiстить m . Вiзьмемо максимальний iдеал n ⊇
p . Тодi також n ∩A = m , отже, p = n , тобто всi первиннi iдеали
з B , якi мiстять m , є максимальними. Тому максимальнi iдеали,
що мiстять m є як раз мiнiмальними серед первинних iдеалiв, що
мiстять

√
mB , або, що те саме, первинними компонентами

√
mB

(див. наслiдок 1.5.9 i вправу 1.5.10). Отже, iснує лише скiнченна
кiлькiсть таких iдеалiв. �

�

Вправа 3.1.15. Доведiть, що коли B ⊇ A – цiле розширення
кiлець i m ⊂ B – максимальний iдеал, iснує максимальний iдеал
n ⊂ A , такий що n ∩A = m .

1 Ця лема є дiйсною i для не-нетерових кiлець, хоча другу частина доведе-

ння треба змiнити.
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Вказiвка: Припустiть, що mB = B , i доведiть, що тодi mB′ = B′

для пiдкiльця B′ , яке є скiнченно породженим як A-модуль.

Вправа 3.1.16. Нехай f : Y → X – скiнченний морфiзм алге-
бричних многовидiв. Доведiть, що:

(1) X вiдокремлюваний тодi й лише тодi, коли Y вiдокрем-
люваний.

Вказiвка (до частини “лише тодi”): Нехай X – вiдокрем-
люваний, p 6= q – двi точки Y . Доведiть, що або f(p) 6=
f(q) , або вони обидвi належать до афiнної вiдкритої пiд-
множини V ⊆ Y . Потому використайте вiдокремлюванiсть
афiнних многовидiв.

(2) X повний тодi й лише тодi, коли Y повний.

Теорема 3.1.12 дозволяє, зокрема, уточнити структуру образу ре-
гулярного вiдображення. Нагадаємо, що пiдмножина Z топологi-
чного простору X зветься конструктивною, якщо вона є скiн-
ченним об’єднанням локально замкнених пiдмножин. Наприклад,
конструктивна пiдмножина афiнного (або проективного) простору
є скiнченним об’єднанням пiдмноговидiв, або, що те саме, пiдмно-
жиною, яка може бути визначеною системою (скiнченною) много-
членних рiвнянь та нерiвностей.

Теорема 3.1.17 (Теорема Шеваллє). Якщо f : Y → X – мор-
фiзм алгебричних многовидiв i Z ⊆ Y – конструктивна пiдмно-
жина, то f(Z) є також конструктивною. (Зокрема, Im f – кон-
структивна пiдмножина.)

Доведення. Оскiльки будь-яка локально замкнена пiдмножи-
на алгебричного многовиду є також алгебричним многовидом (див.
наслiдок 2.2.7), достатньо довести, що f(Y ) є конструктивною.
Бiльш того, можна припустити, що Y i X – афiннi й незвiднi. Ми
використаємо нетерову iндукцiю. Твердження тривiальне, якщо Y =
∅ . Припустимо, що воно справедливе для всiх власних замкнених
пiдмножин Y . Замiнюючи X на Im f , можна припустити, що f
домiнантне, тобто f ∗ iн’єктивне, й ототожнити A = K[X ] з йо-
го образом в B = K[ Y ] при вiдображеннi f ∗ . Покладемо також
R = K(X) , Q = K(Y ) i d = tr. deg(Q/R) .

Доведемо спочатку, що Im f мiстить вiдкриту непорожню пiд-
множину X . Виберемо базу трансцендентностi { b1, b2, . . . , bd } по-
ля Q над R . Звичайно, можна припустити, що bi ∈ B . Нехай
B = A[ b1, b2, . . . , bd, c1, c2, . . . , cr ] . Всi ci є алгебричними над R , от-
же, задовольняють рiвняння ai0c

mi

i +ai1c
mi−1
i + · · ·+aimi

= 0 з aij ∈
A[ b1, . . . , bd ] i ai0 6= 0 . Нехай g =

∏
i ai0 . Тодi B[ g−1 ] є скiнчен-

ним розширенням A[ g−1 ][ b1, . . . , bd ] . Розглянемо многовид X×Ad

i ототожнимо його координатну алгебру з A[ b1, . . . , bd ] ⊆ B . За-
нурення A→ A[ b1, . . . , bd ] вiдповiдає проекцiї prX : X ×Ad → X ,
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отже, f розкладається в добуток Y
ϕ−→ X×Ad prX−→ X , де ϕ∗ – за-

нурення A[ b1, . . . , bd ] в B . Обмеження ϕ на ϕ−1(D(g)) є скiнчен-
ним вiдображенням, отже, Imϕ ⊇ D(g) . Оскiльки prX – вiдкрите
вiдображення (див. твердження 2.4.9), Im f мiстить вiдкриту не-
порожню пiдмножину U = prX(D(g)) .

Тепер покладемо X ′ = X \ U i Y ′ = f−1(X ′) . Вони є замкне-
ними, вiдповiдно, в X i Y . Нехай f ′ : Y ′ → X ′ – обмеження f
на Y ′ . Воно є також регулярним вiдображенням. За iндуктивним
припущенням, Im f ′ – конструктивна пiдмножина X ′ (отже, X ).
Тому Im f = U ∪ Im f ′ є також конструктивною. �

Вправи 3.1.18. Нехай o = (c0 : c1 : · · · : cn) – точка проективного
простору Pn , L = PV (

∑n

i=0 λixi) – гiперплощина в Pn , така що
o /∈ L . Для кожної точки p = (a0 : a1 : · · · : an) 6= o позначимо через
op проективну пряму , яка проходить через o i p , тобто множину
всiх точок Pn , що мають вигляд

(ξc0 + ηa0 : ξc1 + ηa1 : · · · : ξcn + ηan),

де (ξ : η) ∈ P1 .
(1) Доведiть, що L ∩ op складається з єдиної точки, яку по-

значають π(p) i звуть проекцiєю p на L з центру o .
(2) Перевiрити, що π : Pn\{ o } → L – регулярне вiдображення

(“центральна проекцiя”).
(3) Нехай X ⊂ Pn – проективний многовид, такий що o /∈ X .

Доведiть, що обмеження π|X є скiнченним вiдображенням.
(4) (“Проективна Нормалiзацiйна лема Нетера.”) Виведiть, що

для кожного проективного многовиду X iснує скiнченне
сюр’єктивне вiдображення X → Pd для деякого d .

Вказiвка: Використайте лiнiйний автоморфiзм Pn , щоб звести
задачу до випадку, коли o = (1 : 0 : · · · : 0) i L = PV (x0) .

Вправа 3.1.19. (1) Нехай L0, L1, . . . , Lm ∈ K[ x0, x1, . . . , xn ]
– лiнiйнi форми, H = PV (L0, L1, . . . , Lm) i X ⊆ Pn – про-
ективний многовид, такий що X ∩ H = ∅ . Доведiть, що
вiдображення ϕ : X → Pm , таке що ϕ(p) = (L0(p) : · · · :
Lm(p)) є скiнченним.

Вказiвка: Використайте лiнiйний автоморфiзм Pn , щоб
звести задачу до випадку, коли Li = xi ; пiсля цього вико-
ристайте вправу 3.1.18 й iндукцiю.

(2) Нехай F0, F1, . . . , Fm ∈ K[ x0, x1, . . . , xn ] – однорiднi много-
члени степеня d > 0 , а X ⊆ Pn – проективний многовид,
такий що X ∩ PV (F0, F1, . . . , Fm) = ∅ . Доведiть, що вiд-
ображення ϕ : X → Pm , таке що ϕ(p) = (F0(p) : · · · :
Fm(p)) є скiнченним.

Вказiвка: Використайте (1) i занурення Веронезе (впра-
ва 2.3.11(6)).
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3.2. Розмiрностi

Означення 3.2.1. Нехай X – нетеровий топологiчний простiр
(наприклад, алгебричний многовид). Комбiнаторна розмiрнiсть
X визначається як верхня межа довжин l ланцюжкiв його незвi-
дних замкнених пiдмножин X0 ⊃ X1 ⊃ . . . ⊃ Xl . Цю розмiрнiсть
позначимо c. dimX . Покладемо також c. dim ∅ = −1 .

Приймаючи до уваги вiдповiднiсть мiж незвiдними пiдмножина-
ми й первинними iдеалами (див. наслiдок 1.5.7), ми бачимо, що ком-
бiнаторну розмiрнiсть афiнного многовиду можна визначити “чисто
алгебрично.”

Означення 3.2.2. Нехай A – кiльце.

(1) Множина всiх первинних iдеалiв кiльця A зветься його
спектром i позначається specA .

(2) Висота ht p первинного iдеала p ∈ specA є, за означе-
нням, верхньою межею довжин l ланцюжкiв первинних
iдеалiв p0 ⊂ p1 ⊂ . . . ⊂ pl = p .

(3) Круллева розмiрнiсть K. dimA кiльця A визначається як
sup {ht p | p ∈ specA } .

Твердження 3.2.3. Якщо X є афiнним алгебричним многови-
дом, A = K[X ] , то c. dimX = K. dimA .

Ми збираємося дати еквiвалентнi означення цiм розмiрностям.
Спершу вiдзначимо наступний простий результат.

Вправи 3.2.4. Доведiть, що для будь-якого нетерового тополо-
гiчного простору X :

(1) c. dimX = sup { c. dimXi | Xi – незвiдна компонента X } .
(2) Якщо X =

⋃
i Ui – вiдкрите покриття X , то c. dimX =

sup { c. dimUi } .

Наступна теорема уточнює поняття розмiрностi для алгебричних
многовидiв.

Теорема 3.2.5. Нехай X – алгебричний многовид.

(1) Якщо X – афiнний (проективний), c. dimX збiгається з
таким цiлим d , що iснує скiнченний домiнантний мор-
фiзм X → Ad (вiдповiдно, X → Pd ).

(2) Якщо X – незвiдний, то c. dimX = tr. deg(K(X)/K) .

Комбiнаторна розмiрнiсть алгебричного многовиду X зветься
його розмiрнiстю i позначається dimX .

Доведення. Якщо X =
⋃

iXi – незвiдний розклад X , Y є
незвiдним i f : X → Y є скiнченним домiнантним морфiзмом, то,
за теоремою 3.1.12, Y = Im f =

⋃
i f(Xi) i всi f(Xi) замкненi,
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отже, f(Xi) = Y для деякого i . Внаслiдок вправ 3.1.10, обмеже-
ння f на Xi також скiнченне. Отже, маємо лише довести твер-
дження 1 для незвiдних многовидiв. Внаслiдок вправ 3.2.4, можна
навiть припустити, що X афiнний. Тодi, якщо X → Ad – скiнчен-
ний домiнантний морфiзм, K[X ] є цiлим над K[ x1, . . . , xd ] , тому
K(X) є алгебричним над K( x1, . . . , xd ) i tr. deg(K(X)/K) = d .
Тепер теорема 3.2.5 випливає з Нормалiзацiйної леми Нетера (або
з її проективного аналогу, див. вправу 3.1.18(4)) i двох наступних
тверджень:

Теорема 3.2.6. K. dimK[ x1, . . . , xn ] = n .

Теорема 3.2.7. Якщо A ⊇ B – скiнченне розширення нетеро-
вих кiлець, то K. dimA = K. dimB .2

Доведення теореми 3.2.7. Воно є наслiдком наступного ре-
зультату.

Теорема 3.2.8 (Принцип пiдйому). Нехай A ⊇ B – скiнченне
розширення нетерових кiлець, p ⊂ B – первинний iдеал. Тодi iснує
первинний iдеал P ⊂ A , такий що P ∩B = p .

Дiйсно, спершу вiдзначимо простий наслiдок теореми 3.2.8.

Наслiдок 3.2.9. Нехай A ⊇ B – скiнченне розширення нете-
рових кiлець, q ⊂ p ⊂ B – первиннi iдеали й Q ⊂ A – такий пер-
винний iдеал, що Q ∩ B = q . Тодi iснує первинний iдеал P ⊂ A ,
такий що Q ⊂ P i P ∩B = p .

Доведення. Очевидно, B/q можна розглядати як пiдкiльце
A/Q . Вони обидва також нетеровi i розширення A/Q ⊇ B/q є
скiнченним. Отже, за теоремою 3.2.8, iснує первинний iдеал P ⊂
A/Q , такий що P ∩B/q = p/q . Тодi P = P/Q для деякого пер-
винного iдеала P ⊃ Q i P ∩B = p . �

Тепер очевидна iндукцiя показує, що коли iснує ланцюжок пер-
винних iдеалiв p0 ⊂ p1 ⊂ . . . ⊂ pl в B , iснує також ланцюжок пер-
винних iдеалiв P0 ⊂ P1 ⊂ . . . ⊂ Pl в A , такий що Pi ∩B = pi ,
звiдки K. dimA > K. dimB . З iншого боку, з леми 3.1.14 випливає,
що будь-який ланцюжок первинних iдеалiв P0 ⊂ P1 ⊂ . . . ⊂ Pl в
A породжує ланцюжок первинних iдеалiв в B : P0∩B ⊂ P1∩B ⊂
. . . ⊂ Pl ∩B (див. лему 3.1.14), отже, K. dimB > K. dimA . �

�

Доведення теореми 3.2.6. Розглянемо максимальний iдеал
з K[x ] = K[ x1, . . . , xn ] . Вiн збiгається з mp для деякої точки
p = (a1, . . . , an) ∈ An (див. твердження 1.5.3). Звичайно, mp =
〈 x1 − a1, . . . , xn − an 〉 . Для кожного k 6 n покладемо pk = 〈 x1 −

2 Це вiрне також для довiльних цiлих розширень нетерових кiлець.

61



a1, . . . , xk−ak 〉 (зокрема, p0 = { 0 } i pn = mp ). Очевидно, K[x ]/pk
≃ K[ xk+1, . . . , xn ] . Оскiльки всi цi фактор-кiльця є цiлими, iдеали
pk – первиннi, звiдки K. dimK[x ] > htmp > n . Тепер теорема 3.2.6
випливає з наступного результату.

Твердження 3.2.10. Якщо первинний iдеал p нетерового кiль-
ця A породжений n елементами, то ht p 6 n .

У свою чергу, твердження 3.2.10 є iндуктивним наслiдком так
званої “Теорема Крулля про головний iдеал”:

Теорема 3.2.11 (Теорема Крулля про головний iдеал). Нехай A

– нетерове кiльце, елемент a ∈ A – анi обертовний, анi дiльник
нуля i p – первинний iдеал, який є мiнiмiльним серед первинних
iдеалiв, що мiстять a . Тодi ht p = 1 .

�

Ми доведемо Принцип пiдйому i Теорему Крулля (так само, як
твердження 3.2.10) в наступному роздiлi в контекстi вивчення так
званих локальних кiлець.

Вправа 3.2.12. Доведiть, що ґрассманнiв многовид Gr(d, n) є
рацiональним многовидом розмiрностi d(n− d) .

Вказiвка: Розгляньте вiдкриту пiдмножину: p12...d 6= 0 .

3.3. Локальнi кiльця

Означення 3.3.1. Кiльце A зветься локальним, якщо воно має
єдиний максимальний iдеал m . Поле k = A/m зветься полем ли-
шкiв локального кiльця A .

Ясно, що кiльце A є локальним тодi й лише тодi, коли множи-
на всiх його необертовних елементiв є iдеалом (тодi вона є як раз
єдиним максимальним iдеалом в A ).

Головним джерелом локальних кiлець в алгебричнiй геометрiї є
стебла пучкiв регулярних функцiй. Нагадаємо вiдповiдне означе-
ння.

Означення 3.3.2. Нехай F – пучок на топологiчному просторi
X , p ∈ X . Стебло Fp пучка F в точцi p є, за означенням, пря-
мою границею lim−→U∋p

F(U) . Iншими словами, Fp визначається, як

множина класiв еквiвалентностi
⋃

U∋p F(U) при наступному вiдно-
шеннi еквiвалентностi:

a ∼ b , де a ∈ F(U), b ∈ F(V ), тодi й лише тодi, коли iснує

W ⊆ U ∩ V, така що FU
W (a) = FV

W (b) .

Природне вiдображення F(U) → Fp , де p ∈ U , яке перетворює
елемент з F(U) в його клас у Fp , позначається через FU

p .
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Якщо F – пучок груп, або кiлець, або алгебр, то стебло Fp є та-
кож групою, або кiльцем, або алгеброю. Наприклад, якщо (X,OX)
– простiр з функцiями над полем K , стебла OX,p є також K-
алгебрами.

Твердження 3.3.3. Для кожної точки p простору з функцi-
ями X стебло OX,p є локальною алгеброю, максимальний iдеал
якої збiгається зi множиною mX,p =

{
OU

p (f) | p ∈ U, f(p) = 0
}

.

Доведення. Очевидно, що mX,p є власним iдеалом OX,p . З iн-
шого боку, якщо f ∈ OX(U) i f(p) 6= 0 , то V = { v ∈ U | f(v) 6= 0 }
вiдкрита й мiстить p . Покладемо f ′ = OU

V (f) . За означенням про-
стору з функцiями, 1/f ′ ∈ OX(V ) . Очевидно, OU

p (f) = OV
p (f

′) ,
отже, OV

p (1/f
′) є оберненим до цього елемента в OX,p . Тому всi

елементи, якi не належать до mX,p , обертовнi й mX,p – єдиний
максимальний iдеал в OX,p . �

Вправа 3.3.4. Нехай X, Y – алгебричнi многовиди, p ∈ X ,
q ∈ Y . Показати, що OX,p ≃ OY,q тодi й лише тодi, коли iсну-
ють iзоморфнi вiдкритi пiдмножини U ∋ p i V ∋ q , вiдповiдно, в
X i Y . (Зокрема, якщо X, Y незвiднi, вони є бiрацiонально еквi-
валентними.)

Iснує природна процедура, яка зветься локалiзацiєю, для одер-
жання локальних кiлець. Перед тим, як ввести її, розглянемо деякi
властивостi iдеалiв в кiльцях часток.

Позначення 3.3.5. Нехай A – кiльце, S ⊆ A – мультиплiка-
тивна пiдмножина i B = A[S−1 ] .

(1) Для кожного iдеала I ⊆ A покладемо I[S−1 ] = IB =
{ a/s | a ∈ I, s ∈ S } ⊆ B .

(2) Для кожного iдеала J ⊆ B покладемо J ∩A = { a ∈ A |
a/1 ∈ J } (якщо S не мiстить дiльникiв нуля i ми отото-
жнюємо a ∈ A з a/1 ∈ B , це дiйсно перетин J i A ).

Твердження 3.3.6. Нехай A – кiльце, S ⊆ A – мультиплiка-
тивна пiдмножина i B = A[S−1 ] .

(1) J = (J ∩A)[S−1] для кожного iдеала J ⊆ B .
(2) I[S−1 ] ∩A = { a ∈ A | sa ∈ I для деякого s ∈ S } для ко-

жного iдеала I ⊆ A . Зокрема, якщо I первинний i I∩S =
∅ , то I = I[S−1 ] ∩A .

Доведення. 1. Якщо a/s ∈ J , ( a ∈ A, s ∈ S ) то a/1 =
(a/s)(s/1) ∈ J , звiдки a ∈ J ∩ A i a/s ∈ (J ∩ A)[S−1 ] . Отже,
J ⊆ (J ∩A)[S−1 ] . Обернене включення очевидне.

2. Якщо a/1 = b/s , де b ∈ I, s ∈ S , то ra = rsb ∈ I для деякого
r ∈ S i також rs ∈ S . З iншого боку, якщо as ∈ I i s ∈ S , то
a/1 = as/s ∈ I[S−1 ] ∩A . Твердження, яке стосується первинного
iдеала, тепер очевидне. �
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Наслiдок 3.3.7. Якщо кiльце A нетерове, кiльце часток B =
A[S−1 ] є також нетеровим.

Доведення. Нехай J – iдеал B , I = J ∩A i { a1, a2, . . . , am }
– породжуюча множина для I . Тодi, очевидно, { a1/1, a2/1, . . . ,
am/1 } – породжуюча множина для I[S−1 ] = J . �

Якщо S = A \ p , де p ⊂ A – первинний iдеал, кiльце часток
A[S−1 ] позначається Ap i зветься локалiзацiєю A за первинним
iдеалом p . Наступний результат частково пояснює цей вираз.

Наслiдок 3.3.8. Якщо p ⊂ A – первинний iдеал, то первиннi
iдеали Ap мають вигляд qAp , де q пробiгає первиннi iдеали A ,
якi мiстяться в p . Зокрема, pAp – єдиний максимальний iдеал
кiльця Ap , отже, це кiльце локальне.

Стебла структурного пучка алгебричного многовиду можна зав-
жди одержати, використовуючи локалiзацiю. А саме, якщо U –
афiнний окiл точки p алгебричного многовиду X , то, звичайно,
OU,p = OX,p (якщо розглядати U як вiдкритий пiдмноговид X ).
Отже ми маємо лише пiдрахувати стебла OX,p для афiнного X .

Твердження 3.3.9. Нехай X – афiнний многовид, A = K[X ] ,
p ∈ X i m = mp . Тодi OX,p = Am .

Доведення. Оскiльки головнi вiдкритi пiдмножини утворю-
ють базу топологiї Зариського, кожен елемент з OX,p має вигляд
OU

p (f) для деякого U = D(g) , де g(p) 6= 0 (або, що те саме, g /∈ m )
i f ∈ OX(U) = A[ g−1 ] (див. вправу 1.6.6). Отже, f = (a/gk)|U , де
a ∈ A . Оскiльки D(g) = D(gk) , можна покласти k = 1 . Припу-
стимо, що OU

p (f) = OV
p (f

′) , де V = D(h) , h(p) 6= 0 i f ′ = (b/h)|V .
Тодi iснує головна вiдкрита W = D(r) ⊆ U ∩ V = D(gh) , та-
ка що r(p) 6= 0 i f |W = f ′|W . За Теоремою Гiльберта про нулi,
rd = sgh для деякого цiлого d i деякого s ∈ A , i знову мо-
жна покласти d = 1 . Тодi, на W , f = sah/r = sbg/r . Ця рiв-
нiсть в кiльцi OX(W ) = A[ r−1 ] означає, що rlsah = rlsbg в A .
Оскiльки rls /∈ m , маємо, що a/g = b/h в Am . Тому, покладаючи
ϕ(OU

p (f)) = a/g як вище, одержуємо гомоморфiзм ϕ : OX,p → Am .
З iншого боку, будь-який елемент a/s ∈ Am , де a, s ∈ A, s /∈ m ,

можна розглянути як функцiю на U = D(s) ∋ p ; отже, визначений
його образ OU

p (a/s) в OX,p . Очевидно, це дає гомоморфiзм Am →
OX,p , обернений до ϕ . �

Вправа 3.3.10. (1) Нехай C = V (y2−x3) – кубiка з вiстрям,
p = (0, 0) . Показати, що OC,p iзоморфне пiдалгебрi K(t) ,
яка складається з часток r(t) = f(t)/g(t) , таких що g(0) 6=
0 i r′t(0) = 0 .

Вказiвка: Використайте вправу 1.2.4(6).
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(2) Нехай X = V (xy) ⊂ A2 , p = (0, 0) . Доведiть, що OX,p

iзоморфне пiдкiльцю K[ x ]×K[ y ] , яке складається з усiх
пар (f(x), g(y)) , таких що f(0) = g(0) .

(3) Описати OX,p , де p – початок координат, а X – один з
наступних многовидiв:
(a) V (xy(x− y)) ⊂ A2 ;
(b) Об’єднання трьох координатних осей в A3 .
Чи iзоморфнi цi двi алгебри?

Ми використаємо локалiзацiю для доведення принципу пiдйому
i Теореми Крулля про головний iдеал. Спочатку встановимо насту-
пну важливу властивiсть модулiв над локальними кiльцями.

Лема 3.3.11 (Лема Накаями). Припустимо, що A – локальне
кiльце з максимальним iдеалом m , а M – скiнченно породжений
A-модуль, такий що mM = 0 . Тодi M = 0 .

Доведення. Нехай M = 〈 u1, u2, . . . , um 〉 . Доведемо, що та-
кож M = 〈 u1, u2, . . . , um−1 〉 . Тодi поступово ми одержимо, що M
породжений порожньою множиною, тобто M = 0 .

Дiйсно, оскiльки mM = M , iснують елементи ai ∈ m , такi
що um =

∑m

i=1 aiui , або (1 − am)um =
∑m−1

i=1 aiui . Але 1 − am /∈
m , отже, вiн є обертовним i um ∈ 〈 u1, u2, . . . , um−1 〉 . Тому M =
〈 u1, u2, . . . , um−1 〉 . �

Наступний наслiдок також часто зветься “Лема Накаями.”

Наслiдок 3.3.12. Припустимо, що A – локальне кiльце з ма-
ксимальним iдеалом m , а M – скiнченно породжений A-модуль.
Якщо N ⊆M – пiдмодуль, такий що N +mM =M , то N =M .

Доведення. Досить лише застосувати лему 3.3.11 до фактор-
модуля M/N . �

Для скiнченно породженого A-модуля M позначимо #A(M)
найменше можливе число елементiв в породжуючих множинах M
(воно зветься числом твiрних модуля M ).

Наслiдок 3.3.13. Припустимо, що A – локальне кiльце з ма-
ксимальним iдеалом m i полем лишкiв k . Тодi для кожного скiн-
ченно породженого A-модуля M #A(M) = dimkM/mM .

Доведення. Дiйсно, як випливає з наслiдку 3.3.12, M = 〈 u1,
u2, . . . , um 〉 тодi й лише тодi, коли M/mM = 〈 u1, u2, . . . , um 〉 , де
ui = ui +mM . �

Нехай тепер A – нетерове кiльце, p ⊂ A – первинний iдеал.
Розглянемо локалiзацiю B = Ap . Як випливає з наслiдкiв 3.3.7 i
3.3.8, вона є локальним i нетеровим кiльцем з максимальним iдеа-
лом m = pB . Покладемо

p(k) = mk ∩A =
{
a ∈ A | sa ∈ pk для деякого s /∈ p

}
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(див. твердження 3.3.6). Iдеал p(k) зветься k-им символiчним сте-
пенем p . Вiн мiстить pk i mk = p(k)B за твердженням 3.3.6. На-
ступний результат є безпосереднiм наслiдком цiєї рiвностi й леми
Накаями.

Наслiдок 3.3.14. Нехай p – первинний iдеал нетерового кiль-
ця A . p(k) = p(k+1) для деякого k тодi й лише тодi, коли p є
мiнiмальним.

Доведення. За лемою Накаями, p(k) = p(k+1) тодi й лише тодi,
коли (pAp)

k = { 0 } , тобто pAp =
√
0 в Ap . Це означає, що pAp

– мiнiмальний первинний в Ap , або, за твердженням 3.3.6, p –
мiнiмальний первинний в A . �

Вправа 3.3.15. Нехай X = V (xy − z2) ⊂ A3 , A = K[X ] , f
позначає клас многочлена f в A i p = I(Y ) ⊂ A , де Y ⊂ X –
y-вiсь. Доведiть, що x ∈ p(2) , але x /∈ p2 . Перевiрити, що також
z /∈ p(2) ; отже p ⊃ p(2) ⊃ p2 .

Нам потрiбний також наступний простий, але важливий резуль-
тат.

Лема 3.3.16. Нехай A – нетерове кiльце з єдиним первинним
iдеалом m . Тодi A є артiновим кiльцем, тобто кожний спадний
ланцюжок iдеалiв I1 ⊇ I2 ⊇ I3 ⊇ . . . стабiлiзується.

Доведення. Внаслiдок вправи 1.5.10, m =
√
0 , отже, вiн є

нiльпотентним: mm = 0 . Розглянемо ланцюжок iдеалiв m ⊃ m2 ⊃
. . . ⊃ mm = 0 . Всi фактор-модулi mk/mk+1 можна розглядати як
векторнi простори над полем лишкiв A/m , якi є скiнченно вимiр-
ними, оскiльки всi iдеали є скiнченно породженими. Отже, для ко-
жного j iснує такий номер k , що Ik ∩mj +mj+1 = Il ∩mj + mj+1

для всiх l > k . Оскiльки mj = 0 для j > m , можна навiть ви-
брати спiльне значення k для всiх j . Покажемо, що Il = Ik для
всiх l > k . Дiйсно, iнакше iснує найбiльше значення j , таке що
Ik ∩mj 6⊆ Il . Нехай a ∈ Ik ∩mj \ Il . Iснують b ∈ Il i c ∈ mj+1 , такi
що a = b + c , звiдки c = a − b ∈ Ik ∩ mj+1 \ Il , що протирiчить
вибору j . �

Тепер повернемося до наших доведень. Ми завжди дотримуємося
позначень вiдповiдних теорем.

Доведення теореми 3.2.8. Розглянемо мультиплiкативну
пiдмножину S = B \ p i кiльця часток Ap = A[S−1 ] ⊇ Bp =
B[S−1 ] . Вони є також нетеровими (див. наслiдок 3.3.7), Bp ло-
кальне з максимальним iдеалом m = pBp (див. наслiдок 3.3.8) i це
розширення є, очевидно, скiнченним. Отже, за лемою 3.1.13, iснує
максимальний iдеал M ⊂ Ap , такий що M ∩Bp = m . Тодi можна
покласти P = M ∩A . �
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Доведення теореми 3.2.11. Оскiльки нас цiкавлять лише
первиннi iдеали q ⊆ p , можна замiнити A на його локалiзацiю
Ap (див. наслiдок 3.3.8). Отже, надалi припустимо, що кiльце A

локальне з єдиним максимальним iдеалом p i a /∈ q для кожного
первинного iдеала q 6= p . Замiнюючи A на A/

√
0 , можна при-

пустити, що A редуковане (не мiстить нiльпотентiв) або, що те
саме, { 0 } – радикальний iдеал. Розглянемо його первинний роз-
клад (див. наслiдок 1.5.9 i вправу 1.5.10): { 0 } =

⋂s

i=1 pi . Тодi∏s

i=1 pi = { 0 } , отже, p мiстить один з pi , але a /∈ pi , оскiльки
всi елементи з pi – дiльники нуля. Тому ht p > 0 . Припустимо, що
p ⊃ q , де q – первинний iдеал. Розглянемо фактор-кiльце A/aA .
Воно має єдиний первинний iдеал p/aA , отже, є артiновим за ле-
мою 3.3.16. Це означає, що будь-який спадний ланцюжок iдеалiв
A , якi мiстять a , стабiлiзується. Зокрема, це вiрне для ланцюж-
ка, що складається з iдеалiв aA + q(k) . Отже, iснує цiле k , таке
що aA+ q(k) = aA+ q(k+1) . Беручи довiльний b ∈ q(k) , одержимо,
що b = ac + d для деяких c ∈ A, d ∈ q(k+1) , звiдки ac ∈ q(k) i
sac ∈ qk для деякого s /∈ q за твердженням 3.3.6(2). Але sa /∈ q ,
отже, також c ∈ q(k) i q(k) = aq(k) + q(k+1) . За наслiдком 3.3.12,
q(k) = q(k+1) (оскiльки a ∈ p ), отже, q є мiнiмальним за наслiд-
ком 3.3.14 i ht p = 1 . �

Наступний наслiдок Теореми Крулля про головний iдеал уто-
чнює твердження 3.2.10.

Наслiдок 3.3.17. Нехай a1, a2, . . . , am – елементи нетерового
кiльця A , p – мiнiмальний серед первинних iдеалiв A , якi мi-
стять 〈 a1, a2, . . . , am 〉 . Тодi ht p 6 m .

У доведеннi цього наслiдку ми використаемо деякi допомiжнi ре-
зультати.

Лема 3.3.18. Нехай p1, p2, . . . , pm – первиннi iдеали кiльця A ,
I – iдеал A , такий що I 6⊆ pi для всiх i . Тодi I 6⊆ ⋃m

i=1 pi .

Доведення. Використаємо iндукцiю за m . Випадок m = 1
тривiальний. Припустимо, що лема вiрна для m − 1 первинних
iдеалiв. Можна вважати, що pi 6⊂ pj для i 6= j . Тодi Ipm 6⊆ pi
при i < m , отже, Ipm 6⊆

⋃m−1
i=1 pi . Нехай a ∈ Ipm i a /∈ ⋃m−1

i=1 pi . З
iншого боку, Ip1 . . . pm−1 6⊆ pm . Виберемо b ∈ Ip1 . . . pm−1 i b /∈ pm .
Тодi a+ b ∈ I i a + b /∈ pi для всiх i , тобто a+ b /∈⊆ ⋃m

i=1 pi . �

Наслiдок 3.3.19. Нехай q1, q2, . . . , qm – первиннi iдеали нетеро-
вого кiльця A i p0 ⊃ p1 ⊃ . . . ⊃ pl – ланцюжок первинних iдеалiв
A , такий що p0 6⊆ qi для всiх i . Тодi iснує ланцюжок первинних
iдеалiв p0 ⊃ p′1 ⊃ . . . ⊃ p′l−1 ⊃ pl , такий що p′j 6⊆ qi для всiх i, j .

Доведення. Можна припустити, що pl ⊆ qi для всiх i . Замi-
нивши A на A/pl , вважатимемо, що pl = { 0 } . Використовуючи
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iндукцiю за l , можна також припустити, що pl−2 6⊆ qi для всiх i ,
отже, iснує a ∈ pl−2 , a /∈ ⋃m

i=1 qi . Нехай p′l−1 – мiнiмальний первин-
ний iдеал, який мiститься в pl−2 i мiстить a . Оскiльки ht p′l−1 = 1 ,
p′l−1 6= pl−2 , i ми одержуємо необхiдний ланцюжок. �

Доведення наслiдку 3.3.17. Використаємо iндукцiю за m .
Випадок m = 1 випливає з Теореми Крулля про головний iдеал.
Нехай q1, q2, . . . , qk – всi мiнiмальнi первиннi iдеали, якi мiстять
I = 〈 a1, a2, . . . , am−1 〉 (первиннi компоненти

√
I ). Якщо p = qi для

деякого i , то ht p 6 m − 1 . Припустимо, що p 6= qi . Розглянемо
будь-який ланцюжок первинних iдеалiв p = p0 ⊃ p1 ⊃ . . . ⊃ pl ,
l > 1 . За наслiдком 3.3.19, припускаємо, що pl−1 6⊆ qi для всiх i .
Покладемо A = A/I , a = a + I ∈ A , qi = qi/I i pi = (pi + I)/I .
Тодi p = p0 є мiнiмальним серед первинних iдеалiв A , що мiстять
am , отже, ht p 6 1 . Оскiльки qi – всi мiнiмальнi первиннi iдеали
A i pl−1 6⊆ qi , p – мiнiмальний серед первинних iдеалiв A , що
мiстять pl−1 . Тому p/pl−1 є мiнiмальним серед первинних iдеалiв
в A/pl−1 , якi мiстять всi класи ai + pl−1 ( i = 1, . . . , m − 1 ). За
iндуктивним припущенням, ht p/pl−1 6 m− 1 , тобто l− 1 6 m− 1
i l 6 m . �

Наслiдок 3.3.20. ht p < ∞ для кожного первинного iдеала не-
терового кiльця A . Зокрема, будь-який спадний ланцюжок пер-
винних iдеалiв нетерового кiльця стабiлiзується.

(Отже, будь-який зростаючий ланцюжок незвiдних замкнених
пiдмножин алгебричного многовиду також стабiлiзується.)

Наслiдок 3.3.21. K. dimA < ∞ для будь-якого локального не-
терового кiльця A .

Вправи 3.3.22. (1) Нехай a1, a2, . . . , am – елементи нетеро-
вого кiльця A . Покладемо Ik =

√
〈 a1, a2, . . . , ak 〉 для k 6

m , зокрема, I0 =
√
0 . Припустимо, що 〈 a1, a2, . . . , am 〉 6=

A . Доведiть, що ht p = m для кожного мiнiмального пер-
винного iдеала p , який мiстить 〈 a1, a2, . . . , am 〉 , тодi й ли-
ше тодi, коли для кожного k = 1, . . . , m клас ak + Ik−1 не
є дiльником нуля в A/Ik−1 .

(2) Нехай p – первинний iдеал нетерового кiльця, h = ht p .
Доведiть, що iснують елементи a1, a2, . . . , ah ∈ p , такi що
p є мiнiмальним серед первинних iдеалiв, якi мiстять 〈 a1,
a2, . . . , ah 〉 i, бiльш того, ht q = h для кожного первин-
ного iдеала q , який є мiнiмальним серед тих, що мiстять
〈 a1, a2, . . . , ah 〉 .

Iснує важливий випадок, коли Теорема Крулля про головний iде-
ал може бути обернута. Нагадаємо деякi означення.

Означення 3.3.23. Нехай A – цiле кiльце.
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(1) Ненульовий необертовний елемент a ∈ A зветься незвi-
дним, якщо, як тiльки a = bc для деяких b, c ∈ A , або b ,
або c є обертовним.

(2) Кiльце A зветься факторiaльним, якщо кожний ненульо-
вий необертовний елемент з A є добутком незвiдних еле-
ментiв, а з a1a2 . . . al = b1b2 . . . bm , де всi елементи ai i bj
є незвiдними, випливає, що l = m й iснує перестановка σ ,
така що bi = uiaσ(i) для деяких обертовних елементiв ui i
для всiх i = 1, . . . , m .3

Найбiльш вiдомi приклади факторiaльних кiлець – кiльця мно-
гочленiв K[ x1, . . . , xn ] i кiльце цiлих чисел Z .

Твердження 3.3.24. Припустимо, що A – факторiaльне кiль-
це i p ⊂ A – первинний iдеал висоти 1 . Тодi p є головним iдеалом:
p = 〈 a 〉 для деякого незвiдного елемента a .

Доведення. Оскiльки p первинний, вiн мiстить незвiдний еле-
мент a . Але у факторiaльному кiльцi головний iдеал 〈 a 〉 , поро-
джений незвiдним елементом, є первинним. Оскiльки p ⊇ 〈 a 〉 ⊃
{ 0 } i ht p = 1 , p = 〈 a 〉 . �

Вправи 3.3.25. (1) Нехай X ⊆ An – замкнений пiдмного-
вид, такий що всi його незвiднi компоненти мають розмiр-
нiсть n− 1 . Доведiть, що X є гiперповерхнею в An .

(2) Доведiть, що нетерове кiльце A є факторiaльним тодi й
лише тодi, коли кожний первинний iдеал p ⊂ A висоти 1
є головним.

Вказiвка: Достатньо довести, що для будь-якого незвi-
дного елемента a ∈ A iдеал 〈 a 〉 є первинним.

3.4. Нормальнi многовиди

Щоб одержати бiльше iнформацiї про розмiрностi алгебричних
многовидiв, спершу розглянемо спецiальний клас кiлець i многови-
дiв, який є важливим у багатьох питаннях.

Означення 3.4.1. (1) Цiле кiльце A з полем часток Q зве-
ться нормальним (або цiлозамкненим), якщо всi елементи
з Q , якi є цiлими над A , належать до A .

(2) Незвiдний алгебричний многовид X зветься нормальним,
якщо всi локальнi кiльця OX,p ( p ∈ X ) нормальнi.

Спочатку встановимо, що для афiнних многовидiв цi два означе-
ння збiгаються.

3 Зауважимо, що коли кiльце A нетерове, кожний ненульовий необертов-

ний елемент A є добутком незвiдних елементiв, отже питання виникає лише

стосовно єдиностi такого розкладу.
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Твердження 3.4.2. (1) Якщо кiльце A нормальне, то
кiльце часток A[S−1 ] для будь-якої мультиплiкативної
пiдмножини S ⊂ A також є нормальним.

(2) Нетерове цiле кiльце A є нормальним тодi й лише тодi,
коли всi його локалiзацiї Am , де m ∈ MaxA , нормальнi.

Доведення. 1. Ототожнимо A[S−1 ] з пiдкiльцем { a/s | s ∈
S } поля Q . Припустимо, що r ∈ Q цiлий над A[S−1 ] , тобто rm+
c1r

m−1+ · · ·+ cm = 0 з ci = ai/s ( ai ∈ A, s ∈ S ; очевидно, для всiх
ci можна вибрати спiльний знаменник). Тодi (sr)m + a1(sr)

m−1 +
sa2(sr)

m−2 · · ·+ sm−1am = 0 , звiдки sr ∈ A i r = sr/s ∈ A[S−1 ] .
2. Нехай r ∈ Q цiлий над A . Тодi вiн є цiлим над всiма Am

для m ∈ MaxA , звiдки r ∈ ⋂
m∈MaxA Am . Отже наступна лема

завершує доведення:

Лема 3.4.3. A =
⋂

m∈MaxA Am для довiльного цiлого нетерового
кiльця A .

Доведення. Нехай r ∈ ⋂
m∈MaxA Am . Покладемо I = { a ∈ A |

ar ∈ A } . Це iдеал в A й I 6⊆ m для кожного максимального iде-
ала m ⊂ A (оскiльки r ∈ Am може бути записаним як r = b/a з
a ∈ A \ m, b ∈ A , звiдки a ∈ I \ m ). Тому, I = A , отже, 1 ∈ I i
r = 1r ∈ A . �

�

Важливим прикладом нормальних кiлець є факторiaльнi, як по-
казує наступний результат.

Твердження 3.4.4. Будь-яке факторiaльне кiльце є нормаль-
ним.

Зокрема, кiльця многочленiв K[ x1, . . . , xn ] є нормальними, тому
афiннi (i проективнi) простори є нормальними многовидами.

Доведення. Нехай Q – поле часток факторiaльного кiльця
A i q = a/b ∈ Q ( a, b ∈ A ) – цiлий над A : qm+c1q

m−1+ · · ·+cm =
0 , де ci ∈ A . Припустимо, що a i b не мають спiльних дiльникiв
(за винятком обертовних елементiв). Але am+c1a

m−1b+· · ·+bmcm =
0 , отже, am дiлиться на b , що неможливо, якщо b не є обертовним.
Отже, 1/b ∈ A , а тому й q ∈ A . �

Нехай L – скiнченне розширення поля Q . Якщо a ∈ L , позна-
чимо через µa(x) мiнимальний многочлен a над Q , тобто много-
член з Q[ x ] зi старшим коефiцiентом 1 найменшого можливого
степеня, такий що µa(a) = 0 . Добре вiдомо, що такий многочлен
завжди незвiдний i єдиний.

Надалi ми зватимемо многочлени зi старшим коефiцiентом 1 унi-
тальними многочленами.
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Лема 3.4.5. Якщо A – нормальне кiльце з полем часток Q i
a – елемент скiнченного розширення L поля Q , який є цiлим над
A , то µa(x) ∈ A[ x ] .

Доведення. Розглянемо розширення L′ ⊇ L , таке що µa(x) =∏m

i=1(x−ai) для деяких ai ∈ L′ . Оскiльки µa(x) незвiдний, Q(ai) ≃
Q(a) i цей iзоморфiзм є тотожнiм на Q . Отже, кожний ai є також
цiлим над A . Але коефiцiенти µa(x) – це многочлени вiд ai з цi-
лими коефiцiентами (“елементaрнi симетричнi многочлени”), отже,
вони також цiлi над A (див. наслiдок 1.4.9). Оскiльки A нормаль-
не, вони належать до A . �

Наслiдок 3.4.6 (Лема Гауса). Нехай A – нормальне кiльце з
полем часток Q , f ∈ A[ x ] – унiтальний многочлен i f = gh , де
g ∈ Q[ x ] також унiтальний. Тодi g ∈ A[ x ].

Доведення. Звичайно, достатньо довести це твердження для
незвiдного g . Розглянемо будь-який його корiнь a в деякому роз-
ширеннi Q . Оскiльки f(a) = 0 , a цiлий над A . Але g(x) = µa(x)
(оскiльки g незвiдний), отже, g ∈ A[ x ] за лемою 3.4.5. �

Нам ще потрiбна наступна версiя твердження 1.4.8.

Лема 3.4.7. Нехай A ⊇ B – розширення кiлець, M ⊆ A –
скiнченно породжений B-пiдмодуль, такий що AnnA(M) = { 0 }
i aM ⊆ IM , де I – iдеал з B . Тодi:

(1) Iснують елементи b1, b2, . . . , bm ∈ I , такi що f(a) = 0 , де
f(x) = xm + b1x

m−1 + · · ·+ bm = 0 .
(2) Якщо I – первинний iдеал, а B є нормальним, всi коефi-

цiенти µa(x) належать до I .

Доведення. Доведення 1 є незначною модифiкацiєю доведен-
ня твердження 1.4.8 (iмплiкацiя 4⇒ 1). А саме, якщо M = 〈 u1, u2,
. . . , um 〉 як B-модуль, iснують елементи cij ∈ I , такi що auj =∑

i cijui , звiдки det(aE − C) = 0 , де C = (cij) . Отже, можна по-
класти f(x) = det(xE − C) .

2. Маємо f(x) = µa(x)g(x) , де f(x) – многочлен, побудованний
вище, i всi многочлени є унiтальними. З леми Гауса випливає, що
µa(x) i g(x) належать до B[ x ] . За модулем I ця рiвнiсть дає:
xm ≡ µa(x)g(x) (mod I) . Оскiльки B/I цiле, звiдси одержуємо,
що µa(x) ≡ xd (mod I) , де d = deg µa . �

Дамо характеризацiю нормальних кiлець, використовуючи їхнi
локалiзацiї за первинними iдеалами висоти 1. Спершу доведемо
деякi простi, але кориснi факти, що стосуються так званих кiлець
дискретної оцiнки.

Означення 3.4.8. Кiльцем дискретної оцiнки зветься цiле ло-
кальне кiльце головних iдеалiв, яке не є полем.

71



Теорема 3.4.9. Нехай A – локальне цiле нетерове кiльце з ма-
ксимальним iдеалом m 6= { 0 } , Q – його поле часток. Наступнi
умови рiвносильнi:

(1) A є нормальним кiльцем круллевої розмiрностi 1.
(2) A є кiльцем дискретної оцiнки.
(3) m є головним iдеалом.
(4) A нормальне й iснує елемент r ∈ Q , такий що r /∈ A

але rm ⊆ m .

В цьому випадку всi власнi ненульовi iдеали A – це mk , де k ∈ N .

Доведення. 2⇒ 1: Оскiльки A – кiльце головних iдеалiв, во-
но є факторiaльним, отже, нормальним. Оскiльки m головний,
K. dimA = htm = 1 за Теоремою Крулля про головний iдеал.

3⇒ 2: Нехай m = tA для деякого t . Тодi mk = tkA ≃ A як
A-модуль, отже, mk+1 – єдиний максимальний пiдмодуль в mk .
Нехай I – довiльний ненульовий власний iдеал в A . Тодi I ⊆ m
i якщо I ⊆ mk , то або I ⊆ mk+1 , або I = mk . Оскiльки htm = 1 ,
m =

√
I , отже, mk ⊆ I для деякого k , звiдки I 6⊆ mk+1 . Тому

iснує k , таке що I = mk = 〈 tk 〉 .
4⇒ 3: Якщо rm ⊆ m , то r є цiлим над A , тому r ∈ A . Отже,

rm = A , тобто m = r−1A .
1⇒ 4: Нехай a – ненульовий елемент з m . Оскiльки htm =

K. dimA = 1 , m – єдиний мiнiмальний первинний iдеал, що мi-
стить a , тому m =

√
〈 a 〉 i mk ⊆ 〈 a 〉 для деякого k . Виберемо мi-

нiмальне можливе k й елемент b ∈ mk−1\〈 a 〉 . Покладемо r = b/a .
Тодi r /∈ A , але bm ⊆ aA , тобто rm ⊆ A . �

Теорема 3.4.10. Нехай A – цiле нетерове кiльце, яке не є по-
лем, P = { p ∈ specA | ht p = 1 } i Q – поле часток A . A є нор-
мальним тодi й лише тодi, коли A =

⋂
p∈P Ap i кожне Ap , де

p ∈ P , є кiльцем дискретної оцiнки.

Доведення. Припустимо, що всi Ap ( p ∈ P ) є кiльцями дис-
кретної оцiнки й A =

⋂
p∈P Ap . Якщо r ∈ Q є цiлим над A , вiн є

цiлим над кожним Ap , отже, r ∈ Ap для кожного p ∈ P , оскiльки
Ap нормальне. Тому r ∈ ⋂

p∈P Ap = A .
Припустимо тепер, що A нормальне. Тодi всi Ap є також нор-

мальними, отже, якщо p ∈ P , вони є кiльцями дискретної оцiнки
за теоремою 3.4.9. Нехай r ∈ ⋂

p∈P Ap , але r /∈ A . Покладемо
I = { a ∈ A | ar ∈ A } . Це власний iдеал у A i I 6⊆ p для кожного
p ∈ P . Нехай m – мiнiмальий первинний iдеал, який мiстить I .
Тодi r /∈ Am i K. dimAm = htm > 1 . Бiльш того, mAm =

√
IAm ,

отже, mkAm ⊆ IAm для деякого k . Це означає, що rmkAm ⊆ Am .
Виберемо мiнiмально можливе k й елемент a ∈ mk−1Am , такий
що ar /∈ Am . Тодi armAm ⊆ Am i Am нормальне, отже, воно має
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круллеву розмiрнiсть 1 за теоремою 3.4.9. Одержуємо протирiччя,
отже, A =

⋂
p∈P Ap . �

Ця теорема дозволяє “глобалiзацiю”:

Наслiдок 3.4.11. Нехай X – незвiдний алгебричний многовид.
X є нормальним тодi й лише тодi, коли виконуються двi насту-
пнi умови:

(1) Для кожного незвiдного замкненого пiдмноговиду Y ⊂ X
кoрозмiрностi 1 iснує вiдкрита афiнна множина U ⊆ X ,
така що U ∩ Y 6= ∅ й iдеал I(Y ∩U) є головним в K[U ] .

(2) Якщо p ∈ X i f ∈ K(X) є такими, що Dom(f) ∩ Y 6= ∅
для кожного незвiдного замкненого Y ⊂ X кoрозмiрностi
1 з p ∈ Y , то p ∈ Dom(f) .

Доведення. Очевидно, можна замiнити X вiдкритою афiн-
ною пiдмножиною (яка мiстить Y для 1 i мiстить p для 2 ). Отже,
вважатимемо X афiнним i покладемо A = K[X ] .

Припустимо, що X нормальний. Нехай Y ⊂ X – незвiдний за-
мкнений пiдмноговид кoрозмiрностi 1 . Iдеал p = I(Y ) має висоту
1 в кiльцi A , отже, pAp = tAp для деякого елемента t ∈ A . Ви-
беремо множину твiрних p : p = 〈 a1, a2, . . . , am 〉 . Тодi am = tbm/s ,
де bi ∈ A , s ∈ A \ p . Покладемо U = D(s) . Тодi U ∩ Y 6= ∅ ,
оскiльки s /∈ p , i s обертовний на U . Тому, в K[U ] , I(U ∩ Y ) =
pK[U ] = tK[U ] , отже, умова 1 виконується.

Нехай f ∈ K(X) є таким, як у 2 , m = mp в A = K[X ] . Пер-
виннi iдеали Am висоти 1 мають вигляд pAm , де p – первинний
iдеал A висоти 1 , який мiститься в m . Покладемо Y = V (p) .
Це незвiдний пiдмноговид у X кoрозмiрностi 1 , отже, iснує то-
чка y ∈ Y ∩ Dom(f) . Це означає, що iснують регулярнi функцiї
a, b ∈ A , такi що b(y) 6= 0 i f = a/b . Тодi b /∈ my ⊇ p , отже,
f ∈ Ap . Оскiльки це виконується для кожного первинного iдеала
p ⊆ m , f ∈ Am , тобто f = c/d , де c, d ∈ A , d(p) 6= 0 , отже,
p ∈ Dom(f) .

Припустимо тепер, що 1 i 2 виконуються. Нехай p – первин-
ний iдеал A висоти 1 , Y = V (p) – вiдповiдний замкнений пiд-
многовид, який є незвiдним i має кoрозмiрнiсть 1 . Виберемо U
як в 1; очевидно, можна припустити його головним вiдкритим:
U = D(g) . Оскiльки U ∩ Y 6= ∅ , g /∈ p . Отже, A[ g−1 ] ⊆ Ap .
Але pA[ g−1 ] = tA[ g−1 ] для деякого t , отже, також pAp = tAp й
Ap є кiльцем дискретної оцiнки за теоремою 3.4.9.

Нехай f ∈ ⋂
p∈P Ap . Це означає, що Dom(f)∩Y 6= ∅ для кожно-

го замкненого незвiдного Y кoрозмiрностi 1 . Тодi Dom(f) = X ,
тобто f ∈ A . Отже, A нормальне. �

Вiдзначимо також наступну важливу властивiсть нормальних
многовидiв.
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Наслiдок 3.4.12. Нехай f : X → Y – рацiональне вiдобра-
ження, де многовид X є нормальним, а Y проективним. Тодi
codim Irr(f) > 1 .

Доведення. Ясно, що X можна вважати афiнним i досить
довести, що Z ∩Dom(f) 6= ∅ для будь-якого незвiдного замкненого
Z ⊂ X кoрозмiрностi 1 . За наслiдком 3.4.11, можна припустити,
що iдеал p = I(Z) є головним в A = K[X ] : p = 〈 t 〉 . За впра-
вою 2.2.11(2), на вiдкритiй пiдмножинi U ⊆ Dom(f) f є заданим
за правилом: p 7→ (f0(p) : f1(p) : · · · : fn(p)) , де fi ∈ A . В Ap

ми маємо: 〈 fi 〉 = 〈 tdi 〉 для деяких di . Нехай d = min { di } . Тодi
gi = t−dfi ∈ Ap i щонайменше один з цих елементiв є обертовним
в Ap . Отже, gi = ai/b , де ai, b ∈ A й iснує точка p ∈ Z , така що
b(p) 6= 0 i aj(p) 6= 0 принаймнi для одного j . Тодi на вiдкритiй пiд-
множинi U ∩D(t)∩D(b)∩D(aj) f можна задати таким правилом:
p 7→ (a0(p) : a1(p) : · · · : an(p)) . Але останнє правило визначає ра-
цiональне вiдображення на U∩D(b)∩D(aj) , i ця вiдкрита множина
мiстить p . Отже, p ∈ Dom(f) ∩ Z . �

Якщо X є кривою, пiдмноговидiв кoрозмiрнiстi 2 не iснує, що
дає наступнi результати:

Наслiдок 3.4.13. (1) Будь-яке рацiональне вiдображення
нормальної кривої в проективний многовид регулярне.

(2) Якщо двi нормальнi проективнi кривi бiрацiонально еквi-
валентнi, вони iзоморфнi.

3.5. Розмiрностi афiнних i проективних многовидiв

Головним фактом вiдносно розмiрностей алгебричних многови-
дiв є наступна теорема.

Теорема 3.5.1. Нехай A – цiла афiнна алгебра, p ⊂ A – пер-
винний iдеал. Тодi K. dimA = ht p+K. dimA/p .

Цю теорему можна “глобалiзувати”, використовуючи наступне
поняття.

Означення 3.5.2. Нехай Y – незвiдний пiдмноговид алгебри-
чного многовиду X . Кoрозмiрнiсть Y ( codimY ) – це, за означе-
нням, максимальна довжина l ланцюжкiв незвiдних пiдмноговидiв
Y = Y0 ⊃ Y1 ⊃ Y2 ⊃ . . . ⊃ Yl . Для довiльного пiдмноговиду Y ⊆ X
його кoрозмiрнiсть визначається як мiнiмум кoрозмiрностей його
незвiдних компонент.

Наступна теорема є очевидним переформулюванням теореми 3.5.1
(якщо взяти до уваги твердження 3.2.3).

Теорема 3.5.3. Нехай X – незвiдний алгебричний многовид, Y
– його незвiдний пiдмноговид. Тодi dimY + codim Y = dimX .
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Для доведення цих теорем використаємо Нормалiзацiйну лему
Нетера i наступнi результати, якi уточнюють принцип пiдйому для
розширень нормальних кiлець.

Лема 3.5.4. Нехай A ⊇ B – скiнченне розширення цiлих не-
терових кiлець, де B нормальне. Якщо p – первинний iдеал B ,
а P – мiнiмальний первинний iдеал A , який мiстить p , то
P ∩B = p .

Доведення. Покладемо J =
√
pA . Тодi мiнiмальнi первиннi

iдеали A , якi мiстять p , є первинними компонентами J у розу-
мiннi наслiдку 1.5.9 i вправи 1.5.10. Отже, їх iснує лише скiнченна
кiлькiсть: P = P1,P2, . . . ,Pr , i J =

⋂r

i=1Pi . Оскiльки Pi 6⊆ P
для i > 1 , також P =

∏r

i=1Pi 6⊆ P . Нехай a ∈ P \P . Припусти-
мо, що P ∩ B = p′ ⊃ p i b ∈ p′ \ p . Тодi ab ∈ ∏r

i=1Pi ⊆ J , отже,
akbk ∈ pB для деякого k . Оскiльки ak /∈ P i bk ∈ p′\p , ми можемо
припустити (i припустимо), що вже ab ∈ pA . Отже, мiнiмальний
многочлен ab має вигляд xm + c1x

m−1 + · · · + cm з ci ∈ p . Тодi
мiнiмальним многочленом a є xm+ d1x

m−1+ · · ·+ dm , де ci = bidi .
Оскiльки b /∈ p , то di ∈ p для всiх i , звiдки am ∈ pA ⊆ P , що є
неможливим, бо a /∈ P . �

Наслiдок 3.5.5. Нехай A ⊇ B – скiнченне розширення цiлих
нетерових кiлець i B нормальне. Якщо q ⊂ p – первиннi iдеали B

i P – первинний iдеал A , який мiстить p , в A iснує первинний
iдеал Q ⊂ P , такий що Q ∩B = q .

Доведення. За Q можна взяти будь-який мiнiмальний пер-
винний iдеал A , що мiстить q i мiститься в P . (Такi iдеали iсну-
ють за наслiдком 3.3.20.) �

Наслiдок 3.5.6. Нехай A ⊇ B – скiнченне розширення цiлих
нетерових кiлець i B нормальне. Для будь-якого первинного iдеа-
ла P кiльця A htP = ht(P ∩B) .

Доведення. Покладемо p = P∩B . Нехай p = p0 ⊃ p1 ⊃ . . . ⊃
pl – довiльний ланцюжок первинних iдеалiв в B . Наслiдок 3.5.5
показує, що в A iснує ланцюжок первинних iдеалiв P = P0 ⊃
P1 ⊃ . . . ⊃ Pl , такий що Pi ∩B = pi . Отже, htP > ht p . З iншого
боку, якщо P = P0 ⊃ P1 ⊃ . . . ⊃ Pl – ланцюжок первинних
iдеалiв в A i pi = Pi ∩B , то в B одержимо ланцюжок первинних
iдеалiв p = p0 ⊃ p1 ⊃ . . . ⊃ pl (див. лему 3.1.14). Отже, також
ht p > htP . �

Доведення теореми 3.5.1. Покладемо d = K. dimA , h =
ht p . Спочатку доведемо цю теорему для випадку h = 1 . Ви-
користовуючи Нормалiзацiйну лему Нетера, знайдемо пiдалгебру
B ⊆ A , таку що B ≃ K[ x1, . . . , xd ] i A є цiлим над B . Оскiль-
ки B факторiальне, отже, нормальне, також ht(p ∩ B) = 1 за
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наслiдком 3.5.6. Отже, p ∩ B є головним iдеалом за тверджен-
ням 3.3.24: p ∩ B = 〈 f 〉 , де f – незвiдний многочлен. Внаслi-
док леми 1.4.10, припускаємо, що f = xmd + g1x

m−1
d + · · · + gm , де

gi ∈ K[ x1, . . . , xd−1 ] . Тодi пiдкiльце B′ = K[ x1, x2, . . . , xd−1, f ] та-
кож iзоморфне K[ x1, . . . , xd ] i B є цiлим над B′ , отже, й A цiле
над B′ (див. наслiдок 1.4.9). Тому можна припустити, що B = B′ ,
тобто p∩B = 〈 xd 〉 i B = B/(p∩B) ≃ K[ x1, . . . , xd−1 ] . Але A/p цi-
ле над B , отже, K. dimA/p = K. dimB = d− 1 за теоремами 3.2.7
i 3.2.6.

Тепер використаємо iндукцiю за d . Випадок d = 1 покривається
попереднiми мiркуваннями. Отже, припустимо, що твердження є
дiйсним для афiнних алгебр розмiрностi d − 1 . Нехай ht p = h .
Розглянемо один з найдовших ланцюжкiв первинних iдеалiв, що
закiнчуються на p : 〈 0 〉 = p0 ⊂ q = p1 ⊂ p2 ⊂ . . . ⊂ ph = p .
Тодi ht q = 1 , отже, K. dimA/q = d − 1 . Але ht p/q = h − 1 ,
тому, за припущенням iндукцiї, K. dimA/p = K. dim(A/q)/(p/q) =
(d− 1)− (h− 1) = d− h . �

Наслiдок 3.5.7. Нехай X – незвiдний афiнний многовид роз-
мiрностi d , Y = V (S) ⊆ X , де S = { f1, f2, . . . , fm } ⊂ K[X ] .
Якщо Y 6= ∅ , то dimYi > d −m для кожної незвiдної компонен-
ти Yi пiдмноговиду Y . (Зокрема, якщо m < d , Y нескiнченний.)

Доведення. Нехай Y =
⋃

i Yi – незвiдний розклад Y , I =

I(Y ) =
√
〈S 〉 i pi = I(Yi) . Тодi pi є первинними компонентами I .

Отже, вони є мiнiмальними первинними iдеалами, якi мiстять S ,
тобто ht pi 6 m за наслiдком 3.3.17 i dimYi = K. dimK[X ]/pi >
d−m за теоремою 3.5.1. �

Вправи 3.5.8. Нехай X – незвiдний афiнний многовид розмiр-
ностi n , A = K[X ] i Y – замкнений пiдмноговид X .

(1) Припустимо, що Y = V (f1, f2, . . . , fm) , де fi ∈ A . Дове-
дiть, що всi компоненти Y мають розмiрнiсть n−m тодi
й лише тодi, коли для кожного k = 1, . . . , m клас fk в
K[x ]/

√
〈 f1, f2, . . . , fk−1 〉 не є дiльником нуля.

В цьому випадку кажуть, що Y є множинним пов-
ним перетином у X . Якщо, бiльш того, 〈 f1, f2, . . . , fm 〉 =
I(Y ) , кажуть, що Y є повним перетином у X .

(2) Якщо Y незвiдний i codimY = m , доведiть, що iснують
елементи f1, f2, . . . , fm ∈ A , такi що Y є компонентою
Z = V (f1, f2, . . . , fm) i всi компоненти Z також мають
кoрозмiрнiсть m .

Зокрема, для кожної точки p ∈ X , iснують n елементiв
f1, f2, . . . , fn ∈ A , таких що V (f1, f2, . . . , fn) скiнченна й
мiстить p .
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(3) Нехай X = V (xy − z2) ⊂ A3 , Y = V (x) ⊂ X , де x –
образ x в K[X ] . Показати, що Y є множиним повним
перетином, але не повним перетином у X .

Вказiвка: Використайте вправу 3.3.15.

Зазначимо ще одну властивiсть пiдмноговидiв афiнних просто-
рiв.

Вправа 3.5.9. Нехай X, Y – незвiднi пiдмноговиди An розмiр-
ностей, вiдповiдно, m i k , такi що X ∩ Y 6= ∅ . Доведiть, що коли
Z – незвiдна компонента X ∩ Y , то dimZ > m+ k − n .

Вказiвка: Використайте iзоморфiзм Z ≃ (X × Y ) ∩∆An ⊆ An ×
An ≃ A2n i запишiть рiвняння, якi визначають ∆n

A в A2n .

Аналогiчнi й деякою мiрою навiть кращi результати можна одер-
жати для проективних многовидiв. Нехай X = PV (S) ⊆ Pn – про-
ективний многовид, де S ⊆ K[x ] = K[ x0, x1, . . . , xn ] . Нагадаємо,
що (афiнний) конус над X – це, за означенням, афiнний многовид
X̃ = V (S) ⊆ An+1 . Звичайно, замкнений пiдмноговид Z ⊆ An+1

є конусом над деяким проективним многовидом тодi й лише то-
дi, коли I(Z) є однорiдним iдеалом. Ми розглядатимемо { 0 } як
афiнний конус над порожньою множиною.

Твердження 3.5.10. Нехай X ⊆ Pn – проективний многовид,

X̃ афiнний конус над X . Тодi:

(1) X є незвiдним тодi й лише тодi, коли таким є X̃ .

(2) Незвiднi компоненти X̃ збiгаються з афiнними конусами
над незвiдними компонентами X .

(3) Якщо X незвiдний, то K(X̃) ≃ K(X)(t) , де t трансцен-
дентний над K(X) .

(4) dim X̃ = dimX + 1 .

Доведення. 1 випливає з рiвностi I(X̃) = I(X) , оскiльки
афiнний або проективний многовид є незвiдним тодi й лише тодi,
коли його iдеал первинний.

2. Нехай X =
⋃

iXi – незвiдний розклад X . Тодi X̃ =
⋃

i X̃i i
всi X̃i незвiднi, отже, це незвiдний розклад X̃ .

3. Припустимо, що X незвiдний, i виберемо i таким, що X ∩
An

i = U 6= 0 . Тодi U – вiдкрита щiльна в X , отже, K(X) =
K(U) . Для спрощення позначень припустимо, що i = 0 . Афiнними
координатами на U є xi/x0 ( i = 1, . . . , n ), отже, рацiональними
функцiями на U є обмеження рацiональних часток F/G , де F,G ∈
K[x ] однорiднi i deg F = degG . Афiнними координатами на X̃

є x0, x1, . . . , xn , отже, K(X̃) = K(U)(t) , де t позначає обмеження
x0 на X̃ (воно є ненульовим, оскiльки X ∩ An

0 6= ∅ ). Припустимо,
що tk+a1t

k−1+ · · ·+ak = 0 , де ai ∈ K(U) . Ця рiвнiсть означає, що
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F0x
k
0+F1x

k−1
0 + · · ·+Fk ∈ I(X) для деяких однорiдних многочленiв

Fi , якi всi мають однаковий степiнь i F0 /∈ I(X) . Оскiльки I(X)
однорiдний, звiдси випливає, що F0x

k
0 ∈ I(X) , отже, x0 ∈ I(X) ,

бо I(X) первинний. Тодi X ∩ An
0 = ∅ , що протирiчить нашому

припущенню. Тому t трансцендентний над K(X) .
4 очевидно випливає з 2 i 3 . �

Тепер перенесемо всi “афiннi” результати на проективний випа-
док.

Наслiдок 3.5.11. Нехай X ⊆ Pn – незвiдний проективний мно-
говид розмiрностi d , Y = PV (S) ∩ X , де S = {F1, F2, . . . , Fm }
i m 6 d . Тодi Y 6= ∅ i dimYi > d − m для кожної незвiдної
компоненти Yi пiдмноговиду Y .

Зокрема якщо m = 1 i X 6⊆ PV (S) , то dimYi = m− 1 .

Доведення. Звичайно, Ỹ = V (S) ∩ X̃ . Зокрема, оскiльки S

складається з однорiдних многочленiв, Ỹ 6= ∅ . Оскiльки dim X̃ =

d+ 1 , наслiдок 3.5.7 показує, що всi компоненти Ỹ мають розмiр-
нiсть принаймнi d+ 1 −m > 0 . Зокрема, Ỹ 6= { 0 } , отже, Y 6= ∅ .
За твердженням 3.5.10, всi компоненти Y мають розмiрнiсть при-
наймнi d−m . �

Вправи 3.5.12. (1) Нехай X ⊂ Pn – проективний многовид,
такий що всi компоненти X мають розмiрнiсть n− 1 . До-
ведiть, що X є гiперповерхнею в Pn .

(2) Нехай X, Y ⊆ Pn – незвiднi пiдмноговиди розмiрностей,
вiдповiдно, m i k . Доведiть, що коли m+k 6 n , X∩Y 6= ∅
i dimZ > m + k − n для кожної компоненти Z перетину
X ∩ Y .

(3) Нехай X ⊆ Pn – проективний многовид. Доведiть, що
dimX = m − 1 , де m – мiнiмальне цiле, таке що iсну-
ють m гiперповерхонь H1, H2, . . . , Hm ⊂ Pn , для яких X∩
(
⋂m

i=1Hi) = ∅ .
(4) Доведiть що Pm×Pn 6≃ Pm+n для довiльних додатнiх m,n .

3.6. Розмiрностi шарiв

Нехай f : X → Y – морфiзм алгебричних многовидiв. Для ко-
жної точки p ∈ Y шар f−1(p) є замкненим пiдмноговидом X .
Наступний результат описує можливостi для його розмiрностi.

Теорема 3.6.1. Нехай f : X → Y – домiнантний морфiзм не-
звiдних алгебричних многовидiв. Тодi:

(1) Для кожного p ∈ Im f i для кожної компоненти Z шару
f−1(p) dimZ > dimX − dimY .

(2) Y мiстить вiдкриту щiльну пiдмножину U ⊆ Im f , для
всiх точок p якої dim f−1(p) = dimX − dimY (отже,
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dimZ = dimX − dimY для кожної компоненти Z шару
f−1(p) ).

Доведення. Замiнивши Y афiнним околом p , а X афiнним
околом довiльної точки z ∈ f−1(p) , можна припустити, що X та Y
афiннi. Тодi iснує скiнченне домiнантне вiдображення ϕ : Y → An ,
де m = dim Y (теорема 3.2.5). Для кожної точки q ∈ An ϕ−1(q)
скiнченна (див. теорему 3.1.12): ϕ−1(q) = { p1, p2, . . . , pk } . Отже,
(ϕ ◦ f)−1(q) =

⊔k

i=1 f
−1(pi) (незв’язне об’єднання) i незвiднi ком-

поненти кожного f−1(pi) є також незвiдними компонентами (ϕ ◦
f)−1(q) . Тому можна припустити, що Y = An . Для кожної точки
p ∈ An mp породжений n многочленами: mp = 〈 h1, h2, . . . , hn 〉 .
Отже, f−1(p) = V (f ∗(h1), . . . , f

∗(hn)) i твердження 1 випливає з
наслiдку 3.5.7.

Для доведення 2 використаємо тi самi мiркування, що й у теоремi
Шеваллє (теорема 3.1.17). А саме, розглянемо B = K[ x1, . . . , xn ]
як пiдалгебру A = K[X ] (образ f ∗ ), виберемо базу трансцен-
дентностi { a1, a2, . . . , ad } поля K(X) над K( x1, . . . , xm ) , таку що
ai ∈ A , i розглянемо алгебричнi рiвняння ci0a

k
i +ci1a

k−1
i + · · ·+cik =

0 для множини твiрних { a1, a2, . . . , ar } алгебри A над B[ a1, . . . ,
ad ] ≃ K[ x1, . . . , xd+n ] , де cij ∈ K[ x1, . . . , xd+n ] . Тодi d = m−n , де
m = tr. degK(X) = dimX (див. наслiдок A.3). Бiльш того, якщо
V = D(g) ⊆ An , де g =

∏k

i=1 ci0 , обмеження f на f−1(V ) розкла-
дається як f−1(V )

ϕ−→ V
π−→ An , де ϕ – скiнченне вiдображення,

а π – проекцiя. Покладемо U = π(V ) . Вона вiдкрита (отже, щiль-
на), i для будь-якого p ∈ U обмеження ϕ на f−1(p) дає скiнченне
вiдображення f−1(p)→ π−1(p) ≃ Ad (див. вправу 3.1.10(4)). Тому,
dim f−1(p) = d = m− n . �

Наслiдок 3.6.2. Нехай f : X → Y сюр’єктивний морфiзм не-
звiдних алгебричних многовидiв, Yd = { p ∈ Y | dim f−1(y) > d } .
Тодi всi пiдмножини Yd замкненi в Y .

Iнакще кажучи, функцiя Y → N , p 7→ dim f−1(p) , напiвнепе-
рервна зверху .

Доведення. За теоремою 3.6.1, Yd = Y , якщо d 6 m − n , де
m = dimX , n = dimY , й iснує власна замкнена пiдмножина Z ⊆
Y , така що Yd ⊆ Z для d > n−m . Нехай Z =

⋃k

i=1 Zi – незвiдний
розклад Z . Використовуючи нетерову iндукцiю, припустимо, що
для кожного d Zid = { z ∈ Zi | dim f−1(z) > d } замкнена в Zi , а
тому й у Y . Оскiльки Yd =

⋃k

i=1 Zid , вона також замкнена. �

Вправа 3.6.3. Розглянемо квадратичне кремонове перетворен-
ня, тобто вiдображення ϕ : P2 → P2 : ϕ(x0, x1, x2) = (x1x2 : x2x0 :
x0x1) . Знайти всi шари ϕ−1(p) . Де dimϕ−1(p) 6= 0 ?

Використаємо теорему 3.6.1 до дiй алгебричних груп. Введемо
спочатку необхiднi означення.
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Означення 3.6.4. (1) Алгебрична група - це алгебричний
многовид G з законом множення µ : G×G→ G , (g, h) 7→
gh таким що:
(a) G з законом множення µ є групою;
(b) вiдображення µ i δ : G→ G , δ(g) = g−1 , регулярнi.

(2) Нехай G – алгебрична група, X – алгебричний многовид.
Дiя G на X – це регулярне вiдображення G × X → X ,
(g, p)→ gp , таке що:
(a) 1p = p для всiх p ∈ X ( 1 позначає одиницю групи

G );
(b) g(hp) = (gh)p для всiх g, h ∈ G , p ∈ X .

(3) Нехай алгебрична група G дiє на многовидi X . Стабi-
лiзатор елемента p ∈ X у групi G – це пiдгрупа St p =
{ g ∈ G | gp = p } . Орбiта Gp цього елемента - це множина
{ gp | g ∈ G } .

Приклад 3.6.5. Розглянемо повну лiнiйну групу G = GL(n,K) .
Вона збiгається з головною вiдкритою пiдмножиною D(det) ⊂ Mat

(n× n,K) ≃ An2

. Тому G є афiнним многовидом i K[G ] = K[ xij ]
[ det−1 ] . Тодi формула для добутку матриць i оберненої матрицi
показує, що G є дiйсно алгебричною групою.

Багато груп походять вiд замкнених пiдгруп GL(n,K) . Напри-
клад, спецiальна лiнiйна група SL(n,K) = { g ∈ GL(n,K) | det g =
1 } ; ортогональна група O(n,K) =

{
g ∈ GL(n,K) | gg⊤ = 1

}
та

iншi. Можна довести, що будь-яка афiнна група, тобто алгебрична
група, чий пiдлеглий многовид є афiнним, iзоморфна замкненiй
пiдгрупi GL(n,K) .

Вiдзначимо наступнi очевиднi факти.

Твердження 3.6.6. Нехай алгебрична група G дiє на многовидi
X . Для будь-якого елемента p ∈ X :

(1) St p – замкнена пiдгрупа в G .
(2) Gp – пiдмноговид (тобто локально замкнена пiдмножи-

на) в X .
(3) dimGp = dimG− dimSt p .

Доведення. Розглянемо вiдображення f : G → X , g → gp .
Воно є регулярним. Тепер 1 є очевидним, оскiльки St p = f−1(p) .
За теоремою 3.1.17, Gp конструктивна, отже, мiстить вiдкриту пiд-
множину V свого замикання Gp . Виберемо точку v ∈ V . Тодi
Gp = Gv . Якщо z ∈ Gv, z = gv, то z ∈ gV i gV вiдкрита в
g(Gp) = g(Gp) = Gp , оскiльки вiдображення x→ gx є автоморфi-
змом алгебричного многовиду X . Отже, Gp =

⋃
g∈G gV вiдкрита в

Gp , тобто локально замкнена в X , що доводить 2. Для доведення
3 припустимо спочатку G незвiдним. Тодi Gp є також незвiдним.
Якщо y = gp ∈ Gp , легко перевiрити, що f−1(y) = g St p ≃ St p (як
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многовиди). Отже, за теоремою 3.6.1, dimGp = dimG − dimSt p .
Загальний випадок одержуємо з наступного зауваження, яке про-
понується як проста вправа.

Вправи 3.6.7. (1) Нехай G алгебрична група, G◦ – її не-
звiдна компонента, яка мiстить 1 . Тодi G◦ – нормальна
замкнена пiдгрупа скiнченного iндекса в G i кожна незвi-
дна компонента G має вигляд gG◦ для деякого g ∈ G .

(2) Двi рiзнi незвiднi компоненти не мають спiльних точок. От-
же, зокрема, незвiднi компоненти збiгаються зi зв’язними
компонентами G . Зокрема, G незвiдна тодi й лише тодi,
коли вона зв’язна.

(3) Доведiть твердження 3.6.6 для звiдної групи G .

�

Наступний результат часто буває корисним.

Твердження 3.6.8. Нехай алгебрична група G дiє на незвi-
дному алгебричному многовидi X . Тодi iснує вiдкрита множина
V ⊆ X , така що dimGv = max {dimGp | p ∈ X } для кожного
v ∈ V .

Доведення. Розглянемо випадок, коли G зв’язна (або, що
те саме, незвiдна); незв’язний випадок лишається як легка впра-
ва. Розглянемо регулярне вiдображення ϕ : G × X → X × X ,
ϕ(g, p) = (gp, p) . Нехай Γ = ϕ−1(∆X) i ψ = prX ◦ϕ|Γ (не має зна-
чення, яку з двох проекцiй ми вибираємо). Тодi ψ сюр’єктивне i
ψ−1(p) = St p × { p } ≃ St p для кожної точки p ∈ X . За теоре-
мою 3.6.1, iснує вiдкрита пiдмножина V ⊆ X , така що dimSt v =
min { dimSt p | p ∈ X } для будь-якого v ∈ V . Тодi, за тверджен-
ням 3.6.6, dimGv = max { dimGp | p ∈ X } . �

Зазначимо ще один досить корисний наслiдок.

Наслiдок 3.6.9. Нехай алгебрична група G дiє на незвiдному
многовидi X й iснує лише скiнченна кiлькiсть орбiт G на X . То-
дi iснує вiдкрита орбiта й dimX 6 dimG−min {dim St p | p ∈ X } .

Доведення. Ми маємо X =
⋃m

i=1Gpi , отже, X =
⋃m

i=1Gpi .
Оскiльки X незвiдний, iснує j , такий що X = Gpj . Тодi Gpj
вiдкрита в X за твердженням 3.6.6 i dimX = dimGpj = dimG −
dimSt pj . �

3.7. Нормалiзацiя

Iснує досить проста процедура, яка дозволяє звести багато пи-
тань, що стосуються алгебричних многовидiв, до випадку нормаль-
них многовидiв. Спочатку введемо вiдповiднi означення.
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Означення 3.7.1. Нехай X – алгебричний многовид. Нормалi-

зацiя X – це, за означенням, скiнченне вiдображення ν : X̃ → X ,
таке що X̃ є нормальним, а ν бiрацiональним.

Теорема 3.7.2. Для кожного незвiдного алгебричного многовиду

X iснує нормалiзацiя ν : X̃ → X . Бiльш того, якщо ν ′ : X ′ → X

– iнша нормалiзацiя, то iснує єдиний iзоморфiзм f : X ′ → X̃ ,
такий що ν ′ = ν ◦ f .

Часто звуть сам X̃ нормалiзацiєю X (особливо беручи до уваги
єдинiсть ν з точнiстю до автоморфiзма X̃ ).

Доведення. Нехай X – афiнний многовид, A = K[X ] , Q –
поле часток A i Ã – цiле замикання A в Q , тобто множина всiх
елементiв Q , якi є цiлими над A . Використаємо наступну лему,
яку доведемо пiзнiше.

Лема 3.7.3. Нехай A – цiла афiнна алгебра, Q – її поле часток,
F – скiнченне розширення Q i B – цiле замикання A в F . Тодi
B скiнченно породжене як A-модуль. (Зокрема, воно також є
афiнною алгеброю.)

Згiдно з цiєю лемою, Ã – афiнна алгебра, отже, Ã = K[X̃ ]

для деякого нормального алгебричного многовиду X̃ . Включен-
ня A → Ã призводить до скiнченного морфiзму ν : Ã → A .
Вiн також є бiрацiональним, оскiльки поле часток Ã збiгається з
Q . Отже, ν є нормалiзацiєю X . Припустимо, що ν ′ : X ′ → X –
iнша нормалiзацiя. Тодi X ′ – також афiнний многовид (див. на-
слiдок 3.1.3). Покладемо A′ = K[X ′ ] . Оскiльки ν ′ домiнантний,
вiн породжує занурення ν ′∗ : A′ → A . Бiльш того, оскiльки ν ′

бiрацiональний, ν ′∗ породжує iзоморфiзм Q′ → Q , де Q′ – поле
часток A′ . Позначимо цей iзоморфiзм ϕ i розглянемо ϕ(A′) як
пiдкiльце Q . Воно мiстить A i є цiлим над A , отже, воно мiсти-
ться в Ã . Бiльш того, Ã є цiлим над ϕ(A′) (оскiльки воно є цiлим
над A ), отже, Ã = ϕ(A′) (оскiльки A′ нормальне), тобто ϕ поро-
джує iзоморфiзм A′ на Ã . За твердженням 1.2.2, iснує iзоморфiзм
f : X ′ → X̃ , такий що f ∗ : Ã→ A′ є iзоморфiзмом, оберненим до
ϕ . Тодi ν ′ = ν ◦ f . Єдинiсть f одразу випливає з того, що ν i ν ′

домiнантнi.
Нехай тепер X – довiльний незвiдний многовид, X =

⋃m

i=1Xi –
його вiдкрите афiнне покриття. Спершу доведемо єдинiсть норма-
лiзацiї (якщо вона iснує). Дiйсно, нехай ν : X̃ → X i ν ′ : X ′ → X

– двi нормалiзацiї, X̃i = ν−1(Xi) i X ′
i = ν ′−1(Xi) . Тодi X̃i i X ′

i –
нормалiзацiї Xi , отже, iснують єдинi iзоморфiзми fi : X

′
i

∼→ X̃i ,
такi що ν ′X′

i
= νi|X̃i

◦ fi . Очевидно, fi i fj збiгаються на X ′
i ∩X ′

j ,

отже, їх можна склеїти в iзоморфiзм f : X ′ → X̃ .
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Для доведення iснування позначимо через νi : X̃i → Xi нор-
малiзацiю Xi , X̃ij = ν−1

i (Xi ∩ Xj) . Обмеження, νij , νi на X̃ij є,
очевидно, нормалiзацiєю Xi ∩Xj . Внаслiдок єдиностi нормалiзацiї
iснує єдиний iзоморфiзм ϕij : X̃ij → X̃ji , такий що νij = νji ◦ ϕij .
Бiльш того, для будь-якої трiйки iндексiв i, j, k , ϕik = ϕjk ◦ ϕij на
прообразi ϕ−1

ij (X̃jk) = ν−1
i (Xi ∩ Xj ∩ Xk) (оскiльки всi νij сюр’є-

ктивнi). Звичайно, також X̃ii = X̃i i ϕii = id . Тому, ми можемо
вжити наступну “процедуру склеювання”:

Твердження 3.7.4. Припустимо, що дано множину просторiв
з функцiями Zi , вiдкритi пiдмножини Zij ⊆ Zi , заданi для ко-

жної пари i, j , та iзоморфiзми ηij : Zij
∼→ Zji , якi задовольняють

наступним умовам:

(1) Zii = Zi i ηii = id для кожного i .
(2) Для кожної трiйки iндексiв i, j, k Zij ∩ ηji(Zjk) ⊆ Zik i

обмеження ηik та ηjk ◦ ηij на цей перетин спiвпадають.

Покладемо Z =
⋃

iZi/ ∼ , де z ∼ z′ означає, що z ∈ Zij i z′ =
ηij(z) для деякої пари i, j . Назвемо пiдмножину U ⊆ Z вiдкри-
тою, якщо U∩Zi вiдкрита для кожного Zi , i визначимо OZ(U) як
множину всiх функцiй f : U → K , таких що f |U∩Zi

∈ OZi
(U∩Zi)

для кожного i . Тодi:

(1) (Z,OZ) – простiр з функцiями.
(2) OZi

z ≃ OZ
z для кожного z ∈ Zi .

(3) Якщо кожна Zi є алгебричним многовидом i їхня кiль-
кiсть скiнченна, то Z також є алгебричним многовидом.

(4) Якщо для кожного i задано морфiзм просторiв з функцi-
ями fi : Zi → X , такий що fi|Zij

= fj◦ηij|Zij
для всiх i, j ,

то iснує єдиний морфiзм f : Z → X , такий що f |Zi
= fi

для всiх i .

Доведення цього твердження, яке складається з рутинних пере-
вiрок, пропонується як вправа.

Застосувавши твердження 3.7.4 до многовидiв X̃i й iзоморфiзмiв
ϕij , ми одержимо алгебричний многовид X̃ , який є нормальним,
оскiльки всi X̃i є нормальними. Бiльш того, одержимо морфiзм
ν : X̃ → X , такий що ν|X̃i

= νi . Оскiльки кожен з νi скiнчен-
ний, ν також скiнченний. Вiн є також бiрацiональним, оскiльки
кожен Xi щiльний в X i X̃i щiльний в X̃ . Отже, ν : X̃ → X є
нормалiзацiєю. �

Зауважимо, що, внаслiдок вправ 3.1.16, нормалiзацiя вiдокрем-
люваного многовиду є вiдокремлюваною, а нормалiзацiя повного
многовиду – повною. Насправдi, можна довести, що нормалiзацiя
проективного (квазiпроективного) многовиду завжди проективна
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(квазiпроективна). Однак це доведення є досить складним i ми йо-
го тут не наводимо. Навпаки, випадок кривих набагато простiший
i його можна доведiть за допомогою наступної леми, яка має також
незалежний iнтерес.

Лема 3.7.5 (Лема Чжоу). Для кожного незвiдного многовиду X
iснує квазiпроективний многовид X ′ i сюр’єктивний морфiзм f :
X ′ → X , який є бiрацiональним вiдображенням. Якщо X повний,
X ′ можна вибрати проективним.

Доведення. Нехай X =
⋃k

i=1 Ui – вiдкрите афiнне покриття
X , U =

⋂k

i=1 Ui . Оскiльки X незвiдний, U щiльна. Можна за-
нурити кожну Ui у проективний простiр. Позначимо через Xi її
замикання там; вони є проективними многовидами, отже, їхнiй до-
буток P =

∏k

i=1Xi є також проективним. Розглянемо “дiагональ-
не” вiдображення ϕ : U → X × P : p 7→ (p, p, . . . , p) i покладемо
X ′ = Imϕ (замикання). Нехай f i g – обмеження на X ′ , вiдпо-
вiдно, проекцiй prX i prP . Доведемо, що f є бiрацiональним, а g
є зануренням. Це доводить лему. (Зауважимо, що коли X повний,
таким є й X ′ ; отже, в цьому випадку Im g ≃ X ′ є проективним
многовидом.)

Нехай V = f−1(U) = X ′ ∩ (U × P ) . Оскiльки Imϕ збiгається
з графiком дiагонального вiдображення U → P , вiн замкнений в
U × P , отже, V = X ′ ∩ (U × P ) = Imϕ i проекцiя V → U є
iзоморфiзмом. Оскiльки U i V щiльнi, вiдповiдно, в X i X ′ , f
бiрацiональне.

Нехай тепер pri = prXi
: P → Xi i Vi = pr−1

i (Ui) . Обмежен-
ня pri ◦g на V = f−1(U) збiгається з f |V : V → U . Оскiльки V
щiльна, вони також спiвпадають на Ui , тобто g−1(Vi) = f−1(Ui)

i
⋃k

i=1 g
−1(Vi) = X ′ . Тому маємо лише показати, що обмеження

g на g−1(Vi) є зануренням (оскiльки поняття занурення є, очеви-
дно, локальним). Покладемо Pi =

∏
j 6=iXj . Тодi Vi ⊆ Ui × Pi i

g−1(Vi) ⊆ X × Ui × Pi . Бiльш того, g−1(Vi) збiгається з перетином
X ′ з графiком Zi композицiї Ui × Pi

pri−→ Ui → X (друга стрiлка
позначає занурення). Але Zi замкнена в X × Ui × Pi i prP вiд-
ображає її iзоморфно на Vi = Ui × Pi . Оскiльки g−1(Vi) = X ′ ∩ Zi

замкнена в Zi , g|g−1(Vi) є зануренням. �

Наслiдок 3.7.6. Повна нормальна крива проективна. Зокрема,
нормалiзацiя повної (наприклад, проективної) кривої є проектив-
ною.

Доведення. Якщо f : X ′ → X – бiрацiональний морфiзм, X ′

проективний i X нормальний, то обернене рацiональне вiдображе-
ння f−1 : X → X ′ є регулярним (див. наслiдок 3.4.13), тобто f –
iзоморфiзм. �
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Вправа 3.7.7. Доведiть що для кожного скiнченно породженого
розширення L ⊃ K степеня трансцендентностi 1 iснує єдина прое-
ктивна нормальна крива X , така що L = K(X) . Бiльш того, якщо
L′ ⊂ K – iнше скiнченно породжене розширення степеня трансцен-
дентностi 1 , L′ ≃ K(X ′) для нормальної проективної кривої X ′ ,
то кожний гомоморфiзм L → L′ iндукується єдиним морфiзмом
X ′ → X .

(Можна сказати, що категорiя скiнченно породжених розширень
K степеня трансцендентностi 1 є двоїстою до категорiї нормаль-
них проективних кривих. Отже, в деякому розумiннi, теорiя нор-
мальних проективних кривих є частиною теорiї полiв.)

Вправа 3.7.8. Нехай Y – нормальний, X – повний многовид i
f : Y → X – рацiональне вiдображення. Доведiть, що codimZ > 2
для кожної компоненти Z множини Irr(f) .

Вправа 3.7.9. Нехай X – алгебричний многовид, X =
⋃m

i=1Xi –
його незвiдний розклад. Показати, що вiдображення

⊔m

i=1Xi → X
(
⊔

означає незв’язне об’єднання), яке є тотожнiм на кожному Xi ,
є скiнченним i бiрацiональним. Вивести, що iснує скiнченне бiра-
цiональне вiдображення ν :

⊔m

i=1 X̃i → X , де X̃i є нормалiзацiєю
Xi .

Ми ще маємо довести лему 3.7.3. Щоб це зробити, спочатку трохи
уточнимо Нормалiзацiйну лему Нетера.

Лема 3.7.10. Нехай A – цiла афiнна алгебра, Q – її поле ча-
сток. Iснує пiдалгебра B ⊆ A , така що:

(1) B ≃ K[ x1, . . . , xn ] .
(2) A цiла над B .
(3) Q сепарабельне над полем часток F кiльця B .

Доведення. Доведення Нормалiзацiйної леми Нетера потре-
бує лише маленької змiни. Звичайно, треба розглядати лише випа-
док, коли charK = p > 0 .

Нехай A = K[ a1, . . . , an ] . Точно так, як i в доведеннi Нормалi-
зацiйної леми Нетера, знайдемо многочлен F , такий що F (a1, a2,
. . . , an) = 0 . Оскiльки A цiла, F можна вибрати незвiдним. Тодi
iснує iндекс i , такий що ∂F/∂xi 6= 0 (див. доведення тверджен-
ня A.4). Можна припустити, що i = n . Застосуємо автоморфiзм
K[ x1, x2, . . . , xn ] , як у лемi 1.4.10, але з t , яке є кратним p . То-
дi ∂(ϕ(F ))/∂xn = ∂F/∂xn 6= 0 . Отже, можна припустити, що A

є цiлою над A′ = K[ a1, . . . , an−1 ] i Q сепарабельне над кiльцем
часток A′ . Очевидна iндукцiя завершує доведення. �

Тепер лема 3.7.3 є безпосереднiм наслiдком наступного загаль-
ного результату.
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Твердження 3.7.11. Нехай A – нормальне нетерове кiльце з
полем часток Q , L – скiнченне сепарабельне розширення Q . Тодi
цiле замикання B кiльця A в L є скiнченно породженим A-
модулем.

Доведення. Нагадаємо, що розширення L ⊆ Q є сепарабель-
ним тодi й лише тодi, коли бiлiнiйна форма L× L→ K , (a, b) 7→
Tr(ab) , є невиродженною. Нехай { a1, a2, . . . , an } – база L над Q ,
така що всi ai цiлi над A , { a∗1, a∗2, . . . , a∗n } – двоїста база, тоб-
то така, що Tr(aia

∗
j ) = δij . Якщо елемент b =

∑n

i=1 cia
∗
i ∈ L

( ci ∈ A ) цiлий над A , такими є й усi добутки bai . Зокрема,
Tr(bai) = ci ∈ A (оскiльки A нормальне; див. лему 3.4.5). Тому
B є пiдмодулем скiнченно породженого A-модуля 〈 a∗1, a∗2, . . . , a∗n 〉 ,
отже, теж є скiнченно породженим (див. твердження 1.4.6). �
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Роздiл 4

Регулярнi та особливi точки

4.1. Регулярнi кiльця та гладкi многовиди

Означення 4.1.1. Нехай A – локальне нетерове кiльце з макси-
мальним iдеалом m .

(1) Назвемо розмiрнiстю занурення кiльця A число твiрних
#A(m) m як A-модуля. Позначимо розмiрнiсть занурення
A через e. dimA .

Вiдповiдно до наслiдку 3.3.17, e. dimA > K. dimA .
(2) Назвемо кiльце A регулярним, якщо e. dimA = K. dimA .

Нагадаємо, що e. dimA = dimK m/m2 , де K = A/m (див. наслi-
док 3.3.13).

Означення 4.1.2. Нехай X – алгебричний многовид, p ∈ X .
(1) Назвемо точку p регулярною (на X ), якщо локальне кiль-

це OX,p регулярне; iнакше назвемо цю точку особливою
(на X ). Позначимо через Xreg множину всiх регулярних
точок, а через Xsing – всiх особливих точок многовиду X .

(2) Назвемо многовид X гладким (або регулярним), якщо всi
точки p ∈ X регулярнi; iнакше назвемо X особливим.

Приклад 4.1.3. Афiнний простiр An i проективний простiр Pn

є гладкими многовидами. Дiйсно, dimAn = n i максимальний iдеал
кожної точки An в K[An ] = K[ x1, . . . , xn ] має n твiрних. Кожна
точка Pn має окiл, iзоморфний An .

Вiдзначимо наступний простий результат.

Твердження 4.1.4. Розмiрнiсть Крулля K. dimOX,p збiгаєть-
ся з maxdimXi , де Xi пробiгає всi компоненти X , якi мiстять
точку p .

Позначимо цей максимум через dimpX i назвемо його розмiрнi-
стю многовиду X в точцi p .

Доведення. Очевидно, можна припустити X афiнним. Не-
хай A – його координатна алгебра, mp ⊂ A – максимальний iде-
ал, який вiдповiдає точцi p , Ap = Amp

= OX,p (див. тверджен-
ня 3.3.9). Тодi m = mpAp є максимальним iдеалом Ap i кожен
ланцюжок первинних iдеалiв p0 ⊂ p1 ⊂ . . . ⊂ pl в Ap вiдповiдає
ланцюжку первинних iдеалiв A , якi мiстяться в mp (див. наслi-
док 3.3.8). Але такий ланцюжок збiгається з ланцюжком незвiдних
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пiдмноговидiв X , що мiстять p , якi завжди мiстяться в деякiй не-
звiднiй компонентi (остання, звичайно, мiстить p ). Отже, дiйсно
K. dimOX,p = maxdimXi . �

Надалi позначимо mX,p максимальний iдеал локального кiльця
OX,p i покладемо e. dimpX = e. dimOX,p (розмiрнiсть занурення
X в точцi p ). Отже, точка p є регулярною на X тодi й лише тодi,
коли dimpX = e. dimpX .

Вправа 4.1.5. Нехай X – нормальний многовид, Z – компонен-
та множини Xsing його особливих точок. Довести, що codimZ > 2 .

Вказiвка: Якщо codimZ = 1 , можна припустити, що X є афiн-
ним i I(Z) є головним в K[X ] . Показати, що коли z є регулярною
точкою Z , вона є також регулярною точкою X .

Ми збираємося встановити критерiй регулярностi точки алге-
бричного многовиду. Оскiльки це поняття є локальним, ми розгля-
немо лише афiнний випадок.

Теорема 4.1.6 (Якобiєв критерiй). Нехай X ⊆ An – афiнний
многовид, I = I(X) = 〈F1, F2, . . . , Fm 〉 i p ∈ X . Точка p є ре-
гулярною на X тодi й лише тодi, коли Jrkp(I) = n − dimpX ,

де Jrkp(I) означає ранг матрицi

(
∂Fi

∂xj
(p)

)
( i = 1, . . . , m, j =

1, . . . , n ).

Доведення. Щоб спростити позначення, припустимо що p =
(0, . . . , 0) . Нехай A = K[X ] = K[ x1, . . . , xn ]/I , m = mp = n/I ,
де n = 〈 x1, x2, . . . , xn 〉 ⊂ K[x ] . Тодi e. dimA = dimKm/m2 =
dimK n/(n2 + I) = dimK n/n2 − dimK(n

2 + I)/n2 = n − dimK(n
2 +

I)/n2 . Остання розмiрнiсть, очевидно, дорiвнює числу лiнiйно неза-
лежних форм серед F

(1)
1 , F

(1)
2 , . . . , F

(1)
m , де F

(1)
i означає лiнiйну ча-

стину Fi , яка дорiвнює
∑n

j=1 xj∂Fi/∂xj(p) . Звiдси випливає твер-
дження теореми. �

Вправа 4.1.7 (Проективний якобiєв критерiй). Нехай X ⊂ Pn

– проективний многовид, I(X) = 〈F1, F2, . . . , Fm 〉 . Довести, що
точка p ∈ X є регулярною тодi й лише тодi, коли rk(∂Fi/∂xj)(p) =
n− dimpX .

Вказiвка: Розглянути канонiчне афiнне покриття. Використати
якобiєв критерiй для афiнних многовидiв i формулу Ойлера: якщо
F є однорiдним многочленом степеня d , то

∑n

j=0 ∂F/∂xj = dF ,

Наслiдок 4.1.8. Якщо X – незвiдний многовид, Xreg є вiдкри-
тою щiльною пiдмножиною в X .1

Доведення. Знову вважаємо X афiнним. З теореми 4.1.6, оче-
видно, випливає, що Xreg вiдкрита, отже, треба лише показати, що

1 Пiзнiше ми побачимо, що це є вiрним i для довiльних многовидiв.
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вона непорожня. Вiдповiдно до твердження 2.5.4, X бiрацiонально
еквiвалентний або An , або гiперповерхнi в An+1 , де n = dimX .
Оскiльки An гладкий, треба лише довести, що Xreg 6= ∅ , коли X =
V (F ) ⊂ An+1 , де F – незвiдний многочлен. Але ∂F/∂xi 6= 0 для
деякого i (див. доведення твердження A.4), отже, ∂F/∂xi /∈ 〈F 〉
(оскiльки вiн меншого степеня). Тому iснує точка p ∈ X , така що
∂F/∂xi(p) 6= 0 . За теоремою 4.1.6, ця точка є регулярною. �

4.2. Структура регулярних локальних кiлець

Теорема 4.2.1 (Теорема Артiна-Рiса). Нехай A – нетерове кiль-
це, M – скiнченно породжений A-модуль, I – iдеал в A i N –
пiдмодуль в M . Iснує цiле k > 0 , таке що In+kM∩N = In(Ik∩N)
для всiх цiлих n > 0 .

Доведення. Нехай B =
⊕∞

n=0 I
n . Оскiльки InIm ⊆ In+m ,

B можна розглядати як кiльце. Щоб уточнити “мiсце” елемента
b ∈ In в цьому кiльцi, ми часто позначатимемо його b(n) . Якщо
{ a1, a2, . . . , am } – множина твiрних iдеала I , елементи a1(1), . . . ,
am(1) породжують B як A-алгебру. Тому B iзоморфне фактор-
алгебрi A[ x1, . . . , xm ] , отже, є нетеровим (за Теоремою Гiльберта
про базу). В той самий спосiб, покладаючи M =

⊕∞
n=0 I

nM , одер-
жуємо скiнченно породжений B-модуль. За твердженням 1.4.6, вiн
є також нетеровим. Тому його пiдмодуль N =

⊕∞
n=0 I

nM ∩N скiн-
ченно породжений. Нехай { u1(k1), u2(k2), . . . , ur(kr) } – його твiрна
множина, k = max ki . Тодi для кожного n > 0 i кожного еле-
мента v ∈ Ik+nM ∩ N iснують елементи bi ∈ Ik+n−ki , такi що
v =

∑r

i=1 biui , звiдки v ∈ In(IkM ∩ n) . �

Наслiдок 4.2.2. Нехай A – нетерове кiльце, M – скiнченно
породженний A-модуль i I – iдеал A , такий що AnnM(1 + a) =
{ 0 } для кожного a ∈ I . Тодi

⋂n

i=1 I
nM = { 0 } .

Доведення. Покладемо N =
⋂n

i=1 I
nM . За теоремою Артiна-

Рiса, iснує k , таке що N = Ik+1M ∩N = I(IkM ∩N) = IN . Нехай
N = 〈 u1, u2, . . . , um 〉 . Тодi, для кожного j , uj =

∑m

i=1 aijui з aij ∈
I . Звичайнi (i вже багато разiв застосованi) аргументи показують,
що det(E − (aij))ui = 0 для всiх i . Оскiльки цей визначник має
вигляд 1 + a з a ∈ I , ui = 0 i N = { 0 } . �

Цей наслiдок, очевидно, застосовний, коли A = M – локальне
нетерове кiльце, а I = m його максимальний iдеал.

Наслiдок 4.2.3. Якщо A – локальне нетерове кiльце з макси-
мальним iдеалом m , то

⋂∞
n=1m

n = { 0 } .
Наслiдок 4.2.4. У ситуацiї наслiдку 4.2.3 N =

⋂∞
k=1(m

kM+N)
для кожного скiнченно породженного A-модуля M i його пiдмо-
дуля N .
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Доведення. Досить застосувати наслiдок 4.2.2 до фактор-мо-
дуля M/N . �

Нехай тепер A – локальне нетерове кiльце, m – його макси-
мальний iдеал, K = A/m i { t1, t2, . . . , tn } – мiнiмальна множина
твiрних m (отже, n = e. dimA > K. dimA ). Для кожного класу
λ ∈ K зафiксуємо його прообраз λ̂ в A . Зокрема, припустимо,
що 0̂ = 0 i 1̂ = 1 . Розглянемо деякий формальний степеневий ряд
F ∈ K[[ x1, . . . , xn ]] :

F =
∑

k

λkx
k =

∑

k1,k2,...,kn

λk1k2...knx
k1
1 x

k2
2 . . . xknn .

Будемо писати a ≡ F̂ (t1, t2, . . . , tn) (mod mk) , якщо a ≡∑
|k|<k λ̂kt

k

(mod mk) . (Ми пишемо k = (k1, k2, . . . , kn) , |k| = k1 + · · · + kn i
tk = tk11 . . . tknn .)

Твердження 4.2.5. Для кожного елемента a ∈ A iснує сте-
пеневий ряд F ∈ K[[ x1, . . . , xn ]] , такий що для кожного k a ≡
F̂ (t1, t2, . . . , tn) (mod mk) . Бiльш того, якщо a 6= 0 , також i F 6=
0 .

Назвемо степеневий ряд F з цими властивостями рядом Тейлора
елемента a i писатимемо a ≡ F .

Доведення. Побудуємо F =
∑∞

k=1 Fk , де Fk – форма степе-
ня k , використовуючи iндукцiю за k . Зауважимо, що порiвняння
a ≡ F̂ (t1, t2, . . . , tn) (mod mk) залежить лише вiд F0, F1, . . . , Fk−1 .
Покладемо F0 = a + m ∈ K . Припустимо, що F0, F1, . . . , Fk−1 вже
побудованi. Тодi елемент b = a −∑k−1

d=1 F̂d (t1, t2, . . . , tn) належить
до mk , отже, b =

∑
|k|=k bkt

k i можна покласти Fk =
∑

|k|=k λkx
k,

де λk = bk +m .
Якщо a ≡ 0 , то a ∈ mk для кожного k , отже, a = 0 за наслiд-

ком 4.2.3. �

Звичайно, не можна гарантувати єдинiсть ряда Тейлора. Дiй-
сно, нехай A = OX,p , де X = V (x2 − y3) ⊂ A2 i p = (0, 0) . То-
дi m = 〈 x, y 〉 . (Зауважимо, що p є особливою точкою X , отже,
e. dimA > K. dimA = 1 .) Отже, 0 i x2 − y3 – два рiзнi ряди Тей-
лора нульової функцiї. Ми побачимо, що причиною цього явища є
саме особливiсть точки p .

Теорема 4.2.6. Нехай A – локальне нетерове кiльце, m =
〈 t1, t2, . . . , tn 〉 – його максимальний iдеал (n = e. dimA ). Насту-
пнi умови еквiвалентнi:

(1) A є регулярним (тобто K. dimA = n ).
(2) Для кожного елемента a ∈ A ряд Тейлора єдиний.
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(3) Для кожного i = 1, . . . , n клас елемента ti не є дiльником
нуля в A/〈 t1, . . . , ti−1 〉 .(Для i = 1 це означає, що t1 не є
дiльником нуля в A .)

Доведення. 1⇒2 будемо доводити лише для випадку нескiн-
ченного поля лишкiв K . (Зауважимо, що для “геометричних” кi-
лець OX,p це завжди так. Вiдносно скiнченних полiв лишкiв див.
вправу 4.2.10.) Звичайно, досить довести, що коли 0 ≡ F , то F =
0 . Припустимо, що F 6= 0 i k – найменше цiле, таке що в F iсну-
ють члени степеня k . Нехай Fk – сума всiх цих членiв. Оскiльки K

нескiнченне, iснує точка (α1, α2, . . . , αn) ∈ An
K

, така що Fk(α1, α2,
. . . , αn) 6= 0 . Лiнiйна замiна змiнних переводить цю точку в (0, . . . ,
0, 1) . Така замiна вiдповiдає вибору iншої мiнiмальної множини
твiрних m . Отже, можна припустити, що Fk(0, . . . , 0, 1) 6= 0 , тоб-
то Fk = λxkn + F ′ , де λ 6= 0 i кожен член з F ′ мiстить деякi xi
з i < n . Оскiльки 0 ≡ F , це дає, що λ̂tkn +

∑n−1
i=1 biti ∈ mk+1

для деяких bi ∈ A , де λ̂ /∈ m . Тому λ̂tkn = ctk+1
n +

∑n−1
i=1 citi

для деяких ci ∈ A . Але λ̂ − ctn /∈ m , отже, вiн є обертовним i
tkn ∈ 〈 t1, t2, . . . , tn−1 〉 . Звiдси маємо, що mk ⊆ 〈 t1, t2, . . . , tn−1 〉 , а
тому m =

√
〈 t1, t2, . . . , tn−1 〉 i K. dimA = htm 6 n − 1 за наслiд-

ком 3.3.17, що протирiчить припущенню K. dimA = n .
2⇒3. Припустимо, що a /∈ I = 〈 t1, t2, . . . , ti−1 〉 . Тодi, за наслiд-

ком 4.2.4, a /∈ I + mk для деякого k . Розглянемо ряд Тейлора F
елемента a . Серед його членiв степенiв, меньших за k , принаймнi
один не мiстить жодної змiнної x1, x2, . . . , xi−1 . Але, очевидно, ряд
Тейлора tia – це xiF , звiдки tia /∈ I (навiть tia /∈ I +mk+1 ).

3⇒1 будемо доводити iндукцiєю за n = e. dimA . Якщо n = 1 ,
то K. dimA = htm = 1 за Теоремою Крулля про головний iдеал
(оскiльки t1 не є дiльником нуля). Отже, A регулярне. Припу-
стимо, що наше твердження вiрне для n − 1 . Розглянемо кiльце
A = A/〈 t1 〉 . Позначимо через a клас a в A . Максимальний iдеал
A породжується t2, . . . , tn i клас ti в A/〈 t2, . . . , ti−1 〉 не є дiль-
ником нуля для всiх i = 2, . . . , n . За iндуктивним припущенням,
K. dimA = n − 1 . Оскiльки ht p = 1 для кожного мiнiмально-
го первинного iдеала p , що мiстить t1 (за Теоремою Крулля про
головний iдеал), K. dimA > K. dimA + 1 = n . Оскiльки завжди
K. dimA 6 e. dimA , це доводить, що K. dimA = n . �

Наслiдок 4.2.7. Будь-яке регулярне локальне кiльце є редуко-
ваним (тобто не мiстить дiльникiв нуля). Бiльш того, якщо
a ∈ mk \mk+1 i b ∈ ml \ml+1 , то ab ∈ mk+l \mk+l+1 .

(Зауважимо, що, за наслiдком 4.2.3, такi числа k i l завжди
iснують для ненульових a i b .)

Доведення. Нехай a ≡ F , b ≡ G i a 6= 0, b 6= 0 . Оскiльки
ряд Тейлора єдиний i a ∈ mk \mk+1 , F мiстить члени степеня k i
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не мiстить членiв меньших степенiв. Вiдповiдно, G мiстить члени
степеня l i не мiстить членiв меньших степенiв. Тодi ab ≡ FG
(mod m)k+l+1 i FG мiстить члени степеня k + l . З єдиностi ряда
Тейлора випливає, що ab /∈ mk+l . �

Наслiдок 4.2.8. Нехай { t1, t2, . . . , tn } – мiнiмальна множина
твiрних максимального iдеала регулярного локального кiльця A .
Тодi для кожного k = 1, . . . , n фактор-кiльце A/〈 t1, t2, . . . , tk 〉 є
регулярним локальним кiльцем розмiрностi Круля n− k .

Якщо p – точка алгебричного многовида X , то OX,p редуковане
тодi й лише тодi, коли p належить лише до однiєї компоненти:
iнакше можна вибрати двi функцiї f1 i f2 такi, що f1|Y 6= 0, f1|Z =
0 , f2|Y = 0, f2|Z 6= 0 , де Y – одна з компонент, Z – об’єднання
всiх iнших компонент, якi мiстять p , звiдки f1 6= 0, f2 6= 0 в OX,p ,
але f1f2 = 0 .

Наслiдок 4.2.9. (1) Якщо точка p ∈ X регулярна, вона
належить лише однiй компонентi X .

(2) Xreg – вiдкрита щiльна пiдмножина X .

Доведення. 1 тепер очевидне. Нехай X =
⋃

iXi – незвiдний
розклад, Y =

⋃
i 6=j(Xi ∩ Xj) , U = X \ Y . Тодi Xreg ⊆ U i U є

вiдкритим щiльним в X . Бiльш того, U є незв’язним об’єднанням
своїх компонент Xi \ Y , отже, 2 витiкає з наслiдку 4.1.8. �

Вправа 4.2.10 (“Нерозгалуженi розширення”). Нехай A – ло-
кальне нетерове кiльце з максимальним iдеалом m i полем лишкiв
K = A/m , f(x) ∈ A[ x ] – унiтальний многочлен, такий що його
образ f(x) у K[ x ] є незвiдним. Покладемо B = A[ x ]/〈 f(x) 〉 ,
ξ = x+ 〈 f(x) 〉 ∈ B . Довести, що:

(1) Кожен елемент B може бути представлений єдиним спосо-
бом у виглядi a1ξ

k−1 + a2ξ
k−2 + · · · + ak , де k = deg f ,

ai ∈ A ; цей елемент є обертовним в B тодi й лише тодi,
коли ai /∈ m для деякого i .

(2) B – локальне кiльце з максимальним iдеалом mB i полем
лишкiв K′ ≃ K[ x ]/〈 f(x) 〉 .

(3) Якщо A регулярне, таким є й B . (Зауважимо, що B є
скiнченним розширенням A .)

4.3. Дотичний простiр

У цьому роздiлi A позначатиме локальне нетерове кiльце з ма-
ксимальним iдеалом m i полем лишкiв K = A/m .

Означення 4.3.1. (1) K-векторний простiр m/m2 зветься
кoдотичним простором кiльця A i позначається Θ∗

A
. Ду-

альний до нього ΘA = HomK(Θ
∗
A
,K) зветься дотичним

простором до A .
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(2) Якщо A = OX,p , де p – точка алгебричного многовиду
X , простори ΘA i Θ∗

A
звуться, вiдповiдно, дотичним i

кoдотичним просторами до многовиду X в точцi p i по-
значаються, вiдповiдно, ΘX,p та Θ∗

X,p .

Нехай B – iнше локальне нетерове кiльце з максимальним iде-
алом n . Гомоморфiзм (кiлець) ϕ : A → B зветься локальним,
якщо ϕ(m) ⊂ n . У цьому випадку ϕ породжує гомоморфiзм по-
лiв ϕ : K → L = B/n та гомоморфiзм d∗ϕ : Θ∗

A
→ Θ∗

B
. Якщо,

крiм того, ϕ є iзоморфiзмом, вiн також породжує гомоморфiзм
дуальних просторiв dϕ : ΘB → ΘA . Останнiй випадок завжди має
мiсце, коли A = OX,p , B = OY,q , а ϕ = f ∗

q iндукований морфiзмом
f : Y → X , який вiдображає q в p . У цьому випадку d∗ϕ i dϕ
позначають, вiдповiдно, d∗qf i dqf i звуть, вiдповiдно, кoдотичним
i дотичним вiдображеннями морфiзма f в точцi q .

Приклади 4.3.2. (1) Нехай p 6= m – первинний iдеал A ,
B = Ap i ϕ : A → B – природний гомоморфiзм, який
вiдображає a в a/1 . Вiн не є локальним: якщо a ∈ m \ p ,
то ϕ(a) = a/1 /∈ pB (який є максимальним iдеалом B ).

(2) З iншого боку, якщо ϕ : A → B є сюр’єктивним, то B ≃
A/I для I = Kerϕ i n ≃ m/I = ϕ(m) . Отже, ϕ завжди є
локальним i Θ∗

B
= n/n2 ≃ m/(I +m2) ≃ Θ∗

A
/I , де I = (I +

m2)/m2 ⊆ Θ∗
A

. Тому dϕ∗ сюр’єктивне, а його дуальне dϕ :
ΘB → ΘA є зануренням. (Зауважимо, що в цьому випадку
завжди B/n ≃ A/m .) Точнiше, dϕ породжує iзоморфiзм
ΘB на пiдпростiр { v | ω(v) = 0 для всiх ω ∈ I } простору
ΘA .

Дамо iншу iнтерпретацiю дотичного простору у випадку, коли
A мiстить пiдполе представникiв K , тобто пiдполе K′ , таке що
{λ+m | λ ∈ K′ } вичерпує всi класи лишкiв з K . Ототожнимо K

з K′ , ототожнюючи λ + m з λ . Тодi A = K ⊕ m , отже, кожен
елемент a ∈ A може бути записаний єдиним способом у виглядi
a = a(0) + a′ з a(0) ∈ K i a′ ∈ m . Позначимо через da клас
a′ = a− a(0) у Θ∗

A
. Можна легко перевiрити наступнi властивостi

вiдображення d : A→ Θ∗
A

.

Твердження 4.3.3. (1) d(a+ b) = da+ db ;
(2) d(λa) = λda для кожного λ ∈ K ;
(3) d(ab) = adb+ bda .

Таке вiдображення називають дерiвацiєю кiльця A в A-модуль
Θ∗

A
. Зауважимо, що aω = a(0)ω для всiх ω ∈ Θ∗

A
.

Наслiдок 4.3.4. У розглянутiй ситуацiї iснує взаємно однозна-
чна вiдповiднiсть мiж ΘA та векторним простором всiх дерi-
вацiй Der(A,K) , яке вiдображає v ∈ ΘA у дерiвацiю Dv : a 7→
v(da) .
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Доведення. Оскiльки d : A→ Θ∗
A

– дерiвацiя, а v : Θ∗
A
→ K

– лiнiйне вiдображення, Dv є дерiвацiєю. Навпаки, нехай D : A→
K – дерiвацiя. Тодi D1 = D(1 · 1) = D1 + D1 , звiдки D1 = 0 i
Dλ = λD1 = 0 для всiх λ ∈ K . Отже, D повнiстю визначається
своїми значеннями на m . З iншого боку, якщо a, b ∈ m , то D(ab) =
aDb+bDa = 0 , оскiльки й a(0) = b(0) = 0 . Отже, v = D|m дiйсно є
вiдображенням m/m2 → K , тобто елементом ΘA . Очевидно, D =
Dv . �

Надалi будемо ототожнювати елементи ΘA з вiдповiдними дерi-
вацiями A→ K ; зокрема, писатимемо v(a) замiсть Dva i т.iн.

Якщо A = OX,p для точки p многовиду X , ми звичайно пишемо
dpa , або навiть dX,pa замiсть da , де a ∈ A , тому що ми часто
розглядаємо p як точку деякого пiдмноговиду X або a як елемент
iншого локального кiльця OX,q .

Використаємо приклад 4.3.2(2), щоб описати дотичний (i кoдоти-
чний) простори до алгебричного многовиду X . Звичайно, оскiль-
ки нас цiкавить лише окiл точки p , можна припустити X афiн-
ним: X = V (F1, F2, . . . , Fr) ⊆ An . Ми завжди вважатимемо, що
I(X) = 〈F1, F2, . . . , Fr 〉 . Спочатку уточнимо випадок самого афiн-
ного простору.

Твердження 4.3.5. Для будь-якої точки p = (λ1, λ2, . . . , λn) ∈
An , { dpx1, dpx2, . . . , dpxn } є базисом Θ∗

An,p . Якщо {D1, D2, . . . ,
Dn } – дуальний базис ΘAn,p , то DiF = ∂F/∂xi(p) для кожно-
го F ∈ OAn,p .

(Зауважимо, що елементи з OAn,p можна ототожнювати з рацiо-
нальними функцiями F ∈ K( x1, . . . , xn ) , якi визначенi в p , тобто
такими, що знаменник F є ненульовим в точцi p .)

Доведення. Iдеал mp ∈ K[x ] породжений елементами x1 −
λ1, . . . , xn − λn . Отже, максимальний iдеал m ⊂ OAn,p породжує-
ться тими ж елементами. Бiльш того, це мiнiмальна система твiр-
них, оскiльки e. dimpAn = dimAn = n . Отже, їхнi класи в Θ∗

An,p ,
якi збiгаються з dpxi , складають базис кoдотичного простору. Не-
хай {D1, D2, . . . , Dn } – дуальний базис дотичного простору. Це
означає, що Di(dpxj) = δij для всiх i, j . Будь-яка рацiцональ-
на функцiя F , визначена в p , може бути записана як F (0) +∑

j ξj(xj − λi) + F ′ , де F ′ ∈ m2 . Бiльш того, ξj = ∂F/∂xj(p) . Тодi
DiF = Di(

∑
j ξjdpxj) = ξi = ∂F/∂xi(p) . �

Надалi, ми часто позначатимемо дерiвацiю Di через ∂/∂xi , або
∂/∂xi(p) , якщо треба уточнити точку p .

Нехай тепер X ⊆ An – афiнний многовид, I(X) = 〈F1, F2, . . . ,
Fr 〉 ∈ K[x ] . Тодi OX,p = OAn,p/〈F1, F2, . . . , Fr 〉 (тут це означає
твiрнi OX,p-iдеала) i Θ∗

X,p = Θ∗
An,p/〈 dpF1, dpF2, . . . , dpFr 〉 . Отже,

ΘX,p збiгається з пiдпростором {D | DFi = 0, i = 1, . . . , r } в ΘAn,p .
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Iншими словами, D =
∑

j ξj∂/∂xj належить до ΘX,p тодi й лише
тодi, коли

∑
j ξj∂Fi/∂xj(p) = 0 для всiх i = 1, . . . , r .

Розглянемо тепер морфiзм G : An → Am , заданий правилом
p 7→ (G1(p), . . . , Gm(p)) , де Gi – деякi многочлени. Нехай p ∈ An

i q = G(p) ∈ Am . Тодi, для будь-якої функцiї F ∈ OAm,q , G∗(F ) =
F (G1, G2, . . . , Gm) . Тому,

dpG(∂/∂xj)(F ) = ∂(G∗(F ))/∂xj(p) =
m∑

i=1

∂Gi/∂xj(p) · ∂F/∂yi(q) ,

отже, лiнiйне вiдображення dp у “стандартних” базисах ΘAn.p i
ΘAm,q задається значенням матрицi Якобi ∂G/∂x(p) = (∂Gi/∂xj(p)) .

Якщо X ⊆ An i Y ⊆ Am – афiннi многовиди, а g – це мор-
фiзм X у Y , вiн насправдi є обмеженням на X деякого морфiзму
G : An → Am . Звичайно, вiдображення dpg є також обмеженням
на ΘX,p дотичного вiдображення dpG , тобто воно визначається
тою ж самою матрицею Якобi. Треба лише пам’ятати, що ΘX,p

складається тiльки з деяких лiнiйних комбiнацiй
∑

j ξj∂/∂xj (див.
вище). Умова G(X) ⊆ Y гарантує, що коли така лiнiйна комбiнацiя
належить до ΘX,p , її образ при dpG належить до ΘY,q .

Вправа 4.3.6 (Дотичний конус). Нехай X – алгебричний мно-
говид, p ∈ X , m = mX,p (максимальний iдеал локального кiльця
OX,p ) i 〈 a1, a2, . . . , an 〉 – множина твiрних iдеала m . Позначимо
через Sd множину всiх однорiдних многочленiв F ∈ K[ x1, . . . , xn ]
степеня d , таких що F (a1, a2, . . . , an) ∈ md+1 , i S =

⋃∞
d=1 Sd . Афiн-

ний многовид TX,p = V (S) ⊆ An зветься дотичним конусом X в
точцi p . (Оскiльки всi многочлени з S однорiднi, це дiйсно конус.)
Довести, що:

(1) Iнший вибiр породжуючої множини m приводить до iзо-
морфного многовиду TX,p .

(2) Якщо X ⊂ An афiнний многовид, I = I(X) , p = (0, . . . , 0) ,
то TX,p = V (F (0) |F ∈ I ) , де F (0) позначає “молодшу
форму” многочлена F , тобто якщо F =

∑
k
λkx

k i d =
min { |k| | λk 6= 0 } , то F (0) =

∑
|k|=d λkx

k . Зокрема, коли
X є гiперповерхнею, тобто I(X) = 〈F 〉 , то TX,p = V (F (0)) .

(3) Морфiзм f : X → Y породжує морфiзм Tf : TX,p →
TY,f(p) , i якщо f є iзоморфiзмом, таким є й Tf .

Як виглядає TX,p , коли p є регулярною точкою?

Вправи 4.3.7. (1) Нехай X – одна з наступних плоских кри-
вих:
(a) y2 = x3 + x2 ;
(b) y2 = x3 + y3 ;
(c) x2y + xy2 = x4 .
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Перевiрити, що всi їхнi точки, за винятком 0 , регулярнi.
Знайти дотичнi конуси цих кривих в 0 . Накреслити вiдпо-
вiднi кривi (точнiше, їхнi множини дiйсних точок) разом з
їхнiми дотичними конусами в околi 0 .

(2) Нехай X – просторова поверхня: y2 = x2z .
(a) Знайти множину Xsing .
(b) Для кожного p ∈ Xsing знайти дотичний конус TX,p .
(c) Накреслити X в околi 0 .

4.4. Роздуття

Ми збираємося розглянути процедуру , яка часто дозволяє “ви-
правляти” особливостi алгебричного многовиду. Надалi нехай p –
точка алгебричного многовиду X , m = mX,p – максимальний iдеал
локального кiльця OX,p , i { t1, t2, . . . , tn } – множина твiрних m .
Елементи t1, t2, . . . , tn є регулярними функцiями в околi U точки
p . Бiльш того, зменшуючи U , можна припустити, що U є афiн-
ним i максимальний iдеал { f ∈ OX(U) | f(p) = 0 } породжується
елементами t1, t2, . . . , tn , тобто, якщо p′ ∈ U, p′ 6= p , щонайменше
одне з значень ti(p

′) є ненульовим.
Покладемо U ′ = U \ { p } i розглянемо наступну пiдмножину

Ũ ′ ⊆ U × Pn−1 :

Ũ ′ = { p′ × (y1 : · · · : yn) | p′ 6= p i ti(p
′)yj = tj(p

′)yi

для всiх i, j = 1, . . . , n }

(тут i надалi через y1, y2, . . . , yn позначено однорiднi координати в
Pn−1 ). Очевидно, Ũ ′ замкнена в U ′×Pn−1 i проекцiя prU породжує
iзоморфiзм Ũ ′ ∼→ U ′ , оберненим до якого є вiдображення p′ 7→
p′ × (t1(p

′) : · · · : tn(p′)) . Покладемо Ũ = Ũ ′ (замикання Ũ ′ в
U ×Pn−1 ). Тодi Ũ ′ вiдкрита й щiльна в Ũ . Проекцiя prU визначає
сюр’єктивний морфiзм σ : Ũ → U . Покладемо E = σ−1(p) . Це
замкнений пiдмноговид у проективному просторi Pn−1 ≃ p× Pn−1 .

Оскiльки Ũ ′ ≃ U ′ , можна склеїти X \ { p } з Ũ , використо-
вуючи цей iзоморфiзм i твердження 3.7.4. Сюр’єкцiю σ може та-
кож продовжити на X̃ , i її обмеження на X̃ \ E є iзоморфiзмом
X̃ \ E ∼→ X \ { p } . Морфiзм σ : X̃ → X звуть роздуттям много-
вида X в точцi p . Iнодi й сам многовид X̃ зветься роздуттям X
в p . Оскiльки X̃ \ E вiдкрита й щiльна в X̃ , σ є бiрацiональним
вiдображенням з Dom(σ−1) ⊇ X \{ p } . Бiльш того, σ є замкненим

вiдображенням: це так на Ũ , оскiльки Pn−1 повний, i на X̃ \ E ,
оскiльки там це iзоморфiзм. Звичайно, анi X̃ , анi σ не залежать
вiд вибору околу U . Зокрема, можна завжди зменшити U (це бу-
ває зручно, i ми часто користуємося цим зауваженням).
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Пiдмноговид E ⊂ X̃ зветься виключним пiдмноговидом або ви-
ключним шаром роздуття. Корисно зауважити, що його можна за-
дати локально одним рiвнянням. Дiйсно, розглянемо перетин Ũi =

Ũ∩U×An−1
i , де, як завжди, An−1

i ⊂ Pn−1 задається умовою yi 6= 0 .
Афiнними координатами на An−1

i є zj = yj/yi ( j = 1, . . . , n, j 6= i ).
Рiвняннями Ũ ′ в цих координатах є tj = zjti , отже, E ∩ Ũi визна-
чається (всерединi Ũi ) єдиним рiвнянням ti = 0 .

Вправи 4.4.1. Нехай σ : X̃ → X – роздуття в точцi p . Довести,
що:

(1) Якщо X є повним, X̃ також є повним.
(2) Якщо X є проективним, X̃ є також проективним.
(3) Якщо точка p є особливою, E 6= Pn−1 .

Вказiвка: Вiзмiть однорiдний многочлен F степеня k ,
такий що F (t1, t2, . . . , tn) ∈ mk+1 . Припустiть, що F = tk1 +∑k

i=2 tiFi й одержiть нетривiальне рiвняння для E ∩An−1
1 .

Хоча роздуття було визначене з використанням фiксованної мно-
жини твiрних m , воно не залежить вiд цiєї спецiальної множини.

Твердження 4.4.2. Роздуття не залежить вiд вибору твiрних
m . Точнiше, якщо { y1, y2, . . . , ym } – iнша множина твiрних m i
τ : Y → X – роздуття, побудоване за цим вибором твiрних, iснує

єдиний iзоморфiзм ϕ : X̃ → Y , такий що σ = τ ◦ ϕ .

Доведення. Єдинiсть ϕ витiкає з того, що i σ , i τ є бiрацiо-
нальними, тобто вони обертовнi на вiдкритiй щiльнiй пiдмножинi
X .

Спочатку припустимо, що i { t1, t2, . . . , tn } , i { t′1, t′2, . . . , t′m } є
мiнiмальними множинами твiрних. Тодi m = n i t′i =

∑n

j=1 aijtj
для деяких елементiв aij ∈ OX,p , таких що det(aij) /∈ m . Припу-
стимо, що aij ∈ OX(U) i det(aij) нiде не обертається в нуль на U ,
отже, обертовний в OX(U) . Розглянемо автоморфiзм ψ многовиду
U × Pn−1 , який вiдображає p′ × (ξ1 : · · · : ξn) в p′ × (ξ′1 : · · · : ξ′n) ,
де ξ′i =

∑n

j=1 aij(p
′)ξj . Легко перевiрити, що його обмеження на

U ′ × Pn−1 вiдображає Ũ ′ на W ⊆ U ′ × Pn−1 , де

W =
{
p′ × (y1 : · · · : yn) | p′ 6= p i t′i(p

′)yj = t′j(p
′)yi

для всiх i, j = 1, . . . , n } .
Оскiльки τ−1(U) є замиканням W в U ′ × Pn−1 , ψ породжує iзо-
морфiзм Ũ на τ−1(U) . Цей iзоморфiзм, очевидно, може бути про-
довжений до iзоморфiзму ϕ : X̃ → Y . Його означення гарантує,
що σ = τ ◦ ϕ .

Тепер припустимо, що система твiрних { t1, t2, . . . , tn } не є мiнi-

мальною. Тодi, з точнiстю до перестановки iндексiв, tn =
∑n−1

i=1 aiti
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для деяких ai ∈ OX,p . Можна знову припустити, що ai ∈ OX(U) .
Тодi для кожної точки p′ × (ξ1 : · · · : ξn) ∈ Ũ ′ виконуюєься рiв-
нiсть ξn =

∑n−1
i=1 ai(p

′)ξi . Тому вона виконується також для кожної
точки p × (ξ1 : · · · : ξn) з E . Ототожнимо Pn−2 з гiперплощиною
в Pn−1 , заданою рiвнянням yn =

∑n−1
i=1 αiyi , де αi = ai(p) , i роз-

глянемо y1, . . . , yn−1 як однорiднi координати на цiй гiперплощинi.
Тодi легко бачити, що при такому ототожненнi роздуття, визначе-
не за твiрними t1, t2, . . . , tn−1 , збiгається з X̃ , чим i завершується
доведення. �

Нехай Y – пiдмноговид X , який мiстить p . Тодi тi ж самi еле-
менти t1, t2, . . . , tn породжують максимальний iдеал OY,p , отже,
ми можемо використати їх для побудови роздуття Ỹ многовиду
Y в точцi p . З побудови, наведеної вище, одразу ж випливає, що
Ỹ насправдi є пiдмноговидом X̃ , таким що σ−1(Y ) = Ỹ ∪ E .

Надалi ми вважаємо, що { t1, t2, . . . , tn } є мiнiмальною множи-
ною твiрних m . Розглянемо деякi приклади. Почнемо з найпростi-
шого випадку.

Твердження 4.4.3. Якщо p – регулярна точка X , то E =

Pn−1 i кожна точка E є регулярною на X̃ . Зокрема, якщо X

гладкий, таким є й X̃ .

Доведення. Оскiльки p належить лише до однiєї компоненти
X (див. наслiдок 4.2.9), ми можемо припустити X незвiдним i
n = dimX . Нехай q ∈ Pn−1 . Змiнюючи координати (що вiдповiдає
змiнi твiрних m ), припустимо, що q = (1 : 0 : · · · : 0) . Розглянемо
пiдмноговид Y ⊆ X , заданий рiвняннями ti = 0 ( i = 2, . . . , n ).
За наслiдком 4.2.8, p є регулярною точкою Y i dimp Y = 1 . Якщо
p′ × (ξ1 : · · · : ξn) ∈ Ỹ \ E , то з ti(p

′) = 0 i t1(p′) 6= 0 випливає, що
ξi = 0 для i = 2, . . . , n . Отже, це є дiйсним для будь-якої точки
Ỹ ∩ E , тобто iснує лише одна точка в цьому перетинi, а саме, q .
Тому E = Pn−1 .

Покладемо Ũi = Ũ ∩ An−1
i i Ũ ′

i = Ũi \ E , де, як завжди, An−1
i

позначає пiдмножину Pn−1 , задану нерiвнiстю yi 6= 0 . Афiнними
координатами в An−1

i є zj = yj/yi ( j = 1, . . . , n, j 6= i ). В Ũ ′
i ti =

t1zi , отже, це є дiйсним i в Ũi . Точка p×q належить до Ũ1 i zj(q) =
0 . Будь-яку рацiональну функцiю f на Ũ1 можна розглядати як
рацiональний дрiб з K(U)(z2, . . . , zn) . Зокрема, якщо f ∈ OŨ ,p×q , її
знаменник є ненульовим в цiй точцi. Таку функцiю можна завжди
записати як f = a +

∑n

j=2 zjfj , де a ∈ K(U) . Якщо f(p × q) =

0 , то a(p) = 0 , звiдки a =
∑n

i=1 biti = t1(b1 +
∑n

i=2 bizi) . Тому
f ∈ 〈 t1, z2, . . . , zn 〉 , отже, mX̃,p×q = 〈 t1, z2, . . . , zn 〉 . Оскiльки n =

dim X̃ , ця точка є регулярною на X̃ . �
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Припустимо тепер, що X ⊂ A2 – плоска крива, I(X) = 〈F 〉
i p = (0, 0) . Тодi m = 〈 x, y 〉 (насправдi, це - обмеження x i y
на X ). Нехай F = Fm + Fm+1 + O(m + 2) , де Fk означає форму
степеня k , а O(m + 2) – многочлен, який не має членiв степенiв,
менших за m+ 2 . (Назвемо m кратнiстю точки p .) Розкладемо
Fm у добуток лiнiйних форм: Fm =

∏m

i=1(βix − αiy) для деяких
αi, βi ∈ K . Назвемо точки (αi : βi) ∈ P1 коренями Fm . Вони
дiйсно є тими точками з P1 , для яких Fm(αi, βi) = 0 . Розглянемо
знову X̃i = X̃∩(X×A1

i ) ( i = 1, 2 ). Координатою в A1
1 є z = y2/y1 ,

i для точок з X̃1 y = tx . Отже, рiвняннями Ũ ′
1 є:

y = zx ,

xmFm(1, z) + xm+1Fm+1(1, z) + xm+2G(x, z)

для деякого многочлена G . Оскiльки x 6= 0 в Ũ ′ , друге рiвняння
можна переписати як

(4.4.1) F̃ (x, z) = Fm(1, z) + xFm+1(1, z) + x2G(x, z) = 0 .

Отже, (4.4.1) є як раз рiвнянням X̃1 у координатах x, z . Зокрема,
X̃1 є знову плоскою кривою. Перетин X̃1∩E задається рiвнянням
x = 0 , звiдки Fm(1, z) = 0 . Бiльш того, для точки q = (0, η) з E

∂F̃ /∂x(q) = Fm+1(1, η) ;

∂F̃ /∂z(q) = ∂F/∂y(1, η) .

Тому ця точка є регулярною тодi й лише тодi, коли або ∂F/∂y(1, η)
6= 0 , або Fm+1(1, η) 6= 0 . Перше рiвняння як раз означає, що η
є простим коренем Fm(1, z) , або, що те саме, (1 : η) є простим
коренем Fm(x, y) . Звичайно, те саме дiйсне i для X̃2 , що дає нам
наступний результат.

Твердження 4.4.4. У попереднiх позначеннях, точки E – це

p × (αi : βi) ( i = 1, . . . , m ). Така точка є регулярною в X̃ то-
дi й лише тодi, коли або (αi : βi) є простим коренем Fm , або
Fm+1(αi, βi) 6= 0 .

Точка p = (0.0) зветься простою m-кратною точкою, якщо Fm

не має кратних коренiв, тобто всi точки (αi : βi) попарно рiзнi.

Наслiдок 4.4.5. Якщо p – проста m-кратна точка кривої X ,
то виключний шар E складається з m рiзних регулярних точок.

Зауважимо, що рiвняння (4.4.1) є “кращим”, нiж рiвняння кривої
X . Дiйсно, якщо Fm 6= ym , нове рiвняння мiстить z у меншому
степенi, нiж m . Отже, кратнiсть нових точок є меншою нiж m .
Якщо Fm = ym , F̃ мiстить x у меншому степенi, нiж F . З цього
зауваження випливає наступний наслiдок.
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Наслiдок 4.4.6. Нехай X – плоска крива. Iснує ряд роздуттiв:

X = X0
σ1←− X1

σ2←− X2 . . .
σk←− Xk ,

такий що Xk є гладкою кривою. Бiльш того, за σi можна прийня-
ти довiльне роздуття в особливiй точцi Xi−1 .

Приклад 4.4.7. Кажуть, що плоска крива X ⊂ A2 має особли-
вiсть типу An у початку координат, якщо I(X) = 〈F 〉 , де, при
деякому виборi координат, F = y2 + xn+1 +O(n+ 2) (n > 0 ; якщо
n = 1 , це як раз звичайна подвiйна точка, або вузол). У цьому
випадку E складається з єдиної точки i його рiвняння в околi цi-
єї точки – це z2 + xn−1 + O(n) . Iнакше кажучи, ця нова точка є
особливiстю типу An−2 (якщо n 6 2 , ця точка регулярна).

Вправа 4.4.8. (1) Припустимо, що X ⊂ An – гiперповерх-
ня, I(X) = 〈F 〉 з F = Fm + Fm+1 + O(m + 2) , де Fm

та Fm+1 – однорiднi многочлени степенiв, вiдповiдно, m
i m + 1 . Довести, що E = PV (Fm) i точка ξ = (ξ1 : · · · :
ξn) ∈ E є регулярною на X̃ тодi й лише тодi, коли або
∂Fm/∂xi(ξ1, . . . ξn) 6= 0 для деякого i , або Fm+1(ξ1, . . . , ξn)
6= 0 .

(2) Нехай X ⊂ A2 – афiнна крива, I(X) = 〈F 〉 . Точка p
зветься особливiстю типу Dn (n > 3 ) якщо, при вiдпо-
вiдному виборi координат в A2 , F = xy2 − xn−1 + O(n) .
Показати, що в цьому випадку X̃ є гладким, коли n 6 5 ,
i має єдину особливу точку, яка є особливiстю типу An−5 ,
коли n > 5 .

(3) Нехай X = V (xy2 − z2) ⊂ A3 . Показати, що X̃ мiстить
афiнну вiдкриту пiдмножину, iзоморфну X (при цьому
iзоморфiзмi точцi p ∈ X вiдповiдає деяка точка E ).

(4) Нехай X ⊆ An – конус, тобто I = I(X) – однорiдний iдеал.
Довести, що E = PV (I) i точка ξ ∈ E є регулярною на
X̃ тодi й лише тодi, коли вона є регулярною на E .

(5) Позначимо через Sd множину всiх однорiдних многочленiв
F степеня d з K[ x1, . . . , xn ] , таких що F (t1, t2, . . . , tn) ∈
md+1 , i S =

⋃∞
d=1 Sd (див. вправу 4.3.6). Довести, що E ≃

PV (S) ⊂ Pn−1 (тобто E є “проективiзацiєю” дотичного
конуса до X в точцi p ).

4.5. Повнi локальнi кiльця

Кожне локальне нетерове кiльце A з максимальним iдеалом m
можна розглядати як топологiчне кiльце по вiдношенню до так
званої m-адичної топологiї. Базу вiдкритих множин у цiй топо-
логiї утворюють класи сумiжностi a + mk ( a ∈ A, k ∈ N ). Мо-
жна легко перевiрити, що вони задовольняють умовам бази топо-
логiї. Бiльш того, Теорема Артiна–Рiса гарантує, що ця топологiя
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є гаусдорфовою: якщо a 6= b , iснує k таке що a − b /∈ mk , отже,
(a+mk)∩(b+mk) = ∅ . Можна навiть розглядати A як метричний
простiр. А саме, покладемо o(a) = sup

{
k | a ∈ mk

}
∈ N ∪ {∞}

(звичайно, o(a) = ∞ означає, що a = 0 ) i визначимо вiдстань
мiж a i b як d(a, b) = 2−o(a−b) (покладаючи 2−∞ = 0 ). Лег-
ко перевiряється, що це є дiйсно вiдстань, яка породжує означену
вище топологiю. Ця метрика є насправдi ультраметрикою, тобто
d(a, c) 6 min { d(a, b), d(b, c) } . Зокрема, ряд

∑∞
k=0 ak з ak ∈ A є

рядом Кошi тодi й лише тодi, коли o(ak)→∞ при k →∞ .
Так визначений метричний простiр зазвичай не є повним. Напри-

клад, якщо A = OA1,0 , будь-якi ряди
∑∞

k=0 λkx
k ( x – координата

на A1 ) є рядами Кошi , але вони сходяться в A тодi й лише то-
дi, коли послiдовнiсть коефiцiєнтiв λk є перiодичною (оскiльки
границя має бути рацiональною функцiєю вiд x ). Можна перевi-
рити, що це завжди так у випадку, коли A = OX,p для точки p
алгебричного многовида X додатньої розмiрностi.

Часто корисно розглянути поповнення кiльця A в m-адичнiй
топологiї. Можна дати чисто алгебричний його опис, використову-
ючи поняття оберненої границi. Дiйсно, розглянемо фактор-кiльця
Ak = A/mk i природнi сюр’єкцiї πk : Ak → Ak−1 . Обернена грани-

ця Â = lim←−k
Ak є, за означенням, множиною всiх послiдовностей

(a1, a2, . . . , an, . . . ) , де ak ∈ Ak i πk(ak) = ak−1 , з додаванням i
множенням, визначеними покоординатно. Звичайно, будь-який еле-
мент a ∈ A задає таку послiдовнiсть, якщо покласти ak = a+mk .
Отже, ми одержуємо гомоморфiзм A→ Â , який є зануренням за
Теоремою Артiна-Рiса. Кiльце Â є знову локальним: його єдиний
максимальний iдеал m̂ складається з усiх послiдовностей (ak) з
a1 = 0 (iнакше ak 6≡ 0 (mod m) для всiх k , тобто всi ak є обертов-
ними). Бiльш того, m̂k складається з усiх послiдовностей з ak = 0 ,
отже, m̂k ∩A = mk , тобто m-адична топологiя збiгається з обме-
женням на A m̂-адичної топологiї. Послiдовнiсть a(l) = (a

(l)
k ) еле-

ментiв Â є послiдовнiстю Кошi тодi й лише тодi, коли координата
a
(l)
k стабiлiзується для кожного k , тобто iснує число l0 , таке що
a
(l)
k = a

(l0)
k для всiх l > l0 . Тодi елемент a , координатами якого є

цi “граничнi” значення, є, очевидно, границею a(l) . Тому Â повне.
Ми бачимо, що A є щiльним в Â , отже, Â є поповненням A . Ми
вiддаємо перевагу такому опису m-адичного поповнення, оскiльки
з ним набагато легше мати справу. Зауважимо, що з цього означе-
ння одразу випливає, що A/mk ≃ Â/m̂k для всiх k .

У випадку, коли A = OX,p , поповнення Â позначають через
ÔX,p .

Приклади 4.5.1. (1) Якщо A = OX,p , де p – регулярна
точка, m = 〈 t1, t2, . . . , tn 〉 , де n = dimpX , поповнення
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Â можна ототожнити з алгеброю формальних степеневих
рядiв K[[ x1, . . . , xn ]] . А саме, кожен ряд F =

∑∞
d=0 Fd , де

Fd є однорiдним многочленом степеня k , визначає елемент
(ak) з Â , такий що ak = F |k(t1, t2, . . . , tn) , де через F |k по-
значено

∑
d<k Fd . З iншого боку, з теореми 4.2.6 випливає,

що

A/mk ≃ K[ x1, . . . , xn ]/〈 x1, x2, . . . , xn 〉k ≃
≃ K[[ x1, . . . , xn ]]/〈 x1, x2, . . . , xn 〉k ,

тобто цим шляхом можна одержати кожен елемент з Â .
(2) Припустимо тепер, що A = OX,p , де X ⊆ An – афiнний

многовид, а p є початком координат. Тодi легко бачити, що
Â ≃ K[[ x1, . . . , xn ]]/I(X)K[[ x1, . . . , xn ]] . Це знову витiкає
з iзоморфiзму

K[ x1, . . . , xn ]/〈 x1, x2, . . . , xn 〉k ≃ K[[ x1, . . . , xn ]]/〈 x1, x2, . . . , xn 〉k

i того, що I =
⋂∞

k=1(I +mk) (див. наслiдок 4.2.4).

Означення 4.5.2. Два локальнi нетеровi кiльця A i B звуться
аналiтично еквiвалентними, якщо Â ≃ B̂ . Зокрема, кажуть, що
многовиди X i Y є аналiтично еквiвалентними в околi точок,
вiдповiдно, p i q , якщо ÔX,p ≃ ÔY,q . У цьому випадку ми писати-
мемо (X, p) ∼̂(Y, q) .

Приклад 4.5.3. Якщо точки p ∈ X i q ∈ Y є регулярними i
dimpX = dimq Y , то (X, p) ∼̂(Y, q) .

Наступний результат має великi застосування в алгебричнiй гео-
метрiї й у теорiї чисел.

Теорема 4.5.4 (Лема Гензеля). Нехай A – повне локальне кiль-
це з максимальним iдеалом m , F ∈ A[ x1, . . . , xn ] – многочлен, i
a = (a1, a2, . . . , an) – n-ка елементiв з A , таких що:

(1) F (a) ≡ 0 (mod m2k+1) .
(2) J = 〈 ∂F/∂x1(a), . . . , ∂F/∂xn(a) 〉 ⊇ mk .

Тодi iснує n-ка b = (b1, b2, . . . , bn) , така що F (b) = 0 i b ≡ a

(mod mk+1) , тобто bi ≡ ai (mod mk+1) для всiх iндексiв i .

Доведення. Побудуємо рекурсивно послiдовнiсть n-ок b(l) для
всiх l > k , таку що:

(1) b(k) = a ,
(2) b(l+1) ≡ b(l) (mod ml+1) для кожного l ,
(3) F (b(l)) ≡ 0 (mod mk+l+1) для кожного l .

Оскiльки A повне, iснує n-ка b , така що b ≡ b(l) (mod ml) для
кожного l . Тодi, зокрема, b ≡ a (mod mk) i F (b) ≡ 0 (mod ml)
для кожного l , звiдки F (b) = 0 .
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Припустимо, що b(l) побудована. Тодi F (b) ∈ mk+l+1 ⊆ Jml+1 ,
тому iснує n-ка h = (h1, h2, . . . , hn) , така що hi ∈ ml+1 , F (b(l)) =
−∑n

i=1 ∂F/∂xi(a)hi . Але ∂F/∂xi(a) ≡ ∂F/∂xi(b
(l)) (mod mk+1) . От-

же, покладаючи b(l+1) = b(l) + h , ми одержимо:

F (b(l+1)) = F (b(l))+

n∑

i=1

∂F/∂xi(b
(l))hi+

∑

i,j

cijhihj ≡ 0 (modmk+l+2) ,

що й треба. �

Приклад 4.5.5. Застосуємо цей результат до випадку iзольова-
них особливостей гiперповерхонь. А саме, нехай X ⊂ An – гiпер-
поверхня, I = I(X) = 〈F 〉 . Припустимо, що початок координат
p = (0, . . . , 0) є особливою точкою на X . Це означає, що F = O(2) .
Позначимо через Fm однорiдну частину F степеня m . Крiм то-
го, припустимо, що ця особливiсть є iзольованною, тобто iснує окiл
U ∋ p , в якому бiльше немає особливих точок. Це означає, що
V (F, ∂F/∂x1, . . . , ∂F/∂xn) ∩ U = { p } , або, що те саме (внаслiдок
Теореми Гiльберта про нулi), iдеал у локальному кiльцi A = OX,p ,
породженний образами ∂F/∂xi , мiстить деякий степiнь mk макси-
мального iдеала m . Нехай t1, t2, . . . , tn позначають образи афiнних
координат x1, x2, . . . , xn в A , t = (t1, t2, . . . , tn) . Розглянемо мно-
гочлен F̃ =

∑2k
i=2 Fi ∈ A[ x1, . . . , xn ] . Тодi F̃ (t) ≡ 0 (mod m2k+1) .

Бiльш того,

∂F̃ /∂xi(t) ≡ ∂F/∂xi(t) (mod m̂2k) ,

отже, також 〈 ∂F̃ /∂x1(t) 〉 ⊇ m̂k . За Лемою Гензеля, iснують еле-
менти t′i ∈ Â , такi що F̃ (t′1, t

′
2, . . . , t

′
n) = 0 i t′i ≡ ti (mod m̂k+1) .

Тодi t′1, t
′
2, . . . , t

′
n породжують m̂ , тому їх можна також викори-

стати для розкладу елементiв Â в степеневi ряди. Але оскiльки
Â є повним, будь-який степеневий ряд визначає елемент з Â . Це
означає, що Â ≃ K[[ x1, . . . , xn ]]/〈 F̃ 〉 . Отже, (X, p) ∼̂(X ′, p) , де
I(X ′) = 〈 F̃ 〉 . Iнакше кажучи, розглядаючи iзольованi особливо-
стi гiперповерхонь, можна завжди опустити члени досить високих
степенiв у визначальному спiввiдношеннi (у розглянутому випадку,
починаючи з 2k + 1 ).

Наслiдок 4.5.6. Припустимо, що p – особлива точка гiперпо-
верхнi X ⊂ An , така що матриця (∂2F/∂xi∂xj) , де I(X) = 〈F 〉 ,
є обертовною. Якщо charK 6= 2 , (X, p) ∼̂(C, 0) , де C – квадрати-
чний афiнний конус: C = V (

∑n

i=1 x
2
i ) .

Доведення. Можна припустити знову, що p є початком ко-
ординат, тобто F = O(2) . Замiна координат дозволяє покласти
F2 =

∑2
i=1 x

2
i . Тодi 〈 ∂F/∂x1, ∂F/∂x2, . . . , ∂F/∂x 〉 = m i ми може-

мо застосувати приклад 4.5.5. �
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Вправи 4.5.7. В усiх цих вправах X позначає гiперповерхню в
An i ми припускаємо, що p = (0, . . . , 0) ∈ X є особливою точкою
X . Нехай I(X) = 〈F 〉 . Тодi F = F2 + · · ·+ Fm , де Fk – однорiднi
степеня k . Ми пишемо O(m) замiсть довiльного многочлена, який
не має членiв степенiв, менших за m .

(1) (“Формальна лема Морса”). Нехай r = rkF2 (ранг матрицi
квадратичної форми F2 ). Довести, що (X, p) ∼̂(Y, p) , де
I(Y ) = 〈∑r

i=1 x
2
i +G(xr+1, . . . , xn) 〉 , а G = O(3) .

(2) Припустимо, що p є особливiстю типу Ak , тобто n = 2 i
F = y2 + xk+1 + O(k + 2) . Довести, що (X, p) ∼̂(Y, p) , де
I(Y ) = 〈 y2 + xk+1 〉 .

(3) Довести, що звичайна n-кратна точка плоскої кривої ана-
лiтично еквiвалентна вершинi її дотичного конуса.

4.6. Будова многовиду в околi регулярної точки

4.6.1. Однозначнiсть розкладу в кiльцi степеневих ря-
дiв.

Теорема 4.6.1. Кiльце формальних степеневих рядiв є факто-
рiальним, тобто кiльцем з однозначним розкладом на незвiднi
множники

Доведення цiєї теореми дамо iндукцiєю за кiлькiстю змiнних. По-
значимо A = K[[x1, x2, . . . , xn]], B = K[[x1, x2, . . . , xn−1]]. Позначив-
ши також xn = x, можна розглядати кiльце B[x] як пiдкiльце в
A = B[[x]]. Нехай m = 〈 x1, x2, . . . , xn−1 〉 — максиамльний iдеал
кiльця B. Будемо казати, що ряд f ∈ A регулярний, якщо f 6≡ 0
mod m, тобто f(0, . . . , 0, xn) 6= 0, або f мiстить якийсь одночлен
xkn з ненульовим коефiцiентом. Найменше k з цiєю властивiстю по-
значимо on(f). Перш за все, зауважимо, що питання подiльностi в
кiльцi A можна звести до розгляду лише регулярних рядiв.

Лема 4.6.2. Для довiльних рядiв f1, f2, . . . , fm ∈ A iснує такий
автоморфiзм φ кiльця A, що всi ряди φ(f1), . . . , φ(fm) регулярнi.

Доведення. Оскiльки добуток рядiв є регулярним тодi й лише
тодi, коли всi множники регулярнi, замiсть набору f1, f2, . . . , fm до-
статньо розглянути один ряд f = f1f2 . . . fm. Припустимо, що поле
K нескiнченне, i нехай d = ord(f). Тодi iснує лiнiйна замiна змiн-
них (яка iндукує автоморфiзм кiльця A), така що пiсля неї форма
степенi d з ряду f не буде обертатися в нуль на векторi (0, . . . , 0, 1),
отже f(0, . . . , 0, xn) 6= 0. У випадку скiнченного поля можна повто-
рити доведення леми 1.4.10 до нормалiзацiйної теореми Нетера з
незначними змiнами. Залишаємо це як вправу. �

Основну роль у подальшому вiдiграє наступний результат, вiдо-
мий пiд назвою «пiдготовча теорема Вайєрштрасса».
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Теорема 4.6.3. Нехай f ∈ A — регулярний ряд, k = on(f). Для
кожного ряду g ∈ A iснують єдинi ряд q ∈ A та многочлен r(x) ∈
B[x] степеня, меншого за k такi, що g = qf + r.

Доведення. Кожен ряд g ∈ A можна однозначно записати у
виглядi α(g)xk+β(g), де β(g) ∈ B[x] — многочлен степеня, меншого
за k, α(g) ∈ A. Зауважимо, що α(f) — обертовний ряд, а β(f) ≡ 0
mod m. Оскiльки, очевидно, α(qf) = qα(f) + α(qβ(f)), рiвнiсть
g = qf + r можна переписати у виглядi α(g) = qα(f) + α(qβ(f)),
або, позначивши α(g) = u, qα(f) = v, β(f)α(f)−1 = −w, у виглядi
v − α(vw) = u. Позначимо, для кожного ряду h, φ(h) = α(vh). За-
уважимо, що коли h ≡ 0 mod ms, то φ(h) ≡ 0 mod ms+1. Тому, для
довiльного h, визначений ряд (1 − φ)−1(h) =

∑∞
s=0 φ

s(h). Оскiльки
нас цiкавить розв’язок рiвняння (1 − φ)(v) = w, звiдси випливає,
що вiн iснує, причому єдиний: v = (1− φ)−1(w). �

Наслiдок 4.6.4. Якщо ряд f ∈ A регулярний, on(f) = k, iснує

обертовний ряд q, такий що qf = xk +
∑k−1

i=0 bix
i, де bi ∈ m.

Доведення. Застосуємо теорему 4.6.3 до g = xk. Одержимо:
xk = qf + r, де r =

∑k−1
i=1 bix

i (bi ∈ B). Очевидно, bi(0, . . . , 0) = 0, а
f(0, . . . , 0, x) = a0x

k + a1x
k+1 + . . . , де a0 6= 0. Тому q(0, . . . , 0, 0) =

a0 6= 0, тобто q обертовний. �

Многочлени вигляду xk +
∑k−1

i=0 bix
i, де bi ∈ m, звуться мног-

членами Вайєрштрасса. Отже, наслiдок 4.6.4 свiдчить, що кожен
регулярний ряд асоцiйований з деяким (очевидно, єдиним) много-
членом Вайєрштрасса. Нам потрiбний ще наступний простий факт.

Твердження 4.6.5. Нехай f — незвiдний регулярний ряд, f ′ —
асоцiйований з ним многочлен Вайєрштрасса. Тодi f ′ є назвiдним
у кiльцi B[x].

Доведення. Очевидно, f ′ — незвiдний у кiльцi A. Розглянемо
довiльний розклад f ′ = gh, де g, h ∈ B[x] i необертовнi. Старший
коефiцiент многочлена f ′ дорiвнює 1. Тому старшi коефiцiенти g та
h обертовнi, отже deg g > 0 i deg h > 0. Крiм того, f ′ ≡ xk mod m,
тому g ≡ xl mod m i h ≡ xr mod m, причому l > 0 i r > 0. Отже,
анi g, анi h не обертовнi в кiльцi A, що неможливо. �

Доведення теореми 4.6.1. Достатньо довести, що коли не-
звiдний ряд f дiлить добуток gh, вiн дiлить якийсь iз спiвмножни-
кiв. За лемою 4.6.2, можна вважати всi ряди f, g, h регулярними.
Нехай f ′, g′, h′ — асоцiйованi з ними многочлени Вайєрштрасса.
Очевидно, f ′|g′h′. За припущенням iндукцiї, можна вважати, що
кiльце B факторiальне. Тодi таким є й кiльце многочленiв B[x].
Оскiльки f ′ незвiдний в цьому кiльцi, або f ′|g′, або f ′|h′. Вiдповiд-
но, матимемо, що f |g або f |h. �
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4.6.2. Однозначнiсть розкладу в локальному кiльцi не-
особливої точки.

Теорема 4.6.6. Нехай p — неособлива точка многвиду X. Тодi
кiльце OX,p факторiальне.

Зробимо спочатку наступнi зауваження. Нехай A — локальне
кiльце з максимальним iдеалом m, Â — його поповнення, m̂ = mÂ

— максимальний iдеал Â.

Твердження 4.6.7. Для кожного iдеалу I ⊆ A має мiсце рiв-
нiсть IÂ ∩A = I.

Доведення. Якщо a ∈ IÂ∩A, то a =
∑m

i=1 aibi, де ai ∈ Â, bi ∈
I. Пiдберемо a′i ∈ A, a′i ≡ ai mod m̂n. Тодi a ≡ ∑n

i=1 a
′
ibi mod mn.

Отже a ∈ I+mn. Оскiльки це виконується для кожного n, а
⋂∞

n=0(I+
mn) = I, звiдси a ∈ I. �

Коли I = aA — головний iдеал, одержимо наступний наслiдок.

Наслiдок 4.6.8. Якщо a, b ∈ A i a|b у поповненнi Â, то a|b в
A.

Тепер ми можемо довести такий загальний результат.

Теорема 4.6.9. Якщо кiльце Â є факторiальним, таким є й
кiльце A.

Оскiльки ÔX,p ≃ K[[x1, x2, . . . , xn]], з теорем 4.6.9 та 4.6.1 випли-
ває теорема 4.6.6.

Доведення. Нехай f — незвiдний елемент кiльця A, f |gh. По-
значимо через d найбiльший спiльний дiльник многочленiв f i g у
факторiальному кiльцi Â; тодi f = df ′, g = dg′, де f ′, g′ вже спiв-
первиннi в цьому кiльцi, i g′f = gf ′. Для кожного n iснують еле-
менти fn, gn ∈ A такi, що f ′ ≡ fn mod m̂n i g′ ≡ gn mod m̂n. Тодi
gnf − gfn ∈ 〈 f, g 〉m̂n ∩A = 〈 f, g 〉mn. Отже, gnf − gfn = fan + gbn,
де an, bn ∈ m̂n, або f(gn−an) = g(bn+fn), звiдки також f ′(gn−an) =
g′(bn+fn). Але f ′, g′ — спiвпервиннi елементи факторiального кiль-
ця Â, тому в цьому кiльцi f ′|(bn + fn): bn + fn = f ′c. Вiзьмемо n
таким, що f ′ /∈ m̂n. Оскiльки f ′ ≡ fn mod m̂n, звiдси c 6≡ 0 mod m̂,
тобто елемент c обертовний в кiльцi Â. Отже також (bn + fn)|f ′,
а тому (bn + fn)|f в кiльцi Â. Тодi an + fn|f в A: f = (bn + fn)q.
Але згадаємо, що f незвiдний. Тому або bn + fn, або q має бути
обертовним. У першому випадку обертовним є й елемент f ′. Тодi
f |d|g. У другому випадку елементи f та f ′ асоцiйованi, f ′|g′h i f ′, g′

спiвпервиннi в Â. Тому f ′|h i f |h. �
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4.6.3. Наслiдки.

Теорема 4.6.10. Нехай p — неособлива точка алгебричного мно-
говиду X, Y — незвiдний пiдмноговид X корозмiрностi 1, який мi-
стить точку p. Iснує такий афiнний окiл U точки p, що в кiльцi
K[U ] iдеал I(Y ∩ U) головний.

Доведення. Очевидно, многовид X можна вважати афiнним.
Тодi I(Y ) = p — первинний iдеал висоти 1 кiльця K[X ]. У локально-
му кiльцi A = OX,p iдеал pA також первинний висоти 1. Оскiльки
кiльце A факторiальне, цей iдеал головний: pA = fA, причому
можна вважати, що f ∈ K[X ]. Нехай p = 〈 a1, a2, . . . , am 〉 у кiльцi
K[X ]. Тодi ai = fbi/ci, де bi, ci ∈ K[X ], ci(p) 6= 0. Отже, можна
покласти U = D(c1c2 . . . cm). �

Звичайно, останню теорему можна розповсюдити на довiльний
пiдмноговид Y ⊂ X, всi незвiднi компоненти якого (або навiть лми-
ше тi, якi мiстять точку p) мають корозмiрнiсть 1. Нагадаємо, що
обернений результат має мiсце завжди: якщо X незвiдний афiн-
ний многовид, то всi компоненти многовиду, заданого всерединi X
одним рiвнянням, мають корозмiрнiсть 1. Зауважимо, що коли то-
чка p неособлива, вона напевне має незвiдний афiнний окiл.

Коли йдеться про пiдмноговиди бiльшої корозмiрностi, аналогi-
чних загальних результатiв немає. Наведемо лише один факт, який
стосується найпростiшого випадку.

Теорема 4.6.11. Нехай p — неособлива точка алгебричного мно-
говиду X, A = OX,p, m = mX,p.

(1) Якщо елементи a1, a2, . . . , am ∈ m такi, що класи a1, a2, . . . , am,
де a = a + m2, лiнiйно незалежнi в m/m2, то iснує афiн-
ний окiл U точки p такий, що ai ∈ K[U ], пiдмноговид
Y ⊂ U , визначений рiвняннями a1 = · · · = am = 0 незвi-
дний, корозмiрностi m, точка p є його неособливою то-
чкою i I(Y ∩ U) = 〈 a1, a2, . . . , am 〉.

(2) Навпаки, якщо Y ⊂ X — незвiдний пiдмноговид корозмiр-
ностi m такий, що p є його неособливою точкою, то iснує
афiнний окiл U точки p i елементи a1, a2, . . . , am ∈ K[U ]
такi, що I(Y ∩ U) = 〈 a1, a2, . . . , am 〉 i класи ai лiнiйно не-
залежнi в m/m2.

Доведення. 1. Можна вважати, що X афiнний i ai ∈ K[X ].
За наслiдком 4.2.8, факторкiльце A/〈 a1, a2, . . . , am 〉 є регулярним
розмiрностi n − m. Зокрема, воно без дiльникiв нуля, отже iде-
ал 〈 a1, a2, . . . , am 〉 первинний, тобто через точку p проходить ли-
ше одна компонента Y1 многовиду Y . Зменшивши окiл U , можна
вважати, що Y1 ∩ U = Y ∩ U i I(Y ∩ U) = 〈 a1, a2, . . . , am 〉. Тодi
OY,p = A/〈 a1, a2, . . . , am 〉. Отже, p є неособливою точкою многови-
ду Y .
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2. Знов-таки, вважаємо X афiнним. Позначимо p = I(Y ). Тодi
OY,p = A/IA, mY,p = m/IA. Зокрема, кiлькiсть твiрних останнього
iдеалу дорiвнює dim

(
m/(IA + m2)

)
. Оскiльки p ∈ Y — неособли-

ва точка, ця розмiрнiсть дорiвнює m − n. Отже, в iдеалi I є m
елементiв a1, a2, . . . , am таких, що класи ai лiнiйно незалежнi. Роз-
глянемо пiдмноговид Y ′ ⊆ X, визначений рiвняннями a1 = · · · =
am = 0. Ясно, що Y ′ ⊇ Y . Згiдно з пунктом 1, iснує такий афiнний
окiл U ∋ p, що Y ′ ∩ U — незвiдний многовид розмiрностi n − m i
I(Y ′∩U) = 〈 a1, a2, . . . , am 〉. Оскiльки Y ∩U має ту саму розмiрнiсть,
Y ∩ U = Y ′ ∩ U . �
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Роздiл 5

Теорiя перетинiв

Ця глава є найкоротшою. Вона мiстить лише першi кроки в на-
прямку теорiї перетинiв. А саме, ми розглянемо перетини проектив-
них многовидiв в проективному просторi. Кульмiнацiйною точкою
є теорема Безу, яка узагальнює той елементарний факт, що мно-
гочлен вiд однiєї змiнної має стiльки коренiв, який його степiнь
(звичайно, якщо ми рахуємо їх з “вiдповiдними кратностями”). На-
справдi, основна задача полягає в тому, щоб правильно визначити,
що таке “вiдповiднi кратностi”.

Означення 5.1. (1) Градуйоване кiльце – кiльце A разом
з прямим розкладом його адитивної групи: A =

⊕∞
k=0Ak ,

таким що AkAl ⊆ Ak+l для всiх k, l .1

(2) Градуйований модуль над градуйованим кiльцем A – це
A-модуль M разом з прямим розкладом його адитивної
групи: M =

⊕+∞
k=−∞ , таким що AkMl ⊆Mk+l .

Елементи з Ak або Mk звуться однорiдними степеня
k . Звичайно, розглядаючи елементи з градуйованого кiль-
ця або модуля, ми вважатимемо їх однорiдними. Для до-
вiльного елемента u ∈M його однорiдними компонентами
є, за означенням, такi елементи uk ∈ Mk , що u =

∑
k uk .

(Вони визначаються однозначно i майже всi дорiвнюють
нулю.)

(3) Пiдмодуль N градуйованого модуля M (зокрема, iдеал
градуйованого кiльця) зветься однорiдним, якщо як тiльки
елемент a (неоднорiдний!) належить до N , всi його одно-
рiднi компоненти також належать до N , або, що те саме,
N =

⊕
k(N ∩Mk) . Ми завжди розглядаємо такий пiдмо-

дуль, як градуйований модуль, покладаючи Nk = N ∩Mk .
(4) Для градуйованого модуля M , зсунутий модуль M(m)

визначається як той самий модуль, але з новим градуюва-
нням: M(m)k =Mk+m .

Приклад 5.2. Алгебру многочленiв K[x ] = K[ x0, x1, . . . , xn ]
можна розглядати як градуйовану, якщо позначити через K[x ]k
множину однорiдних многочленiв степеня k (включаючи нуль).

1 Iнодi розглядають бiльш загальне поняття градуйованого кiльця, коли

iндекс k пробiгає напiвгрупу; зокрема, часто зустрiчається випадок k ∈ Z .

Читач може сам легко внести очевиднi змiни в означення.
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Ми завжди розглядаємо K[x ] з цим градуюванням (хоча в деяких
питаннях й iншi градуювання бувають корисними).

Якщо N ⊆ M – однорiдний пiдмодуль, фактор-модуль M/N
можна також розглядати як градуйований: M/N =

⊕
kMk/Nk .

Зокрема, якщо I ⊆ A – однорiдний iдеал, фактор-кiльце A/I
знов є градуйованим кiльцем. Якщо градуйований модуль M є
скiнченно породженим, можна завжди вибрати скiнченну множину
твiрних M , яка складається з однорiдних елементiв (досить взя-
ти ненульовi однорiднi компоненти довiльних твiрних). Тому iснує
iндекс k0 , такий що Mk = 0 при k < k0 (вiзьмiть мiнiмальний
степiнь однорiдних твiрних).

З означення витiкає, що A0 є пiдкiльцем у A i всi компоненти
Ak , як i всi компоненти Mk градуйованого A-модуля M , є A0-
модулями.

Найчастiше ми розглядатимемо випадок, коли A є насправдi
градуйованою K-алгеброю (тобто всi Ak є пiдпростiрами). Бiльш
того, ми майже завжди матимемо справу з такими градуйованими
алгебрами, що A0 = K ; вони звуться зв’язними градуйованими
K-алгебрами.

Приклад 5.3. Нашi головнi приклади пов’язанi з проективними
многовидами. Якщо X ⊆ Pn – проективний многовид, iдеал I(X)
є однорiдним iдеалом в K[x ] . Покладемо Kh[X ] = K[x ]/I(X)
i назвемо Kh[X ] градуйованою координатною алгеброю X . На-
справдi, вона залежить не лише вiд X , але також вiд занурення
X ⊆ Pn (див. вправу 2.3.11(9)).

Наступне твердження є цiлком очевидним.

Твердження 5.4. Припустимо, що A – скiнченно породжена
градуйована K-алгебра, M – скiнченно породжений градуйований
A-модуль. Тодi dimKMk <∞ для кожного k .

В цiй ситуацiї функцiя hM (k) = dimKMk зветься функцiєю Гiль-
берта модуля M .

Приклади 5.5. (1) Для M = A = K[ x0, x1, . . . , xn ] , маємо
hM(k) =

(
k+n

n

)
. Отже, це многочлен степеня n зi старшим

коефiцiєнтом 1/n! .
(2) Нехай тепер M = A = K[ x0, x1, . . . , xn ]/〈F 〉 , де F – одно-

рiдний многочлен степеня m . Тодi

hM(k) =

{(
k+n

n

)
якщо k < m(

k+n

n

)
−

(
k−m+n

n

)
якщо k > m

Отже, при k > m hM(k) збiгається з многочленом, стар-
ший коефiцiєнт якого такий самий, як у xn/n!−(x−m)/n! ,
тобто m/(n− 1)! .
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Ми збираємося довести, що цi приклади насправдi є типовими.
А саме, будемо казати, що двi функцiї f, g : Z→ Z збiгаються для
достатньо великих k , якщо iснує k0 , таке що f(k) = g(k) для всiх
k > k0 . Позначимо через S градуйовану алгебру K[ x0, x1, . . . , xn ] .

Теорема 5.6 (Теорема Гiльберта–Серра). Нехай M – скiнченно
породженний градуйований S-модуль, d(M) = dimPV (AnnSM) .
Iснує многочлен HM(x) ∈ Q[x] степеня d = d(M) , такий що
hM(k) = HM(k) для достатньо великих k . Бiльш того, старший
коефiцiєнт HM(x) дорiвнює e/d! для деякого додатнього цiлого e .

Многочлен HM зветься многочленом Гiльберта модуля M , а
число e зветься степенем модуля M i позначається degM . Якщо
M = S/I(X) , де X ⊆ Pn – проективний многовид, HM зветься
многочленом Гiльберта многовида X i позначається HX , а degM
зветься степенем многовида X i позначається degX .

Приклади, наведенi вище, показують, що deg Pn = 1 , а якщо X
– гiперповерхня в Pn i I(X) = 〈F 〉 , то degX = degF . Нагадає-
мо, що i многочлен Гiльберта, i степiнь проективного многовида є
iнварiантами не самого цього многовида, але ще й його занурення
в проективний простiр. Наприклад, P1 ≃ C , де C ⊂ P2 – незвiдна
конiка, але deg P1 = 1 , в той час як degC = 2 .

Зауваження. Нехай
√
AnnM =

⋂s

i=1 pi – первинний розклад√
AnnM . Тодi PV (AnnM) =

⋃s

i=1 PV (pi) є незвiдним розкладом
многовида PV (AnnM) . Отже, dimPV (AnnM) = maxi dimPV (pi)
= maxi(n−ht pi) (див. теорему 3.5.1 i твердження 3.5.10). Нагадає-
мо також, що p1, p2, . . . , ps – це мiнiмальнi серед первинних iдеалiв,
якi мiстять AnnM .

Спершу встановимо деякi властивостi многочленiв з Q[x] , якi
приймають цiлi значення в усiх цiлих точках. Назвемо такi много-
члени цiлими многочленами.

Лема 5.7. (1) Якщо f ∈ Q[x] – цiлий многочлен степеня
d , iснують цiлi ci , такi що

(5.1) f(x) =

d∑

i=0

ci

(
x+ i

i

)
.

Зокрема, старший коефiцiєнт f дорiвнює cdx
d/d! з цiлим

cd .
(2) Якщо h : N→ Z – така функцiя, що для достатньо вели-

ких k рiзницева функцiя ∆h(k) збiгається з цiлим мно-
гочленом, то h(k) також збiгається для досить великих
k з цiлим многочленом.

Доведення. Доведемо 1 i 2 використовуючи для 1 iндукцiю
за d = deg f . Твердження 1 є тривiальним при d = 0 . Тепер припу-
стимо, що 1 справедливе для многочленiв степеня d−1 . Рiзницева
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функцiя многочлена степеня d – многочлен степеня d − 1 . Отже,
досить розглянути функцiю h(k) , для якої ∆h(k) збiгається при
k > k0 з цiлим многочленом g(x) вигляду

g(x) =
d−1∑

i=0

ci

(
x+ i

i

)

для деяких цiлих ci . Покладемо

f(x) =
d∑

i=1

ci−1

(
x+ i

i

)
+ h(k0)−

d∑

i=1

ci−1

(
k0 + i

i

)
.

Тодi ∆f(x) = g(x) i f(k0) = h(k0) , отже, f(k) = h(k) для всiх
k > k0 i f(x) має вигляд (5.1). �

Доведення теореми 5.6. Скористаємось iндукцiєю за d(M) .
Спершу розглянемо випадок d(M) = −1 (тобто M = ∅ ), або, що
те саме,

√
AnnM = I+ = 〈 x0, x1, . . . , xn 〉 (див. теорему 2.1.3). Тодi

Im+M = 0 для деякого m , звiдки, очевидно, випливає, що Mk = 0
для досить великих k (а саме, для k > m+ k0 , де k0 є найбiльше
цiле, таке що Mk0 мiстить елементи з вибраної множини твiрних).
Тому hM(k) = 0 для досить великих k .

Тепер припустимо, що теорема виконується для модулiв N з
d(N) = d(M)−1 . Розглянемо випадок, коли M = S/p для первин-
ного однорiдного iдеала p 6= I+ . Виберемо xi /∈ p . Тодi множення
на xi є мономорфiзмом M(−1) → M . (Ми пишемо тут M(−1) ,
оскiльки xiu ∈ Mk+1 , коли u ∈ Mk , а M(−1)k+1 =Mk .) Отже M
мiстить пiдмодуль xiM ≃ M(−1) . Покладемо N = M/xiM . Тодi
hN(k) = hM (k)− hM(−1)(k) = ∆hM (k) . З iншого боку, AnnN = p+
〈 xi 〉 , отже, за Теоремою Крулля про головний iдеал, ht q = ht p+1
для будь-якого мiнiмального первинного iдеала q ⊇ AnnN , звiдки
d(N) = d(M) − 1 . За припущеннями iндукцiї, hN (k) = HN(k) для
досить великих k , де HN(k) є цiлим многочленом степеня d(N) ,
отже, за лемою 5.7, hM (k) = HM(k) для досить великих k , де
HM(k) є цiлим многочленом степеня d(M) .

Решта доведення спирається на наступну лему, яка є корисною i
в багатьох iнших випадках.

Лема 5.8. Нехай A – градуйоване нетерове кiльце, M – скiн-
ченно породжений градуйований A-модуль. Iснує скiнченна фiль-
трацiя

(5.2) M =M0 ⊃M1 ⊃ M2 ⊃ . . . ⊃ Ml = 〈 0 〉 ,
де Mi є однорiдними пiдмодулями i Mi−1/Mi ≃ A/pi(mi) для ко-
жного i = 1, . . . l , де pi – деякi однорiднi первиннi iдеали, а mi –
деякi цiлi числа.

Така фiльтрацiя надалi буде зватися “доброю фiльтрацiєю.”

112



Маючи добру фiльтрацiю в скiнченно породженому S-модулi M ,
ми можемо обчислити hM (k) як

∑l

i=1 hNi
(k) , де Ni = S/pi(mi) .

Як ми довели вище, кожен доданок збiгається для досить вели-
ких k з цiлим многочленом Hi(k) степеня n− ht pi . Тому hM(k)
збiгається для досить великих k з цiлим многочленом HM(k) =∑l

i=1Hi(k) . Зауважимо тепер, що AnnM ⊆ AnnMi−1/Mi = pi для
кожного i й AnnM ⊇ p1p2 . . . pl . Отже, первинний iдеал p мi-
стить AnnM тодi й лише тодi, коли вiн мiстить один з pi . Тому
d(M) = maxi {n− ht pi } = degHM(k) , що й завершує доведення
теореми. �

Доведення леми 5.8. Розглянемо анулятори всiх ненульових
однорiдних елементiв M . Вони є власними однорiдними iдеалами
в A . Оскiльки A нетерове, їхня множина мiстить максимальний
елемент I = Ann v0 . Ми покажемо, що iдеал I первинний. Дiй-
сно, нехай ab ∈ I але a /∈ I . Очевидно, ми можемо вибрати a i
b однорiдними. Тодi av0 6= 0 , але (I + 〈 b 〉)(av0) = 0 . Оскiльки I
є максимальним серед ануляторiв, b ∈ I . Тому, якщо v0 ∈ Mm ,
〈 v0 〉 ≃ A/I(m) , тобто кожен (ненульовий) скiнченно породжений
градуйований A-модуль M мiстить пiдмодуль вигляду A/p(m) .
Оскiльки M нетеровий, можна вибрати максимальний пiдмодуль
N ⊆ M , який має добру фiльтрацiю. Якщо M/N 6= 〈 0 〉 , цей
фактор-модуль має пiдмодуль вигляду A/p(m) , отже, прообраз
цього пiдмодуля в M є бiльшим пiдмодулем N ′ ⊃ N , який має
добру фiльтрацiю, що неможливо. Тому N = M i лему доведе-
но. �

Добра фiльтрацiя модуля M , побудована в лемi 5.8, не є єдиною.
Одначе, якщо p є мiнiмальним первинним iдеалом, який мiстить
AnnM , кратнiсть A/p як фактора цiєї фiльтрацiї визначена одно-
значно, про що свiдчить наступна лема.

Лема 5.9. Нехай M = M0 ⊃ M1 ⊃ . . . ⊃ Ml = { 0 } – до-
бра фiльтрацiя градуйованого A-модуля M , як у лемi 5.8, i p –
мiнiмальний первинний iдеал, який мiстить AnnM . Тодi число
multp(M) = # { i | pi = p } не залежить вiд вибору доброї фiль-
трацiї.

Це число зветься кратнiстю p в M .

Доведення. Для будь-якого A-модуля M i будь-якої мульти-
плiкативної пiдмножини S ⊆ A визначимо модуль M [S−1 ] над
кiльцем A[S−1 ] як множину “формальних часток” { v/s | v ∈M,
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s ∈ S } за тими самими правилами, що й для кiльця часток, а саме:

v

s
=
u

t
тодi й лише тодi, коли iснує r ∈ S, такий що rtv = rsu ;

v

s
+
u

t
=
tv + su

st
;

a

s
· u
t
=
au

st
.

(В останньому рядку a/s ∈ A[S−1 ] .) Легко перевiрити, що цi пра-
вила насправдi сумiснi й визначають A[S−1 ]-модуль. Бiльш то-
го, якщо N ⊆ M є пiдмодулем, N [S−1 ] є пiдмодулем в M [S−1 ]
i M [S−1 ]/N [S−1 ] ≃ M/N [S−1 ] . (Кажуть, що ця процедура, або
“функтор” M 7→M [S−1 ] , є точною.)

Розглянемо випадок, коли S = A \ p ; тодi замiсть M [S−1 ] пи-
шуть Mp . Нехай N = A/q для деякого первинного q . Якщо q 6⊆ p ,
iснує s ∈ q \ p , отже, для кожного v ∈ N з sv = 0 випливає,
що v/t = 0 в Np для всiх t , тобто Np = { 0 } . Навпаки, якщо
N = A/p , то Np ≃ Ap/pp є простим Ap-модулем.

Тепер, якщо задано добру фiльтрацiю M , ми одержимо фiль-
трацiю Mp =M0p ⊇ M1p ⊇ . . . ⊇Mlp = { 0 } з факторами (A/pi)p .
Але тiльки-но pi 6= p , також i pi 6⊂ p (оскiльки p мiнiмальний).
Отже, лише ненульовi фактори останньої фiльтрацiї є такими, що
pi = p , i всi вони – простi Ap-модулi. Тому multp(M) збiгається
з довжиною Ap-модуля Mp , яка, звичайно, не залежить вiд фiль-
трацiї. �

Нехай тепер X, Y ⊆ Pn – проективнi многовиди. Вiдомо, що
X ∩ Y = PV (I(X) + I(Y )) . Позначимо через M(X.Y ) фактор-
модуль S/I(X) + I(Y ) . Тодi незвiднi компоненти X ∩ Y мають
вигляд PV (p) , де p пробiгає мiнiмальнi первиннi iдеали, якi мi-
стять I(X) + I(Y ) = AnnM(X.Y ) . Для кожної такої компоненти
Z = PV (p) покладемо mult(X.Y ;Z) = multp(M(X.Y )) . Це число
також зветься кратнiстю Z у перетинi X ∩ Y . Добра фiльтра-
цiя (5.2) модуля M = M(X.Y ) дає таку рiвнiсть для многочлена
Гiльберта:

HM(x) =
∑

Z

mult(X.Y ;Z)HZ(x) ,

де Z пробiгає незвiднi компоненти X∩Y . Якщо нас цiкавить сте-
пiнь M(X.Y ) , ми маємо лише розглянути компоненти найбiльшого
степеня в цiй формулi, звiдки

(5.3) deg(M(X.Y )) =
∑

Z

mult(X.Y ;Z) degZ ,

де Z пробiгає незвiднi компоненти X∩Y , такi що dimZ = dimX∩
Y .
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Приклад 5.10 (Теорема Безу). Розглянемо випадок, коли Y –
гiперповерхня степеня m , тобто I(Y ) = 〈F 〉 з degF = m . При-
пустимо, крiм того, що Y не мiстить компонент X . Це означає,
внаслiдок Теореми Гiльберта про нулi, що образ F у S/I(X) не є
дiльником нуля. Отже, ми маємо точну послiдовнiсть

0 −→ S/I(X)(−m)
F−→ S/I(X) −→ M(X.Y ) −→ 0 ,

яка дає: HM(x) = HX(x)−HX(x−m) , де M =M(X.Y ) . Таким чи-
ном, старший коефiцiєнт HM збiгається зi старшим коефiцiентом
exd/d!−e(x−m)d/d! , де d = dimX , e = degX . Тому degM = em ,
що разом з (5.3) дає наступну формулу, вiдому як “теорема Безу”:

(5.4)
∑

Z

mult(X.Y ;Z) degZ = degX deg Y ,

де Z пробiгає всi тi компоненти перетину X ∩Y , розмiрнiсть яких
дорiвнює dimX − 1 .

Теорема Безу є особливо простою, якщо X i Y – плоскi кривi,
тобто n = 2 , I(X) = 〈G 〉 , I(Y ) = 〈F 〉 , де F i G не мають спiль-
них дiльникiв. Тодi в (5.4) всi Z є просто точками, отже, degZ = 1 ,
звiдки: ∑

p∈X∩Y

mult(X.Y ; p) = degX deg Y .

Це – класична теорема Безу для “числа коренiв системи двох не-
лiнiйних рiвнянь”. Зауважимо, що, як часто буває, щоб одержа-
ти “гарну” форму теореми, треба запровадити “нескiнченнi точки,”
тобто перейти вiд афiнної до проективної площини, а також трохи
потурбуватися, щоб приписати “правильнi” кратностi кореням.

Вправи 5.11. Визначити кратностi mult(X1.X2. . . . .Xk;Z) для
перетину кiлькох многовидiв i довести аналог формули (5.3) i тео-
реми Безу. Зокрема, для n гiперповерхонь X1, X2, . . . , Xn у Pn “у
загальному положеннi” довести, що

∑

p∈
⋃n

i=1
Xi

mult(X1.X2. . . . .Xk; p) = degX deg Y .

(“Загальне положення” означає, що dim
⋂n

i=1Xi = 0 .)
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