
причем индуцированное отображение Г<£*(Х,К)—St^di,К) явля-
ятся морфизмом алгебраических многообразий. 

Функтор, удовлетворяющий условиям (1)-(3), мы будем назы­
вать классифицирующим. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. I) Построение X в У .. 
Сопоставим всякому элементу Х£ У два новых символа Х+ и 

£_• Кроме того, если существует ЦеУ такой, 4ioJZ(XM) , то 
введем еще два символа Х+ и X1. Пусть Е (г) - множество всех 
символов Х+ и х° (соответственно, £С_ и Xl TTj^UF • Вве­
дем на £ и г порядок, считая, что 

Х+ < Х+ и X. < iC_ для любого X € А ; 
Х+ < ^ + , &+< U+, £ + < ^+° и Х°< ^*,как только £ < ш 
£_< Ц- . Я_°< а , £_< U_° н ! < у!,как только Х>{1. 

Отношение^ на X определим, считая, что в нем находятся пары ви­
да (Х+.Ц+) , (ас О..) и (Х+. 0,1) при fi(X,tl) и только они. 
Очевидно̂  X € Ж • 

Обозначим У̂  = {ЛбШД(Л,а) для всех а 6 У} ; 

У,={хбУ1̂ Ца:Л; 5И*1*е&Ь'У 
для некоторого 

Цм~-{ХбУ1р.(Х,у,) для некоторого 1^<#}, 
Определим отображение/: X—*- y*N , полагая: 

(х,г) при #еУ* 
$(х+)ш . (х,з) при асе У* 

. (ж,4) при ХйУ3иУ4 

\(x,z) при жеУдиУ* 
*(Х*)ая И*,*) при гее Уз 

„> К*»*) ПРИ хеУгиУ, 
* "^ 1(^,3) при х е У4 

Пусть теперь А — ( А ^ ) - объект Г*(Х, К) . Построим 5 -пред­
ставление В — У (А) следующим образом. Горизонтальные и верти­
кальные лолоеы В будут согласованным образом разбиты на более 
мелкие полосы Ъщ и В1* , где I € У , в К принимает 
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следующие значения: 
К=-/, Z при 1 б У< J _ 
к=4,г,з при le£/*U&> 
К=-/,2,5,4 при иУ5иУ4; 

.. Клетки Bi({ определим следующим образом: 
В?к=Д* , ecm(l,k)=f(S), # / Н 4 где^еЁ , t e F H ^ S - ; 
Bj**--A* , если (L,k)=f(S) , где S€ £ , а i-ж!- ; 
J$^ = 0 во всех остальных случаях (размеры этих нулевых клеток -
наименьшие такие, чтобы выполнялись условия а) и б) из определе­
ния S -представления). Непосредственно проверяется, что (В,)2* 0 , 
т.е. В является S -представлением множества У . Из дальнейшего 
будет следовать, ч т о В ^ З (У,К). Очевидно, тогда выполняется 
условие (3) теоремы. 

Аналогично определяется действие х на морфизмах категории 
Г*(Х,К) » так что получается аддитивный функтор Hf: Г (Х,К)~*-

-s*cy,K). 
2) Проверка условий (I) и (2). 
Эта проверка основывается на следующей простой лемме о мат­

рицах с коэффициентами в поле К . 
ЛЕММА I. а) Для любой матрицы А найдется обратимая матрица 

О такая, что 

5АЧА°) 
где строки А | линейно независимы. 

б) для любых двух матриц А и В с одинаковым числом столб­
цов найдутся такие обратимые матрицы о и Т , что 

S A = [ A < 

где строки матриц Д^ Д , fe линейно независимы в совокупности. 
в) Для любых двух матриц А и В с одинаковым числом строк 

найдется такая обратимая матрица S , что 

»-ф' s,(i 
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(разбиения обеих матриц согласованы), где строки матриц д и д , 
а также строки матриц B-i г Б г , линейно независимы в совокупнос­
ти. 

Указанный вид сохраняется при умножении справа на произволь­
ные обратимые матрицы. 

Доказательства очевидны. 
Пусть теперь В - произвольное $ -представление множества У . 

Заменяя В на Т В Т " , гдле Т - обратимая клеточная матрица той 
же размерности такая, что T i ~ 0 при ьф'у , aTx — Tjf при 

р (£,11), и учитывая лемму I, мы видим, что существует представ­
ление (/ , изоморфное В , и такое, что ее горизонтальные полосы 
имеют вид: / n \ 

где строки С х линейно независимы; 

где строки %)£ Сх> и C j линейно независимы в совокупности; 

(разбиения одинаковые), где строки^ и С% ($ц,и С», ) линей­
но независимы в совокупности. Мы_будем предполагать, что общее 
числе строк матриц ̂ Ц Сх и С х наименьшее среди BcexS-пред-
ставлений такого вида, _изомсрфных В . Тогда, как легко видеть, 
строки всех матриц ф Х ) С х , Сх, линейно независимы в совокупнос­
ти: иначе либо какую-нибудь, из них можно сделать нулевой, либо 
какие-нибудь две строки из Сд- и C j можно сделать_равными и 
отнести в $ х , f отчего общее число строк в %х,С%} С& умень­
шится на I. . 

Разобьем вертикальные полосы С на части, согласовано с 
указанным разбиением горизонтальных полос Cj, и занумеруем но­
вые полосы числами 1,2,3,4 в естественном порядке. Тогда из ли­
нейной независимости строк %х,,Сх-, Сх и того, что (С) = 0 
сразу следует, _что все полосы Qjr такие, что (},С)Ф^Ш ни 
для какого t e P - нулевые. Заметим, что горизонтальные полосы 

С и такие, что (>,k) = ;f(5j ни для какого S e t , нулевые по 
построению. Кроме того, из тех же соображений получаем, что 
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CSz=-Cxz (a по построению Q^ = QXi ). Но это как раз и озна­
чает, что С может отличаться от ̂ Y A ) » где As eC*cs) • то~ 
лько нулевыми прямыми слагаемыми. Иначе говоря, если B G S СУ}К), 
то С = ̂ ( А ) , т.е. условие (I) теоремы выполнено. _ _ 

Для дальнейшего заметим, что размеры полос ф$} С&, Cg, -
однозначно определяются классом изоморфизма представления В (ко­
нечно, в предположении линейной независимости строк всех этих по­
лос). Действительно, обозначим Ed) (1еУ) матрицу, образован­
ную всеми горизонтальными полосами Di (j-6 У i /-^ )и поло-жим . /5(*Л 

I В№> О Д 
в^= о ъарирьМъу,**}. 

Из определения морфизмов о -представлений непосредственно 
вытекает, что ранги 1{В(1)) , Z (BL) , Ъ($Х3,) и £ (.bxij) У изомор­
фных представлений, совпадают. Но из линейной независимости строк 
строк ф х , , Сх . Сх- следует, что число строк в этих матрицах 
равно:' _ ы 

'mCCj-zCCj-iCCCxj) при хеУ4; 
m(Cx)=i(CZx)-^CC£) пщХеУг) 

— « ^ f+J 

т> (Сх) = г [Сх) + г LCf) - г (Qf) при р (#, у), х+у • 

Следовательно, если та)* ад то А и А имеют одинако­
вую размерность. Пусть Т - изоморфизм между ̂ ( А ) и ¥(А% Тогда 
из линейной независимости строк, аналогично тому, что было сдела­
но при доказательстве свойства (I), нетрудно вывести, что если в 
Т сделать нулевыми все клетки, которые являются нулевыми во всех 
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морфизмах вида ̂ ( 5 ) » т о полученная матрица у имеет вид у (£), 
где о - изоморфизм А и А' • Теорема доказана. 

§ 3. Представления квазидиэдральных групп 
К-, •ал-В этом параграфе мы дадим классификацию представлений 

гебры Ап=<&,Ы=0*'=0, а?={Ьй)Ч> (И-М ) над произволь­
ным полем К . Как известно, (см.,напр. [13]), описание представле­
ний квазидиэдральной группы Q =<£,U-|x*=U*=Hj llX^XU,1"1' ~l> 

(Wl>3) является частным случаем этой задачи. Точнее, если t huzK = 

~Z . групповая алгебра KQim. локальна и фробениусова [б], зна­
чит, в ней есть единственный минимальный идеал I (ее цоколь) и 
всякое неразложимое представление, кроме регулярного, является 
представлением факторалгебры K Q m / l , которая изоморфна An 
при Ц = 2 -•/ . 

Представление алгебры А п - это пара матриц (А. В J , такая, 
что 

А3=о7 Бг=о/ А*=(ВА)ЛВ (D 
Приводя А к нормальной форме Жордана и очевидным образом переста­
вляя строки и столбцы, можно считать, что А имеет вид: 

О 0 0 0 0 0 
О О О 0 0 0 
о о о о о о 
£ 0 0 0 0 0 
О £ О О О О 
О О О Е О О J 

(диагональные клетки квадратные, £ - единичная матрица). Если 
два представления (А,В) и (А,В') подобны, а матрицы А и А име­
ют вид (2), то, очевидно, А ~ А , а В ' — Т В Т " , г д е Т - матри­
ца перестановочная с А . Если разбить матрицы Т и В на клетки 
так, чтобы горизонтальное и вертикальное разбиения были согласо-

А -
(2) 

Этот изоморфизм можно явно задать, например, так: 
Г'-J 

а—«+*>) (g0 f - 4 К + * +z f-'H ~z"+xij,z~1 

где. x=x+i, =l i+ I rf 
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ваны с разбиением Д , то, как легко видеть.у/гО при/,>1 , 

(и наоборот, если клетки Т удовлетворяют этим соотношениям, тоТ 
перестановочна с А ). Аналогично соотношения (I) равносильны сле­
дующим соотношениям для клеток матрицы В : 

(за)(В)2=0; 
(Зб)В,=В^ =0 для всех I 

(это соотношение получается из равенства л D = i)A —О ). 
(Зв) Ъ[(Ъ1)*~4Ъ1= 0 , еслиГУЗ-СМ);. ' 
сзг) В^В/ГВ г'=Е. 

В частности ,(В1)Й'+ =. О • , 
Преобразованием типа £^ матрицы В мы назовем замену В ма­

трицей ТВТ". , где матрица Т перестановочна с А , а все ее кле­
тки, кроме Tj; (и клеток, равных ~\. в силу приведенных выше 
соотношений), - такие же, как у единичной матрицы. В частности, 
клетка В А , как можно проверить, меняется лишь при преобразова­
ниях типа bi (или, что то' же, tg ); при этом она заменяется 
на Tt Ъь ( T i ) 4 • Приводя В А К нормальной форме 1ордана и пере­
ставляя столбцы и строки, можно считать, что В 5 - ж с flT , 
где l - клетка Жордана размерности L с собственным числом 0 , Ej,-
единичная матрица некоторой размерности,® - тензорное умножение 
матриц [6]. Проведем дополнительно в матрице В согласованные 
вертикальное и горизонтальное разбиения так, чтобы клетки Ej, мат­
рицы Bjj. были в точности клетками этого нового разбиения (очевид­
но, при этом новые клетки появятся только во 2-й и 5-й горизон­
тальных и вертикальных полосах). Обозначим с^г(рг) номер Z -й , 
по счету нулевой вертикальной (горизонтальной) полосы матрицы В 4 
Ci^,zr..,n4) • • . . . • • 
• Преобразованиям типа Ь 5 «ш Z'z (£=1,2,3,4; j* =3,4,5,6) 

можно добиться того, чтобы BZj( = 0 прик^З^ , а также 
B L K = 0 при 1ФсСь , кроме случая j = 5 , К=оС^(г=1,гг-, П+J У, 
Тогда из равенства (За) следует, что полосы В ^ {К=чк-г) и В 
(l=fiz ) - нулевые, а равенство (Зв) при l=£ i\=S ) означает, 
4 T o B 2 A w = o ( B * ^ < = 0 > 

В дальнейшем мы будем заботиться, чтобы наши преобразования 
не меняли указанного вида матрицы В , В частности, для преобразо-
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ваний типа £* это означает, что при разбиении, согласованном 
с разбиением Матрицы В / , Т ^ = j££$ = ...-TjJf ДО* всех 
£=-/,<&,..., Л+^ , а также клетки ТД2* +5 равны между собой 
при фиксированной разности £-/( (здесь, конечноotz + k^j}2 и 
cLs+L4f>s ) и являются нулевыми при Z < S ,l<k+S-Z и при 
£ > 5 t £ < k (см..напр. 7 ,§16). Такие преобразования мы будем 
называть преобразованиями тшшЬ^-1 , если все внедиагональные 
клетки -нулевые, и преобразованиями типа t^-Ж , если все диаго-
нальнне клетки - единичные. .Аналогично можно получить ограниче­
ния и на остальные метки 7/ . 

Обозначим С/= В 6 , Cz = Bzfi • Равенство (Зг) равносильно 
тому, что CYCJJ = £ . Поэтому преобразованиями типа i ^ - I эти 
матрицы можно привести к виду (разбиения согласованы): 

Разобьем дополнительно полосы с номерами Ыш 2J (d^lfl^fin) 
согласовано с разбиением С/ и Сц . Тогда равенства (Зв) при 1=6 
(1=1) равносильны тому, что все клетки полосы Ъ%,АЛ% (В. А ') 
кроме единичной клетки из С А (С/ ) - нулевые. Преобразованиями 
типа t^-.jl и ̂  (i/>2) можно сделать нулевыми все клетки поло­
сы В , кроме единичной клетки из Сц, (точнее,те из них, которые 
еще остались ненулевыми). В силу равенства (За) полоса В 
нулевая. Далее, делая преобразования Ь& и t$ (1=2,3,4) можно 
добиться того, чтобы все клетки полосы В 6 , кроме единичной клет­
ки из С«, были нулевыми. В силу (За) полоса B^ot^a нулевая. 

Матрицу В полученного вида назовем приведенной; Вот вид при­
веденной матрицы при П=4 : 

0 
0 
Б 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 

0 0 0 0 
3$ о о #5 
0 0 0 0 
0 0 0 0 
0 0 0 0 
%1 0 0 $? 
Я* 0 0 Я? 
$7 о о Ф? 
0 0 0 0 
$1 0 0 $£ 
0 0 0 0 
0 0 0 0 

ол 

0 
0 
Q 

»: 
$1 
0 

0 
0 

0 

О 
0 
О ж ч 0? 
О 

0 0 

0 0 0 0 
0 0 0 0 
Сг 0' 0 0 
0 0 0 Е 
0 0 0 0 

•3)i 0 0 0 
%z 0 0 0 
$4 0 0 0 
0 0 0 0 

%i о о о 
0 0 0 0 
О Е 0 О 

0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
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(указано исходное деление, согласованное с делением матрицы Д ). 
Занумеруем те полосы приведенной матрицы В , в которых еще есть 
клетки, отличные от О и £ , целыми числами от-(я+4) до («+•/) и 
символом 0 по правилу: 
номер-к (к=0 , П.) припишем полосе ZfiK 

-Л -"- -"- ' IfiJ 
_"— О —и— —н— 3 
_н_ о _п_ _"_ 4 

И. -"- -"- 5otn-/ 
к ( X М И ) -"- -"- 5оСк 

(в примере Yl-i выдержаны именно эти обозначения). 
Обозначим через ̂ D клеточную матрицу 2 ^ (k,t=-(/t+'0r..J-/, 

0)0,4r..flt+i ). Тогда равенства (За) и (Зв) равносильны таким ра­
венствам: 

(4а) (%f=0 
(46) Щ JJ-H.=-Q для любых К и I ; 

Кроме того, из вида приведенной матрицы следует, что 

(4в) %)к=0 пщк<0,1>0; 
(4г) #-(»*) = 0 и # я + ' = 0 
Пусть У д - множество целых чисел от ~(п+4) до Ц+-/ с обыч­

ным отношением порядка. Введем на Уд бинарное симметричное от­
ношение J5 , считая, чтоj5(k;-k) для любого НбУп . Тогда 
Ул€ £? и можно рассмотреть категорию $ (УЛ)К) , введенную в 
предыдущем параграфе. Рассмотрим в S СУ л , К) полную подкатегорию 
"S (Уп., Ю » состоящую из матриц 0 = (щ) , удовлетворяющих ус­
ловиям (4б)-(4г). Тривиально, проверяется, что вместе со всяким 
$ -представлением категория 3(Уп,,К) содержит, и все представ­
ления, ему изоморфные. Всякому объекту ф из S (Уд, К) можно 
естественным образом сопоставить приведенную матрицу В » т»е» 
представление алгебры А„^. Аналогичным образом, каждому 
морфизму T'-7J-~-^)' категории 5 (Уд Ю можно сопоставить го­
моморфизм представлений Ф(Т ) : Ф ' ( $ ) - * - ФС%)') , так что получает­
ся функтор Ф:5>(Уц,Ю~*"КМп,К) • Нетрудно убедиться, что 
этот функтор удовлетворяет всем условиям (1)-(3) теоремы 3, т.е. 
является классифицирующим. 

Объединяя этот результат с теоремой 3, мы получим классифици­
рующий функтор'ФУ: r*CXft,lO— Шц,Ю . где Х„6 X - мно-
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жество, соответствующее У л по теореме 3, a f"*(Xn К) ~ полная 
подкатегория категорий^П * (ХП) К) , состоящая из всех таких объ­
ектов А , что Чг(А)ё$ (Уц,К) • Однако из описания функтора 
•^ , приведенного в предыдущем параграфе, легко следует 

ПРВДЛОЖЕНИЕ 4. АеГ*(Кл,К) тогда и только тогда, когда 
выполняются следующие условия: 

а) А5 = 0 при S = kbk'+ ,t = L,l° ,где/(<0 ,l>0 ; 
б) полоса А нулевая при Ь = (tt+•/)_, П. и пустая при t = (пн)- j 
в) полосы А$ пустые при S = ±(П. +•/)+. -(n+j)* . * 

(см.определение множества Х л = £ п , и Г л в пункте I) доказательст­
ва теоремы 3). 

Пусть Е& (Рп°) - множество всех элементов из Xft, указанных 
в пункте в) (6)). Положим Х№' = Е*и/-«' . где ЕЛ' = Е Д £ , Г , 
Fa = FnA Fn." (отношение о(. переносится на Xft естественным об­
разом). Очевидно,Xft£j£ • Множество всех пар (S,t) , указанных 
в пункте а) и таких, что S,teXtt , обозначим £л .Тогда в си­
лу предложения 4 категория Г*(Х Л К ) фактически совпадает с 
полной подкатегорией категории Г*№п,,К) t состоящей из всех 
таких объектов^ , что As-0 при (Sti)eZn, * Эту подкатего­
рию обозначим Г*(Х.л,К) • ~> 

Таким образом, мы построили классифицирующий функторГ*^ К)~ 
- R (Л п, К) дая люС5°го It > 4 и любого поля К . 

Заметим, что из классификации неразложимых Г-представлений 
произвольного множества Хб оБ , приведенной в [8] , непосредст­
венно вытекает 

ПРЕДЛОЖЕЖЕ 5. Пусть А - неразложимое Г-представление множест­
ва Xft t соответствующее инварианту* aelfK^X^) . АеГ*(ХЛ)Ю 
тогда и только тогда, когда выполняются следующие условия: 

а) тип последнего фрагмента графа й- отличен от 2 ,4,6 и 
^("t)?4 ft ""О , если этот тип равед 3; 
б) граф 0- не содержит находящихся в отношении "-" элементовS 

и Ь таких, что ft,i)e Z„, 
Из этих результатов и классификации Г -представлений, данной 

в [8], мы получаем 
СЛВДСТШЕ 4. Алгебра Лд,- ручная для любого И и любого поля К. 

* Определение К К . Х ) см. [8] , § 4, стр.65; построение представления по его инварианту - там же, стр.66. 
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Отметим, что указанная конструкция функторов У и ф дает 
явный вид неразложимых представлений Л п. . 

СЛЕДСТВИЕ 5. Группа Q m - ручная над любым полем К харак­
теристики 2. 

Как было показано в §1, отсюда вытекают теоремы I и 2, сформу­
лированные во введении. 
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