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DERIVED CATEGORIES OF NODAL CURVES

Îïèñàíî ïîõiäíi êàòåãîði¨ êîãåðåíòíèõ ïó÷êiâ íàä âóçëîâèìè íåêî-
ìóòàòèâíèìè êðèâèìè ñòðóííîãî òà ìàéæå ñòðóííîãî òèïiâ.

We describe derived categories of coherent sheaves over nodal noncommutati-
ve curves of string and almost string types.
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Âñòóï

Öÿ ñòàòòÿ ¹ ïðèðîäíèì ïðîäîâæåííÿì ðîáîòè [1], â ÿêié áóëî îïè-
ñàíî âåêòîðíi ðîçøàðóâàííÿ íàä äåÿêèì êëàñîì íåêîìóòàòèâíèõ
êðèâèõ � âóçëîâèìè (nodal) êðèâèìè ñòðóííîãî òà ìàéæå ñòðóí-
íîãî òèïiâ. Òàêi êðèâi ¹ íåêîìóòàòèâíèìè àíàëîãàìè ëiíiéíèõ êîí-
ôiãóðàöié òèïó A òà Ã, ÿêi âiäiãðàþòü âàæëèâó ðîëü ó òåîði¨ âå-
êòîðíèõ ðîçøàðóâàíü íàä ïðîåêòèâíèìè êðèâèìè, à òàêîæ ó òåîði¨
ìîäóëiâ Êîåíà�Ìàêîëåÿ [2, 3]. Áóëî òàêîæ äîâåäåíî, ùî, çà âèíÿ-
òêîì öèõ êðèâèõ i äåÿêèõ çâàæåíèõ ïðîåêòèâíèõ ïðÿìèõ Ãàéãëå�
Ëåíöiíãà [4], âñi iíøi íåêîìóòàòèâíi êðèâi ¹ äèêèìè âiäíîñíî êëàñè-
ôiêàöi¨ âåêòîðíèõ ðîçøàðóâàíü. Ó äàíié ðîáîòi ìè ïîêàçó¹ìî, ùî
äëÿ âóçëîâèõ êðèâèõ ñòðóííîãî òà ìàéæå ñòðóííîãî òèïiâ ìîæíà
îïèñàòè íå ëèøå âåêòîðíi ðîçøàðóâàííÿ, à é ïîõiäíi êàòåãîði¨ êîãå-
ðåíòíèõ ïó÷êiâ. Öå çíîâ-òàêè ïîâíiñòþ âiäïîâiäà¹ òîìó, ùî òàêèé
îïèñ ìîæëèâèé äëÿ ëiíiéíèõ êîíôiãóðàöié òèïó A òà Ã [5].

1. Ïîõiäíi êàòåãîði¨ òà êàòåãîði¨ òðiéîê

Ìè êîðèñòó¹ìîñÿ òåðìiíîëîãi¹þ é ðåçóëüòàòàìè ðîáîòè [1]. Íà-
äàëi (X,A) � öå ïðîåêòèâíà âóçëîâà (àáî íîäàëüíà) íåêîìóòàòèâíà
êðèâà íàä àëãåáðà¨÷íî çàìêíåíèì ïîëåì k, sgAX � ìíîæèíà ¨¨ îñî-
áëèâèõ òî÷îê,H � òàêèé ïó÷îê OX-àëãåáð, ùîHx = EndAx(radAx)
äëÿ êîæíî¨ òî÷êè x ∈ X, X̃ = spec(centerH). Òîäi (X̃,H) � íåêî-
ìóòàòèâíà êðèâà, âñi ëîêàëiçàöi¨ ÿêî¨ ñïàäêîâi, é âèçíà÷åíî ìîð-
ôiçì îêiëüöüîâàíèõ ïðîñòîðiâ π : (X̃,H) → (X,A). Çàóâàæèìî,
ùî Hx = Ax, ÿêùî x /∈ sgA. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç s̃gA òåîðåòèêî-
ìíîæèííèé ïðîîáðàç sgA ïðè öüîìó ìîðôiçìi, à ÷åðåç J ïó÷îê
A-iäåàëiâ òàêèé, ùî

Jx =

{
Ax ÿêùî x /∈ sgA,
radAx ÿêùî x ∈ sgA.

Îñêiëüêè àëãåáðà Ax âóçëîâà, òî radAx = radHx, òîìó J ¹ é ïó-
÷êîì H-iäåàëiâ. Ïîçíà÷èìî òàêîæ S = A/J , S̃ = H/J . Ìîæíà

ðîçãëÿäàòè 0-âèìiðíi íåêîìóòàòèâíi êðèâi (sgA,S) i (s̃gA, S̃) òà
êîìóòàòèâíó äiàãðàìó ìîðôiçìiâ

(s̃gA, S̃)
π̄−−−→ (sgA,S)

ι̃

y yι
(X̃,H)

π−−−→ (X,A).

(1.1)
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Âñi øàðè ïó÷êiâ S i S̃ ¹ ñêií÷åííîâèìiðíèìè íàïiâïðîñòèìè k-
àëãåáðàìè, òîìó êîãåðåíòíi ïó÷êè ìîäóëiâ íàä S i S̃ ïðèðîäíî îòî-
òîæíþþòüñÿ çi ñêií÷åííîâèìiðíèìè ìîäóëÿìè íàä íàïiâïðîñòèìè
ñêií÷åííîâèìiðíèìè k-àëãåáðàìè, âiäïîâiäíî, S =

⊕
x∈sgAAx/Jx i

S̃ =
⊕

x∈s̃gAHx/Jx.
Ìè ïèñàòèìåìî O òà Õ çàìiñòü OX òà OX̃ i ïîçíà÷àòèìåìî ÷åðåç

K ïó÷îê ðàöiîíàëüíèõ ôóíêöié íàX (àáî íà X̃, ùî òå ñàìå), à ÷åðåç
K(A) � ïó÷îê A ⊗O K ' H ⊗Õ K. ßêùî X1, X2, . . . , Xs � íåçâiäíi

êîìïîíåíòè X̃, ïîçíà÷èìî Õi = Õ|Xi
i Hi = H|Xi

.
×åðåç D−(C ) ïîçíà÷àòèìåìî ïîõiäíó êàòåãîðiþ îáìåæåíèõ ïðà-

âîðó÷ êîìïëåêñiâ íàä àáåëåâîþ êàòåãîði¹þ C . ßêùî C = coh(R) �
êàòåãîðiÿ êîãåðåíòíèõ ïó÷êiâ íà ïðîåêòèâíîìó íåêîìóòàòèâíîìó
ìíîãîâèäi (V,R), òî ç òåîðåìè Ñåððà [6, Òåîðåìà II.5.17] âèïëèâà¹,
ùî êîæåí êîìïëåêñ ç D−(C ) içîìîðôíèé ó öié êàòåãîði¨ êîìïëåêñó
ëîêàëüíî ïðîåêòèâíèõ ïó÷êiâ (âåêòîðíèõ ðîçøàðóâàíü ó òåðìiíî-
ëîãi¨ [1]). Äiàãðàìà (1.1) iíäóêó¹ äiàãðàìó ïîõiäíèõ ôóíêòîðiâ

D−(A)
Lπ∗−−−→ D−(H)

Lι∗

y yLι̃∗
D−(S)

Lπ̄∗−−−→ D−(S̃).

(1.2)

Öÿ äiàãðàìà ¹ êîìóòàòèâíîþ â òîìó ðîçóìiííi, ùî iñíó¹ ïðèðîäíèé
içîìîðôiçì ôóíêòîðiâ γ : Lπ̄∗Lι∗

∼→ Lι̃∗Lπ∗.
Àíàëîãi÷íî [5], âèçíà÷èìî êàòåãîðiþ òðiéîê T (A):

• Îá'¹êòè êàòåãîði¨ òðiéîê � öå òðiéêè (G•,V•, θ), äå G• i V•,
âiäïîâiäíî, � öå êîìïëåêñè ç D−(H) i D−(S), à θ � içîìîð-

ôiçì Lπ̄∗V•
∼→ Lι̃∗G• ó êàòåãîði¨ D−(S̃).

• Ìîðôiçì iç òðiéêè (G•,V•, θ) äî òðiéêè (G ′•,V ′•, θ′) � öå òàêà
ïàðà ìîðôiçìiâ Φ : G• → G ′• i φ : V• → V ′• ó êàòåãîðiÿõ,
âiäïîâiäíî, D−(H) i D−(S), ùî äiàãðàìà

Lπ̄∗V•
θ−−−→ Lι̃∗G•

Lπ̄∗φ

y yLι̃∗Φ
Lπ̄∗V ′•

θ′−−−→ Lι̃∗G ′•
¹ êîìóòàòèâíîþ.

Êîìóòàòèâíiñòü äiàãðàìè (1.2) äà¹ ìîæëèâiñòü âèçíà÷èòè ôóíêòîð
F : D−(A)→ T (A), ïîêëàâøè F(F•) = (Lπ∗F , Lι∗F , γ(F•)). Ïîâòî-
ðþþ÷è ìiðêóâàííÿ ç [5, Òåîðåìà 4.2], îäåðæèìî òàêèé ðåçóëüòàò.
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Òåîðåìà 1.1. Ôóíêòîð F ¹ ùiëüíèì (òîáòî êîæåí îá'¹êò ç T (A)
içîìîðôíèé ÿêîìóñü îáðàçó F(F•))òà êîíñåðâàòèâíèì (òîáòî ç

içîìîðôiçìó F(F•) ' F(F ′•) âèïëèâà¹, ùî F• ' F ′•).
Ç öèõ äâîõ âëàñòèâîñòåé âèïëèâà¹ òàêîæ, ùî F ïåðåâîäèòü íå-

ðîçêëàäíi îá'¹êòè â íåðîçêëàäíi.

ßê i â êîìóòàòèâíîìó âèïàäêó [5], ôóíêòîð F íå ¹ åêâiâàëåíòíi-
ñòþ êàòåãîðié, áî âií íå ¹ ñòðîãèì (òîáòî ìîæå ïåðåâîäèòè â íóëü
íåíóëüîâi ìîðôiçìè). Âií ¹ åêâiâàëåíòíiñòþ ëèøå ïðè îáìåæåííi
íà ïîâíó ïiäêàòåãîðiþ âåêòîðíèõ ðîçøàðóâàíü [1].
Ðîçãëÿíåìî iäåàë N êàòåãîði¨ òðiéîê, ÿêèé ñêëàäà¹òüñÿ ç ìîð-

ôiçìiâ âèãëÿäó (Φ, 0) (òîäi ι̃∗Φ = 0). Ïîêëàäåìî T (A) = T (A)/N .
Î÷åâèäíî, êîìïîçèöiÿ F ôóíêòîðà F ç ïðîåêöi¹þ T (A) → T (A)
òàêîæ ¹ ùiëüíèì i êîíñåðâàòèâíèì ôóíêòîðîì. Òîìó êëàñè içî-
ìîðôiçìó îá'¹êòiâ ç D−(A) é T (A) çáiãàþòüñÿ.
Çàóâàæèìî, ùî ÿêùî F• = (Fn, ∂n) � êîìïëåêñ ëîêàëüíî ïðî-

åêòèâíèõ ïó÷êiâ íàä A, òî Lπ∗F• ìîæíà ðàõóâàòè ïî÷ëåííî, ÿê
(π∗Fn, π∗∂n), i òå ñàìå ìà¹ ìiñöå äëÿ iíøèõ ñêëàäîâèõ äiàãðàìè

(1.2). Êàòåãîði¨ coh(S) i coh(S̃) ¹ íàïiâïðîñòèìè, òîìó êîæåí êîì-

ïëåêñ ó D−(S) àáî D−(S̃) ðîçêëàäà¹òüñÿ ó ïðÿìó ñóìó �çñóíóòèõ
ïðîñòèõ ìîäóëiâ,� òîáòî êîìïëåêñiâ U [n], äå U � ïðîñòèé S-ìîäóëü,
à [n] ïîçíà÷à¹ çñóâ ó êàòåãîði¨ êîìïëåêñiâ. Êàòåãîðiÿ coh(H) ¹ ñïàä-
êîâîþ, òîáòî â íié Ext2 = 0, òîìó êîæåí êîìïëåêñ F• ç D−(H)
içîìîðôíèé (ó öié ïîõiäíié êàòåãîði¨) ïðÿìié ñóìi çñóíóòèõ ïó÷êiâ
ãîìîëîãié: F• '

⊕
nHn(F•)[n] [7, Òåîðåìà 3.1]. Êðiì òîãî, êîæåí

êîãåðåíòíèé ïó÷îê íàä H ðîçêëàäà¹òüñÿ ó ïðÿìó ñóìó âåêòîðíèõ
ðîçøàðóâàíü òà õìàðî÷îñiâ, òîáòî ïó÷êiâ ç íîñi¹ì ó îäíié (çàìêíå-
íié) òî÷öi. Íåðîçêëàäíèé õìàðî÷îñ F ç íîñi¹ì ó òî÷öi x ∈ s̃gA
içîìîðôíèé ôàêòîðó Px/JxPx, äå Px � íåðîçêëàäíèé ïðîåêòèâíèé
Hx-ìîäóëü. Áiëüø òîãî, çàâæäè iñíó¹ òàêå âåêòîðíå ðîçøàðóâàí-
íÿ P íàä H òàêå, ùî Px ' Px. Ïðè öüîìó EndHx Px ' Õx, îòæå
EndH P ' Õi, äå Xi � êîìïîíåíòà X̃, ÿêà ìiñòèòü òî÷êó x. Òàêi
âåêòîðíi ðîçøàðóâàííÿ ìè çâàòèìåìî ëiíiéíèìè ðîçøàðóâàííÿìè.
Âiäîìî (äèâèñü, íàïðèêëàä, [8]), ùî  ðàòêà ïiäìîäóëiâ ó íåðîçêëà-
äíîìó ïðîåêòèâíîìó Hx-ìîäóëi ¹ ëàíöþãîì. Òîìó â P iñíó¹ ¹äèíèé
ïiäïó÷îê P ′ òàêèé, ùî P/P ′ ' F , ïðè÷îìó F îäíîçíà÷íî âèçíà÷à-
¹òüñÿ ñâî¹þ äîâæèíîþ l = lengthHF i ôàêòîðîì U = F/JF , ÿêèé
¹ ïðîñòèì Hx-ìîäóëåì. Îòæå, ó êàòåãîði¨ D−(H) ïó÷îê F ìîæíà
çàìiíèòè íà êîìïëåêñ

P(l, x,U) : 0→ P ′ → P → 0,
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â ÿêîìó P ñòî¨òü íà íóëüîâîìó ìiñöi. Çñóâè öüîãî êîìïëåêñó ïî-
çíà÷èìî ÷åðåç P(x, l,U)[n] (ó öüîìó êîìïëåêñi P ñòî¨òü íà n-ìó
ìiñöi). Îòæå, êîæåí îá'¹êò ç D−(H) ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê ïðÿìó
ñóìó çñóíóòèõ âåêòîðíèõ ðîçøàðóâàíü P [n] i çñóíóòèõ êîìïëåêñiâ
P(x, l,U)[n].

2. Êðèâi ñòðóííîãî òèïó

Íàãàäà¹ìî, ùî âóçëîâà íåêîìóòàòèâíà êðèâà çâåòüñÿ êðèâîþ ñòðóí-

íîãî òèïó, ÿêùî âñi êîìïîíåíòè Xk ¹ ðàöiîíàëüíèìè, òîáòî içîìîð-
ôíèìè P1, à êîæåí ïåðåòèí s̃gkA = s̃gA∩Xk ìiñòèòü ùîíàéáiëüøå
2 òî÷êè. Ó öüîìó âèïàäêó êîæíå íåðîçêëàäíå âåêòîðíå ðîçøàðóâà-
ííÿ íàä H ¹ ëiíiéíèì [1, 4] i ç òî÷íiñòþ äî ïiäêðóòêè âèçíà÷à¹òüñÿ
ñâî¨ìè ëîêàëiçàöiÿìè â îñîáëèâèõ òî÷êàõ. Òîìó öi ðîçøàðóâàííÿ
çðó÷íî çàíóìåðóâàòè â òàêèé ñïîñiá.

Âèïàäîê 1. Íåõàé x � ¹äèíà òî÷êà ç s̃gkA, ïðè÷îìóHx ìà¹ n ïðî-
ñòèõ ìîäóëiâ, òîáòî Hx ¹ Ìîðiòà-åêâiâàëåíòíîþ äî àëãåáðè R(1;n)
ó ïîçíà÷åííÿõ [1, Òåîðåìà 2.1]. Íåðîçêëàäíi ïðîåêòèâíi Hx-ìîäóëi
P1, P2, . . . , Pn ìîæíà âèáðàòè òàê, ùî Pi+1 = JxPi ïðè 1 ≤ i < n,

à JxPn = tP1, äå t � óíiôîðìiçóþ÷èé åëåìåíò ç Õx. Ôiêñó¹ìî òàêi
ëiíiéíi ðîçøàðóâàííÿ P(x, i) (1 ≤ i ≤ n), ùî P(x, i)x = Pi. Òîäi êî-
æíå ëiíiéíå ðîçøàðóâàííÿ íàä Hi içîìîðôíå P(x, i)(d) äëÿ äåÿêîãî
d. Ïîçíà÷èìî U(x, i) = Pi/JxPi (öå ïðîñòèé Hx-ìîäóëü).

Âèïàäîê 2. Íåõàé òåïåð s̃gkA = {x, y }, ïðè÷îìó Hx ìà¹ n ïðî-
ñòèõ ìîäóëiâ, à Hy ìà¹ m ïðîñòèõ ìîäóëiâ. Âèáåðåìî íåðîçêëà-
äíi ïðîåêòèâíi Hx-ìîäóëi P1, P2, . . . , Pn òàê, ùî Pi+1 = JxPi ïðè
1 ≤ i < n, à JxPn = tP1, äå t � óíiôîðìiçóþ÷èé åëåìåíò ç Õx.
Âèáåðåìî íåðîçêëàäíi ïðîåêòèâíi Hy-ìîäóëi P

′
1, P

′
2, . . . , P

′
m òàê, ùî

P ′i+1 = JyP ′i ïðè 1 ≤ i < m, à JyP ′m = t′P ′1, äå t
′ � óíiôîðìiçóþ÷èé

åëåìåíò ç Õy. Ôiêñó¹ìî òàêi ëiíiéíi ðîçøàðóâàííÿ P(x, i, j) (1 ≤
i ≤ n, 1 ≤ j ≤ m), ùî P(x, i, j)x = Pi, à P(x, i, j)y = P ′j . Òîäi êîæíå
ëiíiéíå ðîçøàðóâàííÿ íàä Hi içîìîðôíå P(x, i, j)(d) äëÿ äåÿêîãî
d. Çàóâàæèìî, ùî â öüîìó âèïàäêó ìè ìîæåìî ïîìiíÿòè ðîëÿìè
òî÷êè x òà y. Òîäi ïó÷îê P(x, i, j) ïåðåéìåíó¹òüñÿ â P(y, j, i). Ïî-
çíà÷èìî U(x, i) = Pi/JxPx i U(y, j) = P ′j/JyP ′j .

Íàäàëi ìè ôiêñó¹ìî òàêó íóìåðàöiþ. Âiäïîâiäíî, íåðîçêëàäíi õìà-
ðî÷îñè ç íîñi¹ì x áóäóòü ïðåäñòàâëåíi êîìïëåêñàìè âèãëÿäó

P(l, x, i) : 0→ P(x, i′)(d)→ P(x, i)→ 0
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àáî

P(l, x, i) : 0→ P(x, i′, j)(d)→ P(x, i, j)→ 0,

äå l = i′− i+ dn, ïðè÷îìó â äðóãîìó âèïàäêó ðiçíi iíäåêñè j äàþòü
êîìïëåêñè, içîìîðôíi â D−(H). Êðiì òîãî, öi êîìïëåêñè içîìîðôíi
áóäü-ÿêié ñâî¨é ïiäêðóòöi.
Îòæå, â êàòåãîði¨ D−(H) êîæåí êîìïëåêñ içîìîðôíèé ïðÿìié ñó-

ìi çñóíóòèõ ëiíiéíèõ ðîçøàðóâàíü P(x, i)(d)[r] àáî P(x, i, j)(d)[r] òà

çñóíóòèõ êîìïëåêñiâ P(l, x, i)[r]. Ó êàòåãîði¨ D−(S̃)

îáðàçîì P(x, i)[r] ¹ çñóíóòèé ïðîñòèé ìîäóëü U(x, i)[r] íàä Hx;
îáðàçîì P(x, i, j)(d)[r] ¹ ïðÿìà ñóìà çñóíóòèõ ïðîñòèõ ìîäóëiâ

U(x, i)(d)[r]⊕ U(y, j)(d)[r], âiäïîâiäíî, íàä Hx òà Hy;
îáðàçîì êîìïëåêñó P(l, x, i)[r] ¹ ïðÿìà ñóìà çñóíóòèõ ïðîñòèõ

ìîäóëiâ U(x, i)[r] òà U(x, i′)[r + 1].

Ëåãêî ïåðåêîíàòèñÿ, ùî, àíàëîãi÷íî [5], ìîðôiçìè êîìïëåêñiâ ç

D−(H) iíäóêóþòü íåíóëüîâi ìîðôiçìè ¨õíiõ îáðàçiâ ó D−(S̃) ëèøå
â íàñòóïíèõ âèïàäêàõ (ç òî÷íiñòþ äî çñóâó):

(1) ìîðôiçìè P(x, i)(d)→ P(x, i)(d′) ïðè d ≤ d′;
(2) ìîðôiçìè P(x, i, j)(d) → P(x, i, j′)(d′) ïðè d < d′ àáî d =

d′, j′ < j, ÿêi iíäóêóþòü íåíóëüîâå âiäîáðàæåííÿ íà U(x, i)
é íóëüîâå íà U(y, j);

(3) ìîðôiçìè P(x, i, j)(d) → P(x, i′, j)(d′) ïðè d < d′ àáî d =
d′, i′ < i, ÿêi iíäóêóþòü íåíóëüîâå âiäîáðàæåííÿ íà U(y, j)
é íóëüîâå íà U(x, i);

(4) ìîðôiçìè P(x, i, j)(d)→ P(x, i, j)(d), ÿêi iíäóêóþòü îäíàêî-
âi âiäîáðàæåííÿ íà U(x, i) é íà U(y, j);

(5) ìîðôiçìè P(x, i)(d) → P(l, x, i) àáî P(x, i, j) → P(l, x, i)(d)
ïðè äîâiëüíèõ d òà j;

(6) ìîðôiçìè P(l, x, i)→ P(x, i′)(d)[1] àáî P(l, x, i)→ P(x, i′, j)(d)[1]
ïðè äîâiëüíèõ d òà j;

(7) ìîðôiçìè P(l, x, i) → P(l1, x, i) ïðè l1 < l, ÿêi iíäóêóþòü
íåíóëüîâå âiäîáðàæåííÿ íà êîìïîíåíòi U(x, i) é íóëüîâå íà
êîìïîíåíòi U(x, i′)[1];

(8) ìîðôiçìè P(l, x, i) → P(l1, x, i1) ïðè l < l1, l + i ≡ l1 + i1
(mod n), ÿêi iíäóêóþòü íåíóëüîâå âiäîáðàæåííÿ íà êîìïî-
íåíòi U(x, i′)[1] i íóëüîâå íà êîìïîíåíòi U(x, i);

(9) ìîðôiçìè P(l, x, i) → P(l, x, i), ÿêi iíäóêóþòü îäíàêîâi âiä-
îáðàæåííÿ íà îáîõ êîìïîíåíòàõ U(x, i) òà U(x, i′).

Öå äà¹ ìîæëèâiñòü îòîòîæíèòè çâåäåíó êàòåãîðiþ òðiéîê T (A) ç
äåÿêîþ êàòåãîðiþ çîáðàæåíü â'ÿçêè ëàíöþãiâ ó ðîçóìiííi [9, 10].
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Îçíà÷åííÿ 2.1. Âèçíà÷èìî â'ÿçêó ëàíöþãiâB = B(A) íàñòóïíèì
÷èíîì.

Ìíîæèíi iíäåêñiâ â'ÿçêè B � öå ìíîæèíà òðiéîê I = { (x, i)[r] },
äå x ∈ s̃gA, r ∈ Z, à 1 ≤ i ≤ n, äå n� êiëüêiñòü ïðîñòèõHx-ìîäóëiâ.

F(x,i)[r] = { (x, i)[r] }.
E(x,i,r) ñêëàäà¹òüñÿ ç òàêèõ ñèìâîëiâ:

- ÷åòâiðîê (x, i, d)[r] (d ∈ Z), ÿêùî x � ¹äèíà îñîáëèâà òî÷êà
íà ñâî¨é êîìïîíåíòi;

- ï'ÿòiðîê (x, i, j, d)[r] (d ∈ Z, 1 ≤ j ≤ m), ÿêùî íà öié êîìïî-
íåíòi, êðiì x, ¹ iíøà îñîáëèâà òî÷êà y, ïðè÷îìó Hy ìà¹ m
ïðîñòèõ ìîäóëiâ;

- ÷åòâiðîê (l, x, i)[r], äå l ∈ Z \ {0}.
×åòâiðêà (l, x, i)[r] ñèìâîëiçó¹ r-òó êîìïîíåíòó êîìïëåêñó P(l, x, i)[r]
ïðè l > 0 é r-òó êîìïîíåíòó êîìïëåêñó P(−l, x, i′)[r−1], äå i′ ≡ i+ l
(mod n), ïðè l < 0.
Ïîðÿäîê íà E(x,i)[r] âèçíà÷à¹òüñÿ â òàêèé ñïîñiá:

- (x, i, d)[r] < (x, i, d′)[r] òîäi é òiëüêè òîäi, êîëè d < d′;
- (x, i, j, d)[r] < (x, i, j′, d′)[r] òîäi é òiëüêè òîäi, êîëè d < d′ àáî
d = d′, j > j′.

- (l, x, i)[r] < (x, i, d)[r] < (l′, x, i)[r] ïðè äîâiëüíèõ l < 0, l′ > 0
òà d;

- (l, x, i)[r] < (x, i, j, d)[r] < (l′, x, i)[r] ïðè äîâiëüíèõ l < 0, l′ >
0, j òà d;

- (l, x, i)[r] < (l′, x, i)[r] òîäi é òiëüêè òîäi, êîëè l < l′.

Âiäíîøåííÿ ∼ âèçíà÷à¹òüñÿ â òàêèé ñïîñiá:

- (x, i, j, d)[r] ∼ (y, j, i, d)[r], ÿêùî x i y íàëåæàòü îäíié íåçâi-
äíié êîìïîíåíòi.

- (l, x, i)[r] ∼ (−l, x, i′)[r + 1], ÿêùî l > 0, à i′ ≡ l + i (mod n).
- (x, i)[r] ∼ (x, i)[r], ÿêùî iñíóþòü äâî¹ ðiçíèõ ïðîñòèõ S-
ìîäóëiâ V òà V ′, äëÿ ÿêèõ π̄∗V ' π̄∗V ′ ' U(x, i). (Íàãàäà¹ìî,
ùî òàêèõ ìîäóëiâ çàâæäè íå áiëüøå äâîõ [11]).

- (x, i) ∼ (x′, i′), ÿêùî iñíó¹ òàêèé ïðîñòèé A-ìîäóëü V , ùî
π̄∗V ' U(x, i)⊕ U(x′, i′).

Ç ïîïåðåäíiõ ðîçãëÿäiâ áåçïîñåðåäíüî âèïëèâà¹ íàñòóïíèé îñíîâ-
íèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 2.2. ßêùî (X,A) � âóçëîâà íåêîìóòàòèâíà êðèâà ñòðóí-

íîãî òèïó, òî çâåäåíà êàòåãîðiÿ òðiéîê T (A) åêâiâàëåíòíà ïîâ-

íié ïiäêàòåãîði¨ êàòåãîði¨ çîáðàæåíü â'ÿçêè ëàíöþãiâ B(A), ùî
ñêëàäà¹òüñÿ ç òàêèõ çîáðàæåíü M , ó ÿêèõ óñi ìàòðèöi M(x,i)[r]

îáåðòîâíi.
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Çàóâàæèìî, ùî îñêiëüêè éäåòüñÿ ïðî êàòåãîðiþ D−(A), â ÿêié
êîìïëåêñè îáìåæåíi ëèøå ñïðàâà, òî â öié òåîðåìi, ÿê i â òåîðå-
ìi 3.2 íàñòóïíîãî ðîçäiëó, òðåáà áðàòè äî óâàãè é íåñêií÷åííi çî-
áðàæåííÿ â'ÿçêè B(A), ðîçãëÿíóòi â [10, Appendix C]. Ñêií÷åííi
çîáðàæåííÿ îïèñóþòü îá'¹êòè ïîõiäíî¨ êàòåãîði¨ Dper(A) äîñêîíà-

ëèõ êîìïëåêñiâ, òîáòî òàêèõ, ÿêi içîìîðôíi (ó ïîõiäíié êàòåãîði¨)
ñêií÷åííèì êîìïëåêñàì âåêòîðíèõ ðîçøàðóâàíü.

Îñêiëüêè íåðîçêëàäíi çîáðàæåííÿ â'ÿçêè ëàíöþãiâ � öå ñòðó-
íè é ñòði÷êè (äèâèñü [9, 10]), ïðè÷îìó ïðè ôiêñîâàíié ðîçìiðíîñòi
êiëüêiñòü ñòðóí ñêií÷åííà, à ñòði÷êè ïàðàìåòðèçóþòüñÿ åëåìåíòàìè
ïîëÿ k, îäåðæó¹ìî òàêèé íàñëiäîê.

Íàñëiäîê 2.3. Êîæíà âóçëîâà íåêîìóòàòèâíà êðèâà ñòðóííîãî

òèïó ¹ ïîõiäíî ðó÷íîþ â ðîçóìiííi [12].

Çàóâàæåííÿ 2.4. Íàãàäà¹ìî, ùî äîñêîíàëà ïîõiäíà êàòåãîðiÿDper(A)
¹ ãóñòîþ (thick) â ïîõiäíié êàòåãîði¨ îáìåæåíèõ êîìïëåêñiâ Db(A)
[13], òîìó âèçíà÷åíà ôàêòîðêàòåãîðiÿ Dsg(A) = Db(A)/Dper(A), ÿêà
âèìiðþ¹ �íåðåãóëÿðíiñòü� êðèâî¨ A, òîáòî òå, íàñêiëiüêè âîíà âiäði-
çíÿ¹òüñÿ âiä òàêî¨, íà ÿêié êàòåãîðiÿ êîãåðåíòíèõ ïó÷êiâ ìà¹ ñêií-
÷åííó ãîìîëîãi÷íó ðîçìiðíiñòü. Îñêiëüêè â îïèñi îá'¹êòiâ ç D−(A)
ïàðàìåòð âèíèêà¹ ëèøå â ñòði÷êàõ, ÿêi íàïåâíå âiäïîâiäàþòü êîì-
ïëåêñàì ç Dper(A), äëÿ êðèâèõ ñòðóííîãî òèïó êàòåãîðiÿ Dsg(A) ¹
äèñêðåòíîþ, òîáòî íå ìà¹ íåòðèâiàëüíèõ ñiìåé íåiçîìîðôíèõ íå-
ðîçêëàäíèõ êîìïëåêñiâ.
Òå ñàìå ñòîñó¹òüñÿ é êðèâèõ ìàéæå ñòðóííîãî òèïó, ÿêi ðîçãëÿ-

äàþòüñÿ â íàñòóïíîìó ðîçäiëi.

3. Êðèâi ìàéæå ñòðóííîãî òèïó

Íàãàäà¹ìî, ùî âóçëîâà íåêîìóòàòèâíà êðèâà çâåòüñÿ êðèâîþ ìàé-

æå ñòðóííîãî òèïó, ÿêùî âñi êîìïîíåíòè Xk ¹ ðàöiîíàëüíèìè,
òîáòî içîìîðôíèìè P1, à êîæåí ïåðåòèí s̃gkA = s̃gA ∩Xk ìiñòèòü
ùîíàéáiëüøå 3 òî÷êè, ïðè÷îìó ÿêùî öèõ òî÷îê 3, òî äëÿ äâîõ ç íèõ
àëãåáðà Aπ(x) ¹ ñïàäêîâîþ é ìà¹ 2 ïðîñòi ìîäóëi, òîáòî ¹ Ìîðiòà-
åêâiâàëåíòíîþ äî àëãåáðè R(1; 2) ó ïîçíà÷åííÿõ [1, Òåîðåìà 2.2]. Öi
òî÷êè çâàòèìåìî ¾çàéâèìè¿ é ïîçíà÷àòèìåìî s̃g′kA ìíîæèíó s̃gkA,
ç ÿêî¨ âèêëþ÷åíi çàéâi òî÷êè, à s̃g′A = ∪k s̃g′A. Òî÷êó x ∈ s̃g′kA
íàçâåìî ñïåöiàëüíîþ, ÿêùî íà êîìïîíåíòi Xk ¹ çàéâi òî÷êè. Êîì-
ïîíåíòó Xk íàçâåìî ñïåöiàëüíîþ, ÿêùî íié ¹ ñïåöiàëüíi òî÷êè.
Âåêòîðíi ðîçøàðóâàííÿ íà íåñïåöiàëüíèõ êîìïîíåíòàõ Hk çàëè-

øàþòüñÿ òàêèìè æ, ÿê ó âèïàäêó ñòðóííîãî òèïó. Íåõàé Xk � ñïå-
öiàëüíà êîìïîíåíòà, x ∈ Xk � ñïåöiàëüíà òî÷êà, à x1, x2 � çàéâi
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òî÷êè ç êîìïîíåíòè Xk. Ïðèïóñòèìî, ùîHx ìà¹ n ïðîñòèõ ìîäóëiâ,
òîáòî ¹ Ìîðiòà åêâiâàëåíòíîþ äî R(1;n). Òîäi ç [1, 4] âèïëèâà¹, ùî
íåðîçêëàäíi âåêòîðíi ðîçøàðóâàííÿ íàä Hk ¹ òàêèìè:

(1) Ëiíiéíi ðîçøàðóâàííÿ P(x, i | c1, c2)(d), äå 1 ≤ i ≤ n, d ∈ Z
à c1, c2 ∈ { 1, 2 }. Öå òàêå ëiíiéíå ðîçøàðóâàííÿ P ñòåïåíÿ d,
ùî P/JP ' U(x, i)⊕ U(x1, c1)⊕ U(x2, c2).

(2) Äëÿ êîæíî¨ ïàðè 1 ≤ i < j ≤ n i êîæíîãî d ∈ Z ùå äâî¹
òàêèõ íåðîçêëàäíèõ âåêòîðíèõ ðîçøàðóâàíü P(i, j | c)(d), äå
c ∈ { 1, 2 }, ùî degP(i, j | c)(d) = 2d− c+ 1,

P(i, j | c)(d)/JP(i, j | c)(d) ' U(x, i)⊕ U(x, j)⊕
⊕ U(x1, 1)⊕ U(x1, 2)⊕ U(x2, 1)⊕ U(x2, 2),

ïðè÷îìó iñíóþòü òî÷íi ïîñëiäîâíîñòi

0→ P(j | 1, 2)(d)→ P(i, j | 1)(d)→ P(i | 2, 1)(d)→ 0, (3.1)

0→ P(j | 2, 1)(d)→ P(i, j | 1)(d)→ P(i | 1, 2)(d)→ 0, (3.2)

0→ P(j | 1, 1)(d− 1)→ P(i, j | 2)(d)→ P(i | 2, 2)(d)→ 0, (3.3)

0→ P(j | 2, 2)(d)→ P(i, j | 2)(d)→ P(i | 1, 1)(d− 1)→ 0, (3.4)

à òàêîæ

0→ P(i | 1, 1)(d− 1)→ P(i, j | 1)(d)→ P(j | 2, 2)(d+ 1)→ 0, (3.5)

0→ P(i | 2, 2)(d)→ P(i, j | 1)(d)→ P(j | 1, 1)(d)→ 0, (3.6)

0→ P(i | 1, 2)(d− 1)→ P(i, j | 2)(d)→ P(j | 2, 1)(d)→ 0, (3.7)

0→ P(i | 2, 1)(d− 1)→ P(i, j | 2)(d)→ P(j | 1, 2)(d→ 0). (3.8)

Ìîæíà ïåðåêîíàòèñÿ, ùî íåíóëüîâi âiäîáðàæåííÿ â êàòåãîði¨D−(S̃)
iíäóêóþòüñÿ ëèøå ìîðôiçìàìè, çàçíà÷åíi â ïóíêòàõ (1�9) ìèíóëîãî
ðîçäiëó, ìîðôiçìàìè, ÿêi âõîäÿòü äî ïîñëiäîâíîñòåé (3.1�3.8) òà
¨õ êîìïîçèöiÿìè. Òîìó êàòåãîðiþ T (A) çíîâó ìîæíà îòîòîæíèòè
ç êàòåãîði¹þ çîáðàæåíü äåÿêî¨ â'ÿçêè ëàíöþãiâ B = B(A), ÿêà
áóäó¹òüñÿ àíàëîãi÷íî ñòðóííîìó âèïàäêó, à ñàìå â òàêèé ñïîñiá.

Îçíà÷åííÿ 3.1. Ìíîæèíà iíäåêñiâ â'ÿçêèB � öå ìíîæèíà òðiéîê
I = { (x, i)[r] }, äå x ∈ s̃g′A, r ∈ Z, à 1 ≤ i ≤ nx, äå nx � êiëüêiñòü
ïðîñòèõ Hx-ìîäóëiâ.

F(x,i)[r] = { (x, i)[r] }.
ßêùî òî÷êà x íå ¹ ñïåöiàëüíîþ, ìíîæèíà E(x,i)[r] i ïîðÿäîê íà íié

âèçíà÷àþòüñÿ, ÿê ó ñòðóííîìó âèïàäêó.

ßêùî òî÷êà x ¹ ñïåöiàëüíîþ, ìíîæèíà E(x,i)[r] ñêëàäà¹òüñÿ ç òà-
êèõ ñèìâîëiâ:
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- ï'ÿòiðîê (x, i, d | c)[r] (d ∈ Z, c ∈ { 1, 2 });
- øiñòîê ((x, i, j, d | c)[r] (d ∈ Z, c ∈ { 1, 2 } , j 6= i, 1 ≤ j ≤ nx);
- ÷åòâiðîê (l, x, i)[r] (l ∈ Z \ {0})

Ïîðÿäîê íà E(x,i)[r] ïðè öüîìó âèçíà÷à¹òüñÿ â òàêèé ñïîñiá:

- (x, i, j, d | 2)[r] < (x, i, j′, d | 2)[r] < (x, i, d | 2)[r] <
< (x, i, j, d | 1)[r] < (x, i, j′, d | 1)[r] < (x, i | 1)[r] <
< (x, i, j, d′ | 2)[r] ïðè äîâiëüíèõ d, j, d′ > d, j′ < j < i;

- (x, i, d | 2)[r] < (x, i, j, d | 2)[r] < (x, i, j′, d | 2)[r] <
< (x, i, d | 1)[r] < (x, i, j, d | 1)[r] < (x, i, j′, d | 1)[r] <
< (x, i, d′ | 1)[r] ïðè äîâiëüíèõ d, j, d′ > d, j > j′ > i;

- (l, x, i)[r] < (x, i, d | c)[r] < (l′, x, i)[r] ïðè äîâiëüíèõ
c, d, l < 0, l′ > 0;

- (l, x, i)[r] < (x, i, j, d | c)[r] < (l′, x, i)[r] ïðè äîâiëüíèõ
c, d, j, l < 0, l′ > 0;

- (l, x, i)[r] < (l′, x, i)[r] òîäi é òiëüêè òîäi, êîëè l < l′.

Âiäíîøåííÿ ∼ âèçíà÷à¹òüñÿ, ÿê ó ñòðóííîìó âèïàäêó, ç äîäà÷åþ
òîãî, ùî (x, i, d | c)[r] ∼ (x, i, d | c)[r] i (x, i, j, d | c)[r] ' (x, j, i, d | c)[r].
Ó öüîìó êîäóâàííi ñèìâîë (x, i, d | 1) âiäïîâiäà¹ ðîçøàðóâàííÿì
P(x, i | 1, 2)(d) òà P(x, i | 2, 1)(d), ñèìâîë (x, i, d | 2) � ðîçøàðóâàí-
íÿì P(x, i | 2, 2)(d) òà P(x, i | 1, 1)(d−1), à ñèìâîë (x, i, j | c)(d) � ðîç-
øàðóâàííþ P(x, i, j | c)(d) ïðè i < j i ðîçøàðóâàííþ P(x, j, i | c)(d)
ïðè i > j.

Çíîâ-òàêè, ç ïîïåðåäíiõ ìiðêóâàíü âèïëèâà¹ íàñòóïíèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 3.2. ßêùî (X,A) � âóçëîâà íåêîìóòàòèâíà êðèâà ìàé-

æå ñòðóííîãî òèïó, òî çâåäåíà êàòåãîðiÿ òðiéîê T (A) åêâiâà-

ëåíòíà ïîâíié ïiäêàòåãîði¨ êàòåãîði¨ çîáðàæåíü â'ÿçêè ëàíöþãiâ

B(A), ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç òàêèõ çîáðàæåíü M , ó ÿêèõ óñi ìàòðèöi

M(x,i)[r] îáåðòîâíi.

Íàñëiäîê 3.3. Êîæíà âóçëîâà íåêîìóòàòèâíà êðèâà ìàéæå ñòðóí-

íîãî òèïó ¹ ïîõiäíî ðó÷íîþ.
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