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Предположим, что S = K. Тогда /?=^=0. Если dim/C=3, выберем 
a§k+R, рб/? и положим / = / [ 1 , а, р]. Тогда /2 = /[1, а, р, а2, р2, ар] не­
обратим, поскольку а2рф[1, а, р, а2, р2, ар], что невозможно. Итак, 
d i m / ( ^ 2 . Но если K=k, то из R3 = 0 следует, что d i m F ^ 3 , поэтому 
dim/C=2. К сепарабельно (так как k 2-совершенно), значит, можно 
считать, что F=K(BR. Пусть /C=fe[(o], где со — корень уравнения 
х2—px + q=0 (/?, qd.k), r£Ry а=со + г. Тогда а2 = рсо—<7+2сог + г2 и 
а3=(р2—д)со—pq + Зрыг—3gr + 3cor2. Поскольку 1, со, г, cor, a если ггФ0, 
то и г2, cor2 линейно независимы над k, из а3б[1, а, а2] вытекает г2 = 0. 
Пусть а3 = а + Ьа + са2. Тогда Зр = 2с, значит, char A = '̂2 (иначе /С несе-
иарабельно); — 3q=b, —pb = a—qc и p2—q—b+pc, откуда р2—4q=0, 
что невозможно, так как это дискриминант неприводимого многочлена 
я2—px + q. 

Пусть теперь БфК. Покажем, что тогда d i m K ^ 2 . Обозначим через 
е идемпотент, для которого eS = K, f—l—е, а=/+'Со, где соб/С, и пусть 
минимальный многочлен т(х) для со — кубический: т(х) = 
= х3—ах2—Ьх—с. Имеем a2 = f + co2; а3 = / + асо2 + йсо + с£, и, если 
а8€.[1, ее, а2], то а3 = с + &а + аа2, откуда a + b + c=l и т ( 1 ) = 0 , что не­
возможно. Аналогично можно проверить, что если 5 имеет три или бо­
лее простые компоненты, то обязательно K=k. 

Покажем теперь, что всегда R = 0. Рассмотрим случай S = K(BL, 
причем K=k((d)¥=k и R¥=0. Если в R найдется элемент г такой, что 
er=0y TReK=eS, е2 — е, то, 'полагая a=co + r, получим а2 = со2 и а3 = со3(£ 
(£[1, а, а2] , так как а3фса2 при cdk. В противном случае eRdr=^0, и, 
принимая a = co + r, получим а2 = рсо—qe+2®r, а3=(р2—q)<o—pqe + 
+ 3pa)r+3qr, где х2—px + q — минимальный многочлен для со. Если 
a3G[l, а, а2], то, поскольку элементы 1, со, г, е> cor линейно независимы, 
a3 = 3qa + pa2, и, приравнивая коэффициенты при со и cor, получим, что 
char& = 2 (так как q¥=0) и р — 0, что невозможно, так как k 2-совер­
шенно. 

Если же S = k(Bk, eu е2—соответствующие идемпотенты, то посколь­
ку R2 = 0, a d i m F ^ 4 , е^Эг^О и e2Rdr2=£0. Тогда, полагая а = 
= е1 + г1 + г2, видим, что az = el + 2ri и a3 = ei + 3ri$[l, а, а2]. 

Итак, F—S и либо Р=К^К2, где Ki и К2—квадратичные расшире­
ния k, либо F—k®...(Bk (число слагаемых д ^ 4 ) . В этом случае для 
доказательства импликации 3)=М) уже нужно предполагать, что k со­
держит больше двух элементов. Тогда, если F=Ki®K2, то образующие 
со» полей Кг можно выбрать так, чтобы их минимальные многочлены, 
т{(х)—х2—а{х + Ьи не имели общих корней. Пусть тогда а = 0 ! + со2. 
а2 = а1со1—biei + a2{^2—b2e2i где е{—идемпотенты такие, что Ki=e{F; 
а3=(а2—b i)a) i—a ib ie i+(al—b2)^2—a2b2e2. Легко проверить, что 1, а, а2 

линейно независимы, а определитель, составленный из коэффициентов 
разложения 1, а, а2, а3 по базису еи соь е2, со2, равен результанту мно­
гочленов mi(x) и т2(х). Поэтому а3$[1, а, а2]. 

Остается случай, когда в F есть 4 нетривиальных ортогональных 
идемпотента eiy e2i e3, е4 таких, что е^е2 + е3 + ек=^\. Положим 
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]/=[е, + е3 + еку е2 + е3 + сеД (сФО, сФ1), У2=[е{ + е3 + е„ е3 + се„ 
е2 + ̂ ъ + с2е^. Из того, что сфО и сФ1, тривиально следует, что V и V2— 
точные подпространства, поэтому, если 1=1 (V), то P = I(VZ) не­
обратим. 

Для доказательства импликации 2)=Ф-1) нужно еще показать, что 
даже если к—-поле из двух элементов, в последних двух случаях есть 
по меньшей мере два неизоморфных необратимых точных идеала. Но 
нетрудно убедиться, что при F=Ki(BK2—это идеалы /[1, et + Oi] и 
/[1, е2 + со2], а при \=e1 + e2 + es + ek (^—нетривиальные ортогональные 
идемпотенты) —это идеалы 1{еу + е3 + е^ е2 + е3] и I[ei + e3 + et9 e2 + ez + e& 
Теорема полностью доказана. 

§ 4. Зависимость числа классов точных идеалов от поля вычетов 
Пусть А — одномерное локальное кольцо с максимальным идеалом 

р и полем вычетов k, (причем О(р)=Л0—целое замыкание А в Q и 
1хА(А0/А)^3. F=A0/y есть ^-алгебра размерности п^4. Нас будут ин­
тересовать идеалы / вида I(V), где V — двумерное точное порождающее 
подпространство в F (см. лемму из § 3). Если Ii = I[a9 р] и / 2 =Ду, б] — 
два таких идеала, то из упомянутой леммы следует, что Л ^ / 2 тогда и 
только тогда, когда существуют обратимый элемент G£F И обратимая 
матрица XGGL(2, k) такие, что (у, б) = (сг_1а, а_1|3)Х 

Множество пар (а, р) можно рассматривать как аффинное простран­
ство над полем k размерности 2п. Нетрудно убедиться, что условие 
«а и р линейно независимы и [а, р]— точное порождающее подпростран­
ство в F» выделяет в этом аффинном пространстве подмножество U, 
открытое в топологии Зарисского. Если U непусто, его размерность так­
же равна 2п. Точки из U, определяющие изоморфные идеалы, лежат на 
орбитах алгебраической группы G = GL(1, F)xGL(2, k), которая дей­
ствует на U по формуле (а, Р) (а, X) = (а_1а, о~*$)Х. Очевидно, под­
группа, состоящая из пар (с, diag {с, с}), действует на U тривиально, 
так что фактическая размерность действующей группы равна п + 3<2п 
(так как п^А). Поэтому, если U непусто, число орбит группы G®k на 
U®k, где k — алгебраическое замыкание k, бесконечно. Более того, 
если поле k само бесконечно, то бесконечно уже число орбит G на U. 

Если k — конечное поле, (пусть fm(x)—такой многочлен степени т 
из А[х] со старшим коэффициентом 1, который неприводим по модулю J), 
Am=A[x]/(fm(x)). Тогда Ат—локальное кольцо с максимальным идеа­
лом рЛп, причем Ат/$Ат—расширение степени т поля k (Ат—это «не-
разветвленное расширение степени т кольца А»). 

Т е о р е м а 4. Пусть А — одномерное локальное кольцо с 2-совершен-
ным полем вычетов k=A/$, A0—его целое замыкание в Q, причем 
ЦА(А0/А)^3. Если поле k бесконечно, то у А есть локальное надколь­
цо В, имеющее бесконечно много классов точных идеалов. Если же к 
конечно, то В можно выбрать так, что число классов точных идеалов у 
колец Вт стремится к бесконечности при т->оо. 
3 Математический сборник, т. 101(143), № 3(11) 
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Заменяя А на уА0+А, можно считать, что 
О(р)=Л0 . Положим тогда В = А. Из приведенных выше рассуждений 
следует, что достаточно построить хотя бы одно двумерное точное по­
рождающее подпространство V в F—AJy. 

Заметим, прежде всего, что если в F \ = е^ + ег-\-ег (е{—нетриви­
альные ортогональные идемпотенты), то в качестве V можно взять 
[е, + е3, е2 + е3]. 

Рассмотрим теперь подпространство V=[ l , a] (a§k). Если оно не­
точно, то {рб/7! pVc:V} = V, значит, V — подалгебра и a2GV. Положим 
# = radF, S = F/R. Тогда отсюда следует, что Я2 = 0, а если К — простая 
компонента F, то dim K^2 (из-за 2-совершенности). Кроме того, если 
е и f — ненулевые ортогональные идемпотенты, $deF и « = f + p, то 
a 2 = f + p2 и из а26[1, а] вытекает, что p2 = ap + fre, где a + ft=l, что воз­
можно лишь при рбе&. Значит, в этом случае F=k@'k и d imF=2 . 

Остается случай, когда F=S(BR, S=k(®)—квадратичное расши­
рение k, ЯЭгфО. Положим «=оо +г. Имеем а2 = оо2 + 2сог, и поскольку 
1, со, г, cor линейно независимы, из «2в[1, «] следует, что char& = 2 и 
со26&, что невозможно. Теорема доказана. 

З а м е ч а н и е . Более тщательный (но весьма громоздкий) анализ 
показывает, что если k — поле из q элементов, то у Л всегда есть над­
кольцо, имеющее по меньшей мере q классов точных неглавных идеалов. 

§ 5. Глобализация: абстрактные кривые 

А б с т р а к т н о й к р и в о й мы будем называть одномерную локаль­
но нётерову редуцированную схему S. Обозначим через О структурный 
пучок схемы S, Q — его пучок колец частных. Квазикогерентный пучок 
(^-модулей JC назовем пучком б е з к р у ч е н и я ( п е р и о д и ч е с к и м , 
д е л и м ы м ) , если такими являются все его слои JLX (как (7х-модули) 
для любой замкнутой точки xdS. Из одномерности S следует, что перио­
дический пучок Л — это «пучок небоскребов», т. е. для любого откры­
того множества U имеем <M(U)=(B,MX (x пробегает замкнутые точки 
из U). Когерентные пучки без кручения назовем !п у ч к а м и р е ш е т о к . 
Через k(x) обозначим поле вычетов точки х, через Е(х) —инъективную 
оболочку С?х-модуля k(x) и через & — периодический пучок, для кото­
рого <£х~Е(х). ИЗ результатов Е. Мэтлиса следует, что функтор 

Зг\г+&=Жът(&~, &) является инволюцией категории когерентных пе­
риодических пучков. 

Через v:S0->S обозначим нормализацию схемы 5. Структурный пу­
чок (У0 схемы 50 естественно рассматривать как подпучок в Q. Если 
Oi—пучок колец такой, что ОаО^аО^ то ему соответствует схема S{ 
и сюръективный морфизм f:Si-^Si являющийся бирациональным изо­
морфизмом. Такие морфизмы назовем с у б н о р м а л ь н ы м и . 

В этих терминах глобализация полученных результатов приводит к 
следующим теоремам. 
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Т е о р е м а V. Для всякой абстрактной кривой S существует эпимор­
физм пучков Q-+&. Если О*—его ядро, то функтор Jl-\-*JC= 
=Жот(Ж, О*) является инволюцией категории пучков О-решеток, при­
чем, если 3? — любой пучок с таким свойством, то &х~0*х для всех 
x£S. Кроме того, если f : Jf-^Jt — мономорфизм пучков решеток с пе­
риодическим коядром, то и f*:J?*-*JP*—мономорфизм с периодическим 
коядром, причем Goker/*~Coker/. 

Кривая 5 называется г о р е н ш т е й н о в о й , если все локальные 
кольца Ох горенштейновы, и бассовой, если все Ох бассовы (или, что то 
же, для любого конечного субнормального морфизма y.Si-^S кривая 
St горенштейнова) [5]. Очевидно, эти условия достаточно проверять для 
особых точек кривой. Если х — такая точка, обозначим через 
qx:S(x)-+S субнормальный морфизм, определяемый пучком колец О' 
таким, что (Уу—(УУ при уфх и б'х = (У(шх), где шх—максимальный 
идеал кольца Ох. Наконец, пучок О'-идеалов назовем о б р а т и м ы м 
( к о о б р а т и м ы м ) , если таковы все его слои (это определение не со­
гласуется с общепринятым в алгебраической геометрии; однако легко 
видеть, что обратимые пучки идеалов в нашем смысле — это прямые 
образы обычных обратимых пучков при конечных субнормальных мор-
физмах). 

Т е о р е м а 2'. Следующие условия равносильны: 
1) абстрактная кривая S бассова; 
2) 5 горенштейнова, и для любой особой точки х кривая Sx также 

горенштейнова; 
3) всякий пучок О-идеалов обратим; 
3') всякий пучок (У-идеалов кообратим; 
4) для любого конечного субнормального морфизма ф: S^S пучок 

OJO порождается одним глобальным сечением. 
Если нормализация v : SQ-+S конечна, эти условия равносильны еще 

условию 
4') пучок (У0/(У порождается одним глобальным сечением. 
Пучок идеалов назовем о т м е ч е н н ы м , если все его слои обратимы 

или кообратимы. 
Т е о р е м а 3'. Рассмотрим следующие условия: 
1) для любого конечного субнормального морфизма ф: SJ -KS пучок 

OJO порождается двумя глобальными сечениями; 
2) всякий пучок О-идеалов отмечен; 
3) для всякого пучка идеалов J пучок Уг обратим. 
Тогда 1)=^2)=Ф-3). Если все поля вычетов k(x) для особых точек х 

2-совершенны, то 2)=М). Если, кроме того, ни для какой особой точки х 
поле k(x) не состоит из 2-элементов, то 3)=М). 

Если, наконец, нормализация v:S0-+S конечна, то условие 1) экви­
валентно условию 

V) пучок OJO порождается двумя глобальными сечениями. 

3* 
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В заключение отметим, что если рассматривать обычные алгебраиче­
ские кривые над алгебраически замкнутым полем k, то, как указано в 
[5], бассовы кривые — это в точности кривые с квадратичными особен­
ностями. Аналогично, кривые, удовлетворяющие условию 1) теоре­
мы 3'—это, конечно, кривые с кубическими особенностями. 

(Поступила в редакцию 18/XI 1974 г.) 
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