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Вiд семiнару Граве до похiдних категорiй

Ю. А. Дрозд

Анотацiя. Ця стаття виникла з моєї лекцiї на Перших Гравевських
читаннях, у якiй я намагався прослiдкувати шлях, який розпочався з
лекцiй i семiнару Д. Граве в Київському унiверситетi й привiв до до-
слiджень у найсучаснiших галузях математики. Звичайно, я вибрав ту
галузь з численних напрямкiв, розвинених учнями Граве та їх науко-
вими спадкоємцями, яка близька до Київської школи теорiї зображень
i до моїх власних дослiджень. Вибiр матерiалу у статтi також цiлком
суб’єктивний i вона не претендує на те, щоб бути iсторичним оглядом.
Скорiше, це — спогади учасника подiй.
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1. Початок

Ця стаття є спробою прослiдкувати шлях, який пройшла одна гiл-
ка алгебричної школи, створеної Дмитром Граве, саме та гiлка, яка
вiдродилася у Києвi, колисцi всiєї цiєї школи. Нагадаю, що ця школа
бере початок у семiнарi, який проходив у Київському унiверситетi пiд
керiвництвом Д. Граве. Ось. що пише про це сам Д. Граве у своїх «Ав-
тобiографiчних записках» [1] :
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«Я вважав, що єдине правильне розумiння унiверситету є те, що
унiверситет має бути лабораторiєю науки, в якiй кожен професор має
бути дослiдником, а студент — починаючим ученим, i я вирiшив у
1912–1914 роках здiйснити мою iдею пiд виглядом семiнару з алгебри
i теорiї чисел.»

З семiнару Граве вийшли такi вiдомi вченi, як Б. Делоне, М. Крав-
чук, А. Островський, М. Чеботарьов, О. Шмiдт. Усi вони вiдзначились
видатними внесками у сучасну алгебру i теорiю чисел,

Слiд зазначити, що перед цим Д. Граве провiв велику роботу по пiд-
готовцi пiдґрунтя майбутнього семiнару. Починаючи з свого приїзду
до Києва, вiн розпочав викладання сучасної алгебри. Вже у 1902–1904
роках вiн працює над лекцiями з теорiї груп, а 1908 року у Києвi вихо-
дить його книга «Теория групп». У 1909 виходить «Элементарный курс
теории чисел», а у 1910 та 1913 роках — двотомна «Арифметическая
теория алгебраических величин» (зараз її назвали б «алгебричною те-
орiєю чисел»). Починаючи з 1911 року вiн регулярно публiкує статтi з
алгебри та алгебричної теорiї чисел. I останньою його великою працею
став «Трактат з алгебричного аналiзу». У 1938 роцi вийшли першi два
томи. Другий з них майже повнiстю присвячений саме основам алге-
бричної теорiї чисел, включаючи загальну теорiю iдеалiв та одиниць,
алгоритм Вороного i теорiю p-адичних чисел. Третiй том, за планом
Д. Граве, мав бути присвячений конкретному розгляду квадратичних
полiв i бiнарних квадратичних форм, рядам Дiрiхле з теоремою про
простi числа в арифметичнiй прогресiї, символам Гiльберта i геометри-
чнiй теорiї чисел, зокрема, роботам Г. Вороного й Б. Делоне. На жаль
Дмитро Олександрович не встиг довести цю роботу до кiнця.

Дослiдження в галузi алгебричної теорiї чисел стали справою життя
Б. Делоне. Його студентська робота, удостоєна Великої Золотої медалi
— «Связь между теорией идеалов и теорией Галуа», а перша опублiкова-
на робота — «Об определении алгебраической области при помощи кон-
груэнтностей» присвячена доведенню теореми Кронекера-Вебера про
те, що довiльне розширення поля рацiональних чисел з абелевою гру-
пою Ґалуа вкладається у якесь поле подiлу кола. Але найвидатнiшими
досягненнями Б. Делоне в цiй галузi стали дослiдження цiлочисельних
бiнарних кубiчних форм i, у зв’язку з ними, кубiчних полiв алгебричних
чисел. Сам Борис Миколайович вважав цi роботи своїми найкращими,
незважаючи на те, що надалi вiн внiс фундаментальний внесок у гео-
метрiю чисел та багатовимiрну кристалографiю. Пiдсумком цього ци-
клу дослiджень Б. Делоне та його учня Д. Фаддєєва стала монографiя
«Теория иррациональностей третьей степени» (1940 р.). Цiкаво, шо у
вступi, коментуючи одну з теорем, Б. Делоне згадує, що вона пов’язана
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з «припущенням, яке виникло з розгляду великої таблицi дискримiнан-
тiв кубiчних одиниць, обчисленої у 1918 роцi для мене за допомогою
арифмометрiв студентами Київського унiверситету» .

2. Цiлочисельнi зображення

Той напрямок, про який я буду надалi говорити, фактично походить
вiд цiєї монографiї. Саме, у §15 там встановлено зв’язок мiж бiнарними
квадратичними формами ax3+bx2y+cxy2+dy3, де a, b, c, d — цiлi числа,
i кубiчними кiльцями, тобто кiльцями цiлих алгебричних чисел, якi ле-
жать у кубiчних розширеннях поля рацiональних чисел.1 У 1960-i роки
Д. Фаддєєв повернувся до цього результату у зв’язку з теорiєю цiло-
чисельних зображень. Цiлочисельне зображення кiльця (або групи) —
це гомоморфiзм у кiльце цiлочисельних матриць (вiдповiдно, у групу
обертовних цiлочисельних матриць). Iнтерес до цiлочисельних зобра-
жень груп виник у зв’язку з роботами Є. Федорова i А. Шенфлiса про
кристалографiчнi групи, вивчення яких вимагає, зокрема, класифiкацiї
цiлочисельних зображень скiнченних груп. Класична теорема Жорда-
на каже, що при фiксованiй розмiрностi дана скiнченна група має лише
скiнченну кiлькiсть неiзоморфних (нееквiвалентних) цiлочисельних зо-
бражень. У 1938 роцi Г. Цассенгаус дав нове доведення цiєї теореми [27],
а його учень Ф. Дiдерiксен описав зображення циклiчної групи просто-
го порядку [8]. У тiй же роботi Ф. Дiдерiксен доводив, що вже циклiчна
група порядку 4 має нескiнченну кiлькiсть неiзоморфних нерозкладних
цiлочисельних зображень (звичайно, необмежених розмiрностей). Утiм,
останнє твердження виявилось хибним, i у 1960 роцi учень Д. Фаддєєва
А. Ройтер довiв, що ця група має лише 9 нерозкладних цiлочисельних
зображень [47]. Перед цим З. Боревич i Д. Фаддєєв довели, виходячи з
мiркувань гомологiчної алгебри, що нециклiчна група завжди має не-
скiнченно багато неiзоморфних нерозкладних цiлочисельних зображень
[33]. У 1962–1964 роках у роботах С. Бермана i П. Гудiвка, А. Хелле-
ра i I. Райнера та А. Джонса було встановлено, що скiнченна група
має лише скiнченну кiлькiсть нерозкладних неiзоморфних цiлочисель-
них зображень тодi й лише тодi, коли кожна її силовська p-пiдгрупа є
циклiчною порядку p або p2 [30, 31, 20, 21, 23].

На початку 1960-х рокiв виник iнтерес вже до цiлочисельних зобра-
жень кiлець, перш за все, кiлець алгебричних чисел. У найпростiшому
варiантi це — задача опису цiлочисельних матричних розв’язкiв алге-
бричних рiвнянь. Перший крок у цьому напрямку зробили З. Боревич

1Насправдi, i тут, i нижче, де йдеться про квадратичнi кiльця, розглядається
ширший клас кiлець, а саме такi, якi лежать у напiвпростих алгебрах над полем
рацiональних чисел. Утiм, основнi результати вiд цього практично не залежать.
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i Д. Фаддєєв. У 1960 роцi вони описали цiлочисельнi зображення ква-
дратичних кiлець, тобто кiлець цiлих алгебричних чисел, якi лежать у
квадратичних розширеннях поля рацiональних чисел [34]. Виявилось,
що всi цi зображення реалiзуються в iдеалах кiльця. Надалi цей ре-
зультат узагальнили i його автори [35], i Г. Басс [4] (цi узагальнення
виявились еквiвалентними). Вiдчуваючи потребу у деяких загальних
пiдґрунтях, Д. Фаддєєв опублiкував велику роботу [49], у який виклав
загальнi фундаментальнi поняття й факти теорiї цiлочисельних зобра-
жень кiлець. У тому самому випуску з’явилась i його стаття, присвяче-
на кубiчним кiльцям [50]. У нiй викладено зв’язок кубiчних кiлець та
кубiчних форм, а також встановлено важливий результат, що якщо I
— iдеал кубiчного кiльця A, то для довiльного простого p локалiзацiя
Ip iзоморфна або Ap, або A∗p, де A∗ = HomZ(A,Z) — дуальний iдеал.
Встановлено також, що завжди I2p ' A′p для деякого надкiльця A′ ⊃ A.2
На школi 1964 р. в Ужгородi, де Д. Фаддєєв викладав цi результати,
вiн запропонував розглянути задачу про зображення кубiчних кiлець,
зокрема, знайти критерiй того, що кубiчне кiльце має лише скiнчен-
ну кiлькiсть неiзоморфних нерозкладних цiлочисельних зображень (як
зараз кажуть, критерiй зображувальної скiнченностi). Те, що, на вiд-
мiну вiд квадратичних кiлець, це не може бути завжди так, було бiльш-
менш зрозумiло. У Києвi саме на початку 1960-х рокiв пiд керiвництвом
А. Ройтера сформувалася група молодих математикiв, якi розпочали
активнi дослiдження з теорiї цiлочисельних зображень. До неї увiшли
В. Кириченко, С. Кругляк, Л. Назарова i я. У майбутньому саме з цiєї
групи вийшла Київська школа теорiї зображень. У перебiгу розпочатих
дослiджень менi вдалося знайти критерiй зображувальної скiнченностi
для кубiчних кiлець [37].

Теорема 2.1. Нехай Λ —кубiчне кiльце, M — його максимальне над-
кiльце, M/Λ — пряма сума циклiчних груп порядкiв m i n де m | n.
Λ має скiнченну кiлькiсть нерозкладних зображень тодi й лише тодi,
коли m вiльне вiд квадратiв.

Бiльш того, порiвняно швидко А. Ройтер i я узагальнили цей резуль-
тат i отримали критерiй зображувальної скiнченностi для довiльних
комутативних кiлець [44].

Теорема 2.2. Нехай M — максимальне надкiльце Λ, I = M/Λ, I ′ =
rad I. Λ має скiнченну кiлькiсть нерозкладних зображень тодi й лише
тодi, коли I має 2 твiрних, а I ′ — циклiчний Λ-модуль.

2Пiзнiше менi вдалося узагальнити цi результати в роботi [38].
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Рiвносильний критерiй, хоча й трохи в iнших термiнах, отримав одно-
часно шведський математик Г. Якобiнскi [22]. Паралельно були розро-
бленi новi методи, що брали початок у згаданих вище роботах З. Боревi-
ча i Д. Фаддєєва та Г. Басса, i створена теорiя бассових i квазабассових
кiлець [43, 41]. Це дало змогу В. Кириченку i менi узагальнити кри-
терiй зображувальної скiнченностi на широкий клас некомутативних
кiлець [42]. Такi були здобутки Київської школи у теорiї цiлочисельних
зображень на першому етапi її розвитку.

3. Ручнi та дикi особливостi кривих

На деякий час iнтерес до теорiї цiлочисельних зображень, включаю-
чи й Київську школу, дещо спав, i основнi дослiдження перемiстилися
до зображень скiнченновимiрних алгебр. Це було iнiцiйовано блиску-
чою роботою А. Ройтера, в якiй вiн довiв одну з класичних гiпотез
Брауера-Тролла [48], а також роботами П. Ґабрiеля [18] та Л. Назаро-
вої i А. Ройтера [45], з яких розпочалося дослiдження зображень сагай-
дакiв i частково впорядкованих множин. Вiдродився iнтерес до теорiї
цiлочисельних зображень значною мiрою завдяки роботi Ґ.-М. Ґройеля
i Г. Кноррера [19], в якiй було встановлено несподiванi зв’язки цiєї те-
орiї з теорiєю особливостей. Саме, у нiй були розглянутi особливостi
алгебричних кривих, або, що те саме, комутативнi алгебри A над кiль-
цем формальних рядiв R = k[[t]], i вирiшувалось питання, коли така
алгебра має лише скiнченну кiлькiсть неiзоморфних нерозкладних мо-
дулiв Коена-Маколея. У даному випадку це — те саме, що зображення
алгебри A над кiльцем R. Звичайно, вiдповiдь дано у роботi [44], де роз-
глянуто загальну ситуацiю одновимiрних нетерових кiлець, але автори
не були з нею знайомi. Натомiсть, користуючись технiкою, близькою
до роботи Г. Якобiнського [22], вони отримали критерiй i, що особливо
важливо, пов’язали його з класифiкацiєю особливостей, розробленою
В. Арнольдом [28]. Нагадаю, що В. Арнольд увiв поняття простої осо-
бливостi як такої, в достатньо малому околi якої є лише скiнченна
кiлькiсть нееквiвалентних особливостей. Простi особливостi виявились
пов’язаними зi схемами Динкiна An, Dn, E6, E7, E8, добре вiдомими з
теорiї груп Лi. Це — особливостi плоских кривих, заданих рiвняннями

An : x2 = yn+1,

Dn : x2y = yn−1 (n ≥ 4),

E6 : x3 = y4,

E7 : x3 = xy3,

E8 : x3 = y5,
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Результат Ґройеля i Кноррера був таким:

Теорема 3.1. Особливiсть алгебричної кривої має скiнченну кiлькiсть
неiзоморфних нерозкладних модулiв Коена-Маколея тодi й лише тодi,
коли вона домiнує просту особливiсть (тобто є її надкiльцем).

На цей час у теорiї зображень скiнченновимiрних алгебр з’ясувало-
ся, що зображувально нескiнченнi алгебри роздiляються на два iстотно
рiзнi типи: ручнi й дикi. Ручнi алгебри — це такi, у яких нерозкладнi
зображення кожної даної розмiрностi утворюють скiнченну кiлькiсть
однопараметричних сiмей. Дикi алгебри можуть бути охарактеризова-
нi двома способами (якi, втiм, виявились рiвносильними):3

• (геометрично) як такi, для яких iснують сiм’ї неiзоморфних не-
розкладних зображень, що залежать вiд довiльної кiлькостi па-
раметрiв;
• (алгебрично) як такi, що класифiкацiя їх зображень мiстить у
собi класифiкацiю зображень довiльної скiнченнопородженої ал-
гебри.

У роботi [39] я довiв, що будь-яка скiнченновимiрна алгебра над алге-
брично замкненим полем є або ручною, або дикою.

Поняття ручних i диких природно переносяться на iншi класифiка-
цiйнi задачi, зокрема, у теорiю модулiв Коена-Маколея. У 1990 р. пiд
час семiнару, органiзованого у Бiлефельдi К. Рiнгелем, Ґ.-М. Ґройель
висунув деяку гiпотезу про зв’язок особливостей, ручних у цьому сен-
сi, з класифiкацiєю Арнольда так званих унiмодальних особливостей.
Утiм, на цей час у мене вже був контрприклад до його гiпотези, про що
я йому й розповiв. Ми вирiшили детальнiше вивчити цю проблему, i нам
вдалося знайти критерiй ручностi для особливостей кривих i встанови-
ти його зв’язок з класифiкацiєю Арнольда. А саме, у цiй класифiкацiї
особливу роль вiдiграють «серiйнi однопараметричнi особливостi» або
особливостi типу Tpq, тобто особливостi плоских кривих, заданих рiв-
няннми

Tpq : xp + yq + λx2y2 = 0, де
1

p
+

1

q
≤ 1

2
,

Тут λ ∈ k — деякий параметр. При (p, q) ∈ {(4, 4), (3, 6)} цей параметр
ролi не вiдiграє: всi його значення, крiм забороненого λ = 0, дають
iзоморфнi особливостi. При (p, q) ∈ {(4, 4), (3, 3)} це вже не так. Забо-
роненими тут є значення λ = ±2 при (p, q) = (4, 4) i три значення, для
яких 4λ3 = −27 при (p, q) = (3, 6), а рiзнi значення λ дають неiзоморфнi
особливостi. У роботi [11] доведено таку теорему.

3Формальнi означення можна знайти в оглядi [10].
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Теорема 3.2. Особливiсть алгебричної кривої є ручною тодi й лише
тодi, коли вона домiнує якусь особливiсть типу Tpq.

На жаль, на вiдмiну вiд робiт [22, 44, 19], тут не було отримано опис
модулiв — iстотним iнструментом було використання деформацiй, що
дало можливiсть отримати критерiй, але без явної конструкцiї модулiв.
Втiм, повний опис i досi отриманий лише для особливостей типу T44
[9, 14, 15].

4. Векторнi розшарування й особливостi поверхонь

Наступним кроком мав стати розгляд поверхневих особливостей. На
цей час було вiдомо, що зображувально скiнченнi поверхневi особли-
востi — це так званi фактор-особливостi (quotient singularities), тобто
алгебри iнварiантiв k[[x, y]]G при дiї скiнченної групи G на кiльцi фор-
мальних степеневих рядiв вiд двох змiнних [3, 17]. Для дослiдження
ручностi пiдґрунтям стала робота К. Кана [24], в якiй встановлено зв’я-
зок модулiв Коена-Маколея над поверхневою особливiстю з векторни-
ми розшаруваннями над виключною кривою розв’язання цiєї особли-
востi. Остання є проєктивною кривою, тож природно стало питання
про класифiкацiю векторних розшарувань над проєктивними кривими.
Така класифiкацiя була вiдома лише для проєктивної прямої P1, де во-
на найпростiша: нерозкладними є лише лiнiйнi розшарування, а також
для елiптичних кривих (неособливих кривих роду 1, або, що те саме,
неособливих плоских кубiк) [2]. У останньому випадку нерозкладнi роз-
шарування даного рангу й степеня утворюють сiм’ю, параметризовану
точками кривої. Отже, це — ручний випадок. З iншого боку, доволi не-
складно встановити, що класифiкацiя векторних розшарувань над кри-
вою роду g > 1 вже є дикою. Про випадок кривих з особливостями
(а такi найчастiше виникають як виключнi кривi розв’язань) не було
вiдомо нiчого.

Ми з Ґ.-М. Ґройелем встановили такий результат [12].

Теорема 4.1. Зв’язна проєктивна крива є ручною вiдносно класифi-
кацiї векторних розшарувань тодi й лише тодi, коли вона є або про-
єктивною прямою, або елiптичною кривою, або ланцюгом чи циклом
проєктивних прямих з трансверсальними перетинами.

Всi iншi проєктивнi кривi є дикими вiдносно класифiкацiї векторних
розшарувань.

Останнiй випадок означає, що всi незвiднi компоненти кривої — це
проєктивнi прямi, всi їх перетини є трансверсальними i, при деякiй ну-
мерацiї прямих, кожна перетинає наступну i, у випадку циклу, остання
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перетинає першу. У випадку циклу з 5 компонентами це виглядає так:

Якшо така крива має одну компоненту, це — нодальна кубiка, якщо двi
— це перетин прямої з колом. При цьому у випадку ланцюга (рiд такої
кривої дорiвнює 0) всi нерозкладнi розшарування є лiнiйними, а у ви-
падку циклу (його рiд дорiвнює 1), при фiксованому рангу i фiксованих
степенях на кожнiй компонентi, нерозкладнi розшарування утворюють
скiнченну кiлькiсть сiмей, кожна з яких параметризована точками про-
єктивної прямої. При цьому вдалося й дати повний опис вiдповiдних
векторних розшарувань. Як i у випадку особливостей кривих, цей опис
зводився до так званих в’язок ланцюгiв, дослiджених у роботах Л. На-
зарової i А. Ройтера [46] та В. Бондаренка [32].

Разом з роботою Кана це дозволило вирiшити питання про ручнi
й дикi поверхневi особливостi для важливого класу так званих мiнi-
мально елiптичних особливостей [25]. Це — горенштейновi поверхневi
особливостi роду 1. Серед них видiляються

• простi елiптичнi особливостi — такi, що виключна крива є
елiптичною кривою;
• каспiдальнi особливостi — такi, що виключна крива є циклом
проєктивних прямих.

У роботi [13] встановлено такий результат.

Теорема 4.2. Мiнiмально елiптична поверхнева особливiсть є ручною
тодi й лише тодi, коли вона є або простою елiптичною, або каспiдаль-
ною. В усiх iнших випадках вона є дикою.

Зокрема, якщо це — особливiсть поверхнi у тривимiрному просторi,
то це — особливiсть типу Tp,q,r, тобто задається рiвнянням

Tp,q,r : xp +yq +zr +λxyz = 0, де
1

p
+

1

q
+

1

r
≤ 1, p ≤ q ≤ r, λ /∈ {0, 1}.

Якщо 1
p + 1

q + 1
r = 1, це проста елiптична особливiсть, якщо нерiвнiсть

строга — каспiдальна особливiсть. У останньому випадку всi значення
λ (включаючи λ = 1) визначають iзоморфнi особливостi.
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Для ручних поверхневих особливостей також було дано класифiка-
цiю модулiв (для простих елiптичних особливостей це зробив ще К. Кан
у тiй самiй роботi [24]).

5. Похiднi категорiї

У роботi [12] ми з Ґ.-М. Ґройелем звернули увагу на те, що опис
векторних розшарувань над циклами проєктивних прямих має багато
спiльного з описом зображень деяких скiнченновимiрних алгебр. У най-
простiшому випадку нодальної кубiки — це алгебра, задана сагайдaком
зi спiввiдношеннями

•

a1
((

a2

66 •
b1
((

b2

66 • b1a1 = b2a2 = 0. (5.1)

Звичайно, ми знали про класичну роботу А. Бейлiнсона [29], в якiй було
встановлено зв’язки мiж векторними розшаруваннями над проєктив-
ним простором Pn та зображеннями деяких скiнченновимiрних алгебр,
зокрема, мiж P1 та сагайдаком Кронекера •

((
66 • . Але основним у

цiй роботi було доведення того, що еквiвалентними є похiднi категорiї
когерентних пучкiв над Pn та модулiв над вiдповiдною алгеброю. Така
еквивалентнiсть задається функтором Hom(T ,−), де T =

⊕n
k=0OPn(k)

— так званий тiлтiнг-пучок. У випадку нодальної кубiки й алгебри
(5.1) така еквiвалентнiсть була напевно неможливою, оскiльки глобаль-
на гомологiчна розмiрнiсть цiєї алгебри скiнченна (дорiвнює 2), а гло-
бальна гомологiчна розмiрнiсть нодальної кубiки нескiнченна.

Роз’яснення цiєї загадки було дано у роботi I. Бурбана i моїй [5],
яка дала початок циклу робiт, присвячених похiдним категорiям. У
цiй роботi було побудоване нове категорне розв’язання особливостей
нодальної кривої. На той час конструкцiя категорних розв’язань у рi-
зних виглядах вже була вiдома, але всi вони мали один недолiк. Побудо-
ванi категорiї залишалися деякими досить складними категорними кон-
струкцiями, з якими було досить важко ефективно працювати. Наше
розв’язання будувалось у «внутрiшнiх рамках» алгебричної геометрiї,
точнiше, некомутативної алгебричної геометрiї. Саме, ми розглянули
звичайне геометричне розв’язання нодальної кривої X — домiнантне
рацiональне вiдображення π : P1 → X. Воно є iзоморфiзмом поза осо-
бливою точкою, а остання має два пообрази. Позначимо через O пу-
чок регулярних функцiй на X, через Õ прямий образ при вiдображеннi
π пучка регулярних функцiй на P1 i розглянемо пучок ендоморфiзмiв
A = EndO(O ⊕ Õ). Пара X = (X,A) є прикладом некомутативної
алгебричної кривої. Для неї, як i для звичайних алгебричних кривих
можна розглядати категорiю когерентних пучкiв CohX та її похiдну
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категорiю D(CohX). Для кривої X гомологiчна розмiрнiсть вже скiн-
ченна (дорiвнює 2), тобто в цьому розумiннi вона неособлива. З iншого
боку, категорiї CohX та CohX пов’язанi так званою дiаогамою прикрi-
плення (recollement)

kerF I // CohX
I∗

rr

I!
ll F // CohX

F ∗
rr

F !

ll ,

в якiй функтор F є точним i сюр’єктивним, F ∗ та F ! — це його лiвий
i правий спряженi, I — занурення, I∗ та I ! — це його лiвий i правий
спряженi, причому FF ∗ ' FF ! ' Id. Отже, некомутативну криву X мо-
жна розглядати як розв’язання кривої X. Бiльш того, категорiя kerF у
цьому випадку еквiвалента категорiї модулiв над k× k, де k — основне
поле. Отже, категорiї CohX та CohX мало вiдрiзняються. Нарештi, у
похiднiй категорiї D(CohX) є тiлтiнг-комплекс T + = T̃ ⊕ (O/m)[−1],
де m — максимальний iдеал, що вiдповiдає особливiй точцi. Згiдно за-
гальної теорiї, тодi D(CohX) ' D(Λ-mod), де Λ — дуальна алгебра до
алгебри ендоморфiзмiв End(T +), яка якраз i є алгеброю (5.1).

Надалi ми з I. Бурбаном i В. Гавраном узагальнили цю конструкцiю
для довiльних (у тому числi, й некомутативних) кривих [7]. Зокрема,
для кожної некомутативної кривої X ми побудували криву X̃, яка дає
категорне розв’язання особливостей кривої X, а у рацiональному випад-
ку також скiнченновимiрну алгебру Λ таку, що D(Coh X̃) ' D(Λ-mod).

Одночасно ми почали вивчати будову похiдних категорiй, зокрема,
питання про їх ручнiсть чи дикiсть. Ще у 1990 роцi я встановив, якi саме
локальнi кiльця (можливо, некомутативнi) є ручними вiдносно класифi-
кацiї всiх скiнченнопороджених модулiв [40]. Серед звичайних особли-
востей ними виявилися лише «простi вузли» (трансверсальнi перети-
ни). Ми назвали такi кiльця (некомутативнi аналоги трансверсальних
перетинiв) «нодальними особливостями» i дали для них повний опис
похiдних категорiй [6]. Для нодальних кривих (у тому числi й некомута-
тивних), тобто таких, у яких всi особливостi є нодальними, Д. Волошин
i я знайшли критерiй ручностi вiдносно класифiкацiї векторних роз-
шарувань i в ручному випадку описали такi розшарування та похiдну
категорiю категорiї когерентних пучкiв [16, 36]. Слiд зауважити, що, як
виявилось, некомутативнi нодальнi кривi вiдiграють iстотну роль у так
званiй теорiї дзеркальної симетрiї (дивись, наприклад, роботу [26]).

Ось як з семiнару, органiзованому в нашому унiверситетi Д. Граве
виросли дослiдження, якi врештi решт привели до нових результатiв у
такiй «модернiй» областi.
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äquivalenz endlicher ganzzahliger Substitutionsgruppen. Abh. Math. Semin. Univ.
Hamb., 12:276–288, 1938, doi: 10.1007/BF02948949.

[28] В. И. Арнольд. Критические точки гладких функций и их норамльные формы.
Успехи мат. наук, 30(5(185)):3–65, 1975.

[29] А. А. Бейлинсон. Когерентные пучки на Pn и проблемы линейной алгебры.
Функц. анализ и его прил., 12(3):68–69, 1978.

[30] С. Д. Берман, П. М. Гудивок. Целочисленные представления конечных групп.
Докл. Акад. наук СССР, 145:1199–1201, 1962.

[31] С. Д. Берман, П. М. Гудивок. Неразложимые представления конечных групп
над кольцами целых p-адических чисел. Изв. Акад. наук СССР. Сер. мат.,
28:875–910, 1964.

[32] В. М. Бондаренко. Связки полуцепных множеств и их представления. Инст. мат.
Акад. наук Укр. ССР, Киев. Препринт № 60, 1988.

[33] З. И. Боревич, Д. К. Фаддеев. Теория гомологий в группах. II. Проективные
резольвенты конечных групп. Вестн. Ленингр. унив. Мат., 14(7):72–87, 1959.

[34] З. И. Боревич, Д. К. Фаддеев. Целочисленные представления квадратичных
колец. Вестн. Ленингр. унив. Мат., мех., астрон., 15(4):52–64, 1960.

[35] З. И. Боревич, Д. К. Фаддеев. Представления порядков с циклическим инде-
ксом. Труды Мат. инст. Стеклова, 80:51–65, 1965.

[36] Д. Є. Волошин, Ю. А. Дрозд. Похiднi категорiї вузлових кривих. Укр. матем.
ж, 64(8):1033–1040, 2013, doi: 10.1007/s11253-013-0708-7.

[37] Ю. А. Дрозд. Представления кубических Z-колец. Докл. Акад. наук СССР,
174:16–18, 1967.

[38] Ю. А. Дрозд. Идеалы коммутативных колец. Мат. Сб., Нов. Сер., 101:334–348,
1976.

[39] Ю. А. Дрозд. Ручные и дикие матричные задачи. In Представления и квадра-
тичные формы, pages 39–74. Инст. мат. Акад. наук Укр. ССР, Киев, 1979.

[40] Ю. А. Дрозд. Конечные модули над чисто нетеровыми алгебрами. Труды Мат.
инст. Стеклова, 183:97–108, 1990.

[41] Ю. А. Дрозд, Кириченко В. В. О квазибассовых порядках. Изв. Акад. наук
СССР. Сер. мат., 36:328–370, 1972.

[42] Ю. А. Дрозд, Кириченко В. В. Примарные порядки с конечным числом нера-
зложимых представлений. Изв. Акад. наук СССР. Сер. мат., 37:715–736, 1973.

[43] Ю. А. Дрозд, Кириченко В. В., А. В. Ройтер. О наследственных и бассовых
порядках. Изв. Акад. наук СССР. Сер. мат., 31:1415–1436, 1967.

[44] Ю. А. Дрозд, А. В. Ройтер. Коммутативные кольца с конечным числом цело-
численных неразложимых представлений. Изв. Акад. наук СССР. Сер. мат.,
31:783–798, 1967, doi: 10.1070/IM1967v001n04ABEH000588.

http://projecteuclid.org.ezp-prod1.hul.harvard.edu/euclid.mmj/1028998908
http://projecteuclid.org.ezp-prod1.hul.harvard.edu/euclid.mmj/1028998908
http://dx.doi.org/10.1007/BF01442678
http://dx.doi.org/10.2307/2374025
http://dx.doi.org/10.1007/BF02948949
http://dx.doi.org/10.1007/s11253-013-0708-7
http://dx.doi.org/10.1070/IM1967v001n04ABEH000588


Вiд семiнару Граве до похiдних категорiй 13

[45] Л. А. Назарова, А. В. Ройтер. Представления частично упорядоченных мно-
жеств. Зап. научн. сем. ЛОМИ, 28:5–31, 1972.

[46] Л. А. Назарова, А. В. Ройтер. Об одной проблеме И. М. Гельфанда. Функц.
анализ и его прил., 7(4):54–69, 1973.

[47] А. В. Ройтер. О представлениях циклической группы четвертого порядка цело-
численными матрицами. Вестн. Ленингр. унив. Мат., мех., астрон., 15(4):65–
74, 1960.

[48] А. В. Ройтер. Неограниченность размерностей неразложимых представлений
алгебры, имеющей бесконечно много неразложимых представлений. Изв. Акад.
наук СССР. Сер. мат., 32:1275–1282, 1968.

[49] Д. К. Фаддеев. Введение в мультипликативную теорию модулей целочисленных
представлений. Труды Мат. инст. Стеклова, 80:145–182, 1965.

[50] Д. К. Фаддеев. К теории кубических Z-колец. Труды Мат. инст. Стеклова,
80:183–187, 1965.


	1. Початок
	2. Цілочисельні зображення
	3. Ручні та дикі особливості кривих
	4. Векторні розшарування й особливості поверхонь
	5. Похідні категорії
	Література

