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Вiльнi групи, що породжуються монотонними функцiями

Серед усiх зображень вiльних алгебраїчних структур тими чи iншими об’єктами,
видiляються зображення певними функцiями над полями нульової характеристики.
Задача про побудову таких зображень виникла ще у першiй половинi ХХ столiття.
Зокрема, у 1949 роцi Б. Нейман довiв [2], що у групi всiх дiйсних строго монотонних
функцiй над R iснує вiльна пiдгрупа континуального рангу.

С. Уайт у роботi [4] доводить, що перетворення дiйсного поля x → x+1 та x → xp,
де p – деяке фiксоване просте число, вiльно породжують вiльну групу. Пiзнiше С. Ко-
еном в [1] результат С. Уайта дещо узагальнено.

К. Беннет в [3] вказує конкретнi аналiтичнi задання набору n > 1 дiйсних моно-
тонних функцiй над R, якi породжують вiльну групу рангу n.

Ми доводимо таке твердження.
Теорема. Нехай Φ – система строго монотонних функцiй над деякою числовою

множиною D, що задовольняє наступнi умови:
1) для довiльних двох рiзних функцiй ϕ1, ϕ2 ∈ Φ циклiчнi групи < ϕ1 > та < ϕ2 >,

породженi цими функцiями, мають нескiнченний порядок i перетинаються по три-
вiальнiй групi < e >, де e – тотожне перетворення множини D;

2) iснує точка x0 ∈ D, яка є нерухомою точкою для довiльної функцiї ϕ ∈ Φ;
3) кожна функцiя ϕ ∈ Φ, є тричi диференцiйовною у точцi x0, крiм того, ϕ′(x0) = 1

та ϕ′′(x0) 6= 0.
Тодi група, породжена системою функцiй Φ, є вiльною групою вiдносно вiльної

бази Φ.
Застосувавши цю теорему у випадку конкретних функцiй, отримуємо наступне

твердження.

Лема. Група, породжена функцiями f1(x) =
1

3
x3 +

2

3
, f2(x) =

1

5
x5 +

4

5
, x ∈ R, є

вiльною групою рангу 2 вiдносно вiльної бази {f1, f2}.
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