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LGT - сiтка та деформацiя поверхнi

Розглянемо поверхню S ∈ C3 в E3 - просторi з векторно - параметричним рiвнян-
ням r = r(x1, x2), де r - радiус - вектор точки поверхнi, (x1, x2) - внутрiшнi координати
цiєї точки. Формулу для геодезичного скруту можна подати у виглядi [1]:

τs =
ραβdxαdxβ

gγϑdxγdxϑ
, (1)

де gγϑdxγdxϑ - перша, ραβdxαdxβ - четверта основнi квадратичнi форми поверхнi,
ρij = 1

2

(
ciαbα

j + cjαbα
i

)
, bi

α = bαkg
ik, bαk - коефiцiєнти другої основної квадратичної

форми, cαj - дискримiнантний тензор поверхнi S.
З (1) випливає, що значення геодезичного скруту залежить вiд точки поверхнi i

напряму: τs = τs(x
1, x2; dx1 : dx2).

Екстремальнi значення геодезичного скруту в данiй точцi поверхнi будемо нази-
вати головними скрутами , а напрями на поверхнi, у яких геодезичний скрут
досягає екстремальних значень - головними напрямами скруту .

Головнi напрями скруту поверхнi можна визначити з рiвняння [2]:

hαβdxαdxβ = 0, (2)

де hαβ = 2 (Hgαβ − bαβ), 2H – середня кривина поверхнi S.
Теорема 1. У будь - якiй точцi регулярної поверхнi за виключенням точок зао-

круглення, iснує два рiзних дiйсних головних напрями геодезичного скруту, до того
ж вони є ортогональнi.

Лiнiю на поверхнi, напрям якої в кожнiй точцi збiгається з головним напрямом
скруту будемо називати лiнiєю геодезичного скруту .

Лiнiї геодезичного скруту поверхнi визначаються рiвнянням (2) i в сукупностi
визначають LGT - сiтку (сiтку лiнiй геодезичного скруту.)

Теорема 2. На кожнiй поверхнi, де виключенi точки заокруглення, iснує LGT -
сiтка. До того ж ця сiтка буде сiткою гiперболiчного типу.

Розглянемо загальну нескiнченно малу (н.м) деформацiю поверхнi S з вектором
змiщення y(x1, x2), частиннi похiднi якого за базисом r1, r2,n розкладемо у виглядi:

yi = ciαT αβrβ + ciαTαn, (i = 1, 2)

де n - орт нормалi, Tαβ - деякий тензор, а Tα - контраварiантний вектор на S.
Вiдомо [3], що iснування загальної н.м. деформацiї поверхнi S визначається розв’яз-

ком системи рiвнянь:

T̃ αk
,α = bk

αTα + µαckα, bαβT̃ αβ + Tα
,α = 0, (3)



де T̃αk = T αk + µckα, µ - деяка функцiя класу C3.
Тепер накладемо наступне обмеження на деформацiю. А саме, припустимо, що

при н.м. деформацiї поверхнi зберiгається LGT - сiтка.
Оскiльки диференцiальнi рiвняння LGT - сiтки на S мають вигляд (2), то аналi-

тична умова стацiонарностi LGT - сiтки може бути виражена спiввiдношенням:

δhαβ = ϕhαβ, (4)

де ϕ = ϕ(x1, x2) - деяка функцiя класу C3, δhαβ - варiацiя тензора LGT - сiтки.
Лема. Для того щоб LGT - сiтка зберiгалася при нескiнченно малiй деформацiї

поверхнi, необхiдно i достатньо, щоб виконувались рiвностi:

[2H(cαigβj + cβigαj)− 2cαibjβ]T̃ ij = (µ + ϕ)hαβ − cikg
ijT k

,j gαβ + 2cαiT
i
,β. (5)

Теорема 3. Для iснування н.м. деформацiї поверхнi з стацiонарною LGT - сiткою
необхiдно i достатньо, щоб система рiвнянь (3), (5) мала ненульовий розв’язок.

Теорема 4. Будь-яка поверхня класу C3 ненульової гаусової кривини (K 6= 0)
i без точок заокруглення допускає нетривiальну н.м. деформацiю iз стацiонарною
LGT - сiткою. Тензор T̃αβ та функцiя ϕ при цiй деформацiї мають вигляд:

T̃ αβ =
1

2(2H2 −K)

[
−2HT γ

,γg
αβ + K(dαiT β

,i + dβiTα
,i ) + 4Hµραβ

]
,

ϕ = − 1

4(H2 −K)
ciαhijTα

,j − µ,

причому контраварiантний вектор T α та функцiя µ задовольняють систему рiвнянь:
[

2Hραβ

2H2 −K
− cβα

]
dk

βµα +

[
2(Hραβ),αdk

β

2H2 −K
− 2Hραβdk

β(2H2 −K),α

(2H2 −K)2

]
µ =

=
(
(2HT γ

,γ),αgαβ − [K(dαiT β
,i + dβiT α
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) dk

β

2(2H2 −K)
−

−
(
2HT γ

,γg
αβ −K(dαiT β

,i + dβiT α
,i )

) (2H2 −K),αdk
β

2(2H2 −K)2
− T k.
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