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О существовании и единственности решения общего дифференциального 
уравнения эллиптического типа второго порядка в гильбертовом 
пространстве 
 

Пусть H  сепарабельное, вещественное гильбертово пространство со скалярным 
произведением ( )    ⋅⋅ ,  и нормой   ⋅ ;  ),( vuπ ,  u , Hv∈ , - билинейная форма удовлетворяющая 
условию (коэрцитивность) 

2),( uuu απ ≥ ,  0>α ,  Hu∈∀ ; 
)(uL , Hu∈  - линейная форма. На основании известной леммы Лакса-Милграма (см. ]1[ , (2.14)) 

можно утверждать, что существует единственный элемент Hu∈  для которого выполняется 
равенство  )(),( vLvu =π   для любого Hv∈ . 

Рассмотрим Гильберто-Шмидтовское оснащение −+ ⊂⊂ HHH  и предположим, что на σ -
алгебре ℑ  борелевских подмножеств пространства −H  задана некоторая вероятностная мера 
μ , которая обладает логарифмической производной hxhx ),(),( λβμ =  вдоль постоянных 

направлений +∈Hh  (см. ]2[ ), где   ,  ⋅⋅  спаривание элементов −H  и +H . Известно, что если 

+− → HHxz :)(  является гладким векторным полем, то )()(),())(,( xzSpxzxxzx ′−= λβμ  (см. 
]3[ ). Этот функционал имеет смысл и в том случае, когда HHxz →−:)(  и его производная 

)(xz′  является оператором Гильберта-Шмидта, хотя отдельные слагаемые не имеют смысла. 
Это расширение опять будем обозначать через ),( hxμβ . 

Пусть A  коэрцитивный линейный оператор ( ) 2,
HH uuAu α≥ , 0>α  с Гильберто-

Шмидтовским обратным. Рассмотрим билинейную форму 
( ) ∫∫ +′′=

HH
H dxxvxuxagxxvxuAvu )()()()()()(),(),( μμπ , 

где RHxa →:)( , 0)( >≥ αxa , RHxu →:)( , RHxv →:)( . ясно, что 2),(
+

≥
H

uuu απ , где 
2

1WH =+ . Пусть ∫=
H

dxxvxfvL )()()()( μ  линейный оператор в H . Согласно выше указанной 

лемме существует u , для которого )(),( vLvu =π  для любого +∈Hv . Значит 
( ) ∫∫∫ =+′′

HHH
H dxxvxfdxxvxuxadxxvxuA )()()()()()()()()(),( μμμ , 

откуда можем написать 
( ) ∫∫∫ =+′−

HHH

dxxvxfdxxvxuxadxxvxxuA )()()()()()()()()(),( μμμβμ . 

Из-за произвольности гладкого функционала получим 
( ) )()()(),( xfxuxaxxuA =+′− μβ . 

Значит это уравнение имеет единственное решение. Если μ  гауссовская мера в −H  с 
единичным корреляционным оператором в H , то уравнение принимает вид 

( ) )()()(),()( xfxuxaxxuAxutrA H =+′−′′ . 
Соответственно, можем поставить общую задачу исследования уравнения 

0))(),(,()( =′+ σxuxuxFxLu ,   Hx∈ ,                      (1) 



где )(),()(,))(,(
2
1)( * xxbxAxxxxL ϕϕϕσσβϕ μ ′+′+′= . 

Поставленная задача находится в тесной связи с так называемыми обратными 
стохастическими дифференциальными уравнениями (см.[4]). Рассмотрим уравнение 

∫∫
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t dWZdsZYXFY ),,(                                               (2) 

где { } 0≥t
x
tX  является решением следующего стохастического дифференциального уравнения: 

t
x
t

x
t

x
t dWdtXbdtAXdX σ++= )( ,   0≥t ,    xX x =0 . 

Теорема. Если ( )xx ZY ,  есть единственное решение уравнения (2), то решение уравнения 
(1) существует, единственно и можно представить в виде: xYxu 0)( = ,  Hx∈ , при этом 

)( x
t

x
t XuY =  и σ)( x

t
x
t XuZ ′= . 
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