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Бiльшiсть класичних рiвнянь математичної фiзики володiють широкими
симетрiйними властивостями. В.I. Фущич [1] в своїй науковiй творчостi ви-
сунув бiльш сильну гiпотезу: «Всяке диференцiальне рiвняння, яке описує
реальнi фiзичнi процеси повинно задовольняти принципу вiдносностi Галiлея
або Пуанкаре-Ейнштейна, тобто повинно бути iнварiантним вiдносно алгебри
Галiлея або алгебри Пуакаре».

Ще Софус Лi [2] дослiдив симетрiйнi властивостi лiнiйного рiвняння тепло-
провiдностi

ut = uxx. (1)

i встановив, що воно iнварiантне вiдносно узагальненої алгебри Галiлея (вперше
цю алгебру так називати запропонував В.I. Фущич):

AG2(1, 1) = 〈∂t, ∂x, G = t∂x + xQ, Q = −1

2
u∂u, D = 2t∂t + x∂x − 1

2
u∂u,

Π = t2∂t + tx∂x − (
1

2
t +

x2

4
)u∂u〉.

(2)

Якщо узагальнити рiвняння (1) нелiнiйним чином:

ut = ∂x(f(u)ux) (3)

та

ut = ∂x(f(u)ux) + h(u), (4)

то одержимо нелiнiйнi рiвняння дифузiї та реакцiї–дифузiї, якi добре вiдомi
в лiтературi i застосовуються для опису реальних фiзичних процесiв. Однак
з робiт Овсяннiкова Л.В. [3] та Дороднiцина В.А. [4] випливає, що рiвняння
(3) та (4) неiнварiантнi вiдносно алгебри Галiлея, якщо вони локально неек-
вiвалентнi лiнiйному рiвнянню (1).

Ми поставили задачу з’ясувати, чи iснують галiлеївськи–iнварiантнi систе-
ми нелiнiйних рiвнянь дифузiї

Ut = ∂x[F (U)Ux] (5)
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та реакцiї - дифузiї

Ut = ∂x[F (U)Ux] + H(U), (6)

де U =

(
u1

u2

)
∈ R2, F (U) =

(
fab(U)

)
, H(U) =

(
h1(U)
h2(U)

)
— матрицi

розмiрностi 2× 2 та 2× 1 вiдповiдно.
В результатi проведених дослiджень нам вдалося встановити наступнi твер-

дження.
Теорема 1. Нелiнiйна ситема рiвнянь дифузiї (5) iнварiантна

вiдносно узагальненої алгебри Галiлея тодi i тiльки тодi, коли
вона локально еквiвалентна системi:

Ut = ∂x

[(
λ1 0

2λ1
u2

u1 λ2)

)
Ux

]
, (7)

де λ1, λ2 — довiльнi сталi, причому базиснi генератори алгебри
AG2(1, 1) мають вигляд:

AG2(1, 1) = 〈∂t, ∂x, G = t∂x + xQ1, Q1, D = 2t∂t + x∂x + Q2,

Π = t2∂t + tx∂x +
x2

2
Q1 + tQ2〉,

(8)

а оператори Q1, Q2 задаються формулами:

Q1 = − 1

2λ1
u1∂u1, Q2 = −1

2
u1∂u1 − u2∂u2. (9)

Теорема 2. Нелiнiйна ситема рiвнянь реакцiї дифузiї (6) iнварi-
антна вiдносно узагальненої алгебри Галiлея тодi i тiльки тодi,
коли вона локально еквiвалентна однiй з наступних систем:
a)

Ut = ∂x

[(
λ1 0
0 λ2

)
Ux

]
+

(
λ3u

1ω
4

λ2−λ1

λ4u
2ω

4
λ2−λ1

)
, (10)

де ω = (u2)λ2

(u1)λ1
, λ1 6= λ2, λ3, λ4 — довiльнi сталi, причому базиснi гене-

ратори алгебри AG2(1, 1) мають вигляд (8) при:

Q1 = − 1

2λ1
u1∂u1 − 1

2λ2
u2∂u2, Q2 = −1

2
ua∂ua; (11)

б)

Ut = ∂x

[(
λ1 0
4λ1 λ1

)
Ux

]
+

(
λ3(u

1)5e
u2

u1

(λ3u
2 + λ4u

1)(u1)4e
u2

u1

)
, (12)
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де λ1, λ3, λ4 — довiльнi сталi, причому базиснi генератори алгебри
AG2(1, 1) мають вигляд (8) при:

Q1 = − 1

2λ1
(ua∂ua − 4u1∂u2), Q2 = −1

2
ua∂ua; (13)

в)

Ut = ∂x

[(
λ1 0

2λ1
u2

u1 λ2

)
Ux

]
+

(
λ3u

1(u2)2

λ4(u
2)3

)
, (14)

де λ1 6= λ2, λ3, λ4 — довiльнi сталi, причому базиснi генератори
алгебри AG2(1, 1) мають вигляд (8) при:

Q1 = − 1

2λ1
u1∂u1, Q2 = −1

2
u1∂u1 − u2∂u2. (15)

Слiд зазначити, що системи (10) та (12) були одержанi в роботах Чернi-
ги Р.М., Кiнга Д.Р. [5] та Нiкiтiна А.Г., Вiлтшира Р.Д. [6], а система (14) оде-
ржана нами вперше. Як ми з’ясували, система вигляду (14) застосовується
при описаннi бiологiчних процесiв хемотаксису, тобто симетричного розпо-
всюдження бактерiальних популяцiйних хвиль i носить назву модель Келлера
– Сегеля.

Якщо ж узагальнити лiнiйне рiвняння теплопровiдностi (1) нелiнiйним
рiвнянням конвекцiї дифузiї

ut + uxx + g(u)ux = 0, (16)

то добре вiдомо, що таке рiвняння iнварiантне вiдносно узагальненої алгебри
Галiлея тодi i тiльки тодi, коли воно локально еквiвалентне рiвнянню Бюр-
герса

ut + uxx + uux = 0, (17)

причому базиснi оператори алгебри AG2(1, 1) мають вигляд

∂t, ∂x, G = t∂x − ∂u, D = 2t∂t + x∂x − u∂u,

Π = t2∂t + tx∂x − (x− tu)∂u.
(18)

Узагальнення рiвняння Бюргерса (17) на випадок системи рiвнянь має виг-
ляд

~ut + ∆~u + (~u · ~∇)~u = 0, (19)

де ~u = ~u(t, ~x) ∈ Rn, ~x ∈ Rn. При цьому зберiгається iнварiантнiсть вiдноcно
узагальненої алгебри Галiлея вигляду

∂t, ∂a =
∂

∂a
, Jab = xa∂b − xb∂a + ub∂ua − ua∂ub, Ga = t∂a + ∂ua,

D = 2t∂t + xa∂a − ua∂ua, Π = t2∂t + txa∂a + (xa − tua)∂ua,
(20)
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де a, b = 1, n.

Система рiвнянь Бюргерса (19) є основою системи рiвнянь Нав’є – Стокса,
яка є однiєю з основних моделей гiдродинамiки. Наприклад, одна з модифi-
кацiй системи Нав’є – Стокса може бути записана наступним чином

~ut + ∆~u + (~u · ~∇)~u = −1

ρ
~∇p,

ρt + div(ρ~u) = 0,

p = f(ρ).

(21)

Cистема рiвнянь Нав’є – Стокса (21) iнварiантна вiдносно узагальненої алгебри
Галiлея, якщо

f(ρ) = λρ
n+2

n , (22)

тобто коли вона має вигляд

~ut + ∆~u + (~u · ~∇)~u = λ1ρ
2−n

n ~∇ρ,

ρt + div(ρ~u) = 0.
(23)

Незважаючи на численнi переваги, система рiвнянь Нав’є – Стокса має один
недолiк. У нiй кiлькiсть компонент ~u повинна спiвпадати з кiлькiстю просто-
рових змiнних ~x, тобто ~u ∈ Rn i ~x ∈ Rn.

У лiтературi спостерiгаються спроби замiнити систему рiвнянь Нав’є –
Стокса iншою системою, в якiй ~u ∈ Rm, а ~x ∈ Rn, де m i n не обов’язково
рiвнi.

На нашу думку це потрiбно робити так. Спочатку рiвняння (16) узагаль-
нити системою нелiнiйних рiвнянь конвекцiї–дифузiї

Ut = ∆U + Ga(u)Ua, (24)

де U ∈ Rm, x ∈ Rn, Ua =
∂U

∂xa
, Ga(U) — довiльнi функцiональнi матри-

цi розмiрностi m × m. Потiм знайти такi матрицi Ga(U), при яких систе-
ма (24) була б iнварiантна вiдносно узагальненої алгебри Галiлея AG2(1, n).
Ця задача розв’язана нами для випадкiв m ≤ 3 i n ≤ 3. Зокрема встановлено,
що при m ≤ n система (24) галiлеївськи неiнварiантна, при m = n у класi сис-
тем (24) лише система Бюргерса (19) iнварiантна вiдносно алгебри AG2(1, n).
Якщо ж m > n, то тут ситуацiя наступна

a) (m,n) = (2, 1). Нами встановлено (див. [7]), що iснує лише 5 локально не-
еквiвалентних систем класу (24), iнварiантних вiдносно алгебри AG2(1, 1);

b) (m,n) = (3, 2). У цьому випадку (див. [8]) iснує 4 локально нееквiвален-
тних систем класу (24), iнварiантних вiдносно алгебри AG2(1, 2);
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c) (m,n) = (3, 1). Ми встановили, що iснує 18 локально нееквiвалентних
систем класу (24), iнварiантних вiдносно алгебри AG2(1, 1).

За браком часу ми цi системи тут не наводимо. Цi результати подано до
друку i ми надiємося, що через деякий час вони будуть опублiкованi.

I, нарештi, останнiй крок: узагальнити одержанi системи до системи типу
Нав’є–Стокса. Покажемо це на одному iз прикладiв. Система

~ut + u1~u1 + ~u11 = 0, (25)

де ~u = ~u(t, x1) ∈ R2 iнварiантна (див. [7]) вiдносно узагальненої алгебри
AG2(1, 1):

∂t, ∂x1
, G = t∂1 + ∂u1, D = 2t∂t + x1∂x1

− u1∂u1,

Π = t2∂t + tx1∂x1
+ (x1 − tu1)∂u1.

(26)

Узагальнимо систему (25) наступною системою

~ut + u1~u1 + ~u11 = ~f(ρ)ρ1,

ρt + ∂1(~g(ρ)~u) = 0.
(27)

Вимагаємо, щоб система (27) була iнварiантна вiдносно узагальненої алгебри
Галiлея AG2(1, 1). Справедлива наступна теорема.
Теорема 3. [9] Система (27) iнварiантна вiдносно узагальненої

алгебри Галiлея тодi i тiльки тодi, коли вона має вигляд

u1
t + u1u1

1 + u1
11 = λ1ρρ1,

u2
t + u1u2

1 + u2
11 = λ2ρ1,

ρt + ∂1
[
ρ(u1 + λ3ρu2)

]
= 0,

(28)

λ1, λ2, λ3 — довiльнi сталi. Базиснi генератори алгебри AG2(1, 1)
задаються формулами

∂t, ∂1, G = t∂1 + ∂u1, D = 2t∂t + x∂x − u1∂u1 − ρ∂ρ,

Π = t(t∂t + x1∂1 − u1∂u1 − ρ∂ρ) + x1∂u1.
(29)

Оскiльки система (28) узагальнює одновимiрну систему рiвнянь Нав’є –
Стокса по формi i має аналогiчнi симетрiйнi властивостi — задовольняє прин-
ципу вiдносностi Галiлея, то вона претендує на описання реальних процесiв
гiдродинамiки у випадку двовимiрного векторного поля ~u та однiєї просторової
змiнної x1.

Пiдсумовуючи сказане вище, можна зробити висновок, що метод С. Лi є
потужним методом, за допомогою якого серед класу математичних моделей
можна вiдiбрати тi, що задовольняють тому чи iншому принципу вiдносностi.



6 Сєров М.I., Сєрова М.М., Омелян О.М., Карпалюк Т.О.

Лiтература

[1] Фущич В.И. Симметрийный анализ и точные решения уравнений
нелинейной математической физики / В.И. Фущич, В.М. Штелень,
Н.И. Серов. — Киев.: Наукова думка, 1989. — 339 с.
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