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Апроксимацiя операторами Валле Пуссена функцiй, локально
iнтегровних на дiйснiй осi

Нехай L̂ — простiр функцiй f , якi вимiрнi на R i мають скiнченну норму: ||f ||
L̂

=

= sup
a∈R

a+2π∫
a
|f(t)| dt (див. [1]). Пiд Ĉ розумiємо пiдмножину неперервних функцiй з

L̂. A означає множину функцiй ψ, якi задовольняють наступнi умови: 1) ψ(v) ≥ 0,
ψ(0) = 0, ψ(v) зростає та неперервна на [0, 1); 2) ψ(v) опукла на [1,∞) й lim

v→∞ψ(v) = 0;

3) ψ′(v + 0) має обмежену варiацiю на [0;∞). A′ :=

{
ψ ∈ A :

∞∫
1

ψ(v)
v

dv < ∞
}

. Для

пари ψ1 ∈ A, ψ2 ∈ A′ покладемо ψ := ψ1+ + iψ2−, де ψ1+ i ψ2− — парне та не-
парне продовження ψ1 i ψ2 вiдповiдно. Якщо функцiя f ∈ Ĉ може бути пред-
ставлена як f(x) = A +

∫
R

ϕ(x + t) 1
2π

∫
R

ψ(s)e−istdsdt, де A = const,
∫
R

= lim
a→∞

a∫
−a

,

ϕ ∈ S∞ := {ϕ : ess sup |ϕ(t)| ≤ 1}, то, наслiдуючи [2], ми кажемо: 1) функцiя ϕ(·)
є ψ-похiдною функцiї f(·) i позначаємо fψ(·); 2) f ∈ Ĉψ

∞. Для f ∈ Ĉψ
∞ також означи-

мо Vσ,h(f ; x) = A +
∫
R

fψ(x + t) 1
2π

∫
R

λσ,h(s)ψ(s)e−istdsdt — оператор Валле Пуссена, де

0 < h = h(σ) < σ < ∞, λσ,h(s) = 1 якщо 0 ≤ |s| ≤ σ − h, σ−|s|
h

якщо σ − h ≤ |s| ≤ σ,
0 у випадку σ ≤ |s|. Кожнiй функцiї ψ ∈ A поставимо у вiдповiднiсть функцiю
η(t) = η(ψ; t) = ψ−1

(
1
2
ψ(t)

)
. Тодi F := {ψ ∈ A : η′(t) ≤ K}, де K — деяка стала (яка,

можливо, залежить вiд функцiї ψ).
Теорема 1. Нехай ψi ∈ F, i = 1, 2 та виконана умова

|ψ2(t)|| ln(η(ψ2; t)− t)| ≤ O(1)|ψ1(t)|, σ →∞. (1)

Тодi для дiйсних чисел σ > h ≥ 1 при σ →∞ справджується формула

sup
f∈Ĉψ

∞

‖f(x)−Vσ,h(f ; x)‖
Ĉ

=
4|ψ1(σ)|

π2

∣∣∣∣∣ ln
η(ψ1; σ)− σ

h

∣∣∣∣∣+O(1)(|ψ1(σ−h)|+ |ψ1(σ)|), (2)

де O(1) — величина, рiвномiрно обмежена щодо σ, h. Якщо ж замiсть умови (1)
виконується умова |ψ1(t)|| ln(η(ψ1; t) − t)| ≤ O(1)|ψ2(t)|, то в правiй частинi (2)
необхiдно замiнити ψ1(·) на ψ2(·).
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