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Нелокальна задача Дiрiхле i задача оптимального керування
для параболiчного рiвняння з виродженням

Нехай Ω – деяка обмежена область простору Rn, dimΩ ≤ n − 1, D – обмежена
область в Rn з межею ∂D, Ω ⊂ D, t0, T – фiксованi додатнi числа, t0 < T . У областi
Q = [0, T )×D розглянуто задачу знаходження функцiй (u(t, x; p(t, x), q(x)), p(t, x), q(x)),
на яких функцiонал

I(p, q) =

T∫

0

dt

∫

D

F1(t, x; u(t, x; p, q); p)dx +

∫

D

F2(x; u(T, x; p, q), q)dx (1)

досягає мiнiмуму у класi V : (p, q) ∈ V = {p(t, x) ∈ Cα(Q), p1 ≤ p ≤ p2; q(x) ∈
C2+α(D), q1 ≤ q ≤ q2}, iз яких u(t, x; p, q) задовольняє при (t, x) ∈ Q(0) = Q \

{
(t, x) ∈(

(t = t0, x ∈ D) ∪ (t ∈ [0, T ), x ∈ Ω)
)}

рiвняння

∂tu−
n∑

ij=1

Aij(t, x)∂2
xixj

u−
n∑

i=1

Ai(t, x)∂xi
u− A0(t, x)u = f(t, x; p(t, x)) (2)

i нелокальну умову

u(0, x; p(0, x), q(x)) +

T∫

0

a(τ, x)u(τ, x; p(τ, x), q(x))dτ = ϕ(x; q(x)), (3)

а на бiчнiй межi Γ = [0, T )× ∂D – крайову умову

u

∣∣∣∣
Γ

= 0. (4)

Позначимо через ρ(x; ∂Ω) – вiдстань вiд x ∈ D \ Ω до Ω; s1(a
(1); t) = |t − t0|a(1)

при |t − t0| ≤ 1, t ∈ [0, T ); s1(a
(1); t) = 1 при |t − t0| ≥ 1; s2(a

(2); x) = ρa(2)
(x, ∂Ω) при

ρ(x, ∂Ω) ≤ 1, x ∈ D \ Ω; s2(a
(2); x) = 1 при ρ(x, ∂Ω) ≥ 1; s(a,M) = s1(a

(1); t)s2(a
(2); x),

a = (a(1), a(2)), M(t, x) ∈ D \ Ω.
Означення просторiв Cr(γ; β; a; Q, Ω) i Cr(µi; Q; Ω), у яких вивчається задача (1)

– (4), наведено у [1].
Задачу (1) – (4) дослiджено при виконаннi умов:



1) Коефiцiєнти Ai ∈ Cα(µi, Q; Ω), i ∈ {0, 1, . . . , n}, A0 ≤ K < ∞, K − const,
Aij ∈ Cα(βi+βj, Q; Ω) i для довiльного вектора ξ = (ξ1, . . . , ξn) виконується нерiвнiсть

π1|ξ|2 ≤
n∑

ij=1

s(βi + βj; M)Aij(M)ξiξj ≤ π2|ξ|2,

π1, π2 – фiксованi додатнi сталi.

Функцiя a(τ, x) ∈ C2+α(Q), sup
Q

T∫

0

|a(τ, x)|e−λτdτ ≤ λ0 < 1, де λ – довiльне число,

яке задовольняє нерiвнiсть λ < inf
Q

(−A0(t, x)).

2) Функцiї f ∈ Cα(γ, β; µ0; Q; Ω), ϕ ∈ C2+α(γ̃, β̃; 0; D; Ω), γ(ν) = max

{
max

i
(1− β

(ν)
i ),

max
j

(µ
(ν)
j − β

(ν)
j ),

µ
(ν)
0

2

}
, β

(ν)
i ∈ (−∞,∞), µ

(ν)
j ≥ 0, ν ∈ {1, 2}, γ̃ = (0, γ(2)), β̃ = (0, β(2)),

межа ∂D належить класу C2+α.
За умов 1) – 2) iснує єдиний розв’язок задачi (2) – (4) i має мiсце оцiнка

‖u; γ, β; 0; Q; Ω‖2+α ≤ c
(
‖f ; γ, β; µ0; Q; Ω‖α + ‖ϕ; γ̃, β̃; 0; D; Ω‖2+α

)
. (5)

Якщо f ∈ Cα(γ, β; 0; Q; Ω) i виконанi умови 1) – 2), то єдиний розв’язок задачi (2) –
(4) у просторi C2+α(γ, β; 0; Q; Ω) визначається iнтегралами Стiльтьєса з борелiвською
мiрою

u(t, x) =

∫

Q

Γ1(t, x; dτ, dξ)f(τ, ξ; p(τ, ξ)) +

∫

D

Γ2(t, x; dξ)ϕ(ξ; q(ξ)).

Щодо задачi (1) – (4), то припускаємо виконання умови:
3) Функцiї F1(t, x; u(t, x; p(t, x); q(x)), p(t, x)), f1(t, x; p(t, x)) i F2(x; u(T, x; p(T, x); q(x)), q(x)),

ϕ(x; q(x)) належать простору Cα(Q) i мають неперервнi гельдеровi похiднi другого
порядку за u, p, q.

Встановлено iснування i оцiнки оптимального розв’язку задачi (1) – (4).
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