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Побудова граничних операторів для рівняння Лапласа в R3 методами теорії 
потенціалу  
 

Необхідність розв’язання граничних задач для рівняння Лапласа виникає під час моделю-
вання багатьох фізичних процесів (дифузія, тепловий потік, електростатичне поле, течія ідеаль-
ної рідини, пружні рухи твердого тіла, течія грунтових вод тощо) [2].  При цьому у випадку за-
мкнених граничних поверхонь їх звично поділяють на внутрішні та зовнішні і досліджують ок-
ремо [3]. Аналогічна ситуація має місце і при розв’язанні цих задач за допомогою методів скін-
ченних різниць, скінченних елементів тощо. Використання методів теорії потенціалу дозволяє 
розглядати та досліджувати граничні задачі в R3 не поділяючи їх на внутрішні і зовнішні [1, 2]. 
Ця обставина відіграє також особливу роль при розв’язанні граничних задач у випадку розімк-
нених граничних поверхонь, коли задача безумовно ставиться у всьому просторі [1]. 

Використання методів теорії потенціалу також дозволяє вирішити проблему конструктив-
ної (тобто без чисельного розв’язання відповідних граничних задач для рівняння Лапласа) по-
будови так званих граничних операторів [5], тобто операторів, які по відомому значенню гра-
ничної умови одного типу дозволяють визначити невідоме значення умови іншого типу. Грани-
чні оператори широко використовуються при вирішенні різних проблем математичної фізики 
[5], наприклад, при дослідженні температурних потоків на границі кукси ампутованої кінцівки 
людини у приймальній гільзі протеза, якщо відома температура на поверхні, та реалізації чисе-
льних методів їх розв’язання, зокрема методу ітерацій по підобластях, спряжених без накладан-
ня [4]. Апарат граничних операторів також виявляється ефективним інструментом для встанов-
лення умов коректної розв’язності ряду граничних задач для рівняння Лапласа. 

Очевидно, що властивості граничних операторів безпосередньо залежать від умов корект-
ної розв’язності відповідних граничних задач для рівняння Лапласа як в диференціальній, так і 
в інтегральній постановках. Тому при дослідженні граничних операторів у даній роботі частко-
во здійснюється огляд отриманих на даний час результатів щодо умов коректної розв’язності як 
граничних задач для рівняння Лапласа в R3, так і еквівалентних їм інтегральних рівнянь для по-
тенціалів простого і подвійного шару у випадку замкнених граничних поверхонь.  

При формулюванні граничних задач для рівняння Лапласа в R3 з метою їх подальшого 
розв’язання з використанням потенціалів простого та подвійного шару слід враховувати пове-
дінку цих потенціалів при переході через граничну поверхню, тобто стрибок нормальної похід-
ної у випадку потенціала простого шару і стрибок шуканої функції у випадку потенціала по-
двійного шару. На прикладі задачі Діріхле це означає, що якщо шукана функція є неперервною 
при переході через границю, а її нормальна похідна має стрибок, то ми можемо ставити одну 
граничну умову, яка справджується для обох сторін границі, і використовувати для розв’язання 
сформульованої задачі потенціал простого шару [7]; якщо шукана функція має стрибок при пе-
реході через границю, а її нормальна похідна є неперервною, то ми повинні ставити окремі гра-
ничні умови на кожній із сторін границі, і використовувати для розв’язання сформульованої за-
дачі потенціал подвійого шару [6]; якщо ж і шукана функція, і її нормальна похідна мають 
стрибок при переході через границю, ми також повинні ставити окремі граничні умови на кож-
ній із сторін границі, і використовувати для розв’язання сформульованої задачі суму потенціа-
лів простого і подвійого шару [8]. Тобто, в залежності від поведінки шуканої функції при пере-
ході через граничну поверхню, ми повинні формулювати одно- або двохсторонні граничні зада-
чі та використовувати для іх розв’язання потенціал відповідного типу. У деяких випадках зада-
ча суттєво спрощується. Так, у другому випадку ми відразу можемо отримати густину потенці-
ала подвійного шару, як різницю відомих граничних значень, і перейти до обчислення шуканої 



функції у будь-якій точці простору без розв’язання інтегрального рівняння [9]. У третьому ви-
падку ми використовуємо для розв’язання двохсторонньої задачі Діріхле суму потенціалів про-
стого і подвійного шару. Тут ми також можемо отримати густину потенціала подвійного шару, 
як різницю граничних значень. Тоді для можливості обчислення значень шуканої функції необ-
хідно розв’язати лише одне інтегральне рівняння для потенціала простого шару [8].  

Таким чином ми можемо сформувати класи граничних задач, які включатимуть задачі Ді-
ріхле, Неймана, з похилою похідною, з умовою стрибка шуканої функції чи (і) її нормальної 
похідної, змішані задачі тощо. Основною ознакою класу є поведінка шуканої функції при пере-
ході через граничну поверхню, тобто можливість її представлення у вигляді потенціала відпові-
дного типу або суми потенціалів. Така класифікація та використання методів теорії потенціала 
дозволяє вирішити проблему конструктивної побудови граничних операторів.  
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