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Абстрактная формула Грина для смешанных краевых задач

В докладе рассматривается абстрактная формула, приспособленная к исследо-
ванию в общем виде смешанных краевых задач, когда на разных частях границы
области, в которой изучается задача, ставятся разные краевые условия.

Теорема 1. Пусть {E, (·, ·)E} , {F, (·, ·)F} и {G, (·, ·)G} — гильбертовы простран-
ства с введёнными на них скалярными произведениями, а γ : F → G — абстракт-
ный оператор следа. Пусть для них выполнены условия:

1◦. F ⊂→ E (F ограниченно вложено в E, т.е. F плотно в E и ‖u‖E ≤ a‖u‖F ,
∀u ∈ F );

2◦. γ : F → G+ ⊂→ G, ‖γu‖G ≤ b‖u‖F , ∀u ∈ F .
Тогда существуют абстрактное дифференциальное выражение L и абстрактный

оператор производной по внешней нормали ∂, однозначно определяемые по E, F, G
и γ, такие, что имеет место абстрактная формула Грина

〈η, Lu〉E = (η, u)F − 〈γη, ∂u〉G, ∀η, u ∈ F, Lu ∈ F ∗, ∂u ∈ (G+)∗. ¤ (1)

Пусть pk : G+ → (G̃+)k := pkG+ — ограниченный проектор в G+, k = 1, q, предста-
вимый в виде pk = ωkρk, где ρk — абстрактный оператор сужения элементов из G+

(функций, заданных на границе области) на (G+)k := ρkG+, а ωk : (G+)k → (G̃+)k

— абстрактный оператор оператор “продолжения нулем” с (G+)k на (G̃+)k = pkG+.
Пусть, кроме того, G =

⊕q
k=1 Gk, (G+)k ⊂→ Gk и ρkωk = Ik (единичный оператор в

(G+)k), причем операторы ρk и ωk непрерывны.

Теорема 2. Если выполнены условия теоремы 1 и сформулированные выше усло-
вия, то имеет место абстрактная формула Грина для смешанных краевых задач в
следующей форме:

〈η, Lu〉E = (η, u)F −
q∑

k=1

〈γkη, ∂ku〉Gk
, ∀η, u ∈ F,

γkη := ρkγη ∈ (G+)k, ∂ku := ω∗k∂u ∈ (G+)∗k,

(2)

где γk — абстрактный оператор следа на часть границы области, а ∂k — абстракт-
ный оператор производной по внешней нормали, действующий на этой части гра-
ницы. ¤

Рассматриваются приложения формулы (2) к смешанным краевым задачам в об-
ласти Ω ⊂ Rm с липшицевой границей Γ = ∂Ω применительно к тройке пространств
E = L2(Ω), F = H1(Ω), G = L2(Γ) и оператору следа γu := u|Γ, а также для задач
гидродинамики и теории упругости.
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