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Уравнение Ши Сонглина, фактор-система и формальная
нормальная форма

Вторая часть 16-ой проблемы Гильберта посвящена вопросу расположения и коли-
чества предельных циклов для полиномиальных векторных полей на плоскости. До
сих пор нет никакой оценки для их количества даже для квадратичных векторных
полей. Долгое время считалось, что это число не превосходит трех. В 1979 году Ван
Мин-Шу и Чен Лан-Сун в своей работе [1] показали существование квадратичного
векторного поля на плоскости, у которого имеется не менее четырех предельных цик-
лов. В 1980 году Ши Сонглин [2] опубликовал конкретный пример векторного поля с
не менее, чем четырьмя предельными циклами, задаваемого следующим уравнением

{
ẋ = λx− y − 10x2 + (5 + δ)xy + y2,
ẏ = x + x2 + (−25 + 8ε− 9δ)xy.

(1)

Требуемое возмущение в работе [2] указано явно: δ = −10−13, ε = −10−52, λ =
−10−200. Ши Сонглин показал, что при указанном возмущении в уравнении (1) име-
ется не менее 4 предельных циклов: один вокруг точки (0, 1) (этот цикл имеется и в
невозмущенной системе), и три вокруг (0, 0). Естественно возникает в связи с этим
вопрос: “А сколько на самом деле предельных циклов в уравнении (1)”?

В настоящей работе предложен метод исследования, позволяющий локализовать
предельные циклы для систем, содержащих сверхмедленный фокус. Этим методом
исследована большая область на фазовой плоскости для уравнения Ши Сонглина.
Предельные циклы в окрестности особой точки (0, 0) локализованы в узких кольцах,
где показана их единственность. В частности, будет доказана следующая

Теорема 1. У системы (1) имеется ровно 4 предельных цикла, не пересекающих
отрезок [0.004, 0.04] оси Oy.

Для оставшегося отрезка [0.004, 0.04] был проведен численный эксперимент, пока-
зывающий отсутствие предельных циклов, пересекающих указанный отрезок.
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