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Комплекснi розв’язки нерiвностей та рiвнянь

У кiнцi 90-х рокiв З.Ю. Фiлєр разом зi своїм дипломником С.П. Ткаченко за допо-
могою методу нев’язки встановили наявнiсть комплексних розв’язкiв квадратичних
нерiвностей з дiйсними коефiцiєнтами. Саме у цей рiк вiдмiчалася 200 рiчниця до-
ведення основної теореми алгебри К.Ф. Гаусом. Основнi пiдходи та результати були
висвiтленi в доповiдi [1]. Суть методу полягає в замiнi нерiвностi f(x) < 0 рiвнян-
ням f(x) + r = 0, а f(x) > 0 - рiвнянням f(x) = r. Тут уведена додатна нев’язка
r > 0. Ситуацiя пояснюється розв’язанням нерiвностi x2 + 4x + 5 < 0. Вона еквiва-
лентна системi x2 + 4x + 5 + r = 0, r > 0. Це дає множину комплексних розв’язкiв

X = −2 ± i
√

(1 + r), r > 0.

"Шкiльнi"нерiвностi є частинними випадками рiвняння f(x) = reiφ, r > 0, 0 ≤ φ <

2π. При φ = 0 отримуємо нерiвнiсть f(x) > 0 , при φ = π - нерiвнiсть f(x) < 0.
Фактично розв’язання таких нерiвностей є пошук прообразу по заданому образу
- правої чи лiвої дiйсної пiввiсi. Узагальнююче рiвняння дає прообраз променя iз
заданим φ.

Iз основної теореми алгебри про iснування комплексного кореня многочлена Pn(x)
степеня n ≥ 1 випливає теорема про iснування розв’язкiв нерiвностей для многочле-
нiв. Доведення її за допомогою леми Д’Аламбера використовує розв’язок нерiвностi
c · hk < 0, k ≥ 1 з комплексними i h. Залишалося Гаусу зробити ще один крок до
отримання методу розв’язання нерiвностей. Але за 200 рокiв звикли шукати лише
дiйснi розв’язки нерiвностей.

Алгебра многочленiв використовує лему про модуль старшого члену, яка гарантує
досягнення найменшого значення у замкненiй множинi. Для аналiтичної функцiї,
представленої рядом, це не вдається, бо вона може не приймати одного iз значень на
комплекснiй множинi, як, наприклад, функцiя ex 6= 0. Всi iншi значення ex приймати
може, тому й iснують множини розв’язкiв нерiвностi ex < 0.

Метод нев’язки зводить нерiвностi до рiвнянь, тому автори розробляють методи
пошуку комплексних коренiв. Якщо функцiя f(x) має точку екстремуму x0, в якiй
знак функцiї спiвпадає iз знаком другої похiдної, яка близька до дiйсної частини
коренiв, то квадратичний многочлен Тейлора дасть наближення до уявної частини.
Усi комплекснi коренi можна знайти з наближення в околi цiєї точки за узагальненою
формулою Тейлора W = f(x0) · ch((x − x0)).
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