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Про узагальнення теореми Карамати на функцiї з
невиродженою групою регулярних точок

У роботi узагальнюється теорема Карамати [1] про асимптотичну поведiнку iнте-
гралiв вiд регулярно змiнних функцiй.

Розглянемо функцiї виду

f(x) = xρl(x) exp(h(log x)), x > 0. (1)

де ρ ∈ R , l — функцiя з повiльною змiною, (h(u), u ∈ R) — неперервна та вiдмiнна
вiд константи перiодична функцiя така, що T (h) > 0, де T (h) найменший серед її
додатних перiодiв. В [2] показано, що функцiї f будуть функцiями з невиродженою
групою регулярних точок, при цьому

lim sup
c→1

f ∗(c) = 1, (2)

де f ∗(c) = lim supx→∞ f(cx)/f(x), c > 0. Мають мiсце наступнi твердження.
Пряма теорема. Якщо локально iнтегровна функцiя f має вигляд (1) та ρ > −1,

то знайдеться неперервна додатна та вiдмiнна вiд константи перiодична функцiя θ,
найменший додатний перiод якої збiгається з T (h), i така, що

lim
x→∞

(ρ + 1)
∫ x
0 f(t)dt

xθ(log x)f(x)
= 1.

Обернена теорема. Нехай функцiя f : R+ → R+ є локально iнтегровною та∫∞
0 f(t)dt = ∞. Якщо знайдуться число ρ > −1 i неперервна додатна та вiдмiнна
вiд константи перiодична функцiя θ, з найменшим додатним перiодом T (θ), такi,
що

lim
x→∞

(ρ + 1)
∫ x
0 f(t)dt

xθ(log x)f(x)
= 1,

то функцiю f можна подати у виглядi (1). Якщо при цьому виконується умова
(2), то T (h) = T (θ).
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