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�77���	� 7��!���	����� � '�����! 7���	����	
��� 5 7�	��*����� 5
7���� � ���
�� ��!!�	����� ��� 6	�! 7��	����� -���������!�����
��!!�	�	�
��� -���5�
� ����-��% 
 ��	���� ���
� � 7�����&����
�����	������5 ����*�� ��!7������� 7���!����� ��)	 
�'!�&���	�
7�� 
 ������� �7�*����� 5 �
�!��� 5 ������ 5 !�����-��'�� 6	��
����-� 7�����	� 7�	��*��� � ����*�� 	��� +	���� 
 
���
��
 5 6����	�
� 5 
 7����&����5 ��	������� 5 7����	�
�����%
��	�� � ��������� 7����	�
����) 7�����5 ���!��������5 ����*��
��	������!� ��2�� ���!���	����� � �����!!�	���� ! 7���!
6	�	 ��'���	�	 �
���	�� ��2����! 7��-��! �.� <�
���	��
� �
��'��-�	�� !�	���
 �������
���� 7���	����	
��� 5 7�	��*����� 5
7����% ��������� 5 !�	���! 	����� �����	������5 ����*���

���'�7��� 	�&���� -���'�� -�'&����	�� �-��
��� &�'�� �����
��	��
��� �� �)�� ?��4 ����� /�
��7����!�� �	��	�% 7��	��2�� 
��5
��� -��'��5% ���'�� � ������% 	�&���� -���) �	' 
��	�� 
 ��2�5
����*�5�
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����� ��	��
��� �	������ 
 ����� ����	��� � ����)��	������
��-��&���	������	� � �)��!� =� 7���'�
���� -���2�! �
	���	�	�! �

��5% �	� ��� '���� /�
������ 
��5�(���� 
 ' 
��� ��� ��7����
6������ � ��-�	��7���-���	�% 2���	� ��	�����
 � 6����*��%
!��������� � 	����	 
 ����	���� � �	' 
��
��	�) � ��7���������
���������	�)� "���! �� ��
����� ��	���	�� 
 ��2�� 7�!�	��

����	� � �����	�� � /./ 0����� 
�����!�� @�.� �	��7�������

9����	�� � /./ 0����� 
�����!�� .�� +�!�������
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��������

��&���2�! ���	�&����! !�	�!�	��� �
���	�� �7������ 7�����5 7�>
	��*����� 5 7���� �����	������!� ����*��!� ��!7������� 7���!��>
����

��	��*��� u(x, y) 7������� �	�*��������� 7�	��*�������� ������>
��������� 7��� � ����*�� 	��� v(x, y)% ���
��	
���)(�� ����
��!
��2�31�!���

∂u(x, y)
∂x

=
∂v(x, y)

∂y
,

∂u(x, y)
∂y

= −∂v(x, y)
∂x

, :�;

�-��'�)	 ��!7����� � 7�	��*��� F (x + iy) = u(x, y) + iv(x, y)%
�
��)(���� �����	������� ����*��� ��!7������� 7���!����� x + iy�
� �
�) �������% ��&��� �����	������� ����*�� F (x + iy) ���
��	
�>
���	 �
�!����!� ���
����) <�7����

Δ2F :=
∂2F

∂x2 +
∂2F

∂y2 = 0 :?;


�����	
�� ��
���	
� 12 + i2 = 0 ��� �����* 1 � !��!�� �����* i
����-� ��!7����� 5 ������

B����	�
���	� 7��!������ !�	���
 	����� �����	������5 ����>
*�� ��!7������� 7���!����� � �������
���) 7�����5 7�	��*����� 5
7���� 7�-�&���	 !�	�!�	���
 � ��'
�	�) ��������� 5 !�	���
 ���
7���	����	
��� 5 7����� ���-��!� ��'��-�	�� 	���5 !�	���
 ���
7���	����	
��� 5 7�	��*����� 5 7���� �������� �.� <�
���	��
 !
:�!�% ��7��!��% C�?% �� ?�DE;�

� 6	�! ��7��
����� �������
����� ��'� � 7�	�� /�&� ��'
�
��	��
����-�����>�����	������� 7��5�� � ��2���) ���'����� 7��-��! %
���� ��	����� ���	��	 
 7��	������ ��!!�	�	�
� 5 ����*��	�
� 5
-���5�
 5 ����-� 	���5% �	� ��������*����! � 7� #�	� ����*��%

��



�4 ��������

7����!�)(�� '������� 
 6	�5 ����-��5% �!�)	 ��!7����	 % ���
��>
	
���)(�� '����� ! ���
�����! � ���	� !� 7���'
��� !��

"��% ����!�	��
�� 
 ��!!�	�	�
��� ����*��	�
��� -���5�
�� ��>
��-�� A ����� n ≥ 3 �
�&� ��������*����!�) 7� #�	� ��7����!7>
������) ����*�) Φ(ζ) 7���!����� ζ = xe1 + ye2 + ze3% ��� x, y, z F
����	
�	���� � ����� � 
��	�� e1, e2, e3 7�������&�	 -�'��� ����-� 
A% '�!����!% �	�

Δ3Φ(ζ) :=
∂2Φ
∂x2 +

∂2Φ
∂y2 +

∂2Φ
∂z2 = Φ′′(ζ) (e2

1 + e2
2 + e2

3) .

+����
�	�����% ��&��� �' 	���5 ����*�� ���
��	
����	 	��5!����!�
���
����) <�7���� Δ3 Φ = 0 7�� 
 7������� ��
���	
�

e2
1 + e2

2 + e2
3 = 0 :�;

��� -�'��� 5 6��!��	�
 e1, e2, e3�
� ���
� � �7�� 
�)	�� 
�� -�'�� ��!!�	�	�
� 5 ����*��	�
� 5

����-� 	��	���� ����� � ���
��� �����*�� ��� 7���! ��!7������5
�����% ���
��	
���)(�� ��
���	
� :�;% � 	��&� ����!�	��
��	��
-���������!����� ��!!�	�	�
��� ����*��	�
��� -���5�
� ����-�� F%

 ��	���� 
 7�����	�� ��
���	
� :�;�

� ���
� ? ���'��� � ����-�����>�����	������� 7��5�� 7��!����	��
� �7�����) 7���	����	
��� 5 7�	��*����� 5 7���� � ���
�� ��!>
!�	���� 7�� 7�!�(� !������� 5 ����*��% 7����!�)(�5 '�������

 -���������!����� ��!!�	�	�
��� -���5�
�� ����-�� HC% ����*��>
��
����� � 6	�!� 7���!�� � ��'���	�	� �����'�*�� 	����� 7��5���
��	���
���� �
�'� !�&�� ����
� !� 5����	����	���!� :7�	��*���
� ����*�� 	��� +	����; 7���	����	
������ 7�	��*�������� 7��� �
���
�� ��!!�	���� � �����	������!� ����*��!� ��7����!7�������
7���!�����% ��	���� ���������� �
�'� 7�����5 ���!��������5 ����>
*�� � ��	������!� ��2�� ��� 6	�! ��'��-�	�� 6����	�
� � �7���-
7��	������ �����!!�	���� 5 7�	��*����
 � ����*�� 	��� +	����
7�� 7�!�(� ��!7����	 ��'��&���� 7� 6��!��	�! -�'��� !������>
� 5 ����*�� ��7����!7������� 7���!�����% ��	�� �% 
 �
�) �������%
�	���	�� 
 �
��! 
��� ��� ���
� � 7�����&���� �����	������5 ����>
*�� ��!7������� 7���!������

0�	���
���� � 	���! �7���-�! ��	������� � 7����	�
����� ���>
��!!�	������� 7�	��*���� � ����*�� 	��� +	���� 7��!���)	�� '�	�!

 ���
� � � ��2���) ����
 5 '���� 
 !���������� 7������	� 7���	���>
�	
������ 7�	��*�������� 7��� � ���
�� ��!!�	�����



����� �� ��		
�������

�������� �������������

� ����	���	 
������	

�������

� �� ������	
 ������ 
���� ���������
��

�	� ���������	� ��
�������	� ���
����

�����	� �
����	� ���
�

1���!�	��! 7���	����	
����� �	�*�������� 
��	����� 7���% '�������

��	��>����*��� V(x, y, z) �����	�
 5 ��������	 x, y, z� ��� 6	�!

��	�� V �7�������	�� 	��!� ������� !� ����*��!� v1 := v1(x, y, z)%
v2 := v2(x, y, z)% v3 := v3(x, y, z)% '���)(�!� ��� ��������	 
 	����
(x, y, z)% � �!����G V = (v1, v2, v3)�

����	����	
����� �	�*�������� 
��	����� 7��� V(x, y, z) ��' 
�)	
��������	
���% ���� ��(��	
��	 ��������� 7�	��*������� ����*��
:��������	; u(x, y, z)% �������	 ��	���� grad u 	�&���	
���� ��
��

��	��� V� � �����	�
 5 ��������	�5 ��
���	
� V = gradu ��
��>
������ 	��! ��
���	
�!

v1 =
∂u

∂x
, v2 =

∂u

∂y
, v3 =

∂u

∂z
. :���;

� �����
�'��� �-���	� 7���	����	
� 
��	����� 7��� V 7�	��*����>
�� 	���� � 	����� 	����% ����� ��� ��	��% �7�������! � 
 �����	�
 5

�D



�� ��� 	� 
����������� ������� � �������� �������

��������	�5 ��
���	
�!

rotV :=
(

∂v3

∂y
− ∂v2

∂z
,

∂v1

∂z
− ∂v3

∂x
,

∂v2

∂x
− ∂v1

∂y

)

,

	�&���	
���� ��
�� ���)G rotV ≡ 0�
H��� 	�&���	
���� ��
�� ���) ��
�����*�� 7���G

div V :=
∂v1

∂x
+

∂v2

∂y
+

∂v3

∂z
≡ 0,

	� 
��	����� 7��� V ��' 
��	�� �	������	
����
"���! �-��'�!% 
��	�� V = (v1, v2, v3)% '���)(�� �	�*��������

7�	��*������� �������������� 7���% ���
��	
����	 ���	�!� ���
�����

div V = 0 , rotV = 0 , :��?;

��	�� � '�7�2�! 	��&� 
 ��'
����	�! 
���G

∂v1

∂x
+

∂v2

∂y
+

∂v3

∂z
= 0 ,

∂v3

∂y
− ∂v2

∂z
= 0 ,

∂v1

∂z
− ∂v3

∂x
= 0 ,

∂v2

∂x
− ∂v1

∂y
= 0 .

:���;

H��� 
��	����� 7��� V(x, y, z) 7�	��*������ � ������������� 

����	���� �-���	� 7���	����	
�% 	� ��� 7�	��*��� u(x, y, z) 
 6	��
�-���	� ���
��	
����	 	��5!����!� ���
����) <�7����

Δ3 u(x, y, z) :=
(

∂2

∂x2 +
∂2

∂y2 +
∂2

∂z2

)

u(x, y, z) = 0 , :��4;

��	���� �
���	�� �����	
��! ��
���	
 div gradu = Δ3u � div V = 0�
� 	� &� 
��!� ��&��� ��2���� ���
����� :��4; 7���&���	 
��	��

V = gradu% ���
��	
���)(�� ���	�!� ���
����� :��?;% 7�� 6	�!
��!7����	 :���; 
��	��� V% 
 �
�) �������% �
��)	�� ��2����!�
���
����� :��4;�

I���*��% ��7��� 
� � 
!��	� �� �
��!� 7���'
��� !� �� 
	�����
7������ � ���
��	
���)(�� ���
����) :��4;% ��' 
�)	�� ����������
����% � ��2���� ���	�! :��?; F ������������� ����������
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� �� ��������� ������ � �	�
�
��� � ���
��


��������
���� ����� �
�����

��>
���!�!�% 7��
 � 7�7 	�� 7��	������ ����-� % ����*����
����� �
	��5!��� ! ���
�����! <�7���� :��4; 
 	�! �! ���% �	� ��������>
*����! � ����*�� �� '�������!� 
 6	�� ����-�� �!�)	 ��!7����	 %
���
��	
���)(�� ���
����) :��4;% - �� ������ #�!���	���!% ������%
7���� 7��	������ ����-� �
�	�������
 
�7��� � 7��	������ �����>
��-� ������ ����-� �! �� ����!�	��
���� :�!� C?�% �� ??�E;�

� ��-�	� C��E ����!�	���� '����� � 7��	������ ��!!�	�	�
� 5 ����>
*��	�
� 5 -���5�
 5 ����-� � ���
��� �����*�� 	���5% �	� !������� �
:	� ��	� ��������*����! � 7� #�	�; ����*�� �� '�������!� 

6	�5 ����-��5 �!�)	 ��!7����	 % ���
��	
���)(�� ���
����) :��4;�
=��
����% �	� '����� � 7��	������ ����-� � ���'��� !� �
��>
�	
�!� 
�'�����	 ��� 7�7 	�� �-�-(���� �����!��	������ �
�'�
!�&�� ����-��� ��!7����� 5 ����� � �
�!��� ! ���
�����! <�7����%
��	����% ��� 6	� 5���2� �'
��	��% ���	��	 
 	�!% �	� � ����� �	�>
��� % �����	������� ����*�� ��!7������� 7���!����� ���
��	
���>
)	 �
�!����!� ���
����) <�7���� :?;% � � ������ �	���� % 7������
���!��������� ����*��% �
�'��� � !�&�� ��-�� ����
��!� ��2� 3
1�!��� :�;% �
��)	�� ��!7����	�!� ����	���� �����	������� ����*��
��!7������� 7���!������

���	� A F ��!!�	�	�
��� ����*��	�
��� -���5�
� ����-�� :���
7���! ����	
�	���� 5 ����� R ��� ��� 7���! ��!7����� 5 ����� C; �
-�'���! {ek}n

k=1% 3 ≤ n ≤ ∞� � ����! 
 ����-�� A �������) �-������
E3 := {ζ = xe1 + ye2 + ze3 : x, y, z ∈ R} ��� 7���! R% 7���&�����)

��	���!� e1, e2, e3� =-���	� Q 	��5!������ 7���	����	
� R

3 7��	�
�!

 ���	
�	�	
�� ������6�	��) �� �-���	� Qζ := {ζ = xe1 + ye2 + ze3 :
(x, y, z) ∈ Q} 
 E3�

I���*�) Φ : Qζ −→ A ��'�
�! ���������� 
 Qζ % ���� Φ �
���	��
��������*����!�� 7� #�	� 
 ��&��� 	���� �-���	� Qζ % 	� ��	� ����
��� ��&���� ζ ∈ Qζ ��(��	
��	 6��!��	 Φ′(ζ) ����-� A 	����% �	�

 7�����	�� ��
���	
�

lim
ε→0+0

(

Φ(ζ + εh) − Φ(ζ)
)

ε−1 = h Φ′(ζ) ∀ h ∈ E3 . :��D;

=	!�	�!% �	� ���� �����	�� 7� !���2�� !��� ���� �
�&� ���>
�����*����!�� 7� #�	� ����*�� Φ : Qζ −→ A% ��	���� 5�	� - 

����� 	���� ζ := xe1 + ye2 + ze3 ∈ Qζ ���
��	
����	 ���
����) :��4;
� ����
���	
� Φ′′(ζ) 	= 0% 	� 
 6	�! ������ -�'��� � 6��!��	 e1, e2, e3



�� ��� 	� 
����������� ������� � �������� �������

���-5���!� ���
��	
���)	 ����
�)

e2
1 + e2

2 + e2
3 = 0 . :���;

9���	
�	�����% 7������
�	����� 
 -���� 
 �����	
� 
��	��� h

 ��
���	
�5 
��� :��D;% �7������)(�5 7���'
��� � Φ′(ζ) � Φ′′(ζ)%
-�'��� � 6��!��	 e1, e2, e3% 7������! ��
���	
�

∂2Φ
∂x2 = e2

1 Φ′′(ζ),
∂2Φ
∂y2 = e2

2 Φ′′(ζ),
∂2Φ
∂z2 = e2

3 Φ′′(ζ),

7�6	�!�

Δ3Φ(ζ) :=
∂2Φ
∂x2 +

∂2Φ
∂y2 +

∂2Φ
∂z2 = Φ′′(ζ)(e2

1 + e2
2 + e2

3) :��,;

�% �����
�	�����% ��
���	
� Δ3Φ(ζ) = 0 7�� ����
�� Φ′′(ζ) 	= 0
��
�������� ��
���	
� :���;�

.���-�� A ��'�
�! ������������% ���� 
 ��� !�&�� 
 ����	� 5�	�
- ���� 	����� ������� ��'�
���! 5 
��	���
 {e1, e2, e3}% ���
��	
���>
)(�5 ��
���	
� :���; 7�� ����
��% �	� e2

j 	= 0 7�� j = 1, 2, 3� 0��'����)
	����� 
��	���
 {e1, e2, e3} 	��&� ��'�
�! �������������

J�!�	�!% �	� ����
�� e2
j 	= 0 7�� j = 1, 2, 3 ����)���	 �'

����!�	����� 	��
����� � ������ ���2������ 7��� ��!7����� 5
����� �� ����-� 	��	���� ����� ��� 7���! C� � �����	
� 7��!��� 	����
����-� !�&�	 ���&�	� ����-�� � ���
��� �����*�� e1 = 1% '���
��!��
	�-��*�� �!��&����G e2

2 = −1, e2e3 = e3e2 = ie3, e2
3 = 0�

9���� 
 6	�� ���
� ����!�	��
��	�� ������ � ����	���� ��������
����� ������ �������� � ������������� ����������� �	����� 
�	����� ���������

�  � !
�������	
 � �������	
 "������

������������ ������ {1, e2, e3} � 
������

��"�"��	� ������ ���
��	

J�!�	�!% �	� ����-�� 	��	���� ����� � ���!��������! -�'���! :����
	���� ��(��	
��	; ���	 ���-���� 7���	�� ��2���� '�����% 7��	�
������

 K ?�

��������!% 7�� ����5 ����
��5 
 ��!!�	�	�
��� ����*��	�
���
����-�� A 	��	���� ����� � ���
��� �����*�� ��(��	
��	 ���!���������
-�'�� {e1, e2, e3}% ��� e1 = 1 F ���
��� �����*� ����-� �



� �� ������ ������������� ������ ��

���	� -�'��� � 6��!��	 ����-� A �!��&�)	�� 7� '�����

ei ej =
3
∑

k=1

γi
jk ek , i, j = 1, 2, 3 , :���;

��� γi
jk F �	���	��� � ����	��	 ����-� % 7����! 7�� ��&��! i = 2, 3

5�	� - ���� �' ����� γi
i1% γi

i2% γi
i3 �	����� �	 �����

�� �� �� � ���� �	� ���� ����� �	����� A ����
��� ����� 
�	����� �������� e1 ��	� ������������� � ������������ � �� ����
{e1, e2, e3} ��� ���� ��	 ������������� ���������� � ����������
����� �	� ���������� ������� �	����� ����	��	�
 ��������

γ3
21 = γ2

31 , γ3
22 = γ2

32 , γ3
23 = γ2

33 ,

γ3
31 = −γ2

21 − 1 , γ3
32 = −γ2

22 , γ3
33 = −γ2

23 ,

γ2
21 γ2

32 + γ2
31 γ2

33 = −γ2
23 − γ2

21 γ2
23 + γ2

31 γ2
22 ,

γ2
31 γ2

32 − γ2
33 − γ2

21 γ2
33 = −γ2

21 γ2
22 − γ2

31 γ2
23 ,

γ2
31 + γ2

32 γ2
33 = −γ2

22 γ2
23 ,

γ2
32 γ2

32 − γ2
22 γ2

33 = −1 − γ2
21 − γ2

22 γ2
22 − γ2

32 γ2
23 ,

γ2
33 γ2

33 + γ2
23 γ2

32 = γ2
21 + γ2

33 γ2
22 − γ2

23 γ2
23

:���;

	�
 � � � � �  � � � � �� �����������
� ��������� ����-�� A ��!>
!�	�	�
��% 	� 
 7����)	�� ��
���	
�

γj
ik = γi

jk , i, j, k = 1, 2, 3 . :����;

���!� 	���% ����*��	�
���	� �!��&���� 
 ����-�� A ��
��������

 7������) ���	��2���� :�!�% ��7��!��% C��% �� �E;

3
∑

i=1

γi
ks γm

ji =
3
∑

i=1

γm
is γj

ki , k, s,m, j = 1, 2, 3 . :����;

��������� e1 F ���
��� �����*� ����-� A% 	�

γ1
11 = γ1

22 = γ1
33 = 1 , γ1

12 = γ1
13 = γ1

21 = γ1
23 = γ1

31 = γ1
32 = 0 . :���?;

"�7��� � ���	�! ��
���	
 :����;% :���?; ����� ��	���
��
��!% �	�
����� ����
�� ����*��	�
���	� :����; �!��	�� ��2� D ��	��
����� 5



?� ��� 	� 
����������� ������� � �������� �������

����
��G

γ2
21 γ2

32 + γ2
31 γ2

33 = γ2
31 γ2

22 + γ3
31 γ2

23 ,

γ2
31 γ2

32 + γ3
31 γ2

33 = γ2
21 γ3

32 + γ2
31 γ3

33 ,

γ2
31 + γ2

32 γ2
33 = γ3

32 γ2
23 ,

γ2
32 γ2

32 + γ3
32 γ2

33 = γ3
31 + γ2

22 γ3
32 + γ2

32 γ3
33 ,

γ2
33 γ2

33 + γ2
23 γ2

32 = γ2
21 + γ2

33 γ2
22 + γ3

33 γ2
23 .

:����;

���-�
��% ����
�� ���!�������	� -�'��� :���; 
����	 
 7������� ��>

���	


1 + γ2
21 + γ3

31 = 0 , γ2
22 + γ3

32 = 0 , γ2
23 + γ3

33 = 0 . :���4;

��6	�!�% 
 ��&�� γ3
31% γ

3
32% γ

3
33 �' ��
���	
 :���4; � 7���	�
��� ���	
�	>

�	
�)(�� 
 ��&���� 
 ��
���	
� :����;% �-�&���!�� 
 �7��
����
��	�

��5 ���	��2���� :���;�

����������
� ��������� e1 F ���
��� �����*� ����-� A% 	�

 7����)	�� ��
���	
� :���?;% � 	��&� ��
���	
�

γ2
12 = γ3

13 = 1 , γ2
11 = γ2

13 = γ3
11 = γ3

12 = 0 . :���D;

+����	
��! ��
���	
 :���;% :���?;% :���D;% �
��)	�� ���	��2����
:����;% :����;% 	��� ����-�� A ��!!�	�	�
�� � ����*��	�
���

���!� 	���% ��
���	
� :���4;% �
��)(���� �����	
��! ���	�! 
:���;% 
����	 
 7������� ��
���	
� :���;% 	��� -�'�� {e1, e2, e3} �
���	��
���!��������!� "����!� ����'����

� �����)(�� 	����!� ��	���
��
��	��% �	� ���	�!� :���; � ���'>

��	� !� �	���	��� !� ����	��	�!� �� �!��	 ��2���� 
 7��� ���>
�	
�	���� 5 ������

�� �� �� � ����  ������������� ����������� �	�����
����
��� �����  �	����� �������� e1 ��� ��	�� ��������	
���
���	 R ���� {e1, e2, e3} �� ��	���� �������������

	�
 � � � � �  � � � � �� +���� 
�� 7�������� �
� �' ��
���	
 :���;%
7������! ��
���	
�

1 + (γ2
22 − γ2

33)
2 + (γ2

23 + γ2
32)

2 = 0 ,

��	���� �� !�&�	 
 7����	��� �� ��� ����5 �	���	��� 5 ����	��	 �'
7��� R� +����
�	�����% 7� 	����!� ��� -�'�� {e1, e2, e3} �� �
���	��
���!��������!� "����!� ����'����

/�&� -���	 7���'���% �	� ���	�!� :���; � ���'
��	� !� �	���	��>
� !� ����	��	�!� �!��	 ��2���� 
 7��� ��!7����� 5 ������



� �� ���������� ��
��� � � � ������ 
��� ������ ?�

� #� $����
��	
 %"����� � ����"������

������������ ���
��
 �
�
�� ����� �

������� 
�����
�� &������ '�(�)*�����

���� ����������� � ����������� ������ ������������� ���	�
A F ��!!�	�	�
��� ����*��	�
��� -���5�
� ����-�� 	��	���� �����
� ���
��� �����*�� e1 ��� 7���! P% 7�� 6	�! ��7�����	�� ��
���	
�
P = R ��� P = C� 0�	���
�! ���-5���! � � ���	�	��� � ����
��
!���������	� ����*�� Φ : Qζ −→ A% ��� Qζ F �-���	� 
 E3�

�� �� �� � ���� �	� ���� ����� !������ Φ : Qζ −→ A ����

Φ(xe1 + ye2 + ze3) =
3
∑

k=1

Uk(x, y, z) ek, x, y, z ∈ R , :����;

��� Uk : Q −→ P� ��	� ���������� � ��	��� Qζ ⊂ E3� ���������� �
���������� ����� !������ U1� U2� U3 ��	� ��!!������������� �
��	��� Q � ��� ���� � Q ����	��	�
 	���"#�� �	����$

∂U1

∂y
= γ2

21

∂U2

∂x
+ γ2

31

∂U3

∂x
,

∂U2

∂y
=

∂U1

∂x
+ γ2

22

∂U2

∂x
+ γ2

32

∂U3

∂x
,

∂U3

∂y
= γ2

23

∂U2

∂x
+ γ2

33

∂U3

∂x
,

∂U1

∂z
= γ2

31

∂U2

∂x
+ γ3

31

∂U3

∂x
,

∂U2

∂z
= γ2

32

∂U2

∂x
+ γ3

32

∂U3

∂x
,

∂U3

∂z
=

∂U1

∂x
+ γ2

33

∂U2

∂x
+ γ3

33

∂U3

∂x
.

:���,;

	�
 � � � � �  � � � � �� �����������
� H��� ����*�� :����;
!�������� 
 �-���	� Qζ % 	� 7�� h = e1 ��
���	
� :��D; 7��
��(��	�� 

��
���	
�

Φ′(ζ) =
3
∑

k=1

∂Uk(x, y, z)
∂x

ek , ζ = xe1 + ye2 + ze3 ∈ Qζ . :����;

"�7���% 7������ 
 ��
���	
� :��D; ������� h = e2% � '�	�! h = e3%
� ���	�! ��
���	
 :���; 7������! ����
�� :���,; ��� ��!7����	
!��������� ����*�� :����;�



?? ��� 	� 
����������� ������� � �������� �������

����������
� ���	� ζ := xe1 + ye2 + ze3 ∈ Qζ % h := h1e1 + h2e2 +
+h3e3% ��� h1, h2, h3 ∈ R% � 7���&�	������ ����� ε 	����% �	� ζ+εh ∈ Qζ �
"����% ��7���'�� �-�'������� ∂Uk/∂x := ∂Uk(x, y, z)/∂x% k = 1, 2, 3% �
���	 
�� ��
���	
� :���,;% �!��!

[Φ(ζ + εh) − Φ(ζ)]ε−1 − h
3
∑

k=1

∂Uk(x, y, z)
∂x

ek =

= ε−1
3
∑

k=1

(

Uk(x + εh1, y + εh2, z + εh3) − Uk(x, y, z)
)

ek−

−
(

∂U1

∂x
h1 +

(

γ2
21

∂U2

∂x
+ γ2

31

∂U3

∂x

)

h2 +
(

γ2
31

∂U2

∂x
+ γ3

31

∂U3

∂x

)

h3

)

e1−

−
(

∂U2

∂x
h1+

(

∂U1

∂x
+γ2

22

∂U2

∂x
+γ2

32

∂U3

∂x

)

h2+
(

γ2
32

∂U2

∂x
+γ3

32

∂U3

∂x

)

h3

)

e2−

−
(

∂U3

∂x
h1+

(

γ2
23

∂U2

∂x
+γ2

33

∂U3

∂x

)

h2+
(

∂U1

∂x
+γ2

33

∂U2

∂x
+γ3

33

∂U3

∂x

)

h3

)

e3 =

= ε−1
3
∑

k=1

(

Uk(x + εh1, y + εh2, z + εh3)−Uk(x, y, z)− ∂Uk(x, y, z)
∂x

εh1−

−∂Uk(x, y, z)
∂y

εh2 − ∂Uk(x, y, z)
∂z

εh3

)

ek . :����;

������	
�� ��������*����!��	� ����*�� U1% U2% U3 
 �-���	� Q
�7��
����
 ���	��2����

Uk(x + εh1, y + εh2, z + εh3) − Uk(x, y, z) − ∂Uk(x, y, z)
∂x

εh1−

−∂Uk(x, y, z)
∂y

εh2 − ∂Uk(x, y, z)
∂z

εh3 = o(ε), ε → 0, k = 1, 2, 3 .

��6	�!�% 7���5��� � 7������ 
 ��
���	
� :����; 7�� ε → 0% 7������!
��
���	
� :��D;% 
 ��	���! 7���'
����� Φ′(ζ) 
 ��&��	�� ��
���	
�!
:����;� "����!� ����'����

J�!�	�!% �	� ����
�� :���,; 7� �
��� 7������ ��������� ����
��!
��2� 3 1�!��� ��� !������� 5 ����*�� ��!7������� 7���!������



� !� ���������� ����������
�" ������� ����#��� ����� ?�

���� ������  ����!���� ������"��� "��
#�$ 
�� �
�%

��$  ��������$� � ������% ����� ����!�	��
��	�� ��!!�	�	�
���
����*��	�
��� -���5�
� ����-�� A � ���
��� �����*�� e1 ��� 7���!
��!7����� 5 ����� C% 
�&� � 7������� ������ !������� 5 ����*��%
7����!�)(�5 '������� 
 ����-�� A% ���	�
��)	 	�� ��' 
��! �
���
� � 7�����&���� ����!���� 5 ����*�� ��!7������� 7���!�����
C�,% �� ��?E�

9�� ����!������ 
 ����� {t ∈ C : |t − t0| < r, t0 ∈ C} ��!7�������
7������	� ����*�� F (t) �� �	����� �����	%����� 
 ��!!�	�	�
��)
-���5�
� ����-�� A ��' 
�)	 ����*�)

ΦF (ζ) =
∞
∑

n=1

F (n)(t0)
n!

(ζ − t0e1)n,

�
��)(�)�� !��������� 
 2��� {ζ ∈ A : ‖ζ − t0e1‖A < r}% ��� ‖ · ‖A

�-�'�����	 ���!� 
 ����-�� A�
H��� ����*�� F (t) ����!����� 
 ����	���� �-���	� G ��!7�������

7������	�% � B(G) ��	� �-8�������� 
��5 2���
 {ζ ∈ A : ‖ζ−t0e1‖A < r}
	���5% �	� ���	
�	�	
�)(�� ����� {t ∈ C : |t − t0| < r, t0 ∈ C}
'���)��� 
 G% 	� ��(��	
��	 �����	
����� ���
��� 7�����&����
ΦF (ζ) ����*�� F (t) 
 ��&� � �' ���'��� 5 2���
% 	� ��	� 
 �-���	�
B(G)% 7�� 6	�! �7��
����
� ��
���	
�

ΦF (ζ) =
1

2πi

∫

Γζ

F (t) (t − ζ)−1 dt :��?�;

7�� 
��5 ζ ∈ B(G)% ��� Γζ F �7��!���! � ���	��% ��&�(�� 
 �-���	�
G � �5
�	 
�)(�� ����� 6��!��	� ζ% 	� ��	� !��&��	
� ��!7����� 5
����� t% 7�� ��	�� 5 6��!��	 (t − ζ) ���-��	�! 
 ����-�� A�

���	� D(G) F !��&��	
� 	�5 ζ ∈ A% �7��	� ��	�� 5 �����&�	��

 �-���	� G� "���� D(G) F �	�� 	�� !��&��	
� � ����*�� :��?�;
�
���	�� �������� !��������� �� D(G)�

� +� �����
��
 ��������
���� ���
��	

�
�
�� ����� ��� ���
� �����
���	� ���
�

� �����)(�� 	����!� �	���	�� ���!��������� ����-�� 	��	���� �����
��� 7���! ��!7����� 5 ����� C�

�� �� �� � ���� &��
 A ' ������������� �����������
�	������ �	� ������� �	������� e1, e2, e3 ������� ����	��"��



?4 ��� 	� 
����������� ������� � �������� �������

	���"#�� �����	� ����%����$

ek e1 = ek, k = 1, 2, 3;

e2 e2 = −1
2

e1 − i

2
(sin ω) e2 +

i

2
(cos ω) e3 ,

e2 e3 =
i

2
(cos ω) e2 +

i

2
(sin ω) e3 ,

e3 e3 = −1
2

e1 +
i

2
(sin ω) e2 − i

2
(cos ω) e3 ,

��� i ' ������ ����	����� �������� ω ∈ C� (���� ����������
���������� !������ ���� :����; ����%��"� ������������ ������
V := (U1,− 1

2 U2,− 1
2 U3)�

	�
 � � � � �  � � � � �� ����&�!% �	� ��(��	
�)	 ��!7����� �
�	���	��� � ����	��	 % ���
��	
���)(�� ���	�!� :���;% 7�� ��	�� 5
�����	
��! ����
�� :���,; �
��)	�� ��
���	
� :��?; ��� 
��	���
V := (U1,− 1

2 U2,− 1
2 U3)% ��	�� � '�7�2�! 
 ��'
����	�! 
���G

∂U1

∂x
− 1

2
∂U2

∂y
− 1

2
∂U3

∂z
= 0 ,

∂U3

∂y
− ∂U2

∂z
= 0 ,

∂U1

∂y
+

1
2

∂U2

∂x
= 0 ,

∂U1

∂z
+

1
2

∂U3

∂x
= 0 .

:��?�;

������� 
 :���,; γ2
21 = γ3

31 = −1/2 � γ2
31 = 0% 7������! 7��������

�
� ���
����� �' :��?�;� ��� γ2
32 = γ2

23 � γ2
33 = γ3

32 = −γ2
22 �' ����
��

:���,; ������	 
	���� �' ���
����� :��?�;� ������� 	��&� γ3
33 = −γ2

23

� ����� 
�� 7�� 6	�! 
	���� � 7�������� �' ����
�� :���,;% 7������!
7��
�� �' ���
����� :��?�;�

"���! �-��'�!% 7�� ������� 5 7���7���&����5 
�� �	���	��� �
����	��	 % 
5���(�� 
 ���	�!� :���;% -���	 �7������� 7����
��5�&����� ����	��	 γ2

22% γ
2
23% ��� ��	�� 5 �' :���; 7������! ���
�����

(γ2
22)

2 + (γ2
23)

2 = −1/4� B	�!� ���
����)% 
 ���	���	�% ���
��	
���)	
����	��	 γ2

22 = − i
2 sinω% γ2

23 = i
2 cos ω� "����!� ����'����



� $� 
����������� ������� ����#��� ����� ?D

/��-5���! � � ���	�	��� � ����
�� :���,; !���������	� ����*��
:����; 
 7��	������� 
 	����!� ��4 ����-�� A 7���-��	�)	 
��G

∂U1

∂y
= −1

2
∂U2

∂x
,

∂U1

∂z
= −1

2
∂U3

∂x
,

∂U2

∂y
=

∂U1

∂x
− i

2
(sin ω)

∂U2

∂x
+

i

2
(cos ω)

∂U3

∂x
,

∂U2

∂z
=

∂U3

∂y
=

i

2
(cos ω)

∂U2

∂x
+

i

2
(sin ω)

∂U3

∂x
,

∂U3

∂z
=

∂U1

∂x
+

i

2
(sin ω)

∂U2

∂x
− i

2
(cos ω)

∂U3

∂x
.

:��??;

�' 	����! ��4 ������	% �	� ����	
�	���� � � !��! � ���	�
��!7����	 !������� 5 ����*�� 
��� :����; 7���&��)	 7��� ���>
!��������5 
��	���
 V1 := (Re U1, − 1

2 Re U2, − 1
2 Re U3)% V2 :=

:= (Im U1, − 1
2 Im U2, − 1

2 Im U3)% ��7��&��� 5 !�&�� ��-�� ����
�>
�!� :��??;� ��� 6	�! 7���	�� ��7��&�����	� ���!��������5 
��	���

���������� 7���	�) ��7��&�����	� 7�����5 ���!��������5 ����*��%
�
�'��� 5 !�&�� ��-�� �����������!� ����
��!� ��2� 3 1�!���
� �
��)(�5�� ��!7����	�!� �����	������� ����*�� ��!7�������
7���!������

� ,� '���"����	
 ����������	
 ���
��	

�
�
�� ����� A1- A2- A3- A4� .
��
�� �

�
 �"/
�������� ��������
���� ������� �

���
��
 A4

&��� '����� �������� ����� A1( A2( A3( A4� +�(��	
�)	 
����
��	 �� ��!!�	�	�
� � ����*��	�
� � � ���
��� �����*�� ����-� 
	��	���� ����� :��� 7���! R ��� C;� H��� 
 �����	
� �5 �-��'�)(�5

 -��	� ����7�	��	� � � ���!7�	��	� � 6��!��	 % 	� 	�-��* 
�!��&���� ����!�	��
��! 5 ����-� -���	 �!�	� ���-���� 7���	�� 
���
���
���! �5�

A���' A1 �-�'����! 7���7���	�) ����-�� � -�'���! {I1, I2, I3} �
	�-��*�� �!��&����

I2
1 = I1, I2

2 = I2, I2
3 = I3, I1I2 = I1I3 = I2I3 = 0, :��?�;

7�� 6	�! ��'��&���� ���
��� �����* �!��	 
��G 1 = I1 + I2 + I3.



?� ��� 	� 
����������� ������� � �������� �������

9����� ����-� �����&�	 ������� � "��% ����' A2 �-�'����!
����-�� � -�'���! {I1, I2, ρ} � 	�-��*�� �!��&����

I2
1 = I1, I2

2 = I2, I1I2 = 0, ρ2 = 0, I1ρ = 0, I2ρ = ρ, :��?4;

7�� 6	�! ���
��� �����*� ����-� 7����	�
���	�� 
 
��� 1 = I1 + I2.
.���-� A3 � A4 � -�'���! {1, ρ1, ρ2} �� �!�)	 ������
% 7���&���>

! 5 ���!7�	��	�!�� "�-��*� �!��&���� -�'��� 5 6��!��	�
 ����-� 
A3 �!��	 
��G

ρ2
1 = ρ2, ρ2

2 = 0, ρ1ρ2 = 0 , :��?D;

� 
 ����-�� A4 -�'��� � 6��!��	 �!��&�)	�� 7� '�����

ρ2
1 = ρ2

2 = ρ1ρ2 = 0 . :��?�;

&��� ������� � �� ��)���������� ����������
�� ������� �

������ A4� � �����)(�� 	����!� ��	���
��
��	��% �	� 
 ����-�� A4

���!��������5 -�'���
 �� ��(��	
��	�

�� �� �� � ��*� )	����� A4 �� ��	���� �������������

	�
 � � � � �  � � � � �� ����7���&�! 7��	�
���G 7��	� 
 A4 �!��	>
�� -�'�� {e1, e2, e3}% ���
��	
���)(�� ��
���	
� :���;�

=	!�	�!% 7��&�� 
����% �	� 
 A4 ���!��������� -�'�� ���&��
���	��	� �' �-��	�! 5 6��!��	�
� 9���	
�	�����% 6��!��	 ���!���>
������� -�'��� �� !���	 7�������&�	� �������� ����-� A4% � 
 A4

	���� 6��!��	 �-��	�! �
"���� -�'�� {e1, e2, e3}% ���
��	
���)(�� ��
���	
� :���;% 7���->

��'��	�� 
 ���!��������� -�'�� {1, e2 (e1)−1, e3 (e1)−1}% �����&�(��
���
��) �����*��

��6	�!�% �� ����2�� �-(���	�% 7������! e1 = 1� 1���!�	��! ��'>
��&���� 6��!��	�
 -�'��� {e1, e2, e3} 7� -�'��� {1, ρ1, ρ2}G

e1 = 1,
e2 = n1 + n2ρ1 + n3ρ2,
e3 = m1 + m2ρ1 + m3ρ2,

:��?,;

��� nk � mk 7�� k = 1, 2, 3 F ��!7����� � ������ ��������� ���	�!�
:��?,; ���&�� - 	� ��'��2�!� �	����	����� 1, ρ1, ρ2% 	� !�	��*�

⎡

⎣

1 0 0
n1 n2 n3

m1 m2 m3

⎤

⎦



� %� ���������� ���������� � ������� A3 ?,

�
���	�� �����-��% 	� ��	� �� �7������	��� �	����� �	 ����� =	�)��
��� ��6���*���	�
 ���	�! :��?,; 7������! ����
���	
�

n2m3 − n3m2 	= 0. :��?�;

+����	
��! ��'��&���� :��?,; � 7��
�� �!��&���� :��?�; �
��)	��
��
���	
�

e2
2 = n2

1 + 2n1n2ρ1 + 2n1n3ρ2, e2
3 = m2

1 + 2m1m2ρ1 + 2m1m3ρ2,

� ��7���'�
����! ��	�� 5 
 ��
���	
� 1 + e2
2 + e2

3 = 0 7��5���!
� �����)(�! ���-5���! ! ����
��! ��(��	
�
���� ���!����������
-�'��� {1, e2, e3}G

1 + n2
1 + m2

1 = 0,
n1n2 + m1m2 = 0,
n1n3 + m1m3 = 0.

:��?�;

����� 
 ��	���� 	��	���� ���
����� ���	�! :��?�;% �!��&������
�� n2% � 
	�����% �!��&������ �� n3% 7������!

m1(n2m3 − n3m2) = 0. :����;

. 7���� 
 ��	���� 
	����� ���
����� ���	�! :��?�;% �!��&������
�� m3% � 	��	����% �!��&������ �� m2% 7��5���! � ���
����)

n1(n2m3 − n3m2) = 0. :����;

+ ���	�! ����
���	
� :��?�; �' ���
����� :����; � :����; �����)	
��
���	
� m1 = n1 = 0% ��	�� � 7��	�
�����	 7��
�!� ���
����)
���	�! :��?�;� "���! �-��'�!% 
 ����-�� A4 ���!��������5 -�'���

�� ��(��	
��	� "����!� ����'����

� 0� $����
��	
 ��
�����	 � ���
��
 A3

+��� ,������� ����������
�� ������� � ������ A3� � �����>
)(�� 	����!� �7�� 
��	�� �	���	��� ���!��������5 -�'���
 
 ����-��
A3 ��� 7���! ��!7����� 5 ������

�� �� �� � ��&� )	����� A3 ��� ��	�� C ��	���� �������������
*������������ ��	�"�� ����� {e1, e2, e3}� ���	�%���� �	�������
������� �� ����� {1, ρ1, ρ2} ���"� ��� :��?,;% ��� nk � mk ���
k = 1, 2, 3 ' ����	����� ��	�� ����	������"#�� ����� ���������

1 + n2
1 + m2

1 = 0,
n1n2 + m1m2 = 0,

n2
2 + m2

2 + 2(n1n3 + m1m3) = 0
:���?;



?� ��� 	� 
����������� ������� � �������� �������

� ���������� :��?�;% ��� ���� ���� �� ���� �� ���	 � ��%��� �� ���
(n1, n2) � (m1,m2) ��	���� �� ��	�� (��	��� ����%���� �	�������
������������� ����� :��?,; ����� ���$

ek e1 = ek, k = 1, 2, 3,

e2
2 =

(

−n2
1 +

n2
2(n1m2 − n2m1)

det3

)

e1+

+
(

2n1 − m2n
2
2

det3

)

e2 +
n3

2

det3
e3 ,

e2
3 =

(

−m2
1 +

m2
2(n1m2 − n2m1)

det3

)

e1−

− m3
2

det3
e2 +

(

2m1 +
n2m

2
2

det3

)

e3 ,

e2e3 =
(

−n1m1 +
n2m2(n1m2 − n2m1)

det3

)

e1+

+
(

m1 − n2m
2
2

det3

)

e2 +
(

n1 +
m2n

2
2

det3

)

e3 ,

:����;

��� det3 := n2m3 − n3m2�

	�
 � � � � �  � � � � �� =	!�	�!% 7��&�� 
����% �	� 5�	� - ����
�' 6��!��	�
 -�'��� �!��	 
�� a + bρ1 + cρ2% ��� a, b, c ∈ C � 7�� 6	�!
a 	= 0� +����
�	�����% ���'��� � 6��!��	 -�'��� �
���	�� �-��	�! !

 ����-�� A3� "���� -�'�� {e1, e2, e3}% ���
��	
���)(�� ��
���	
�
:���;% 7���-��'��	�� 
 ���!��������� -�'��% �����&�(�� ���
��)
�����*�� ��6	�!�% �� �!���2�� �-(���	�% �!��! ��'��&���� :��?,;
6��!��	�
 -�'��� {e1, e2, e3} 7� -�'��� {1, ρ1, ρ2}% 
 ��	���! nk � mk 7��
k = 1, 2, 3 F ��!7����� � �����% ���
��	
���)(�� ����
���	
� :��?�;�

��7���'�� ��'��&���� :��?,; � 7��
��� �!��&���� :��?D;% 7������!
��
���	
�

e2
2 = n2

1 + 2n1n2 ρ1 + (n2
2 + 2n1n3) ρ2 ,

e2
3 = m2

1 + 2m1m2 ρ1 + (m2
2 + 2m1m3) ρ2 .

"�7��� ����
���	
� e2
2 	= 0% e2

3 	= 0 ��
������� 	�!�% �	� 
 ��&��� �'
7�� (n1, n2) � (m1,m2) 5�	� - ���� �' ����� �	����� �	 ����% � ����
��
���!�������	� -�'��� :���; 7��
���	 � ���	�!� ���
����� :���?;�

+��	�!� :���?; � ����
���	
� :��?�; ���
��	
���)	% 
 ���	���	�%
����� n1 = i sin ω% n2 = cos ω% n3 = i cos

(

π
6 − ω

)

% m1 = i cos ω%

m2 = − sin ω% m3 = i sin
(

π
6 − ω

)

% ��� ω ∈ C � "���! �-��'�!% ����-��
A3 �
���	�� ���!����������



� %� ���������� ���������� � ������� A3 ?�

1�2�� ���	�!� :��?,; �	����	����� 1, ρ1, ρ2% 7������! ��'��&����
6��!��	�
 -�'��� {1, ρ1, ρ2} 7� -�'��� {e1, e2, e3}G

1 = e1,

ρ1 = −n1m3 − n3m1

det3
e1 +

m3

det3
e2 − n3

det3
e3 ,

ρ2 =
n1m2 − n2m1

det3
e1 − m2

det3
e2 +

n2

det3
e3 .

:���4;

� 7����� �!��&���� -�'��� 5 6��!��	�
 e1, e2, e3 � ��7���'�
���>
�! ��'��&���� :��?,; � 7��
�� �!��&���� :��?D;% � '�	�! 7���	�
���

 7������! � 7�� 6	�! ��
���	
� 
 ��&���� :���4;% ��	���
��
��!
	�-��*� �!��&���� :����; ��� 6��!��	�
 ���!���������� -�'����
"����!� ����'����

=	!�	�!% �	� ���'����!� 
 ����'�	����	
� 	����! ��� ���	��!�
��2���) ���	�! :���?; ���	
�	�	
��	 ����7���!�	�������� ��!���	
�
���!��������5 -�'���
 
 ����-�� A3G

e1 = 1,

e2 = i sin ω + (cos ω) ρ1 + i
(

cos
(

π
6 − ω

))

ρ2,

e3 = i cos ω − (sin ω) ρ1 + i
(

sin
(

π
6 − ω

))

ρ2

� 	�-��*�� �!��&����

ek e1 = ek, k = 1, 2, 3,

e2
2 = (−2 + 3 sin2 ω) e1 + 2i(sin3 ω) e2 − 2i(cos3 ω) e3 ,

e2
3 = (−2 + 3 cos2 ω) e1 − 2i(sin3 ω) e2 + 2i(cos3 ω) e3 ,

e2e3 = 3
2 (sin 2ω) e1 + i cos ω(1 + 2 sin2 ω) e2 + i sin ω(1 + 2 cos2 ω) e3.

=��
����% �	� 
 ��'���	�	� �!��&���� 6��!��	�
 �7����� 5

 	����!� ��� ���!��������5 -�'���
 �� 7���'
���� � �-��	�! �
6��!��	 ����-� A3 	��&� 7�����)	�� ���!��������� -�'�� % 7����!
	���! �7���-�! !���	 - 	� 7������ 
�� ���!��������� -�'�� 
 A3�

+��� -���������  ����#��� � ������  ����!���� ���%

���"��� "��
#�$ 
�� �
���$  ��������$� 1���!�	��! !�>
������ � ����*��% 7����!�)(�� '������� 
 ����-�� A3 � ���!�����>
���! -�'���! {e1, e2, e3} � 	�-��*�� �!��&���� :����;� /��-5���! � �
���	�	��� � ����
�� !���������	� ����*�� :����; �!�)	 
�� :���,;%
7�� 6	�! ���	
�	�	
�)(�� �	���	��� � ����	��	 γi

jk% 
5���(�� 

��
���	
� :���;% �7������� 	�-��*�� �!��&���� :����;�



�� ��� 	� 
����������� ������� � �������� �������

H��� Q F �-���	� 
 R
3 � Qζ := {ζ = xe1 + ye2 + ze3 : (x, y, z) ∈ Q}%

	� !��������� ����*�� Φ : Qζ −→ A3 
 ���� ��
���	
� :��,; � ����
��
:���; ���
��	
����	 ���
����) :��4; 
 �-���	� Q :-���! ��' 
�	� 	����
����*�� ����������� ��������	���;�

I��!��� :��?�; 7�'
����	 6����	�
�� ����	�����
�	� !������� �
7�	��*��� ��� 7�����&���� ����!���� 5 ����*�� ��!7�������
7���!����� 7� �����)(�� �5�!�G ������� � ��7���'�
����! ��'��&����
6��!��	�
 ���!���������� -�'��� {e1, e2, e3} ����-� A3 7� -�'���
{1, ρ1, ρ2} � 7���	 5 7��
�� �!��&���� :��?D; ����� 
 ������	��
��'���
��	� (t − ζ)−1 
 ��
���	
� :��?�;% 7���� ���� ��� 7�������� 

�
��! 
��� ��'��&���� ����*�� :��?�; 7� 6��!��	�! ���!����������
-�'��� {e1, e2, e3} ��	��	�� 
��7���'�
�	��� ���!���!� :���4;�
1����'��! �7������) �5�!��

.���� ���� +����� �	������ ζ = xe1 + ye2 + ze3 :���

x, y, z ∈ C; �	����� A3  ������������ ������ {e1, e2, e3} � ���	����
����%���� :����; ����� �� ����������� ����� t = x + n1y + m1z�
��� ���� ���	�%���� ����	
����� (t−ζ)−1 �� ����� {1, ρ1, ρ2} �����
���

(t − ζ)−1 =
1

t − x − n1y − m1z
+

n2y + m2z

(t − x − n1y − m1z)2
ρ1+

+
(

n3y + m3z

(t − x − n1y − m1z)2
+

(n2y + m2z)2

(t − x − n1y − m1z)3

)

ρ2 :���D;

∀ t ∈ C : t 	= x + n1y + m1z .

	�
 � � � � �  � � � � �� 0�	���
�!% 7�� ����5 t ∈ C 
 ����-�� A3

��(��	
��	 6��!��	 (t − ζ)−1 � �����! ��6���*���	 A,B,C ∈ C ���
��'��&���� 7� -�'��� {1, ρ1, ρ2}G

(t − ζ)−1 = A + B ρ1 + C ρ2 .

0��	 
�� ��'��&���� :��?,; 6��!��	�
 ���!���������� -�'���
{e1, e2, e3} 7� -�'��� {1, ρ1, ρ2} � 7��
��� �!��&���� :��?D;% �!��!

1 = (t − ζ)−1(t − ζ) =

= (A+B ρ1 +C ρ2)
(

t−x−n1y−m1z− (n2y +m2z)ρ1 − (n3y +m3z)ρ2

)

=

= A(t − x − n1y − m1z) +
(

B(t − x − n1y − m1z) − A(n2y + m2z)
)

ρ1+

+
(

C(t − x − n1y − m1z) − B(n2y + m2z) − A(n3y + m3z)
)

ρ2,



� %� ���������� ���������� � ������� A3 ��

�	���� ��� �7��������� ��6���*���	�
 A,B,C 7������! ���	�!�

A(t − x − n1y − m1z) = 1,

B(t − x − n1y − m1z) − A(n2y + m2z) = 0,
C(t − x − n1y − m1z) − B(n2y + m2z) − A(n3y + m3z)= 0.

:����;

+��	�!� :����; ��'��2�!�% ���� t − x − n1y − m1z 	= 0% 7�� 6	�!

A =
1

t − x − n1y − m1z
, B =

n2y + m2z

(t − x − n1y − m1z)2
,

C =
n3y + m3z

(t − x − n1y − m1z)2
+

(n2y + m2z)2

(t − x − n1y − m1z)3
.

"���! �-��'�!% �7��	� 6��!��	� ζ ���	��	 �' �����	
����� 	����
t = x + n1y + m1z � �7��
����
� ��
���	
� :���D;� <�!!� ����'����

�� �� �� � ��+� &��
 !������ F : G −→ C ��	����!��
� ��	��� G ����	����� �	����� � D(G) ' ���%���� ���
�	������� ζ = xe1 + ye2 + ze3 :���
 x, y, z ∈ C; �	����� A3 
������������ ������ {e1, e2, e3} � ���	���� ����%���� :����;% �	�
������� x + n1y + m1z ∈ G� (���� ��� ��� ζ ∈ D(G) ���	�%����
!������ :��?�; �� ����� {e1, e2, e3} ����� ���

1
2πi

∫

Γζ

F (t) (t − ζ)−1 dt =
(

F (x + n1y + m1z)+

+
(n1m2 − n2m1

det3
(n3y+m3z)−n1m3 − n3m1

det3
(n2y+m2z)

)

F ′(x+n1y+m1z)+

+
n1m2 − n2m1

det3
(n2y + m2z)2

2
F ′′(x + n1y + m1z)

)

e1+

+
(

( m3

det3
(n2y + m2z) − m2

det3
(n3y + m3z)

)

F ′(x + n1y + m1z)−

− m2

det3
(n2y + m2z)2

2
F ′′(x + n1y + m1z)

)

e2+

+
(

( n2

det3
(n3y + m3z) − n3

det3
(n2y + m2z)

)

F ′(x + n1y + m1z)+

+
n2

det3
(n2y + m2z)2

2
F ′′(x + n1y + m1z)

)

e3 , :���,;



�? ��� 	� 
����������� ������� � �������� �������

��� ��������� %�������� ����	����� ������ Γζ 	�%�� � ��	���
G � ���������� ����� x + n1y + m1z�

	�
 � � � � �  � � � � �� 0��	 
�� ��
���	
� :���D;% �!��!

1
2πi

∫

Γζ

F (t) (t − ζ)−1 dt =

=
1

2πi

∫

Γζ

F (t)
t − x − n1y − m1z

dt+ρ1
n2y + m2z

2πi

∫

Γζ

F (t)
(t − x − n1y − m1z)2

dt+

+ρ2

(

n3y + m3z

2πi

∫

Γζ

F (t)
(t − x − n1y − m1z)2

dt+

+
(n2y + m2z)2

2πi

∫

Γζ

F (t)
(t − x − n1y − m1z)3

dt

)

=

= F (x + n1y + m1z) + (n2y + m2z)F ′(x + n1y + m1z) ρ1+

+
(

(n3y + m3z)F ′(x + n1y + m1z) +
(n2y + m2z)2

2
F ′′(x + n1y + m1z)

)

ρ2 .

"�7��� 7���� 7���	���
�� 
 7�������� ��
���	
� ��'��&���� :���4;
6��!��	�
 1, ρ1, ρ2 7� -�'��� {e1, e2, e3} 7������! ��
���	
� :���,;�
"����!� ����'����

"���! �-��'�!% ���!��� :���,; �7�� 
��	 �	���	��� ���
� 5
7�����&���� ����!���� 5 ����*�� ��!7������� 7���!����� 

����-�� A3 � ���!��������! -�'���! {e1, e2, e3}�

� 1� $����
��	
 ��
�����	 � ���
��
 A2

/��� ,������� ����������
�� ������� � ������ A2� 1���!�	>
��! ������� 
�7�!���	������ �	
��&������

.���� ���� ,	� � �	����� A2 ������ ������������ ����
{e1, e2, e3}� �� ���� �� ���� �� �	������� ����� ����� ��������

	�
 � � � � �  � � � � �� ���	� ��'��&���� 6��!��	�
 ���!�����>
����� -�'��� {e1, e2, e3} 7� -�'��� {I1, I2, ρ} �!�)	 
��

e1 = k1I1 + k2I2 + k3ρ,
e2 = n1I1 + n2I2 + n3ρ,
e3 = m1I1 + m2I2 + m3ρ,



� &� ���������� ���������� � ������� A2 ��

7�� 6	�! �����	
��! ��
���	
� :���; � 7��
�� �!��&���� :��?4; �
��>
)	�� ��
���	
�

k2
1 + n2

1 + m2
1 = 0,

k2
2 + n2

2 + m2
2 = 0.

:����;

����7���&�!% �	� 6��!��	 e2% e3 ���-��	�! 
 ����-�� A2�
��������� 6��!��	 ζ = aI1 + bI2 + cρ% ��� a, b, c ∈ C% �-��	�! 
 A2

	���� � 	����� 	����% ����� a 	= 0 � b 	= 0% 	�% �� ��������
�� �-(���	�%
!�&�! ���	�	�% �	� n1 = 0� 9����% 7���	�
��� 6	� '������� 
 7��
��
�' ��
���	
 :����;% 7��5���! � 
 
���% �	� k1 	= 0 � m1 	= 0 :�����
6��!��	 e1, e2, e3 �� �-��'�
 
��� - -�'��;� "���� 
 ���	
�	�	
��
� 7���7���&����! � 	�!% �	� 6��!��	 e3 ���-��	�!% 
 7�����	��
��
���	
� m2 = 0� "�7���% 7���	�
��� 6	� '������� 
� 
	���� �'
��
���	
 :����;% 	�� &�% ��� � 
 2�% 7��5���! � 
 
��� � 	�!% �	�
n2 	= 0 � k2 	= 0� "���! �-��'�!% 6��!��	 e1 �-��	�! 
 ����-�� A2 �
����'�	����	
� '�
��2����

� �����)(�� 	����!� �7�� 
��	�� �	���	��� ���!��������5
-�'���
 
 ����-�� A2 ��� 7���! ��!7����� 5 ������

�� �� �� � ��/� )	����� A2 ��� ��	�� C ��	���� �������������
*������������ ��	�"�� ����� {e1, e2, e3}� ���	�%���� �	�������
������� �� ����� {I1, I2, ρ} ���"� ���

e1 = I1 + I2,
e2 = n1I1 + n2I2 + n3ρ,
e3 = m1I1 + m2I2 + m3ρ,

:����;

��� nk � mk ��� k = 1, 2, 3 ' ����	����� ��	�� ����	������"#��
����� ���������

1 + n2
1 + m2

1 = 0,

1 + n2
2 + m2

2 = 0,

n2n3 + m2m3 = 0
:��4�;

� ����������

det2 := m3(n2 − n1) + n3(m1 − m2) 	= 0 , :��4�;

��� ���� ���� �� ���� �� ���	 � ��%��� �� ��� (n1, n2) � (m1,m2)
��	���� �� ��	�� (��	��� ����%���� �	������� �������������



�4 ��� 	� 
����������� ������� � �������� �������

����� :����; ����� ���$

ek e1 = ek, k = 1, 2, 3,

e2
2 =

(

−n1n2 +
n3(n2 − n1)(n1m2 − n2m1)

det2

)

e1+

+
(

2n2 − m3(n2 − n1)2

det2

)

e2 +
n3(n2 − n1)2

det2
e3 ,

e2
3 =

(

−m1m2 +
m3(m2 − m1)(n1m2 − n2m1)

det2

)

e1−

−m3(m2 − m1)2

det2
e2 +

(

2m2 +
n3(m2 − m1)2

det2

)

e3 ,

e2e3 =
(

−n2m1 +
n3(m2 − m1)(n1m2 − n2m1)

det2

)

e1+

+
(

m1 − n3(m2 − m1)2

det2

)

e2 +
(

n1 +
m3(n2 − n1)2

det2

)

e3 .

:��4?;

	�
 � � � � �  � � � � �� ��������� 
 A2 5�	� - ���� �' 6��!��	�

���!���������� -�'��� ���&�� - 	� �-��	�! !% 	� -�'�� {e1, e2, e3}%
���
��	
���)(�� ��
���	
� :���;% 7���-��'��	�� 
 ���!���������
-�'��% �����&�(�� ���
��) �����*�� ������� -�' �!���2���� �-(��>
�	� e1 = 1% �!��! ��'��&���� :����; 6��!��	�
 -�'��� {e1, e2, e3} 7�
-�'��� {I1, I2, ρ}% 
 ��	���! nk � mk 7�� k = 1, 2, 3 F ��!7����� �
�����% ���
��	
���)(�� ����
���	
� :��4�;�

��7���'�� ��'��&���� :����; � 7��
��� �!��&���� :��?4;% 7������!
��
���	
�

e2
2 = n2

1 I1 + n2
2 I2 + 2n2n3 ρ ,

e2
3 = m2

1 I1 + m2
2 I2 + 2m2m3 ρ .

"�7��� ����
���	
� e2
2 	= 0% e2

3 	= 0 ��
������� 	�!�% �	� 
 ��&���
�' 7�� (n1, n2) � (m1,m2) 5�	� - ���� �' ����� �	����� �	 ����%
� ����
�� ���!�������	� -�'��� :���; 7��
���	 � ���	�!� ���
�����
:��4�;% ��	����% 
 ���	���	�% ���
��	
���)	 ����� n1 = i sin ω%
n2 = i cos ω% n3 = − sin ω% m1 = i cos ω% m2 = −i sin ω% m3 = − cos ω%
��� ω ∈ C � "���! �-��'�!% ����-�� A2 �
���	�� ���!����������

1�2�� ���	�!� :����; �	����	����� I1, I2, ρ% 7������! ��'��&����
6��!��	�
 -�'��� {I1, I2, ρ} 7� -�'��� {e1, e2, e3}G



� &� ���������� ���������� � ������� A2 �D

I1 =
n2m3 − n3m2

det2
e1 − m3

det2
e2 +

n3

det2
e3 ,

I2 = −n1m3 − n3m1

det2
e1 +

m3

det2
e2 − n3

det2
e3 ,

ρ =
n1m2 − n2m1

det2
e1 − m2 − m1

det2
e2 +

n2 − n1

det2
e3 .

:��4�;

� 7����� �!��&���� -�'��� 5 6��!��	�
 e1, e2, e3 � ��7���'�
���>
�! ��'��&���� :����; � 7��
�� �!��&���� :��?4;% � '�	�! 7���	�
���

 7������! � 7�� 6	�! ��
���	
� 
 ��&���� :��4�;% ��	���
��
��!
	�-��*� �!��&���� :��4?; ��� 6��!��	�
 ���!���������� -�'����
"����!� ����'����

0��'����!� 
 ����'�	����	
� 	����! ��� ���	��!� ��2���) ���	�>
! :��4�; ���	
�	�	
��	 ����7���!�	�������� ��!���	
� ���!��������5
-�'���
 
 ����-�� A2G

e1 = 1,

e2 = i(sin ω) I1 + i(cos ω) I2 − (sin ω) ρ,

e3 = i(cos ω) I1 − i(sin ω) I2 − (cos ω) ρ

� 	�-��*�� �!��&����

ek e1 = ek, k = 1, 2, 3,

e2
2 = (sin 2ω − sin2 ω) e1 + i cos ω(1 + sin 2ω) e2 + i sin ω(1 − sin 2ω) e3 ,

e2
3 = (− sin 2ω − cos2 ω) e1 − i cos ω(1 + sin 2ω) e2 − i sin ω(1 − sin 2ω) e3,

e2e3 = (cos 2ω − 1
2 sin 2ω) e1 + i(cos 2ω cos ω − sin ω) e2+

+i(cos ω − cos 2ω sin ω) e3 .

��������� 
 ��'���	�	� �!��&���� 6��!��	�
 �7����� 5 
 	����!�
��� ���!��������5 -�'���
 �� 7���'
���� � �-��	�! � 6��!��	 ����>
-� A2 	��&� 7�����)	�� ���!��������� -�'�� % 	� 	���! �7���-�!
!���	 - 	� 7������ 
�� ���!��������� -�'�� 
 A2�

/��� -���������  ����#��� � ������  ����!����

������"��� "��
#�$ 
�� �
���$  ��������$� 1���!�	��!
!������� � ����*��% 7����!�)(�� '������� 
 ����-�� A2 � ���!���>
�����! -�'���! {e1, e2, e3} � 	�-��*�� �!��&���� :��4?;�

���	� Q F �-���	� 
 R
3 � Qζ := {ζ = xe1 + ye2 + ze3 : (x, y, z) ∈ Q}�

/��-5���! � � ���	�	��� � ����
�� 	���% �	� ����*�� Φ : Qζ −→ A2

�
���	�� !������� ! 7�	��*����!% �!�)	 
�� :���,;% 7�� 6	�!
���	
�	�	
�)(�� �	���	��� � ����	��	 γi

jk% 
5���(�� 
 ��
���	
�
:���;% �7������� 	�-��*�� �!��&���� :��4?;�



�� ��� 	� 
����������� ������� � �������� �������

���	������ ���
� 5 7�����&���� ����!���� 5����*�� ��!7����>
��� 7���!����� 
 ����-�� A2 �7����	�� �� �����)(�) ��!!��

.���� ���� +����� �	������ ζ = xe1 + ye2 + ze3 :���

x, y, z ∈ C; �	����� A2  ������������ ������ {e1, e2, e3} � ���	����
����%���� :��4?; ����� �� ����� t = x+n1y+m1z� t = x+n2y+m2z�
��� ���� ���	�%���� ����	
����� (t−ζ)−1 �� ����� {I1, I2, ρ} �����
���

(t − ζ)−1 =
1

t − x − n1y − m1z
I1 +

1
t − x − n2y − m2z

I2+

+
n3y + m3z

(t − x − n2y − m2z)2
ρ

∀ t ∈ C : t 	= x + n1y + m1z , t 	= x + n2y + m2z .

:��44;

	�
 � � � � �  � � � � �� 0�	���
�!% 7�� ����5 t ∈ C 
 ����-�� A2

��(��	
��	 6��!��	 (t − ζ)−1 � �����! ��6���*���	 A,B,C ∈ C ���
��'��&���� 7� -�'��� {I1, I2, ρ}G

(t − ζ)−1 = A I1 + B I2 + C ρ .

0��	 
�� ��'��&���� :����; 6��!��	�
 ���!���������� -�'���
{e1, e2, e3} 7� -�'��� {I1, I2, ρ} � 7��
��� �!��&���� :��?4;% �!��!

I1 + I2 = 1 = (t − ζ)−1(t − ζ) = (A I1 + B I2 + C ρ)×
×((t − x − n1y − m1z) I1 + (t − x − n2y − m2z) I2 − (n3y + m3z) ρ

)

=

= A(t − x − n1y − m1z) I1 + B(t − x − n2y − m2z) I2+

+
(

C(t − x − n2y − m2z) − B(n3y + m3z)
)

ρ,

�	���� ��� �7��������� ��6���*���	�
 A,B,C 7������! ���	�!�

A(t − x − n1y − m1z) = 1,
B(t − x − n2y − m2z) = 1,
C(t − x − n2y − m2z) − B(n3y + m3z)= 0.

:��4D;

+��	�!� :��4D; ��'��2�!�% ���� t − x − n1y − m1z 	= 0 � t − x −
−n2y − m2z 	= 0% 7�� 6	�!

A =
1

t − x − n1y − m1z
, B =

1
t − x − n2y − m2z

,

C =
n3y + m3z

(t − x − n2y − m2z)2
.



� &� ���������� ���������� � ������� A2 �,

"���! �-��'�!% �7��	� 6��!��	� ζ ���	��	 �' 	���� t = x+n1y+m1z%
t = x + n2y + m2z � �7��
����
� ��
���	
� :��44;� <�!!� ����'����

� �����)(�� 	����!� �7�� 
��	�� �	���	��� ���
� 5 7�����&����
����!���� 5 ����*�� ��!7������� 7���!����� 
 ����-�� A2�

�� �� �� � ��0� &��
 !������ F : G −→ C ��	����!��
� ��	��� G ����	����� �	����� � D(G) ' ���%���� ���
�	������� ζ = xe1 + ye2 + ze3 :���
 x, y, z ∈ C; �	����� A2 
������������ ������ {e1, e2, e3} � ���	���� ����%���� :��4?;% �	�
������� x + n1y + m1z ∈ G � x + n2y + m2z ∈ G� (���� ��� ���
ζ ∈ D(G) ���	�%���� !������ :��?�; �� ����� {e1, e2, e3} ����� ���

1
2πi

∫

Γζ

F (t) (t − ζ)−1 dt =

=
(

n2m3 − n3m2

det2
F (x + n1y + m1z) − n1m3 − n3m1

det2
F (x + n2y + m2z)+

+
n1m2 − n2m1

det2
(n3y + m3z)F ′(x + n2y + m2z)

)

e1+

+
(

m3

det2
F (x + n2y + m2z) − m3

det2
F (x + n1y + m1z)+

+
m1 − m2

det2
(n3y + m3z)F ′(x + n2y + m2z)

)

e2+

+
(

n3

det2
F (x + n1y + m1z) − n3

det2
F (x + n2y + m2z)−

−n1 − n2

det2
(n3y + m3z)F ′(x + n2y + m2z)

)

e3 , :��4�;

��� ��������� %�������� ����	����� ������ Γζ 	�%�� � ��	���
G � ���������� ����� x + n1y + m1z� x + n2y + m2z�

	�
 � � � � �  � � � � �� + ���	�! ��'��&���� :��44; �!��! ��
��>
�	
�

1
2πi

∫

Γζ

F (t) (t − ζ)−1 dt = I1
1

2πi

∫

Γζ

F (t)
t − x − n1y − m1z

dt+

+I2
1

2πi

∫

Γζ

F (t)
t − x − n2y − m2z

dt+ρ
n3y + m3z

2πi

∫

Γζ

F (t)
(t − x − n2y − m2z)2

dt =



�� ��� 	� 
����������� ������� � �������� �������

= F (x+n1y+m1z) I1+F (x+n2y+m2z) I2+(n3y+m3z)F ′(x+n2y+m2z) ρ.

"�7��� 7���� 7���	���
�� 
 7�������� ��
���	
� ��'��&���� :��4�;
6��!��	�
 I1, I2, ρ 7� -�'��� {e1, e2, e3} 7�����! ��
���	
� :��4�;�
"����!� ����'����

� 2� $����
��	
 ��
�����	 � ���
��
 A1

0��� ,������� ����������
�� ������� � ������ A1� � �����>
)(�� 	����!� �7�� 
��	�� �	���	��� ���!��������5 -�'���
 
 ����-��
A1 ��� 7���! ��!7����� 5 ������

�� �� �� � ���1� )	����� A1 ��� ��	�� C ��	���� ����������
���� *������������ ��	�"�� �� � ��	
�� �� ����� {e1, e2, e3}�
���	�%���� �	������� ������� �� ����� {I1, I2, I3} ���"� ���

ek = ak1I1 + ak2I2 + ak3I3, k = 1, 2, 3, :��4,;

��� akj ��� k, j = 1, 2, 3 ' ����	����� ��	�� ����	������"#��
����� ���������

a2
1j + a2

2j + a2
3j = 0, j = 1, 2, 3, :��4�;

� ����������

det1 := a11a22a33 + a12a23a31 + a13a21a32−
−a13a22a31 − a12a21a33 − a11a23a32 	= 0 .

:��4�;

(��	��� ����%���� �	������� ������������� ����� :��4,; �����
��� :���;% ��� ���� ���������� �������� ����%�"�� ���������
��

γi
jk =

3
∑

m=1

aimajmbmk , :��D�;

��� bmk ' �	������ �������

⎡

⎣

b11 b12 b13

b21 b22 b23

b31 b32 b33

⎤

⎦ :=

⎡

⎣

a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

⎤

⎦

−1

. :��D�;



� '� ���������� ���������� � ������� A1 ��

	�
 � � � � �  � � � � �� <���� ��	���
�	�% �	� ��!���	
� -�'���
%
7��	������� 
 	����!� ��4% ��&�	 
 7���7���	�� ����-�� A1� 9���	
�>
	�����% 7�����	 
�� ������!����	 !�	������� 7����	�
����� ����-� 
A :�!� C��% �� �?E;% ����!�	������ 
 	����!� ��4% 7������!

∣

∣

∣

∣

∣

∣

3 0 0
0 −3/2 0
0 0 −3/2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=
27
4

,

� 7�������� �� �	����� �	 ����% 	� ����-�� A �
���	�� 7���7���	�� :�!�
C��% �� ��E;% 	� ��	� ��
7����	 � ����-��� A1� "���! �-��'�!% ����-�� A1

�
���	�� ���!����������
+ ��7���'�
����! ��'��&���� :��4,; � 7��
�� �!��&���� :��?�;

����� ��	���
��
��	��% �	� ����
�� ���!�������	� -�'��� :���; �
����
���	
� e2

k 	= 0% k = 1, 2, 3% ��
������� ��
���	
�! :��4�; �
����
���	
� :��4�;�

"�7���% ��2�� ���	�!� :��4,; �	����	����� I1, I2, I3% 7������! ��'>
��&���� 6��!��	�
 -�'��� {I1, I2, I3} 7� -�'��� {e1, e2, e3}G

Ik = bk1e1 + bk2e2 + bk3e3, k = 1, 2, 3 . :��D?;

/�����*% 
 7����� �!��&���� -�'��� 5 6��!��	�
 e1, e2, e3 � ��>
7���'�
����! ��'��&���� :��4,; � 7��
�� �!��&���� :��?�;% � '�>
	�! 7���	�
��� 
 7������! � 7�� 6	�! ��
���	
� 
 ��&���� :��D?;%
��	���
��
��! 
 ��&���� :��D�; �	���	��� 5 ����	��	 ���!���������
����-� A1� "����!� ����'����

J�!�	�!% �	� 
 ����-�� A1 ��� 7���! C ��(��	
�)	 ���!���������
-�'�� % ���	��(�� ��� �' �-��	�! 5 6��!��	�
% 	�� � �' ���-��	�! 5
6��!��	�
� /�7��!��% 6��!��	 

e1 = 1,

e2 =
√

2
2

i I1 +
√

3
2

i I2 +
1
2

i I3,

e3 =
√

2
2

i I1 +
1
2

i I2 +
√

3
2

i I3

�-��	�! � �-��'�)	 ���!��������� -�'��% � 6��!��	 

e1 = I1 + I2,

e2 = i I2 + I3,

e3 = i I1 + i I3,

	��&� �-��'�)(�� ���!��������� -�'��% �
��)	�� ���-��	�! !��



4� ��� 	� 
����������� ������� � �������� �������

0��� -���������  ����#��� � ������  ����!����

������"��� "��
#�$ 
�� �
���$  ��������$� 1���!�	��!
!������� � ����*��% 7����!�)(�� '������� 
 ����-�� A1 � ���!���>
�����! -�'���! {e1, e2, e3} 	���!% ��� 
 	����!� �����

���	������ ���
� 5 7�����&���� ����!���� 5����*�� ��!7����>
��� 7���!����� 
 ����-�� A1 �7����	�� �� �����)(�) ��!!��

.���� ���� +����� �	������ ζ = xe1 + ye2 + ze3 :���

x, y, z ∈ C; �	����� A1  ������������ ������ {e1, e2, e3} �
���	���� ����%���� :���;% � ������� ���������� ��������
������ ���������� :��D�;% ����� �� ����� t = a1k x + a2k y + a3k z�
k = 1, 2, 3- ��� ���� ���	�%���� ����	
����� (t − ζ)−1 �� �����
{I1, I2, I3} ����� ���

(t − ζ)−1 =
3
∑

k=1

1
t − a1kx − a2ky − a3kz

Ik :��D�;

∀ t ∈ C : t 	= a1kx + a2ky + a3kz , k = 1, 2, 3 .

	�
 � � � � �  � � � � �� 0�	���
�!% 7�� ����5 t ∈ C 
 ����-�� A1

��(��	
��	 6��!��	 (t − ζ)−1 � �����! ��6���*���	 A,B,C ∈ C ���
��'��&���� 7� -�'��� {I1, I2, I3}G

(t − ζ)−1 = A I1 + B I2 + C I3 .

0��	 
�� ��'��&���� :��4,; 6��!��	�
 ���!���������� -�'���
{e1, e2, e3} 7� -�'��� {I1, I2, I3} � 7��
��� �!��&���� :��?�;% �!��!

I1 + I2 + I3 = 1 = (t − ζ)−1(t − ζ) =

= (A I1 + B I2 + C I3)
3
∑

k=1

(t − a1kx − a2ky − a3kz) Ik =

= A(t − a11x − a21y − a31z) I1 + B(t − a12x − a22y − a32z) I2+

+C(t − a13x − a23y − a33z) I3 ,

�	���� 7�� ����
�� t − a1kx − a2ky − a3kz 	= 0% k = 1, 2, 3% 7������!

A =
1

t − a11x − a21y − a31z
, B =

1
t − a12x − a22y − a32z

,

C =
1

t − a13x − a23y − a33z
.

<�!!� ����'����



� '� ���������� ���������� � ������� A1 4�

� �����)(�� 	����!� �7�� 
��	�� �	���	��� ���
� 5 7�����&����
����!���� 5 ����*�� ��!7������� 7���!����� 
 ����-�� A1�

�� �� �� � ����� &��
 �	� �	������� ������������� �����
{e1, e2, e3} �	����� A1 ����	��"�� �����	� ����%���� :���;% �
������� ���������� �������� ������ ���������� :��D�;% �
!������ F : G −→ C ��	����!�� � ��	��� G ����	����� �	�����
� D(G) ' ���%���� �	������� ζ = xe1 + ye2 + ze3 .���
 x, y, z ∈ C/
�	����� A1 ������ ��� a1k x + a2k y + a3k z ∈ G� k = 1, 2, 3� (���� ���
��� ζ ∈ D(G) ���	�%���� !������ :��?�; �� ����� {e1, e2, e3} �����
���

1
2πi

∫

Γζ

F (t) (t − ζ)−1 dt =
3
∑

m=1

em

3
∑

k=1

bkmF (a1k x + a2k y + a3k), :��D4;

��� ��������� %�������� ����	����� ������ Γζ 	�%�� � ��	��� G
� ���������� ����� a1k x+a2k y+a3k z� k = 1, 2, 3� � bkm ' �	������
������� :��D�;�

	�
 � � � � �  � � � � �� + ���	�! ��'��&���� :��D�; ����� ��	���>

��
��	�� ��
���	
�

1
2πi

∫

Γζ

F (t) (t − ζ)−1 dt =
3
∑

k=1

F (a1kx + a2ky + a3kz) Ik,

7���� 7���	���
�� 
 ��	���� ��'��&���� :��D?; 6��!��	�
 I1, I2, I3 7�
-�'��� {e1, e2, e3} 7�����! ��
���	
� :��D4;� "����!� ����'����

� ������% ����� ���!��������� -�'�� {e1, e2, e3} �����&�	 ���
��)
�����*� ����-� A1 :	� ��	� e1 = 1;% ���-5���! � � ���	�	��� �
����
�� 	���% �	� ����*�� Φ : Qζ −→ A1 :'���� Qζ := {ζ = xe1 +
+ye2 + ze3 : (x, y, z) ∈ Q} � Q F �-���	� 
 R

3; �
���	�� !������� !
7�	��*����!% ��	���
��� 
 	����!� ����

0��� ������� � �� ��)���������� ����������
�� ������� �

������ �������� ����� ���  ��� ��$���������� �����

����&�!% �	� ��!!�	�	�
��� ����*��	�
��� � ���
��� �����*��
����-�� 	��	���� ����� ��� 7���! ����	
�	���� 5 ����� �� �
���	��
���!����������

�� �� �� � �����  ������������� ����������� �	�����
����
��� �����  �	����� �������� ��� ��	�� ��������	
��� ���	
R ������������ ������ �� �#�������

	�
 � � � � �  � � � � �� ��������� 
 ����-��5 A2% A3 5�	� - 
���� �' 6��!��	�
 ���!���������� -�'��� ���&�� - 	� �-��	�! !%



4? ��� 	� 
����������� ������� � �������� �������

	� -�'�� {e1, e2, e3}% ���
��	
���)(�� ��
���	
� :���;% 7���-��'��	>
�� 
 ���!��������� -�'��% �����&�(�� ���
��) �����*�� /� ��������
	����!� ��? 	���5 -�'���
 
 ��!!�	�	�
��� ����*��	�
��� ����-�� ���
7���! R �� ��(��	
��	�

.��������� ��	���
��
��	�� �	��	�	
�� 
 ����-�� A1 ��� 7���! R

���!��������5 -�'���
% 
 ��	�� 5 5�	� - ���� �' 6��!��	�
 �
���	��
�-��	�! !�

"���! �-��'�!% ��� '�
��2���� ����'�	����	
� 	����! ��	��	��
����!�	��	� ������ ����-� A1 � �� -�'��� {e1, e2, e3}% ���	��(��� �'
���-��	�! 5 6��!��	�
� � 6	�! ������ ��� 6��!��	�
 ���!����������
-�'��� {e1, e2, e3} � 	�����	�) �� ��!���*�� ���!7�	��	�
 ����-� A1

�!��! �����)(�� ��'��&���� 7� -�'��� {I1, I2, I3}G
e1 = a11 I1 + a12 I2,

e2 = a22 I2 + a23 I3,

e3 = a31 I1 + a33 I3.

1�
���	
� :��4�; � ����
���	
� :��4�;% ��
������� � ���!�������	�
-�'��� {e1, e2, e3}% 7����!�)	 
��

a2
11 + a2

31 = 0,

a2
12 + a2

22 = 0,

a2
23 + a2

33 = 0,

det1 ≡ a11a22a33 + a12a23a31 	= 0.

:��DD;

�' ���	��2���� :��DD; ������	% �	� 
�� ����� a11% a12% a22% a23% a31% a33

�	���� �	 �����
����7���&�!% �	� 
 7��
���5 �!��&���� :���; 
�� �	���	��� �

����	��	 �
��)	�� ����	
�	���� !� �����!�� � ������ γ1
12% γ1

13 7�
���!���! :��D�;% 7������!

γ1
12 = a2

11b12 + a2
12b22 =

a11a12a33(a12 − a11)
det1

,

γ1
13 = a2

11b13 + a2
12b23 = −a11a12a23(a12 − a11)

det1
.

��������� �' 	��	���� ��
���	
� ���	�! :��DD; ������	% �	� ����� a23%
a33 �
�'�� !�&�� ��-�� ���	��2����! a23 = i a33 ��� a23 = −i a33% 	�
�' 7���7���&���� � 	�!% �	� γ1

12 ∈ R � γ1
13 ∈ R% 
 	����	 ��
���	
�

a12 = a11�
.��������� 
 ������ �	���	��� � ����	��	 γ2

21 � γ2
23 � 7���7���>

���% �	� ��� �
��)	�� ����	
�	���� !� �����!�% 7��5���! � ��
���	
�



� 	(� ���������� ���������� � ���
�����������" ������� 4�

a23 = a22% � ����!�	��
�� �	���	��� � ����	��	 γ3
31 � γ3

32% 7������!
��
���	
� a31 = a33�

"���� ��
���	
� ���	�! :��DD; '�7�2�	�� 
 
���

a2
11 + a2

33 = 0,

a2
11 + a2

22 = 0,

a2
22 + a2

33 = 0.

:��D�;

"�7���% ����� 
�� 
�� ���
����� ���	�! :��D�;% 7������! ��
��>
�	
� a2

11 + a2
22 + a2

33 = 0% � 7���� ���&���� 7��
 5 �
�5 ���
�����
���	�! :��D�; F ��
���	
� 2a2

11 + a2
22 + a2

33 = 0% �' ��	�� 5 ������	
��
���	
� a11 = 0% �	� 7��	�
�����	 ��	���
�����!� 
 2� ����
���	
�
a11 	= 0�

+����
�	�����% 
 ����-�� A1 ��� 7���! R ���!��������5 -�'���
 ��
��(��	
��	� "����!� ����'����

� �3� $����
��	
 %"����� � �
����
����
��

��� ��������
���� ���
��


#��!��������� ����-� 	��	���� ����� ��� 7���! ��!7����� 5 �����%
7��	����� � 
 7��� ��(�5 7��������5% ��)	 ���-���� 7���	��
��2���� '�����% 7��	�
������ 
 K ?�

+�����	 ���-� 7��������	�% �	� !������� � 7�	��*��� % 7����!�>
)(�� '������� 
 ��&��� �' 6	�5 ����-�% 
 �
�) �������% �-��'�)	
����*��������) ����-��% ���2���� 	�! ��! ! ����	���	�
� �

�'!�&���	� 7��	������ ��2���� ���
����� :��4;� � ��'���	�	�
7������! 6����	�
� � �7���- 7��	������ ���'��� 5 ��2���� ���
��!7����	 ��'��&���� 7� 6��!��	�! -�'��� ��7����!7����� 5
!������� 5 7�	��*����
% ��	�� �% 
 ���	���	�% �	���	�� ��� ���
� �
7�����&���� ����!���� 5 ����*�� ��!7������� 7���!������

=�����% 7��	����� � ���!��������� ����-� 	��	���� ����� ��
7�'
���)	 7�����	� 
�� ��2���� ���
����� :��4; 
 
��� ��!7����	
!������� 5 ����*��% 7����!�)(�5 '������� 
 6	�5 ����-��5�

9���	
�	�����% 5���2� �'
��	��% �	� ��(��	
��	 (2n + 1) �������
��'�
���! 5 �������� 5 7�����!�
 �	�7��� n :�	 ����	
�	���� 5
7���!��� 5 x, y, z;% ���
��	
���)(�5 	��5!����!� ���
����) <�7����
:�!�% ��7��!��% C,�% �� 4,�E;� � 	� &� 
��!� 
 ����-�� A � ���!��������!
-�'���! {e1, e2, e3} ��� 7���! C ���'��� � �������� � 7�����! 
�
��)	�� ����	
�	�����'���� !� ��!7����	�!� ��'��&���� 7� 
��	�>
��! e1, e2, e3, ie1, ie2, ie3 ����*�� 
��� a(xe1 + ye2 + ze3)n% ��� a ∈ A% ��
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����������� ������� � �������� �������

	���5 ������� ��'�
���! 5 �������� 5 7�����!�
 7�� n ≥ 3 �!��	��
	����� 6� +����
�	�����% ��� ��&��� ���!��������� ����-� 	��	����
����� ��(��	
�)	 2���
 � ����*��% ��	�� � �� �
��)	�� ��!7����>
	�!� !������� 5 7�	��*����
% 7����!�)(�5 '������� 
 6	�� ����-���

/�&� ����!�	��
��	�� -���������!����� ��!!�	�	�
��� -���5�
�
����-�� F ��� 7���! ����	
�	���� 5 ����� � ��	���
��
��	��% �	�

����� 2���
�� ����*�� �
���	�� ��!7����	�� ����	���� !���>
������ ����*��% 7����!�)(�� '������� 
 6	�� ����-��� "���!
�-��'�!% !������� � ����*��% 7����!�)(�� '������� 
 ����-�� F%
���	�
��)	 ���-���� 2�����) �' �'
��	� 5 ����*������� 5 ����-�%
����*����
��� 5 � ���
�����! :��4;�

�1��� 2��
������������ ����������
�� ������ F� 1���!�	��!

 �����	
� ���!��������� ����-� ��!!�	�	�
��) ����*��	�
��)
-���5�
� ����-��

F := {g =
∞
∑

k=1

ckek : ck ∈ R,
∞
∑

k=1

|ck| < ∞}

��� 7���! R � ���!�� ‖g‖F :=
∞
∑

k=1

|ck| � -�'���! {ek}∞k=1% 
 ��	����

	�-��*� �!��&���� ��� 6��!��	�
 -�'��� �!��	 
��

ene1 = en, e2n+1e2n =
1
2

e4n ∀n ≥ 1 ,

e2n+1e2m =
1
2

(

e2n+2m − (−1)me2n−2m

)

∀n > m ≥ 1 ,

e2n+1e2m =
1
2

(

e2n+2m + (−1)ne2m−2n

)

∀m > n ≥ 1 ,

e2n+1e2m+1 =
1
2

(

e2n+2m+1 + (−1)me2n−2m+1

)

∀n ≥ m ≥ 1 ,

e2ne2m =
1
2

(

−e2n+2m+1 + (−1)me2n−2m+1

)

∀n ≥ m ≥ 1 .

��� 6	�! ���
����% �	� e1, e2, e3 �-��'�)	 ���!��������) 	�����

��	���
�

=	!�	�!% �	� ����-�� F �'�!����� ����-�� F �-���)	�� �5���(�5��
	������!�	�������5 ����
 I����

g(τ) = a0 +
∞
∑

k=1

(

ak ik cos kτ + bk ik sin kτ
)



� 	(� ���������� ���������� � ���
�����������" ������� 4D

� ����	
�	���� !� ��6���*���	�!� a0, ak, bk � ���!��% �7�������!��

��
���	
�! ‖g‖F := |a0| +
∞
∑

k=1

(|ak| + |bk|
)

% 7�� 6	�! �!��	 !��	� �'�>

!����'! e2k−1 ←→ ik−1 cos (k−1)τ % e2k ←→ ik sin kτ !�&�� -�'��� !�
6��!��	�!��

�1��� ����������� � ����������� ������ ������������� ���	�
Q F �-���	� 
 R

3 � Qζ := {ζ = xe1 +ye2 +ze3 : (x, y, z) ∈ Q}� 0�	���
�!
���	���� !���������	� ����*�� Φ : Qζ −→ F�

�� �� �� � ����� �	� ���� ����� !������ Φ : Qζ −→ F ����

Φ(xe1 + ye2 + ze3) =
∞
∑

k=1

Uk(x, y, z) ek, :��D,;

��� Uk : Q −→ R� ��	� ���������� � ��	��� Qζ ⊂ E3� ���������� �
���������� ����� !������ Uk� k = 1, 2, . . . , ��	� ��!!������������
�� � ��	��� Q � ��� ���� � Q ����	��	�
 	���"#�� �	����$

∂U1

∂y
= −1

2
∂U2

∂x
,

∂U2

∂y
=

∂U1

∂x
+

1
2

∂U5

∂x
,

∂U3

∂y
= −1

2
∂U4

∂x
,

∂U2k

∂y
=

1
2

∂U2k−1

∂x
+

1
2

∂U2k+3

∂x
, k = 2, 3, . . . ,

∂U2k+1

∂y
= −1

2
∂U2k−2

∂x
− 1

2
∂U2k+2

∂x
, k = 2, 3, . . . ,

∂U1

∂z
= −1

2
∂U3

∂x
,

∂U2

∂z
= −1

2
∂U4

∂x
,

∂U3

∂z
=

∂U1

∂x
− 1

2
∂U5

∂x
,

∂Uk

∂z
=

1
2

∂Uk−2

∂x
− 1

2
∂Uk+2

∂x
, k = 4, 5, . . . ,

:��D�;

� ���%� �����0����

∞
∑

k=1

∣

∣

∣

∣

∂Uk(x, y, z)
∂x

∣

∣

∣

∣

< ∞, :��D�;

lim
ε→0+0

∞
∑

k=1

∣

∣

∣

∣

∣

Uk(x + εh1, y + εh2, z + εh3)− Uk(x, y, z) − ∂Uk(x, y, z)
∂x

εh1−

−∂Uk(x, y, z)
∂y

εh2 − ∂Uk(x, y, z)
∂z

εh3

∣

∣

∣

∣

ε−1 = 0 ∀h1, h2, h3 ∈ R . :����;

	�
 � � � � �  � � � � �� �����������
� H��� ����*�� :��D,; !�>
������� 
 �-���	� Qζ % 	� 7�� h = e1 ��
���	
� :��D; 7��
��(��	�� 




4� ��� 	� 
����������� ������� � �������� �������

��
���	
�

Φ′(ζ) =
∞
∑

k=1

∂Uk(x, y, z)
∂x

ek

� 7�� 6	�! 
 7�����	�� ���	��2���� :��D�;� "�7���% 7������ 

��
���	
� :��D; ������� h = e2% � '�	�! h = e3% 7������! ����
�� :��D�;
��� ��!7����	 !��������� ����*�� :��D,;�

/�����*% 7�� h1, h2, h3 ∈ R � ε > 0% �-�'����� h := h1e1 +h2e2 +h3e3

� ���	 
�� ��
���	
� :��D�;% -���! �!�	�

(

Φ(ζ + εh) − Φ(ζ)
)

ε−1 − h Φ′(ζ) =

=
( ∞
∑

k=1

(

Uk(x + εh1, y + εh2, z + εh3) − Uk(x, y, z)
)

ek−

−ε (h1e1 + h2e2 + h3e3)
∞
∑

k=1

∂Uk(x, y, z)
∂x

ek

)

ε−1 =

= ε−1
∞
∑

k=1

(

Uk(x + εh1, y + εh2, z + εh3) − Uk(x, y, z)−

−∂Uk(x, y, z)
∂x

εh1 − ∂Uk(x, y, z)
∂y

εh2 − ∂Uk(x, y, z)
∂z

εh3

)

ek , :����;

	�� �	� �����	
��! !���������	� ����*�� Φ 
 �-���	� Qζ �
���	��
���	��2���� :����;�

����������
� ���	� h := h1e1 + h2e2 + h3e3% ��� h1, h2, h3 ∈
∈ R% � ε > 0� "���� 7�� 
 7������� ����
�� :��D�; � ���	��2���� :��D�;
�7��
����
� ��
���	
� :����;% �����	
��! ��	����� � ���	��2���� :����;
�
���	�� !���������	� ����*�� Φ 
 �-���	� Qζ � "����!� ����'����

=	!�	�!% �	� ����
�� :��D�; 7� �
��� 7������ ��������� ����
��!
��2� 3 1�!��� ��� !������� 5 ����*�� ��!7������� 7���!�����%
� ���	��2���� :��D�;% :����; �-����
��� -���������!�����	�) ����->
� F�

=��
����% �	� ���� 7���'
����� 7� #�	� Φ′ !��������� ����*��
Φ : Qζ −→ F% 
 �
�) �������% �
���	�� !��������� ����*��� 
 �-���	�
Qζ % 	� 
�����	
�� ��
���	
� (1.6) 
�� ��!7����	 Uk ��'��&����
:��D,; ���
��	
���)	 ���
����) :��4; 
 �-���	� Q� ��6	�!� �
�&� 
��������*����!�) 7� #�	� ����*�) Φ : Qζ −→ F ��	��	
���� ��' >

�	� ���������� ��������	���

���
���! 7��!�� !������� 5 7�	��*����
% 7����!�)(�5 '��>
����� 
 ����-�� F� � 7�2�! ��'��&���� 7� -�'��� {ek}∞k=1 �	�7��>



� 	(� ���������� ���������� � ���
�����������" ������� 4,

��� ����*�� 7���!����� ζ = xe1 + ye2 + ze3% ��7���'�� �����������
��������	 r, ϑ, φ% �
�'��� � � x, y, z ���	��2����!�

x = r cos ϑ, y = r sin ϑ sinφ, z = r sinϑ cos φ , :���?;

� 	��&� �'�!����'! ����-� F � F% � ���	�! ��	����� 7�������� 	���5
��'��&���� �
���	�� � �7��������) ��6���*���	�
 I����G

ζn = rn

(

Pn(cos ϑ) e1+

+2
n
∑

m=1

n!
(n + m)!

Pm
n (cos ϑ)

(

sin mφe2m + cos mφe2m+1

)

)

, :����;

��� n F *���� 7���&�	������ �����% Pn � Pm
n F 7�����! � 7�������>

���� � 7�����! <�&�����G

Pn(t) :=
1

2n n!
dn

dtn
(t2 − 1)n, :���4;

Pm
n (t) := (1 − t2)m/2 dm

dtm
Pn(t) . :���D;

"���! �-��'�!% ��!7����	�!� ����*�� ζn 
 ��'��&���� :����;
�
��)	�� (2n + 1) ������� ��'�
���! 5 2���
 5 ����*�� �	�7��� n�
��7���'�� ��'��&���� :����; � 7��
��� �!��&���� ��� -�'��� 5 6��>
!��	�
 ����-� F% ����� ��	���
��
��	�� �7��
����
��	� �����)(���
�	
��&������

�� �� �� � ����� 1�%��� 0������ !������

rn

(

an,0Pn(cos ϑ) +
n
∑

m=1

(

an,m cos mφ + bn,m sin mφ
)

Pm
n (cos ϑ)

)

,

��� an,0, an,m, bn,m ∈ R� ��	���� ������ ����������� ���	�%���� ��
����� {ek}∞k=1 ���������� !������

(

an,0 e1 +
n
∑

m=1

(−1)m (n + m)!
n!

(

bn,m e2m + an,m e2m+1

)

)

ζn ,

��� ζ := xe1+ye2+ze3 � x, y, z ������ � !��������� ������������
r, ϑ, φ �����0������ :���?;�



4� ��� 	� 
����������� ������� � �������� �������

.��������� ��
���	
� :����; ��	���
��
��	�� ��'��&���� 6��7����>
*������� ����*��G

eζ = er cos ϑ
(

J0(r sin ϑ)e1 + 2
∞
∑

m=1

Jm(r sinϑ)
(

sin mφe2m + cos mφe2m+1

)

)

,

��� Jm(t) F ����*�� L������G

Jm(t) :=
(−1)m

π

π
∫

0

eit cos τ cos mτ dτ . :����;

�1��� 3���� � ����������
��� ��
������� 0�	���
�! ����	�� �

�&� � �
���	
� ��2���� ���	�! ���
����� :��D�; 
�� �5 �
�'� �
!������� !� ����*��!�% 7����!�)(�!� '������� 
 ����-�� F�

�� �� �� � ���*� ,	� !������ Uk : Q −→ R ���"� �
��	��� Q ⊂ R

3 ����������� ������ ����������� ������� �������
� ����	������"� �	����� :��D�;% �� ��� ����	������"� ��������"
:��4; � Q�

	�
 � � � � �  � � � � �� 9�������*���� 7� y 7��
�� �' ����
��
:��D�; � ��7���'�� 7�� 6	�! 
	���� �' ����
�� :��D�;% 7������!

∂2U1(x, y, z)
∂y2

= −1
2

∂2U2(x, y, z)
∂y∂x

= −1
2

∂2U1(x, y, z)
∂x2

− 1
4

∂2U5(x, y, z)
∂x2

.

9����% ��������*���� 7� z 2��	�� �' ����
�� :��D�; � ��7���'��
7�� 6	�! 
���!�� �' ����
�� :��D�;% 7������!

∂2U1(x, y, z)
∂z2

= −1
2

∂2U3(x, y, z)
∂z∂x

= −1
2

∂2U1(x, y, z)
∂x2

+
1
4

∂2U5(x, y, z)
∂x2

.

/�����*% ����� 
�� 7������� � ��
���	
�% 7������! ��
���	
�
Δ3U1(x, y, z) = 0� .��������� ����' 
��	�� �7��
����
��	� ��
���	

Δ3Uk(x, y, z) = 0 7�� k = 2, 3, . . . � "����!� ����'����

�� �� �� � ���&� 1�%��� ��0���� ����� :��D�; � ��	��� Q ⊂
⊂ R

3 ����%���� ������������ ������ V := (U1,− 1
2 U2,− 1

2 U3) � Q�
	�
 � � � � �  � � � � �� ����&�!% �	� �����	
��! ����
�� :��D�;

�
��)	�� ��
���	
� :��?�;% ��
������� � ��
���	
�! :��?; ��� 
��	���
V := (U1,− 1

2 U2,− 1
2 U3)� 9���	
�	�����% 	��	�� � ��	
��	�� �'

���
����� :��?�; 
5���	 
 ���	�!� :��D�;% 
	���� ���
����� �' :��?�;
�
���	�� �����	
��! 	��	���� � ����!��� ����
�� ���	�! :��D�;% �
7��
�� ���
����� �' :��?�; F �����	
��! 
	����� � 
���!��� ����
��
���	�! :��D�;� "����!� ����'����



� 	(� ���������� ���������� � ���
�����������" ������� 4�

�� �� �� � ���+� �	� 	"��� ������������ � ����������
��	��� Q ⊂ R

3 !������ U1 : Q −→ R �#����"� ������������
!������ Uk : Q −→ R� k = 2, 3, . . .� ������ ��� � Q ����	��"��
�	���� :��D�;�

	�
 � � � � �  � � � � �� ���&�� 
����% ����� 
�� � 
 ��	�� 
	����
� 
���!�� ����
�� ���	�! :��D�;% � 	��&� 	��	�� � ����!�� �� ����
��% �
	��&� ��	
��	�� ����
�� ���	�! :��D�; 7�� k = m � ��
�	�� �� ����
��
7�� k = 2m + 1% � 	��&� 7�	�� ����
�� ���	�! :��D�; 7�� k = m �
��
�	�� �� ����
�� 7�� k = 2m% ��� m = 2, 3, . . . % 7���7�2�! ���	�!�
:��D�; 
 ��
��������� ���!�G

∂U1

∂x
− 1

2
∂U2

∂y
− 1

2
∂U3

∂z
= 0 ,

∂U3

∂y
− ∂U2

∂z
= 0 ,

∂U1

∂y
+

1
2

∂U2

∂x
= 0 ,

∂U1

∂z
+

1
2

∂U3

∂x
= 0 ,

∂U2k

∂x
= −∂U2k−2

∂z
− ∂U2k−1

∂y
,

∂U2k+1

∂x
=

∂U2k−2

∂y
− ∂U2k−1

∂z
,

∂U2k

∂z
− ∂U2k+1

∂y
=

∂U2k−2

∂x
,

∂U2k

∂y
+

∂U2k+1

∂z
=

∂U2k−1

∂x
, k = 2, 3, . . . .

:���,;

9���� �	!�	�!% �	� 
 �-���	� Q ��(��	
��	 ���!��������� 
��	��
V0 := (U1, v

0
2 , v0

3)� ���!� 	���% ��!7����	 v2, v3 �)-��� ���!��������>
�� 
 �-���	� Q 
��	��� V := (v1, v2, v3) 	�����% �	� v1 = U1% ��5���	�� �
	�����	�) �� ����	
�	������ � !��!�� ���	�� 7���'
������ ����*��
f1(t)% ����!������ 
 �-���	� {t = z + iy : (x, y, z) ∈ Q} ��!7�������
7������	�% 	� ��	� 7�� 
��5 (x, y, z) ∈ Q �7��
����
 ��
���	
�

v2(x, y, z) = v0
2(x, y, z)+Re f1(z+iy), v3(x, y, z) = v0

3(x, y, z)+Im f1(z+iy).

"���� � ���	�! 	����! ���� ��5���! ����*�� U2 � U3% � �!����G
U2 := −2 v2% U3 := −2 v3�



D� ��� 	� 
����������� ������� � �������� �������

����&�! 	�7���% �	� 7�������� ��	 �� ����
�� ���	�! :���,; 7�'>

���)	 �7������	� ����*�� U2k% U2k+1% ���� �&� �7������� ����*��
U2, U3, . . . , U2k−1� 9���	
�	�����% ��	������� 7�	�� � 2��	�� ���
�����
���	�! :���,;% 7������! 
 ��&����

U2k(x, y, z) = −
x
∫

x0

(

∂U2k−2(τ, y, z)
∂z

+
∂U2k−1(τ, y, z)

∂y

)

dτ + ũ2k(z, y),

U2k+1(x, y, z) =

x
∫

x0

(

∂U2k−2(τ, y, z)
∂y

− ∂U2k−1(τ, y, z)
∂z

)

dτ + ũ2k+1(z, y)

7�� (x, y, z)% 7�������&�(�� �����	���	� N ⊂ Q 7���'
������ 	����
(x0, y0, z0) ∈ Q�

����� 7���	���
�� 6	�5 
 ��&���� 
 ����!�� � 
���!�� ���
�����
���	�! :���,; � ���	�! 	���% �	� ����*�� U2k−2% U2k−1 �
��)	��
���!��������!� 
 �-���	� N % 7�����! �����������) ���	�!� ��2� 3
1�!��� :�!�% ��7��!��% C,% �� ?,E; ��� ��5�&����� ����*�� ũ2k% ũ2k+1G

∂ũ2k(z, y)
∂z

− ∂ũ2k+1(z, y)
∂y

=
∂U2k−2(x, y, z)

∂x

∣

∣

∣

∣

x=x0

,

∂ũ2k(z, y)
∂y

+
∂ũ2k+1(z, y)

∂z
=

∂U2k−1(x, y, z)
∂x

∣

∣

∣

∣

x=x0

.

:����;

1�2���� ���	�! :����; ��5���	�� � 	�����	�) �� ����	
�	������
� !��!�� ���	�� 7���'
������ ����*��% ����!������ 
 �-���	�
{t = z + iy : (x, y, z) ∈ N} ��!7������� 7������	�� ��6	�!� �
���	�! 	����! �����	
�����	� ��� 7���	����	
��� 5 ���!��������5
����*�� 7��	����� � 
 �����	���	� N ����*�� U2k% U2k+1% 7����!��

� 
��!���� �����
�'���	� �-���	� Q% ����� 7�����&�	� 
� 
�)
�-���	� Q� "����!� ����'����

J�!�	�!% �	� ����*�� U2m% U2m+1% ���
��	
���)(�� 7�� k = m ≥ 2
7�������! ��	 ��! ����
��! ���	�! :���,;% ��5���	�� � 	�����	�)
�� ����	
�	������ � !��!�� ���	�� 7���'
������ ����*�� fm(t)%
����!������ 
 �-���	� {t = z + iy : (x, y, z) ∈ Q} ��!7�������
7������	�% 	� ��	� 7�� 
��5 (x, y, z) ∈ Q �7��
����
 ��
���	
�

U2m(x, y, z) = U0
2m(x, y, z) + Re fm(z + iy),

U2m+1(x, y, z) = U0
2m+1(x, y, z) + Im fm(z + iy);

'���� U0
2m% U0

2m+1 F ����*��% �-��'�)(�� 
!��	� � ����*��!�
U1, U2, . . .% U2m−1 ���	��� ��2���� ���	�! :���,;% ��� k = 2, 3, . . . ,m�



����� �� �������

	������ �
���� �

�������������

����������� ���� �

������ ��		������

� ��� ���������
��	
 ���������	
 ��
��

������	
 ���
��������	
 ���� � ��
��� ����

�
��
�

� 7����&����5 -���2�� ��	���� 
 ' 
�)	 '����� ��� �	�*������ 5
7�	��*����� 5 ������������ 5 7���� � ���
�� ��!!�	�����

����	����	
����� 7�	��*������� �������������� 7���% ��!!�	���>
��� �	����	����� ��� Ox% �7�� 
��	�� 
 ��� !���������� 7������	�
xOr 
 	��!���5 7�	��*���� ϕ(x, r) � ����*�� 	��� +	���� ψ(x, r)%
��	�� � ���
��	
���)	 ���	�!� ���
����� 6���7	�������� 	�7� �

 ��&�����! �� ���G

r
∂ϕ(x, r)

∂x
=

∂ψ(x, r)
∂r

, r
∂ϕ(x, r)

∂r
= −∂ψ(x, r)

∂x
. :?��;

�' ���	�!� :?��; 7�� ����
�� ��(��	
�
���� � ��7��� 
���	� ���	>
� 5 7���'
��� 5 
	����� 7������ � ����*�� ϕ(x, r)% ψ(x, r) �����)	

D�



D? ��� �� ���������� ��
��� � ��������������� ����

���
����� ��� �����!!�	������� 7�	��*����

r Δϕ(x, r) +
∂ϕ(x, r)

∂r
= 0 :?�?;

� ���
����� ��� ����*�� 	��� +	����

r Δψ(x, r) − ∂ψ(x, r)
∂r

= 0, :?��;

��� Δ := ∂2/∂x2 + ∂2/∂r2�
0��
����� :?�?; �
���	�� �����	
��! 	��5!������ ���
����� <�7��>

�� :��4; 
 ������% ����� ��2���� 7���������% !�&�� ���'�	�% �!��	
��!!�	��) �	����	����� ��� OxG

u(x, y, z) = ϕ(x, r) = ϕ(x,−r) , r :=
√

y2 + z2 ,

���-��!� ��'��-�	�� !�	���
 �������
���� 7���	����	
��� 5
7�	��*����� 5 7����% ��������� 5 !�	���! 	����� �����	������5
����*�� ��!7������� 7���!�����% ��	�� � 7��!���)	�� ��� �7������
7�����5 7�	��*����� 5 7����% �������� �.� <�
���	��
 ! :�!�%
��7��!��% C�?% �� ?�D% �� ��E;� � ���	���	�% �	����	����� ���	�! :?��;

 !��������� C�?% M� ��E ����	�	����	��% �	� �������	
����� 	�����
��2���� 6	�� ���	�! ���
����� ��'
�	� '����	����� !���2�% ��! ���
��2���� ���	�! :�;% 	� ��	� �����	������5 ����*�� 
 ��!7�������
7������	��

� ��� $����
��	
 %"����� � ��
����
����

�	
 ��
�����	 � ��������	� �������

����� -��������� � ���������
�� "��
#�� �  ��
���� μ�
� ����! 
 ����-�� F% ����!�	������ 
 K ��% 7������-�� H% ��������
7���	����	
� ��	���� 7���&���� 7�����	�!�� -�'��� 5 6��!��	�

{e2k−1}∞k=1� �����-�'����! -�'��� � 6��!��	 ����-� H 	��% �	� 

�������2�! 
!��	� e2k−1 -���! 7���	� ek 7�� k = 1, 2, . . . �

�	��% H := {a =
∞
∑

k=1

akek : ak ∈ R,
∞
∑

k=1

|ak| < ∞} F ��!!�	�	�
���

����*��	�
��� -���5�
� ����-�� ��� 7���! R � ���!�� ‖a‖H :=
∞
∑

k=1

|ak|
� 	�-��*�� �!��&���� ��� 6��!��	�
 -�'��� {ek}∞k=1% 7�����&����� 

��-�	�5 C4�% ��EG

ene1 = en, emen =
1
2
(

em+n−1 + (−1)n−1em−n+1

) ∀m ≥ n ≥ 1 .



� 	�� ���������� ��
��� � ������#��) �������) D�

A���' HC := H ⊕ i H ≡ {c = a + ib : a, b ∈ H} �-�'����!
��!7���������*�) ����-� H 	���)% �	� ���!� 
 HC '����	��

���	��2����! ‖c‖HC
:=

∞
∑

k=1

|ck|% ��� c =
∞
∑

k=1

ck ek, ck ∈ C�

=	!�	�! ����	�� � �
���	
� ����-� HC� .���-�� HC �'�!�����
����-�� Fcos �-���)	�� �5���(�5�� 	������!�	�������5 ����
 I����

c(τ) =
∞
∑

k=1

ck ik−1 cos(k − 1)τ :?�4;

� ��!7����� !� ��6���*���	�!� ck � ���!�� ‖c‖Fcos :=
∞
∑

k=1

|ck|% 7��
6	�! �!��	 !��	� �'�!����'! ek ←→ ik−1 cos(k−1)τ !�&�� -�'��� !�
6��!��	�!��

� !��������� C�E �7����� �	���	��� !����!���� 5 ������
 ����->
� �-���)	�� �5���(�5�� ��!7����� 5 ����
 I����� B	� �7������
7�'
����	 �����	� 
 
�� � �	������ !����!���� 5 ������
 ����-� HC

� � 	�!% �	� ��� -�'��� 5 6��!��	�
 ek 7�� k = 2, 3, . . . �� ��(��	
��	
�-��	� 5 6��!��	�
 
 ����-�� HC�

� ���	���	�% !��&��	
�

I0 :=
{ ∞
∑

k=1

ckek ∈ HC :
∞
∑

k=1

(−1)k (Re c2k−1 − Im c2k) = 0,

∞
∑

k=1

(−1)k (Re c2k + Im c2k−1) = 0
}

�
���	�� !����!���� ! ������! ����-� HC� =� �'�!����� !����>
!�����!� ������ ����-� Fcos % ��	�� � ���	��	 �' ����
 :?�4;% ��
� 5
���) 7�� τ = 0� � �������2�5 7��	������5 ����� I0 -���	 ����	�

�&��) �����

������ I0 ���	
�	�	
��	 ������ � ����*�����

fI0

(
∞
∑

k=1

ckek

)

:= −
∞
∑

k=1

(−1)k (Re c2k−1 − Im c2k)−

− i

∞
∑

k=1

(−1)k (Re c2k + Im c2k−1)

�� HC% ����! ��	����� �
���	�� I0�
� ����! 
 HC �������) �-������ 
��	���
 e1, e2 ��� 7���! R%

��	���� �
���	�� �����	�
�� 7������	�) μ := {ζ = xe1 +re2 : x, r ∈ R}�



D4 ��� �� ���������� ��
��� � ��������������� ����

0���
�!�� ��7���'�
�	� �������
��� � �-�'������� ��� ���	
�	>
�	
�)(�5 �-���	�� 7������	� μ � �����	�
�� 7������	� xOr% � �!����G
�-���	� E �����	�
�� 7������	� xOr -���! �	�
�	� 
 ���	
�	�	
��
������6�	��) �� �-���	� Eζ := {ζ = xe1 + re2 : (x, r) ∈ E} 
 μ�

I���*�) Φ : Eζ −→ HC ��'�
�! ���������� ����*��� 
 �-���	�
Eζ % ���� Φ ��������*����!� 7� #�	� 
 ��&��� 	���� �-���	� Eζ % 	�
��	� ���� ��� ��&��� 	���� ζ ∈ Eζ ��(��	
��	 6��!��	 Φ′(ζ) ����-� 
HC 	����% �	� ��
���	
� :��D; 
 7�����	�� ��� 
��5 h ∈ μ�

9�� !������� 5 ����*�� Φ : Eζ −→ HC �7��
����
� �����)(��
	����!�% ����'�	����	
� ��	���� 7��
���	�� ���������� ����'�	���>
�	
� 	����! �����

�� �� �� � ���� �	� ���� ����� !������ Φ : Eζ −→ HC ����

Φ(xe1 + re2) =
∞
∑

k=1

Uk(x, r) ek,

��� Uk : E −→ C� ��	� ���������� � ��	��� Eζ ⊂ μ�
���������� � ���������� ����� !������ Uk� k = 1, 2, . . . , ��	�
��!!������������� � ��	��� E � ��� ���� � E ����	��	�

	���"#�� �	����$

∂U1(x, r)
∂r

= −1
2

∂U2(x, r)
∂x

,

∂U2(x, r)
∂r

=
∂U1(x, r)

∂x
− 1

2
∂U3(x, r)

∂x
,

∂Uk(x, r)
∂r

=
1
2

∂Uk−1(x, r)
∂x

− 1
2

∂Uk+1(x, r)
∂x

, k = 3, 4, . . . ,

:?�D;

� ���%� �����0����
∞
∑

k=1

∣

∣

∣

∣

∂Uk(x, r)
∂x

∣

∣

∣

∣

< ∞, :?��;

lim
ε→0+0

∞
∑

k=1

∣

∣

∣

∣

Uk(x + εh1, r + εh2, ) − Uk(x, r) − ∂Uk(x, r)
∂x

εh1−

−∂Uk(x, r)
∂r

εh2

∣

∣

∣

∣

ε−1 = 0 ∀h1, h2 ∈ R . :?�,;

=	!�	�!% �	� ����
�� :?�D; 7� �
��� 7������ ��������� ����
��!
��2� 3 1�!��� ��� !������� 5 ����*�� ��!7������� 7���!�����% �
���	��2���� :?��;% :?�,; �-����
��� -���������!�����	�) ����-� HC�



� 	�� ���������� ��
��� � ������#��) �������) DD

1���!�	��! �����	������� ����*�� 7���!����� ζ ∈ μ� I���*�)
Ψ : Eζ −→ HC ��'�
�! ���	�������� 
 �-���	� Eζ % ���� 

����	���� �����	���	� ��&��� 	���� ζ0 ∈ Eζ ��� 7����	�
�!� ��!!��
�5���(����� �	�7������ ����% ��6���*���	 ��	����� �
��)	��
6��!��	�!� ����-� HCG

Ψ(ζ) =
∞
∑

k=0

ck (ζ − ζ0)k, ck ∈ HC.

=��
����% �	� �����	������� 
 �-���	� Eζ ����*�� Ψ : Eζ −→ HC

�
���	�� !��������� 
 6	�� �-���	� � �� 7���'
����� Ψ′(ζ) 	��&�
!�������� 
 Eζ � ��� 6	�! ��	��	�� ���'
��	� !% �
���	�� �� 
�����
!��������� 
 �-���	� Eζ ����*�� �����	������� 
 6	�� �-���	��

9�� �����	������5 ����*�� 7���!����� ζ ∈ μ �7��
����
�
	����!� �����	
�����	�% ���!�����
�� � ����'�	����	
� ��	���� 7��>
���	�) ��������� 	����!� �����	
�����	� �����	������5 ����*��
��!7������� 7���!����� C��% �� ��E�

1���!�	��! 	�7��� �����	
��" 
 ��7��
����� ��� Or �-���	� D
�����	�
�� 7������	� xOr� B	� �'�����	% �	� �-���	� D 
!��	� �
��&��� �
��� 	����� (x, r) �����&�	 	��&� �	��'��% ��	�� � ��������	
	���� (x, r) � (x,−r)�

.����	������) 
 �-���	� Dζ ����*�) Ψ : Dζ −→ HC ��'�
�! C>
���	��������% ���� 
 ����	���� �����	���	� ��&��� 	���� x0e1 ∈ Dζ %
��� x0 ∈ R% ��� 7����	�
���	�� ��!!�� �5���(����� �	�7������ ���� �
��!7����� !� ��6���*���	�!�G

Ψ(ζ) =
∞
∑

k=0

ck (ζ − x0 e1)k, ck ∈ C.

=��
����% �	� C>�����	������� ����*�� �
���	�� ���
� ! 7�����&�>
���! ����	���� ����!������ ����*�� ��!7������� 7���!������

0���
�!�� ����' Dz �-�'����	� �-���	� ��!7������� 7������	� C%
������6�	��) �-���	� D �����	�
�� 7������	� xOr 7�� ���	
�	�	
��
z = x + ir% (x, r) ∈ D�

���	� γ F &������
� �7��!���!�� ���
�� 
 C� ��	����� 7� γ �	
����*�� g : γ −→ HC% �!�)(�� 
��

g(t) =
∞
∑

k=1

gk(t) ek, t ∈ γ,



D� ��� �� ���������� ��
��� � ��������������� ����

��� gk : γ −→ C% �7������! �����)(�! �-��'�!G

∫

γ

g(t) dt :=
∞
∑

k=1

ek

∫

γ

gk(t) dt

7�� ����
��% �	� ��� 
 7��
�� ���	� ��
���	
� �
���	�� 6��!��	�!
����-� HC�

�� �� �� � ���� &��
 ������� ∂Dz ��	��� Dz ��	���� %���
������� ����	����� ������ � !������ h : ∂Dz −→ C ��������� ��
∂Dz� (���� �������	

1
2πi

∫

∂Dz

(te1 − ζ)−1 h(t) dt :?��;

��	���� C����	�������� !������� � ��	��� Dζ �

	�
 � � � � �  � � � � �� ���	� ζ = xe1+re2% t ∈ C� 9�� �7���������
��6���*���	�
 
 ��'��&���� 6��!��	� (te1 − ζ)−1 7� -�'��� {ek}∞k=1

��7���'��! �'�!����'! ����-� HC � Fcos % � 	��&� 
 ��&����
��	������ C��% �� ?,E

π
∫

0

cos mτ

a + b cos τ
dτ,

7�'
���)(�� 
 7���	� ��6���*���	 I���� ����*�� (t − x −
−yi cos τ)−1� "���! �-��'�!% 7������!

(te1 − ζ)−1 =
1

√

(t − z)(t − z̄)

(

e1+

+2
∞
∑

k=2

(
√

(t − z)(t − z̄) − (t − x)
r

)k−1

ek

)

,

t 	∈ s[z, z̄], z = x + ir, r 	= 0,

:?��;

��� �	��'�� s[z, z̄]% �������)(�� 	���� z � z̄% �
���	�� �7��	��!
6��!��	� ζ% �

√

(t − z)(t − z̄) 7���!��	�� ��� ��7��� 
��� 
�	
�

����*�� H(t) =
√

(t − z)(t − z̄)% �����	������� 
�� ��'��'� 
����
�	��'�� s[z, z̄]% 	����% �	� H(t) > 0 ��� 
��5 t > Re z�

+����	
��! ��'��&���� :?��; � ��!!����!��	� ����*�� h �� ∂Dz

�
���	�� ��(��	
�
���� ��	������ :?��; 7�� 
��5 ζ ∈ Dζ �



� 	�� ���������� ��
��� � ������#��) �������) D,

���	� 	�7��� ζ0 = x0 e1 + r0 e2 F �������
����� 	���� �-���	� Dζ %
7�� 6	�! x0, r0 ∈ R� + ���	�! ����
���	
�

∣

∣

∣

∣

∣

√

(t − z)(t − z̄) − (t − x)
r

∣

∣

∣

∣

∣

≤ q

∀ z ∈ Dz : |z − x0 − ir0| ≤ ε ∀ t ∈ γ ,

:?���;

��� ε F ����	���� ���	�	���� !���� 7���&�	������ ����� � q F
����	���� �����% !���2�� �����* % 
 ������ ��7��� 
��� ����*�� h
��'��&���� ��	������ :?��; 
 �	�7����� ��� 
 �����	���	� 	���� ζ0

��	���
��
��	�� ���������� ����'�	����	
� ��'��&���� 
 �	�7�����
��� ��	������ 	�7� ��2� 
 ��!7������� 7������	� C��% �� ��,E�

9����% � ���	�! ����
���	
� :?���;% 	����! <�'��� C?,% �� ?��E �
�-���)	��� ��7��� 
���	� ��	������ <�-��� ��� ����*�� !��&��	
�
C?,% �� ���E 	���� &� ��'��&���� ��	������ :?��; 
 �	�7����� ��� �����
���7���	����	� �� ������ 7���'
������ ��!!����!�� �� γ ����*�� h�
H��� 7�� 6	�! r0 = 0% 	� ���
����% �	� ��6���*���	 
 ���'����!
��'��&���� �
��)	�� ��!7����� !� �����!�� "����!� ����'����

=	����� ����'����� 	����! �	 �'
��	��� 	����! ��� -���5�
 5
����-� C�,% �� ��?E '���)���	�� 
 	�!% �	� ����*�� h : ∂Dz −→ C

�
���	�� ��!!����!���
�
���! 
 ����!�	����� ������ � �7���	�� A% ��	�� � ��&���

����*�� Φ : Dζ −→ HC �	�
�	 
 ���	
�	�	
�� ����*�) F : Dz −→ C

7� ���!��� F (z) := fI0(Φ(ζ)), ��� z = x + ir � ζ = xe1 + re2 F
���	
�	�	
�)(�� 	���� �-���	�� Dz � Dζ � "���� ���
����% �	� ����
����*�� Φ !�������� 
 �-���	� Dζ % 	� ����*�� F = AΦ ����!�����

 �-���	� Dz�

� �����)(�� 	����!� �7�������	�� 
�� ��	��������� ���!�� 
��2� ��� C>�����	������5 ����*�� 7���!����� ζ ∈ μ�

�� �� �� � ���� ,	� !������ Ψ : Dζ −→ HC ��	���� C�
���	�������� � ��	��� Dζ � ��

Ψ(ζ) =
1

2πi

∫

γ

(te1 − ζ)−1 (AΨ)(t) dt ∀ ζ ∈ Dζ , :?���;

��� γ ' �������	
��� ��������� %�������� ����	����� ������ � Dz�
��������"#�� ������� s[z, z̄]�

	�
 � � � � �  � � � � �� =-� ���	� ��
���	
� :?���; �
��)	�� C>
�����	������! 7�����&����! 
 7������	� μ ����!������ ����*��
(AΨ)(z)% z ∈ Dz% � ��
7���)	 �� ����	
�	������ ���� �� 	����!�
�����	
�����	� 	���� 7�����&���� �����	
����� "����!� ����'����



D� ��� �� ���������� ��
��� � ��������������� ����

����&�!% �	� C>�����	������� ����*�� �
��)	�� 
 �7���������!
�! ��� ��!7����	�!� ����*��% !������� 5 
 �-���	� Dζ �

�� �� �� � ���� 1�%��� ���������� � ��	��� Dζ !������
Φ : Dζ −→ HC �������	���� � ����

Φ(ζ) =
1

2πi

∫

γ

(te1 − ζ)−1(AΦ)(t) dt + Φ0(ζ) ∀ ζ ∈ Dζ , :?��?;

��� ������ γ ����� ����� %� ������� ��� � � ������� ?��% �
Φ0 : Dζ −→ I0 ' ��������� ���������� � ��	��� Dζ !�������
�������"#�� �������� � ����	� I0�

	�
 � � � � �  � � � � �� <���� 
���	�% �	� �7�������!�� �' ��
��>
�	
� :?��?; !��������� 
 �-���	� Dζ ����*�� Φ0 7�������&�	 ����
�7���	��� A% 	� ��	� Φ0(ζ) ∈ I0 7�� 
��5 ζ ∈ Dζ � "����!� ����'����

�' 	����! ?�4 ������	% �	� ����-�� !������� 5 
 �-���	� Dζ

����*�� ��'�����	�� 
 7��!�) ��!!� ����-� C>�����	������5 
 Dζ

����*�� � ����-� !������� 5 
 Dζ ����*��% 7����!�)(�5 '�������

 ������ I0� ��� 6	�! ��	����� 
 ��
���	
� :?��?; �
���	�� ���
� !
7�����&����! ����!������ ����*�� F (z) = (AΦ)(z) ��!7�������
7���!����� z 
 �-���	� Dζ �

� 7�2�! ��'��&���� 7� 6��!��	�! -�'��� {ek}∞k=1 ����	�� 5
6��!��	��� 5 C>�����	������5 ����*�� 7���!����� ζ = xe1 + re2

:'�!�	�!% �	� � ���	�! �'�!����'!� ����-� HC � Fcos 7��������
	���5 ��'��&���� �
���	�� � �7��������) ��6���*���	�
 I����;�
"��% ��'��&���� �	�7����� ����*�� �!��	 
��

ζn = (x2 + r2)n/2

(

Pn(cos ϑ) e1 + 2
n
∑

k=1

(sgn r)k n!
(n + k)!

P k
n (cos ϑ) ek+1

)

, :?���;

��� n F *���� 7���&�	������ �����% cos ϑ := x(x2 + r2)−1/2%

sgn r :=
{

1, ���� r ≥ 0,
−1, ���� r < 0,

� 7�����! Pn � 7����������� � 7�����! <�&����� Pm
n �7������>

)	�� ��
���	
�!� :���4;% :���D;�
9�� ����*�� eζ % sin ζ � cos ζ -���! �!�	�

eζ = ex

(

J0(r) e1 + 2
∞
∑

k=1

Jk(r) ek+1

)

,

sin ζ = sin x

(

J0(ir) e1 + 2
∞
∑

k=1

J2k(ir) e2k+1

)

− 2i cos x
∞
∑

k=1

J2k−1(ir) e2k,



� 	�� ���������� ��
��� � ������#��) �������) D�

cos ζ = cos x

(

J0(ir) e1 + 2
∞
∑

k=1

J2k(ir) e2k+1

)

+ 2i sinx

∞
∑

k=1

J2k−1(ir) e2k,

��� ����*�� L������ Jm(t) �7������� ��
���	
�! :����;�
9�� ����*�� ζ−1 � Ln ζ 7�����!

ζ−1 =

⎧

⎪

⎪

⎪

⎪

⎨

⎪

⎪

⎪

⎪

⎩

1√
x2 + r2

(

e1 + 2
∞
∑

k=1

(−1)k

(
√

x2 + r2 − x

r

)k

ek+1

)

7�� x > 0,

− 1√
x2 + r2

(

e1 + 2
∞
∑

k=1

(
√

x2 + r2 + x

r

)k

ek+1

)

7�� x < 0,

Ln ζ =

⎧

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎨

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎩

(

ln
√

x2 + r2 + x

2
+ 2mπi

)

e1+

+2
∞
∑

k=1

(−1)k+1

k

(
√

x2 + r2 − x

r

)k

ek+1 7�� x > 0,

(

ln
√

x2 + r2 − x

2
+ (2m + 1)πi

)

e1+

+2
∞
∑

k=1

1
k

(
√

x2 + r2 + x

r

)k

ek+1 7�� x < 0,

��� m F *���� ������ ��� 6	�! ����*�� ζ−1 � Ln ζ �� �7������� 7��
x = 0�

��������� !��&��	
� μ \ {ζ = xe1 + re2 ∈ Dζ :
√

x2 + r2 < N}
�
�'�� 7�� �)- 5 N % 	� ���������� 	����!� 1���� C��% �� �?4E ����' >

��	�� �����)(�� ������ 6	�� 	����! ��� C>�����	������5 ����*��
7���!����� ζ ∈ μ�

�� �� �� � ��*� &��
 !������ Ψ : Dζ −→ HC ��	���� C�
���	�������� � Dζ � Kζ ' �������	
��� ���������� ������%����
��	��� Dζ � (���� �	� 	"���� ε > 0 ������� ��	���� P (ζ) 
����	������ ���!!��������� ������ ���

sup
ζ∈Kζ

‖Ψ(ζ) − P (ζ)‖HC
< ε .

����� 3���� � ����������������  ����#�������  �����

���������� '������� !������� 5 ����*�� 7���!����� ζ ∈ μ ����� >

��	 �����)(�� 	����!�% 
 ��	���� ��	���
��
��	�� �
�'� !�&�� 6	�!�
����*��!� � ��2����!� ���	�! :?��;�



�� ��� �� ���������� ��
��� � ��������������� ����

�� �� �� � ��&� ,	� !������ Φ : Dζ −→ HC ��������� � ��	���
Dζ � ��

1
2πi

∫

γ

(te1 − ζ)−1 (AΦ)(t) dt = e1
1

2πi

∫

γ

(AΦ)(t)
√

(t − z)(t − z̄)
dt+

+
1
πi

∞
∑

k=2

ek

∫

γ

(AΦ)(t)
√

(t − z)(t − z̄)

(

√

(t − z)(t − z̄) − (t − x)
r

)k−1

dt =:

=:
∞
∑

k=1

Uk(x, r) ek ∀ ζ = xe1 + re2 ∈ Dζ : r 	= 0, :?��4;

��� z = x + ir� � ������ γ ����� ����� %� ������� ��� � �
������� ?��� &�� ���� ������ � ������ ���������� �������	� :?��4;
����%��"� ���� ��0���� ����� :?��; � ��	��� D$

ϕ(x, r) =

{

U1(x, r) ��� r 	= 0,

(AΦ)(x) ��� r = 0,
:?��D;

ψ(x, r) =

{ r

2
U2(x, r) ��� r 	= 0,

0 ��� r = 0.
:?���;

1���� ����� !������ :?��D;% :?���; ��	�"�� ������������ ��0��
����� ��������� :?�?;% :?��; � ��	��� D�

	�
 � � � � �  � � � � �� <���� 
���	�% �	� ��
���	
� :?��4; �
���	��
�����	
��! ��'��&���� :?��;� "�7��� 7�� (x, r) ∈ D ��
���	
� :?��D;
7���-��	��	 
��

ϕ(x, r) =

⎧

⎪

⎨

⎪

⎩

1
2πi

∫

γ

F (t)
√

(t − z)(t − z̄)
dt 7�� r 	= 0 ,

F (x) 7�� r = 0 ,

:?��,;

��� F = AΦ � z = x+ir� 0��	 
�� ����!������	� ����*�� F 
 �-���	�
Dz ��!7������� 7������	� � ��7���'�� 	����!� ��2�% 7�� (x, r) ∈ D
'�7�� 
��! ��
���	
� :?���; 
 
���

ψ(x, r) =

⎧

⎪

⎨

⎪

⎩

− 1
2πi

∫

γ

F (t) (t − x)
√

(t − z)(t − z̄)
dt 7�� r 	= 0 ,

0 7�� r = 0 .

:?���;



� 	�� ���������� ��
��� � ������#��) �������) ��

=-�'����! ����' D′
z �-���	� ��!7������� 7������	�% �����������)

���
�� γ� + ���	�! 	���% �	� 7�� ��&��! t ∈ γ ����*��

Φt(x, r) :=

⎧

⎪

⎨

⎪

⎩

1
√

(t − x − ir)(t − x + ir)
7�� r 	= 0 ,

1
t − x

7�� r = 0

�!��	 
 ������6�	��� �-���	� D′ �����	�
�� 7������	� xOr ��7��� 
>
� � ���	� � 7���'
��� � 
��5 7������
% 7� �	�����	��� �5�!� C�4%
�� ���E ����' 
��	��% �	� ����*�� :?��,; 	��&� �!��	 
D′ ��7��� 
� �
���	� � 7���'
��� � �)-��� 7������N 7�� 6	�!

∂ϕ(x, r)
∂x

=
1

2πi

∫

γ

F (t)
∂Φt(x, r)

∂x
dt ,

∂ϕ(x, r)
∂r

=
1

2πi

∫

γ

F (t)
∂Φt(x, r)

∂r
dt

� 	�7� .��������� ����' 
��	��% �	� ��� ����*�� :?���; 
 D′ �7��
��>
��
 ��
���	
�

∂ψ(x, r)
∂x

=
1

2πi

∫

γ

F (t)
∂Ψt(x, r)

∂x
dt ,

∂ψ(x, r)
∂r

=
1

2πi

∫

γ

F (t)
∂Ψt(x, r)

∂r
dt

� 	�7�% ���

Ψt(x, r) :=

⎧

⎨

⎩

− t − x
√

(t − x − ir)(t − x + ir)
7�� r 	= 0 ,

−1 7�� r = 0 .

"�7��� ���
����� ���	�! :?��;% � 	��&� :?�?; � :?��;% 7�� 7���	���
>
�� 
 ��5 ���	� 5 7���'
��� 5 ����*�� :?��D; � :?���; 7��
��(�)	�� 

	�&���	
� 
 �-���	� D′� "����!� ����'����

1�
���	
� :?��4; '����	 �
� � 
�� ���
���� 7�����&���� ����!���>
��� ����*�� F (z) = (AΦ)(z) ��!7������� 7���!����� z 
 �-���	� Dζ �

���������! ���-�% �	� ��� 7����&���� 	����! ?�� 
�&�� �'�!��>
��'! !�&�� ����-��� HC � ����-��� Fcos % 7�'
���)(�� �	���	� 

�
��! 
��� ���
� � 7�����&���� ����!���� 5 ����*�� ��!7�������
7���!�����% 	� ��	� ��5���	� 
 �
��! 
��� ��!7����	 Uk ��'��&����
:?��4; 6	�5 7�����&���� 7� 6��!��	�! -�'��� � 7�����	� ��2���� ϕ% ψ
���	�! :?��; 
 �-���	� D�

� �����)(�! 7�������� -���	 7���'���% �	� 7�� 
 7������� ����>
	�� 5 ��	��	
��� 5 ����
�� ��&��� ��2���� ���
����� :?�?; � ��&���
��2���� ���
����� :?��; 
 �-���	� D 7����	�
��)	�� ���!���!�



�? ��� �� ���������� ��
��� � ��������������� ����

:?��,;% :?���;% 7�� 6	�! -���	 ������� 
 ��&���� ����!������ ����*��
F = AΦ ����' ����*�� ϕ � ψ 
 �
��! 
����

����� 3���� � ����������� 4� �����
��� �� � � ����!%

������ �� ���� "����!� ?�� ��7�����	 �����)(�� �	
��&����� �
�
�'� !�&�� ��!7����	�!� Uk ��	������ :?��4; � ��2����!� ����	�� 5
��!���	
 ���
����� 6���7	�������� 	�7� � 
 ��&�����! �� ��� Ox�

�� �� �� � ��+� ,	� !������ Φ : Dζ −→ HC ��������� � ��	���
Dζ � �� ���������� Uk �������	� :?��4; ����	������"� ����������

r2 ΔUk(x, r)+r
∂Uk(x, r)

∂r
−(k−1)2 Uk(x, r) = 0 , k = 2, 3, . . . , :?���;

� ��	��� D� 1���� ����� !������

ψk(x, r) := rk−1 Uk(x, r) :?�?�;

� ��	��� D ��	���� ��0����� ���������

r Δψk(x, r) − (2k − 3)
∂ψk(x, r)

∂r
= 0 , k = 2, 3, . . . . :?�?�;

	�
 � � � � �  � � � � �� ��� (x, r) ∈ D% ��7���'�� ��
���	
� :?��4;%
:?�?�;% 7������! �����)(�� 
 ��&���� ����*�� ψkG

ψk(x, r) =

⎧

⎪

⎪

⎪

⎪

⎨

⎪

⎪

⎪

⎪

⎩

1
πi

∫

γ

F (t)
(√

(t − z)(t − z̄) − (t − x)
)k−1

√

(t − z)(t − z̄)
dt ,

���� r 	= 0 ,
0 , ���� r = 0 ,

:?�??;

��� F = AΦ � z = x + ir�
"�� &�% ��� � 7�� ����'�	����	
� 	����! ?��% 7�� (x, r) ∈ D 7���>

���! ��
���	
�

∂2ψk(x, r)
∂x2

=
1
πi

∫

γ

F (t)
(√

(t − z)(t − z̄) − (t − x)
)k−1

(
√

(t − z)(t − z̄) )3
×

×
(

(k − 1)2 +
3(k − 1)(t − x)
√

(t − z)(t − z̄)
+

2(t − x)2 − r2

(t − z)(t − z̄)

)

dt ,

∂ψk(x, r)
∂r

=
1
πi

∫

γ

r F (t)
(√

(t − z)(t − z̄) − (t − x)
)k−2

(t − z)(t − z̄)
×

×
(

k − 2 +
t − x

√

(t − z)(t − z̄)

)

dt ,



� 	�� ��������#��� ������������� ���������� � ��
��� ��
� ��

∂2ψk(x, r)
∂r2

=
1
πi

∫

γ

F (t)
(√

(t − z)(t − z̄) − (t − x)
)k−3

(
√

(t − z)(t − z̄) )3
×

×
(

(k − 2)
(

(k − 3)r2 + (t − x)2
)

+
(k − 3)(t − x)

(

2r2 − (t − x)2
)

√

(t − z)(t − z̄)
+

+
(t − x)2

(

2r2 − (t − x)2
)

(t − z)(t − z̄)

)

dt .

����	�
��� ���	� � 7���'
��� � ����*�� :?�??; 
 ���
�����
:?�?�; � 7����!�� 
� 
��!���� �5 ��7��� 
���	� 
 	����5 ���
Ox% ��	���
��
��!% �	� :?�?�; 7��
��(��	�� 
 	�&���	
� 
 �-���	�
D� /�����*% 7�� 7���	���
�� 
 ��&���� :?�?�; 
 ��
���	
� :?�?�;
'�!����!% �	� ����*�� Uk ���
��	
����	 ���
����) :?���; 
D� "����!�
����'����

� � � 4�
������	
 ��
�����
��� ��
�

����
������� ��
������ � %"����� ���

5���� � ��������	� �������

���	� D F �-���	� 7������	� xOr% 7��
������ 
 ��7��
����� ��� Or�
��� 
 	����	 �' ����'�	����	
� 	����! ?��% ��&��� ����!������ 

�-���	� Dz ����*�� F : Dz −→ C ���	
�	�	
�)	 ��2���� ϕ(x, y)%
ψ(x, r) ���
����� :?�?;% :?��; 
 �-���	� D% ��	�� � �7������)	��
���!���!� :?��,;% :?���;�

+7��
����
 	��&� �-��	� � ��'���	�	 � 7����	�
����� ��2����
���
����� :?�?;% :?��; 
 �-���	� D ���!���!� :?��,;% :?���; 7��
��	��	
��� 5 7���7���&����5 � ����*��5 ϕ(x, r) � ψ(x, r)�

����� 5����������  ����������� ����������������  ����#�%

��� ��� ����'�	����	
� 7����	�
����� 7�	��*���� ϕ(x, r) 
 �-���	�
D ���!���� :?��,; ��7���'��	�� �����)(�� ��!!��

.���� ���� &��
 !������ ϕ(x, r) ����� � ��	��� D ������
������ ������ ����������� ������� ������� � ��	���� ��0�����
��������� :?�?; � D� (���� !������ F1(x + ir) = u1(x, r) + iv1(x, r) �
F2(x + ir) = u2(x, r) + iv2(x, r)� ���



�4 ��� �� ���������� ��
��� � ��������������� ����

u1(x, r) :=

⎧

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎨

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎩

ũ1(x, r) ≡ ϕ(x, 0)+

+r

r
∫

0

ϕ′
s(x, s)√
r2 − s2

ds ��� (x, r) ∈ D : r > 0,

ϕ(x, 0) ��� (x, r) ∈ D : r = 0,

ũ1(x,−r) ��� (x, r) ∈ D : r < 0,

:?�?�;

v1(x, r) :=

⎧

⎪

⎪

⎪

⎪

⎨

⎪

⎪

⎪

⎪

⎩

ṽ1(x, r) ≡
r
∫

0

s ϕ′
x(x, s)√

r2 − s2
ds ��� (x, r) ∈ D : r > 0,

0 ��� (x, r) ∈ D : r = 0,

−ṽ1(x,−r) ��� (x, r) ∈ D : r < 0,

:?�?4;

u2(x, r) :=

⎧

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎨

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎩

ũ2(x, r) ≡ ϕ(x, 0)−

−r

0
∫

−r

ϕ′
s(x, s)√
r2 − s2

ds ��� (x, r) ∈ D : r > 0,

ϕ(x, 0) ��� (x, r) ∈ D : r = 0,

ũ2(x,−r) ��� (x, r) ∈ D : r < 0,

:?�?D;

v2(x, r) :=

⎧

⎪

⎪

⎪

⎪

⎨

⎪

⎪

⎪

⎪

⎩

ṽ2(x, r) ≡ −
0
∫

−r

s ϕ′
x(x, s)√

r2 − s2
ds ��� (x, r) ∈ D : r > 0,

0 ��� (x, r) ∈ D : r = 0,

−ṽ2(x,−r) ��� (x, r) ∈ D : r < 0,

:?�?�;

��	�"�� ��	����!���� � ��	��� Dz�
	�
 � � � � �  � � � � �� 9���&�!% �	� 7�� (x, r) ∈ D : r > 0


 7����)	�� ����
�� ��2� 3 1�!���G

∂u1(x, r)
∂x

=
∂v1(x, r)

∂r
,

∂u1(x, r)
∂r

= −∂v1(x, r)
∂x

. :?�?,;

�����	������
�
 7� ���	�! ��	����� 
 �7��������� ����*��
ũ1(x, r) � ṽ1(x, r)% 7�����!

r
∫

0

ϕ′
s(x, s)√
r2 − s2

ds =
π

2
ϕ′

r(x, r) −
r
∫

0

ϕ′′
ss(x, s) arcsin

s

r
ds ,

ṽ1(x, r) = r ϕ′
x(x, 0) +

r
∫

0

ϕ′′
xs(x, s)

√

r2 − s2 ds .



� 	�� ��������#��� ������������� ���������� � ��
��� ��
� �D

��� r = s ���
����� :?�?; '�7�2�! 
 �����)(�! 
���G

ϕ′
s(x, s) + s ϕ′′

ss(x, s) = −s ϕ′′
xx(x, s) . :?�?�;

"����% ���	 
�� ��
���	
� :?�?�;% 7������!

∂ũ1(x, r)
∂r

=

r
∫

0

ϕ′
s(x, s)√
r2 − s2

ds+

+r

(

π

2
ϕ′′

rr(x, r) − π

2
ϕ′′

rr(x, r) −
r
∫

0

ϕ′′
ss(x, s)

√

1 − s2/r2

(

− s

r2

)

ds

)

=

=

r
∫

0

ϕ′
s(x, s) + s ϕ′′

ss(x, s)√
r2 − s2

ds = −
r
∫

0

s ϕ′′
xx(x, s)√
r2 − s2

ds .

9����% �!��! ��
���	
�

∂ũ1(x, r)
∂x

= ϕ′
x(x, 0) + r

r
∫

0

ϕ′′
sx(x, s)√
r2 − s2

ds ,

∂ṽ1(x, r)
∂x

=

r
∫

0

s ϕ′′
xx(x, s)√
r2 − s2

ds ,

∂ṽ1(x, r)
∂r

= ϕ′
x(x, 0) + r

r
∫

0

ϕ′′
sx(x, s)√
r2 − s2

ds .

"���! �-��'�!% ����
�� :?�?,; 
 7����)	�� 7�� (x, r) ∈ D : r > 0� �
���� 7���*�7� ��!!�	��� C��% �� �4�E ����*�� F1 ����!����� 
 �-���	�
Dz� .��������� ����' 
��	�� ����!������	� ����*�� F2 
 �-���	�
Dz� <�!!� ����'����

9�� z1, z2 ∈ C ����' s[z1, z2] �-�'����! �	��'�� � ������! 
 	���� z1

� ���*�! 
 	���� z2� =-�'����! 	��&� cε(z) := {t ∈ C : |t − z| = ε}�
+7��
����
� �����)(�� 	����!��
�� �� �� � ��/� &��
 !������ ϕ(x, r) ����� � ��	��� D

����������� ������ ����������� ������� ������� � ��	����
��0����� ��������� :?�?; � D� (���� �#������ �����������
��	����!��� � ��	��� Dz !������ F : Dz −→ C ������
��� ������	��� �������� :?��,; �	� ��� (x, r) ∈ D- ��� ����
F (x + ir) = u1(x, r) + iv1(x, r)� ��� !������ u1(x, r)� v1(x, r)
������	�"�� �����0������ :?�?�;% :?�?4;�



�� ��� �� ���������� ��
��� � ��������������� ����

	�
 � � � � �  � � � � �� ���	� (x, r) ∈ D : r 	= 0% z = x + ir �
���
�� γ �!��	 	���� &� �
���	
�% ��� � 
 	����!� ?��� 1���!�	��!
��	��������� ���
�����

1
2πi

∫

γ

F (t)
√

(t − z)(t − z̄)
dt = ϕ(x, r) :?�?�;

� ����!�� ����*��� F (t)� ����&�!% �	� ��� �!��	 �����	
�����
��2���� 
 ������ ����*��% ����!���� 5 
 �-���	� Dz�

9���&�! �������% �	� ��(��	
��	 �����	
����� ����!������ 

�-���	� Dz ����*�� F1(t) 	����% �	� ��
���	
� :?�?�; 
 7�����	�� 7��
F (t) = F1(t) � 
��5 (x, r) ∈ D+ := {(x, r) ∈ D : r > 0}�

���	� (x, r) ∈ D+ � 0 < ε < 1
2 min{r,min

t∈γ
|t−z|}� 1���!�	��! �-���	�

E±
ε := {t ∈ D′

z : |t − z| > ε, |t − z̄| > ε,±(Re t − x) > 0}% ��� D′
z F

�-���	� ��!7������� 7������	�% ������������ ���
�� γ� ����&�	���>
� ! ��7��
�����! �-5��� �����* ∂E±

ε -���! ���	�	� 	���� ��7��
��>
���% 7�� ��	���! �-���	� E±

ε ��	��	�� ���
�� =-�'����!

(

√

(t − z)(t − z̄)
)±

:= lim
τ→t,τ∈E±

ε

√

(τ − z)(τ − z̄) ∀ t ∈ ∂E±
ε .

"���� ��	����� �' ���
����� :?�?�; 7�� F (t) = F1(t) 7����	�
���	��
��!!�� ��	 ��5 ��	������
G

1
2πi

∫

γ

F1(t)
√

(t − z)(t − z̄)
dt =

1
2πi

∫

∂E−
ε

F1(t)
(
√

(t − z)(t − z̄))−
dt+

+
1

2πi

∫

∂E+
ε

F1(t)
(
√

(t − z)(t − z̄))+
dt − 1

2πi

∫

∂E−
ε \γ

F1(t)
(
√

(t − z)(t − z̄))−
dt−

− 1
2πi

∫

∂E+
ε \γ

F1(t)
(
√

(t − z)(t − z̄))+
dt =: I1 + I2 + I3 + I4.

9�� ����!������ 
 �-���	� Dz ����*�� F1(t) 7� 	����!� ��2�
I1 = I2 = 0� =-�'����! Γ− := ∂E−

ε \ (γ ∪ cε(z) ∪ cε(z̄) ∪ s[z̄ + iε, z − iε])%
Γ+ := ∂E+

ε \(γ∪cε(z)∪cε(z̄)∪s[z−iε, z̄+iε]). "���� ��� ��!! �	���� 5
�	 ���� ��	������
 �!��! �����)(�� 7����	�
�����G

I3 + I4 = − 1
2πi

(

∫

Γ−

+
∫

Γ+

)

F1(t)
√

(t − z)(t − z̄)
dt+



� 	�� ��������#��� ������������� ���������� � ��
��� ��
� �,

+
1

2πi

(

∫

cε(z)

+
∫

cε(z̄)

)

F1(t)
√

(t − z)(t − z̄)
dt− 1

2πi

∫

s[z̄+iε,z−iε]

F1(t)
(
√

(t − z)(t − z̄))−
dt−

− 1
2πi

∫

s[z−iε,z̄+iε]

F1(t)
(
√

(t − z)(t − z̄))+
dt =: I5 + I6 + I7 + I8.

��������� !��&��	
� Γ− � Γ+ ��
7���)	% � �5 �����	�*�� 7��	�
�>
7���&��% 	� I5 = 0�

=*���! !����� ��	������ I6G

|I6| ≤ 1
2π

max
t∈D′

z

|F1(t)|
(

∫

cε(z)

+
∫

cε(z̄)

)

|dt|
√

ε 3r/2
≤ c

√
ε, :?���;

��� 7��	������ c �� '�
���	 �	 ε�

0��	 
��% �	�
(

√

(t − z)(t − z̄)
)±

:= ±√r2 − (Im t)2 ��� 
��5

t ∈ s[z − iε, z̄ + iε] = s[z̄ + iε, z − iε]% 7������!

I7 + I8 =
1
π

r−iε
∫

−r+ε

F1(x + iη)
√

r2 − η2
dη .

"���! �-��'�!%

1
2πi

∫

γ

F1(t)
√

(t − z)(t − z̄)
dt = I6 +

1
π

r−iε
∫

−r+ε

F1(x + iη)
√

r2 − η2
dη . :?���;

0�	��!��� ε � ���) 
 ��
���	
� :?���; � ���	 
�� �*���� :?���;%
7������!

1
2πi

∫

γ

F1(t)
√

(t − z)(t − z̄)
dt =

1
π

r
∫

−r

F1(x + iη)
√

r2 − η2
dη .

�	��% ���
����� :?�?�; 7�� (x, r) ∈ D+ 7��
����� � ���
����)

1
π

r
∫

−r

F1(x + iη)
√

r2 − η2
dη = ϕ(x, r) . :?��?;



�� ��� �� ���������� ��
��� � ��������������� ����

�
���! 
 ����!�	����� ����*�) ũ1(x, η) := 1
2 (F1(x+iη)+F1(x−iη))�

9�� �� ��5�&����� �' :?��?; 7������! ���
����� .-���

2
π

r
∫

0

ũ1(x, η)
√

r2 − η2
dη = ϕ(x, r) , :?���;

��'��2�!�� C?�% �� �?E 
 �
��! 
���� J����	% �!��!

ũ1(x, r) =
∂

∂r

r
∫

0

s ϕ(x, s)√
r2 − s2

ds =
∂

∂r

(

−ϕ(x, s)
√

r2 − s2

∣

∣

∣

∣

s=r

s=0

+

+

r
∫

0

ϕ′
s(x, s)

√

r2 − s2 ds

)

= ϕ(x, 0) + r

r
∫

0

ϕ′
s(x, s)√
r2 − s2

ds .

=7������! ����*�) u1(x, r) ���	��2����!� :?�?�;� �' ��!! ?��
������	% �	� u1(x, r) F ���!��������� 
 �-���	� D ����*�� �

∂u1(x, r)
∂r

∣

∣

∣

∣

r=0

= 0 ∀ (x, 0) ∈ D.

��6	�!� ��(��	
��	 �����	
����� ���!��������� 
 �-���	�D ����*��
v1(x, r) 	����% �	� v1(x, 0) = 0 ��� 
��5 (x, 0) ∈ D � ����*�� u1(x, r) +
+iv1(x, r) ����!����� 
 �-���	� Dz� +������� ��!!� ?�� ����*��
v1(x, r) �7�������	�� ���	��2����!� :?�?4;� +����
�	�����% ��
���	
�
:?�?�; 
 7�����	�� 7�� F (x + ir) = F1(x + ir) := u1(x, r) + iv1(x, r) �

��5 (x, r) ∈ D+% 7����! ����*�� F1(t) �7�������	�� �����	
��� !
�-��'�!�

.��������� ����' 
��	��% �	� 7�� (x, r) ∈ D : r < 0 ��
���	
�
:?�?�; 
 7�����	�� 	���� � 	����� 	����% ����� F (x+ ir) = F2(x+ ir) :=
:= u2(x, r) + iv2(x, r)% ��� ����*�� u2(x, r)% v2(x, r) �7������)	��
���	��2����!� :?�?D;% :?�?�;�

+������� 	����!� �����	
�����	� �����	������5 ����*�� C��% �� ��E
F1(z) ≡ F2(z)� "���! �-��'�!% ��(��	
��	 �����	
����� ����!������

 �-���	� Dz ����*�� F (z) ≡ F1(z) 	����% �	� 
 7�����	�� ��
���	
�
:?��,;� "����!� ����'����

���	� 
 ��
���	
� :?��4; AΦ = F % ��� ����*�� F �7��������

 	����!� ?��� "���� �' 	����! ?�� ������	% �	� ��&��� ��2����
���
����� :?�?; 
 �-���	� D% ���
��	
���)(�� ����
��! 6	�� 	����! %
�
���	�� ��!7����	�� U1 ���
���� 7�����&���� :?��4; ����!������
����*�� F : Dz −→ C 
 �-���	� Dζ �



� 	�� ��������#��� ������������� ���������� � ��
��� ��
� ��

���!� 	���% �' 	����! ?�D% ?�� � ���	��2���� :?��D; ������	% �	�
�� ��&��! ��!7��	��! 7��!��&��	
� �-���	� D �����!!�	������
7�	��*��� ϕ(x, r)% ���
��	
���)(�� ����
��! 	����! ?��% ��
��!����
7��-��&��	�� ������ !� ��!-���*��!� 7�����!�


Ln(x, r) := (x2 + r2)n/2 Pn

(

x (x2 + r2)−1/2
)

,

��� ����*�� Pn �7�������� ��
���	
�! :���4;�

����� 5����������  ����������� "��
#�� ��
� 3��
��� ���
����'�	����	
� 7����	�
����� ����*�� 	��� +	���� ψ(x, r) 
 �-���	�
D ���!���� :?���; ��7���'��	�� �����)(�� ��!!��

.���� ���� &��
 !������ ψ(x, r) ����� � ��	��� D ������
������ ������ ����������� ������� �������� ����	�������� �	��
��"

∣

∣

∣

∣

∣

∣

r
∫

0

ψ′′
xx(x, s)

s
ds

∣

∣

∣

∣

∣

∣

< ∞ ∀ (x, r) ∈ {(x, r) ∈ D : y 	= 0} :?��4;

� ��	���� ��0����� ��������� :?��; � D� (���� !������ F3(x + ir) =
= u3(x, r) + iv3(x, r) � F4(x + ir) = u4(x, r) + iv4(x, r)� ���

v3(x, r) :=

⎧

⎪

⎪

⎪

⎪

⎨

⎪

⎪

⎪

⎪

⎩

ṽ3(x, r) ≡
r
∫

0

ψ′
s(x, s)√
r2 − s2

ds ��� (x, r) ∈ D : r > 0,

0 ��� (x, r) ∈ D : r = 0,

−ṽ3(x,−r) ��� (x, r) ∈ D : r < 0,

:?��D;

u3(x, r) :=

⎧

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎨

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎩

ũ3(x, r) ≡ ±
x
∫

x0

Δψ(x, 0) dx − r

r
∫

0

ψ′
x(x, s)

s
√

r2 − s2
ds

��� (x, r) ∈ D : r > 0, ±(x − x0) ≥ 0,

±
x
∫

x0

Δψ(x, 0) dx

��� (x, r) ∈ D : r = 0, ±(x − x0) ≥ 0,
ũ3(x,−r) ��� (x, r) ∈ D : r < 0,

:?���;

v4(x, r) :=

⎧

⎪

⎪

⎪

⎪

⎨

⎪

⎪

⎪

⎪

⎩

ṽ4(x, r) ≡ −
0
∫

−r

ψ′
s(x, s)√
r2 − s2

ds ��� (x, r) ∈ D : r > 0,

0 ��� (x, r) ∈ D : r = 0,
−ṽ4(x,−r) ��� (x, r) ∈ D : r < 0,



,� ��� �� ���������� ��
��� � ��������������� ����

u4(x, r) :=

⎧

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎨

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎩

ũ4(x, r) ≡ ±
x
∫

x0

Δψ(x, 0) dx − r

0
∫

−r

ψ′
x(x, s)

s
√

r2 − s2
ds

��� (x, r) ∈ D : r > 0, ±(x − x0) ≥ 0,

±
x
∫

x0

Δψ(x, 0) dx ��� (x, r) ∈ D : r = 0, ±(x − x0) ≥ 0,

ũ4(x,−r) ��� (x, r) ∈ D : r < 0,

x0 ∈ R : (x0, 0) ∈ D� ��	�"�� ��	����!���� � ��	��� Dz�

	�
 � � � � �  � � � � �� ���	� (x, r) ∈ D : r > 0� "�� &�% ��� � 

����'�	����	
� ��!! ?��% 7������! ��
���	
�

ṽ3(x, r) =
π

2
ψ′

r(x, r) −
r
∫

0

ψ′′
ss(x, s) arcsin

s

r
ds ,

∂ṽ3(x, r)
∂x

=

r
∫

0

ψ′′
xs(x, s)√
r2 − s2

ds ,

∂ṽ3(x, r)
∂r

=
1
r

r
∫

0

s ψ′′
ss(x, s)√
r2 − s2

ds ,

∂ũ3(x, r)
∂r

= − ∂

∂r

r
∫

0

ψ′′
xs(x, s) ln

r +
√

r2 − s2

s
ds = −

r
∫

0

ψ′′
xs(x, s)√
r2 − s2

ds .

0��	 
�� ����
�� :?��4; � �����	
�� �' ��
���	
� :?��; 7�� r = s 	= 0G

ψ′′
xx(x, s) =

1
s

ψ′
s(x, s) − ψ′′

ss(x, s) ,

7������!

∂ũ3(x, r)
∂x

= Δψ(x, 0) − r

r
∫

0

ψ′′
xx(x, s)

s
√

r2 − s2
ds =

= Δψ(x, 0) + r lim
ε→0+0

( r
∫

ε

ψ′′
ss(x, s)

s
√

r2 − s2
ds −

r
∫

ε

ψ′
s(x, s)

s2
√

r2 − s2
ds

)

=



� 	�� ��������#��� ������������� ���������� � ��
��� ��
� ,�

= Δψ(x, 0) + lim
ε→0+0

(

r

r
∫

ε

ψ′′
ss(x, s)

s
√

r2 − s2
ds +

ψ′
s(x, s)

√
r2 − s2

r s

∣

∣

∣

∣

∣

s=r

s=ε

−

−1
r

r
∫

ε

ψ′′
ss(x, s)

s

√

r2 − s2 ds

)

= Δψ(x, 0) + lim
ε→0+0

(

1
r

r
∫

ε

s ψ′′
ss(x, s)√
r2 − s2

ds−

−
√

r2 − s2

r
Δψ(x, ε)

)

=
1
r

r
∫

0

s ψ′′
ss(x, s)√
r2 − s2

ds .

"���! �-��'�!% 7�� (x, r) ∈ D : r > 0 
 7����)	�� ����
�� ��2� 3
1�!���G

∂u3(x, r)
∂x

=
∂v3(x, r)

∂r
,

∂u3(x, r)
∂r

= −∂v3(x, r)
∂x

.

� ���� 7���*�7� ��!!�	��� C��% �� �4�E ����*�� F3 ����!����� 

�-���	� Dz� .��������� ����' 
��	�� ����!������	� ����*�� F4 

�-���	� Dz� <�!!� ����'����

�� �� �� � ��0� &��
 !������ ψ(x, r) ����� � ��	��� D
����������� ������ ����������� ������� ������� � ��	���� ��0��
���� ��������� :?��; � D� ��� ���� ����	����� �	����

ψ(x, 0) = 0 ∀ (x, 0) ∈ D , :?��,;

� �	���� :?��4;� (���� �#������ ��	����!��� � ��	��� Dz !����
��� F0 : Dz −→ C ������ ��� �������� :?���; ����	����� �	� ���
(x, r) ∈ D ����� � ��	
�� ������ ����� F (t) = F0(t) + c� ��� c '
�������	
��� ���������� F0(x + ir) = u3(x, r) + iv3(x, r)� !������
u3(x, r)� v3(x, r) ������	�"�� �����0������ :?��D;% :?���;�

	�
 � � � � �  � � � � �� ���	� (x, r) ∈ D : r > 0% z = x + ir �
���
�� γ �!��	 	���� &� �
���	
�% ��� � 
 	����!� ?��� 1���!�	��!
��	��������� ���
�����

− 1
2πi

∫

γ

F (t) (t − x)
√

(t − z)(t − z̄)
dt = ψ(x, r) :?���;

� ����!�� ����*��� F (t)% ����!������ 
 �-���	� Dz� "�� &�% ��� � 

����'�	����	
� 	����! ?��% ���
����� :?���; 7��
���	�� � ���
����)



,? ��� �� ���������� ��
��� � ��������������� ����

.-���

2
π

r
∫

0

η ṽ3(x, η)
√

r2 − η2
dη = ψ(x, r) , :?���;

��� ṽ3(x, η) := i
2 (F (x − iη) − F (x + iη))� 1�2����! ���
����� :?���;

�
���	�� ����*�� C?�% �� �?E

ṽ3(x, r) =
1
r

∂

∂r

r
∫

0

s ψ(x, s)√
r2 − s2

ds =

r
∫

0

ψ′
s(x, s)√
r2 − s2

ds .

=7������! ����!�����) 
 �-���	� Dz ����*�) F3 	�� &�% ��� �

 ��!!� ?�?� "���� �������� ����'����!� ��
���	
� :?���; 
 7�����	��
7�� F (t) = F3(t) � (x, r) ∈ D : r > 0�

.��������� ����' 
��	��% �	� 7�� (x, r) ∈ D : r < 0 ��
���	
�
:?���; 
 7�����	��% ���� F (t) = F4(t)% ��� ����*�� F4 �7�������� 

��!!� ?�?� �� 	����!� �����	
�����	� �����	������5 ����*�� C��% �� ��E
F3(z) ≡ F4(z) =: F0(z)�

"�7��� ��� '�
��2���� ����'�	����	
� ��	��	�� '�!�	�	�% �	�
7���'
������ ����!������ 
 Dz ����*�� F % ���
��	
���)(��
���
����) :?���; 7�� 
��5 (x, r) ∈ D : r 	= 0% 
 ��&��	�� 
 
���
F (t) = F0(t) + c% ��� c F 7���'
������ 7��	�������

���	� 
 ��
���	
� :?��4; AΦ = F % ��� ����*�� F �7��������

 	����!� ?��� "���� �' 	����! ?�� ������	% �	� ��&��� ��2����
���
����� :?��; 
 �-���	� D% ���
��	
���)(�� ����
��! 6	�� 	����! %
�
�'��� ���	��2����! :?���; � ��!7����	�� U2 ���
���� 7�����&����
:?��4; ����!������ ����*�� F : Dz −→ C 
 �-���	� Dζ �

���!� 	���% �' 	����! ?�D% ?�� � ���	��2���� :?���; ������	%
�	� �� ��&��! ��!7��	��! 7��!��&��	
� �-���	� D ����*�� 	���
+	���� ψ(x, r)% ���
��	
���)(�� ����
��! 	����! ?��% ��
��!����
7��-��&��	�� ������ !� ��!-���*��!� 7�����!�


L1
n(x, r) := (n + 1)−1 |r| (x2 + r2)n/2 P 1

n

(

x (x2 + r2)−1/2
)

,

��� ����*�� P 1
n �7�������� ��
���	
�! :���D;�

=	!�	�! ������*% �	� ����
�� :?��,; ���	
�	�	
��	 ��'������!�
�! ��� ����*�� 	��� +	����G 
 !����� 	������ ��������� &�����	�
6	� ����
�� 
 ��&��	 	�	 ���	% �	� ��� Ox �
���	�� ������ 	����



� 	�� ���������� ��
��� ��� ������#��) �������" ,�

� �#� $����
��	
 %"����� �
�������

���"�
��- �������������	
 � ��
����
�

����	�� ��
�������� ��
 ��������	�

�����
�

����� -��������� � ���������
�� "��
#�� �  ��
���� μ̃�
�
���! 
 ����!�	����� 6��!��	 e0% �� 7�������&�(�� ����-�� HC% ���
��	����� 7��	������! 
 7������� �����)(�5 7��
�� �!��&����G

e0e1 = e0, e0e2 = −e1, e0e2k+1 = e0 − 2
k
∑

m=1

e2m,

e0e2k+2 = −e1 − 2
k
∑

m=1

e2m+1, k = 1, 2, . . . .

���	������! 	��&�% �	� 7�� 6	�! ��	�)	�� �7��
����
 !� �����! 
����*��	�
���	�% ��!!�	�	�
���	� � ���	��-�	�
���	��

��!��	�! ����-�� HC 
 -���5�
� 7���	����	
�

˜HC := {d =
∞
∑

k=0

dkek : dk ∈ C,

∞
∑

k=0

|dk| < ∞}

� ���!�� ‖d‖
˜HC

:=
∞
∑

k=0

|dk|� J�!�	�!% �	� ˜HC �� �
���	�� ����-���% 7�>

������� 7���'
������ e0e0 �� �7��������� J����	% ���(��	
���� ���2�>
����� ��2� ��������� 7���	����	
� ����-� % �� �� ��!�� ����-� HC�

"�7��� 
 ����! 
 ˜HC �����	�
� 7������	� μ̃ := {˜ζ = xe1 + re0 :
x, r ∈ R} � ����
�!�� ��7���'�
�	� �������
��� � �-�'������� ���
���	
�	�	
�)(�5 �-���	�� 7������	� μ̃ � �����	�
�� 7������	� xOr%
� �!����G �-���	� E �����	�
�� 7������	� xOr -���! �	�
�	� 

���	
�	�	
�� ������6�	��) �� �-���	� E

˜ζ := {˜ζ = xe1 + re0 : (x, r) ∈ E}

 μ̃�

I���*�) Φ : E
˜ζ −→ HC -���! ��' 
�	� ���������� 
 �-���	� E

˜ζ %
���� Φ ��������*����!� 7� #�	� 
 ��&��� 	���� �-���	� E

˜ζ % 	� ��	�

���� ��� ��&��� 	���� ˜ζ ∈ E
˜ζ ��(��	
��	 6��!��	 Φ′(˜ζ) ����-� HC

	����% �	� ��
���	
� :��D; 
 7�����	�� 7�� ζ = ˜ζ ��� 
��5 h ∈ μ̃�
���	���� !���������	� ����*�� Φ : E

˜ζ −→ HC ��	���
��
��	��

 �����)(�� 	����!�% ����'�	����	
� ��	���� 7��
���	�� ����������
����'�	����	
� 	����! �����



,4 ��� �� ���������� ��
��� � ��������������� ����

�� �� �� � ���1� �	� ���� ����� !������ Φ : E
˜ζ −→ HC ����

Φ(xe1 + re0) =
∞
∑

k=1

Vk(x, r) ek,

��� Vk : E −→ C� ��	� ���������� � ��	��� E
˜ζ ⊂ μ̃� ����������

� ���������� ����� !������ Vk� k = 1, 2, . . . , ��	� ��!!����������
���� � ��	��� E � ��� ���� � E ����	��	�
 	���"#�� �	����
1�0� 2 3�����$

∂V1(x, r)
∂x

=
1
2

∂V2(x, r)
∂r

,

∂V2(x, r)
∂x

=
1
2

∂V3(x, r)
∂r

− ∂V1(x, r)
∂r

,

∂Vk(x, r)
∂x

=
1
2

∂Vk+1(x, r)
∂r

− 1
2

∂Vk−1(x, r)
∂r

, k = 3, 4, . . . ,

� ���%� �����0����
∞
∑

k=1

∣

∣

∣

∣

∂Vk(x, r)
∂x

∣

∣

∣

∣

< ∞ ,

lim
ε→0+0

∞
∑

k=1

∣

∣

∣

∣

Vk(x + εh1, r + εh2, ) − Vk(x, r) − ∂Vk(x, r)
∂x

εh1−

−∂Uk(x, r)
∂r

εh2

∣

∣

∣

∣

ε−1 = 0 ∀h1, h2 ∈ R .

���	� t ∈ C% ˜ζ = xe1 + re0% ��� x, r ∈ R� .��������� ��'��&���)
:?��; 7������! ��'��&���� 6��!��	� (te1 − ˜ζ)−1 7� -�'��� {ek}∞k=1G

(te1 − ˜ζ)−1 =
1

±√(t − z)(t − z̄)

(±√(t − z)(t − z̄) − r

t − x
e1+

+ 2
∞
∑

k=2

(−1)k r

(t − x)

(±√(t − z)(t − z̄) − r

t − x

)k−1

ek

)

,

t 	∈ {t ∈ C : Re t = x, | Im t| ≥ |r|}, z = x + ir, ± r > 0,

:?�4�;

���
√

(t − z)(t − z̄) 7���!��	�� ��� ��7��� 
��� 
�	
� ����*�� H(t) =
=
√

(t − z)(t − z̄)% �����	������� 
�� ��'��'� {t ∈ C : Re t = x,
| Im t| ≥ |r|}% 	����% �	� H(t) > 0 ��� 
��5 t > Re z�



� 	�� ���������� ��
��� ��� ������#��) �������" ,D

�' ���	��2���� :?�4�;% 
 ���	���	�% ������	 ��'��&���� ����*��
˜ζ−1 7� 6��!��	�! -�'��� {ek}∞k=1G

˜ζ−1 =

⎧

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎨

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎩

1√
x2 + r2

(
√

x2 + r2 − r

x
e1−

−2r

x

∞
∑

k=2

(

√
x2 + r2 − r

x

)k−1

ek

)

7�� r > 0 ,

1√
x2 + r2

(
√

x2 + r2 + r

x
e1−

−2r

x

∞
∑

k=2

(−1)k

(√
x2 + r2 + r

x

)k−1

ek

)

7�� r < 0 .

:?�4�;

1��2���! ����*����� fI0 �� ��������� ��7��� 
���� ����*����>

�� �� 7���	����	
� ˜HC% 7������ fI0(e0) = i. �
���! ������ � �7���	��
B% ��	�� � ��&��� ����*�� Φ : E

˜ζ −→ HC �	�
�	 
 ���	
�	�	
��

����*�) F : Ez −→ C 7� ���!��� F (z) := fI0(Φ(˜ζ)), ��� z = x + ir

� ˜ζ = xe1 + re0 F ���	
�	�	
�)(�� 	���� �-���	�� Ez � E
˜ζ � ��� 6	�!

���
����% �	� ���� ����*�� Φ !�������� 
 �-���	� E
˜ζ % 	� ����*��

F = BΦ ����!����� 
 �-���	� Ez �

1���!�	��! 	�7��� 7��
�����) 
 ��7��
����� ��� Or �-���	� D
�����	�
�� 7������	� xOr� ������6�	��) �� �-���	� Dz ��!7�������
7������	� -���! ��' 
�	� �����	
��� 
 ��7��
����� !��!�� ����

0�	���
�! ����
� � ����-�����>�����	������� �
���	
� !������>
� 5 �� !��&��	
� μ̃ \ D

˜ζ ����*�� 
 ������% ����� �-���	� D �
���	��
�������������

<���� ����'�	� ���������� 	����!� ?�4 �����)(�� �	
��&������

�� �� �� � ����� ,	� ��	��
 D
˜ζ ��	���� ������������� ��

��%��� ���������� � ��	��� μ̃ \ D
˜ζ !������ Φ : μ̃ \ D

˜ζ −→ HC�
����	������"#�� �	���"

lim
z→∞, z∈C\Dz

(BΦ)(z) = 0 , :?�4?;

�������	���� � ����

Φ(˜ζ) = − 1
2πi

∫

γ

(te1 − ˜ζ)−1 (BΦ)(t) dt + Φ0(˜ζ) ∀ ˜ζ ∈ μ̃ \ D
˜ζ ,



,� ��� �� ���������� ��
��� � ��������������� ����

��� γ ' �������	
��� ��������� %�������� ����	����� ������ � C�
������� ������������ �����	
��" � ������	���� ������ �� ��	��

D′′

z ����"� ��� Dz ⊂ D′′
z � z = fI0(˜ζ) ∈ C \ D′′

z , � Φ0 : μ̃ \ D
˜ζ −→ I0 '

��������� ���������� � ��	��� μ̃ \ D
˜ζ !������� �������"#�� ����

����� � ����	� I0. &�� ����

∫

γ

(te1−˜ζ)−1 (BΦ)(t) dt = e1

∫

γ

(BΦ)(t)
±√(t − z)(t − z̄)

±√(t − z)(t − z̄) − r

t − x
dt+

+ 2 r

∞
∑

k=2

(−1)k ek

∫

γ

(BΦ)(t)
±√(t − z)(t − z̄) (t − x)

×

×
(

±√(t − z)(t − z̄) − r

t − x

)k−1

dt , ˜ζ = xe1 + re0 ∈ μ̃ \ D
˜ζ , :?�4�;

z = x + ir, ± r > 0.

�
���! 7���	�� C>�����	������5 ����*�� 7���!����� ˜ζ ∈ μ̃�
I���*�) Ψ : μ̃\D

˜ζ −→ HC ��'�
�! C>���	�������� 
 �-���	� μ̃\D
˜ζ %

���� ��(��	
��	 ����!������ 
 C\Dz ����*�� F : C\Dz −→ C 	����%
�	�

lim
z→∞, z∈C\Dz

F (z) = 0 :?�44;

�

Ψ(˜ζ) = − 1
2πi

∫

γ

(te1 − ˜ζ)−1 F (t) dt ∀ ˜ζ ∈ μ̃ \ D
˜ζ , :?�4D;

��� ���
�� γ �!��	 	���� &� �
���	
�% ��� � 
 	����!� ?����
<���� '�!�	�	�% �	� C>�����	������� ����*�� :?�4D; �
���	�� 7��>

���&����! ����*�� F 
 �-���	� μ̃ \ D
˜ζ 
 	���! �! ���G ���� x0 ∈ R

� 	���� ˜ζ �-���	� μ̃ \ D
˜ζ �	��!�	�� � 	���� x0e1 ∈ μ̃ \ D

˜ζ % 	� ����*��

:?�4D; 7���������	�� �5���	�� � F (x0)e1�
9���&�! 	����!� �����	
�����	� ��� C>�����	������5 ����*��

7���!����� ˜ζ ∈ μ̃�
�� �� �� � ����� ,	� ��� C����	�������� � ��	��� μ̃ \ D

˜ζ

!������ Ψ1 : μ̃ \ D
˜ζ −→ HC � Ψ2 : μ̃ \ D

˜ζ −→ HC ������"� ��

���%����� ���"#�� �����	
��" ����� � μ̃ \ D
˜ζ � �� Ψ1(˜ζ) ≡ Ψ2(˜ζ)�



� 	�� ���������� ��
��� ��� ������#��) �������" ,,

	�
 � � � � �  � � � � �� ���	�

Ψ1(˜ζ) = − 1
2πi

∫

γ

(te1 − ˜ζ)−1 F1(t) dt ,

Ψ2(˜ζ) = − 1
2πi

∫

γ

(te1 − ˜ζ)−1 F2(t) dt ∀ ˜ζ ∈ μ̃ \ D
˜ζ ,

��� F1, F2 F ����!���� � 
 �-���	� C\Dz ����*��% ���
��	
���)(��
����
�) 
��� :?�44;% � ���
�� γ �!��	 	���� &� �
���	
�% ��� � 

	����!� ?���� "���� BΨ1 = F1% BΨ2 = F2 � 7�� 6	�! ����*�� F1%
F2 ��
7���)	 �� !��&��	
�% ��	���� �!��	 7��������) 	���� 
 C \Dz �
+������� 	����!� �����	
�����	� �����	������5 ����*�� ��!7����>
��� 7���!����� C��% �� ��E F1(z) = F2(z) 
�)�� 
 C \ Dz� ��6	�!�

Ψ1(˜ζ) = Ψ2(˜ζ) 
�)�� 
 μ̃ \ D
˜ζ � "����!� ����'����

� �����)(�� 	����!�% ��	���� ����' 
��	�� 	�7��� ���������� 	��>
��!� ?��% �7�������	�� 
�� ��	��������� ���!�� ��2� ��� C>�����>
	������5 ����*�� 7���!����� ˜ζ ∈ μ̃�

�� �� �� � ����� ,	� !������ Ψ : μ̃ \ D
˜ζ −→ HC ��	���� C�

���	�������� � ��	��� μ̃ \ D
˜ζ � ��

Ψ(˜ζ) = − 1
2πi

∫

γ

(te1 − ˜ζ)−1 (BΨ)(t) dt ∀ ˜ζ ∈ μ̃ \ D
˜ζ ,

��� ������ γ ����� ����� %� ������� ��� � � ������� ?����
��
	���� �����&�����% 7��
����� � 
 C�% �� D�E% ��	���
��
��!% �	�

��� ����*�� Φ1 : μ̃ \ D
˜ζ −→ HC � Φ2 : μ̃ \ D

˜ζ −→ HC% !������� 5 


�-���	� μ̃ \ D
˜ζ % �7��
����
� ��
���	
�

∫

γ

(te1 − ˜ζ)−1 (BΦ1)(t) dt

∫

γ

(te1 − ˜ζ)−1 (BΦ2)(t) dt =

=
∫

γ

(te1 − ˜ζ)−1 (B(Φ1Φ2))(t) dt ∀ ˜ζ ∈ μ̃ \ D
˜ζ ,

��� ���
�� γ �!��	 	���� &� �
���	
�% ��� � 
 	����!� ?����
"���! �-��'�!% C>�����	������� 
 �-���	� μ̃ \D

˜ζ ����*�� �-��'�>
)	 ����-�� � 7�	�!� �' 	����! ?��� ������	% �	� ����-�� !������� 5 

μ̃ \D

˜ζ ����*�� ��'�����	�� 
 7��!�) ��!!� ����-� C>�����	������5


 μ̃\D
˜ζ ����*�� � ����-� !������� 5 
 μ̃\D

˜ζ ����*��% 7����!�)(�5
'������� 
 ������ I0�



,� ��� �� ���������� ��
��� � ��������������� ����

��
	���� �5�!� ����'�	����	
� 	����! 1���� C��% �� �?4E% 7������!
�����)(�� �	
��&������

�� �� �� � ����� &��
 !������ Ψ : μ̃ \ D
˜ζ −→ HC ��	����

C����	�������� � ��	��� μ̃ \ D
˜ζ � K

˜ζ ' �������	
��� ����������

������%���� ��	��� μ̃ \ D
˜ζ � (���� �	� 	"��� ����� x0e1 ∈ D

˜ζ �

�	� 	"���� ε > 0 ������� ��	���� P (c)� c ∈ HC�  ����	������
���!!��������� ������ ���

sup
˜ζ∈K

˜ζ

∥

∥

∥Ψ(˜ζ) − P
(

(˜ζ − x0e1)−1
)

∥

∥

∥

HC

< ε .

����� 3���� � ����������������  ����#�������  �����

0�	���
�! �
�'� !������� 5 ����*�� 7���!����� ˜ζ ∈ μ̃ � ��2����!�
���	�! :?��; � ���
����� :?�?;% :?��; 
� 
��2���	� '�! ����� 7��
���>
��� 
 ��7��
����� ��� Or ������������ �-���	� D�

0���
�!��% �	� ���� ���
�� γ �
���	�� �����*�� �-���	� D′′
z �

	���!� &� �
���	
�!�% ��� 
 	����!� ?���% 	� 7���&�	���� ! ��7��
��>
���! �-5��� 6	�� ���
�� -���! ���	�	� 	���� ��7��
�����% 7�� ��	���!
�-���	� D′′

z ��	��	�� ���
��
�� �� �� � ���*� &��
 ��	��
 D

˜ζ ��	���� ������������� �

!������ Φ : μ̃\D
˜ζ −→ HC ��������� � ��	��� μ̃\D

˜ζ � ����	��������

�	���" :?�4?;� (���� ���������� �������	�

− e0

2πi

∫

γ

(te1 − ˜ζ)−1(BΦ)(t) dt = e1
1

2πi

∫

γ

(BΦ)(t)
±√(t − z)(t − z̄)

dt−

− 1
πi

∞
∑

k=2

(−1)k ek

∫

γ

(BΦ)(t)
±√(t − z)(t − z̄)

(

±√(t − z)(t − z̄) − r

t − x

)k−1

dt =:

=:
∞
∑

k=1

Vk(x, r) ek, ˜ζ = xe1 + re0, z = x + ir, ± r > 0, :?�4�;

��� ������ γ ����� ����� %� ������� ��� � � ������� ?���% ����%�
��"� ���� ��0���� ����� :?��; � R

2 \ D �� !����	��

ϕ(x, r) =

⎧

⎨

⎩

± V1(x, r) ��� ± r > 0 ,

lim
η→0+0

V1(x, η) ��� r = 0 ,
:?�4,;



� 	�� ���������� ��
��� ��� ������#��) �������" ,�

ψ(x, r) =

⎧

⎪

⎪

⎨

⎪

⎪

⎩

± r
∞
∑

k=1

V2k(x, r) ��� ± r > 0 ,

lim
η→0+0

(

η
∞
∑

k=1

V2k(x, η)
)

��� r = 0 .
:?�4�;

1���� ����� !������ :?�4,;% :?�4�; ��	�"�� ������������ ��0��
����� ��������� :?�?;% :?��; � ��	��� R

2 \ D�
	�
 � � � � �  � � � � �� 1�
���	
� :?�4�; �
���	�� 7���	 ! ����>

�	
��! ��
���	
� :?�4�; � 7��
�� �!��&���� ��� 6��!��	� e0� "�7���
7�� (x, r) ∈ R

2 \D ��
���	
� :?�4,;% :?�4�; ���	
�	�	
���� 7��
���	�� �

���

ϕ(x, r) =

⎧

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎨

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎩

1
2πi

∫

γ

F (t)
√

(t − z)(t − z̄)
dt 7�� r 	= 0,

F (x) 7�� r = 0, x > sup
(x,0)∈D

x,

−F (x) 7�� r = 0, x < inf
(x,0)∈D

x,

:?�4�;

ψ(x, r) =

⎧

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎨

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎩

− 1
2πi

∫

γ

F (t) (t − x)
√

(t − z)(t − z̄)
dt 7�� r 	= 0,

1
2πi

∫

γ

F (t) dt 7�� r = 0, x > sup
(x,0)∈D

x,

− 1
2πi

∫

γ

F (t) dt 7�� r = 0, x < inf
(x,0)∈D

x,

:?�D�;

��� F = BΦ � z = x + ir� 9���� 	����!� ����' 
��	�� ����������
	����!� ?���

J�!�	�!% �	� ���� ����!������ 
 C \ Dz ����*�� F �!��	 

-��������� ��������� 	���� ���� �� ��&� 
	����� 7������% 	� ��
���	
�
:?�D�; 7��
��(��	�� 
 ���!��� :?���;% ��� ���
�� γ �!��	 	���� &�
�
���	
�% ��� � 
 	����!� ?����

=	!�	�! 	��&�% �	� ���!�� :?�4�;% :?���; ��� �����!!�	�������
7�	��*���� ϕ(x, r) � ����*�� 	��� +	���� ψ(x, r) 7�� 
 7�������
����	�� 5 ��7����	���� 5 ����
�� �� ����*�) F ���7���	����)	��
	��&� �� ������% ����� 7��
������ 
 ��7��
����� ��� Or �-���	� D
�
���	�� ���������������

�� �� �� � ���&� &��
 ��	��
 Dz ������������� � !������
F : C \ Dz −→ C ��	����!�� � C \ Dz � ����	�������� �	���" :?�44;%
� ���%� ����	����	
���� �	���"



�� ��� �� ���������� ��
��� � ��������������� ����

∞
∫

|r|

|F (x + iη) − F (x − iη)| dη

η
< ∞ ∀ (x, r) ∈ R

2 \ D . :?�D�;

(���� !������ :?�4�; ��	���� ��0����� ��������� :?�?; � R
2 \ D-

��� ���� γ ' �������	
��� %�������� 	���	
�� ����	�����
� ����������� �������	
�� ��������	
��� �� ������ � C�
������� ��������� � ��������� ���	����� ����� � ��	����
�������� ��	��� D′′

z  ������ %� ��������� ��� � ������� ?����
	�
 � � � � �  � � � � �� ���	� (x, r) ∈ R

2 \ D : r 	= 0% z = x + ir�
����&�! �������% �	� 7�� ����
��5 	����! ��	����� 
 ��
���	
�
:?�4�; ��(��	
��	�

���	� 0 < ε < 1
2 min{|r|,min

t∈γ
|t − z|} � N > 2 (|r| + |x|)� 1���!�	��!

!��&��	
� E±
ε,N := {t ∈ C \ D′′

z : |t − z| > ε, |t − z̄| > ε, |t| < N,

±(Re t − x) > 0}� =����	�*�� �����* ∂E±
ε,N 	���
�% �	� 7�� ��

�-5��� 
 7���&�	�����! ��7��
����� !��&��	
� E±
ε,N ��	��	�� �7��
��

=-�'����! cN := {t ∈ C \ D′′
z : |t| = N} �

(

√

(t − z)(t − z̄)
)±

:= lim
τ→t,τ∈E±

ε,N

√

(τ − z)(τ − z̄) ∀ t ∈ ∂E±
ε,N .

0��	 
�� ��
���	
�
(

√

(t − z)(t − z̄)
)±

= ± i
√

(Im t)2 − r2 7��

t ∈ {t ∈ ∂E±
ε,N : Re t = x, Im t > |r|} �

(

√

(t − z)(t − z̄)
)±

=

= ∓ i
√

(Im t)2 − r2 7�� t ∈ {t ∈ ∂E±
ε,N : Re t = x, Im t < −|r|}% 7�	�!

	���5 &� �����&�����% ��� � 7�� ����'�	����	
� 	����! ?��% 7��5���!
� ���	��2����!

∫

{t∈γ : |t|≤N}

F (t)
√

(t − z)(t − z̄)
dt =

∫

∂E−
ε,N

F (t)
(
√

(t − z)(t − z̄))−
dt+

+
∫

∂E+
ε,N

F (t)
(
√

(t − z)(t − z̄))+
dt −

∫

∂E−
ε,N\γ

F (t)
(
√

(t − z)(t − z̄))−
dt−

−
∫

∂E+
ε,N\γ

F (t)
(
√

(t − z)(t − z̄))+
dt = −2

| Im tN |
∫

|r|+ε

F (x + iη) − F (x − iη)
√

η2 − r2
dη−



� 	�� ���������� ��
��� ��� ������#��) �������" ��

−
( ∫

cε(z)

+
∫

cε(z̄)

)

F (t)
√

(t − z)(t − z̄)
dt +

∫

cN

F (t)
√

(t − z)(t − z̄)
dt , :?�D?;

��� tN F ���� �' 	���� 7���������� ���� cN � 7��!�� {t ∈ C : Re t = x}�
� ��
���	
� :?�D?; ��	����� 7� ����&���	�! cε(z)% cε(z̄) �*���
�>

)	�� 	�! &� �7���-�!% �	� � ��	����� I6 7�� ����'�	����	
� 	����! 
?��� 9�� !����� ��	������ 7� ���� cN ���������� 7������! �*����

∣

∣

∣

∣

∫

cN

F (t)
√

(t − z)(t − z̄)
dt

∣

∣

∣

∣

≤ c sup
t∈cN

|F (t)| ,

��� 7��	������ c �� '�
���	 �	 N �
"���! �-��'�!% ��	��!��� 
 ��
���	
� :?�D?; ε � ���)% � N �

-����������	�% � ���	�! ���	��2���� :?�44; 7������! ��
���	
�

∫

γ

F (t)
√

(t − z)(t − z̄)
dt = −2

∞
∫

|r|

F (x + iη) − F (x − iη)
√

η2 − r2
dη , :?�D�;

��	����� 
 7��
�� ���	� ��	����� ��(��	
��	 
�����	
�� ����
�� :?�D�;�
0���
�� :?�44;% :?�D�; �-��7���
�)	 	��&� ��(��	
�
���� 
 R

2 \ D

��5 ���	� 5 7���'
��� 5 ����*�� :?�4�;% 
5���(�5 
 ���
����� :?�?;�
9���� ����'�	����	
� ����� ���(��	
���	�� ���������� ����'�	����	
�
	����! ?���

�� �� �� � ���+� &��
 ��	��
 Dz ������������� � !������
F : C\Dz −→ C ��	����!�� � C\Dz � ����	�������� ����	����	
���
�	�����

lim
z→∞, z∈C\Dz

z F (z) = 0, :?�D4;

∞
∫

|r|

|F (x + iη) + F (x − iη)| dη < ∞ ∀ (x, r) ∈ R
2 \ D . :?�DD;

(���� ���� !������ :?�4�;% :?���; ��	���� ��0����� ����� :?��; �
R

2 \D- ��� ���� ������ γ ����� ����� %� ������� ��� � � �������
?���� 1���� ����� !������ :?�4�;% :?���; ��	�"�� ������������
��0������ ��������� :?�?;% :?��; � R

2 \ D�
	�
 � � � � �  � � � � �� ��������� �' ����
�� :?�D4; ������	 
 7��>

����� ����
�� :?�44; � :?�D�;% 	� 7� 	����!� ?��� ����*�� :?�4�; �
���	��
��2����! ���
����� :?�?; 
 R

2 \ D�



�? ��� �� ���������� ��
��� � ��������������� ����

9�� 7���'
������ 	���� (x, r) ∈ R
2 \ D : r 	= 0 7�� 
 7�������

����
�� :?�D4; ���������� ��
���	
� :?�D�; ����' 
��	��% �	�

∫

γ

F (t) (t − x)
√

(t − z)(t − z̄)
dt = −2 i

∞
∫

|r|

F (x + iη) + F (x − iη)
√

η2 − r2
η dη ,

��� z = x + ir � ��	����� 
 7��
�� ���	� ��
���	
� ��(��	
��	

�����	
�� ����
�� :?�DD;� 0���
�� :?�D4;% :?�DD; �-��7���
�)	 	��&�
��(��	
�
���� 
 �-���	� R

2 \ D 
��5 ���	� 5 7���'
��� 5 ����*��
:?���;% 
5���(�5 
 ���
����� :?��;� 9���� ����'�	����	
� �����
���(��	
���	�� ���������� ����'�	����	
� 	����! ?���

� �����)(�! 7�������� -���	 7���'���% �	� 7�� 
 7�������
����	�� 5 ��	��	
��� 5 ����
�� ��&��� ��2���� ���
����� :?�?; �
��&��� ��2���� ���
����� :?��; 
 R

2 \ D 7����	�
��)	�� ���!���!�
:?�4�;% :?���;% 7�� 6	�! -���	 ������� 
 ��&���� ����!������ ����*��
F ����' ����*�� ϕ � ψ 
 �
��! 
����

� �+� 4�
������	
 ��
�����
��� ��
����

�
������� ��
������ � %"����� ���

5���� ��
 ��������	� �����
�

�*��� 5����������  ����������� ����������������  ����#�%

��� � ����'�	����	
� 7����	�
����� 7�	��*���� ϕ(x, r) 
 R
2 \ D

���!���� :?�4�; ��� 
 ������ ������������% 	�� � ��������������
�-���	� D% 7��
������ 
 ��7��
����� ��� Or% ��7���'��	�� �����)(��
��!!��

.���� ���� &��
 !������ ϕ(x, r) ����� � R
2 \D �����������

������ ����������� ������� �������� ��	���� ��0����� ���������
:?�?; � ����	�������� �	�����

lim
r→∞,(x0,r)∈R2\D

(|ϕ′
x(x0, r)| + |ϕ′

r(x0, r)|
)

= 0 , x0 ∈ R , :?�D�;

∞
∫

r

(|ϕ′′
ss(x, s)|+ |ϕ′′

xs(x, s)|) s ds < ∞ ∀ (x, r) ∈ R
2\D : r > 0 . :?�D,;



� 	!� ��������#��� ������������� ���������� � ��
��� ��
� ��

(���� !������ F5(x + ir) = u5(x, r) + iv5(x, r)� ���

u5(x, r) :=

⎧

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎨

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎩

ũ5(x, r) ≡ −
∞
∫

r

s ϕ′
x(x, s)√

s2 − r2
ds

��� (x, r) ∈ R
2 \ D : r > 0,

−
∞
∫

0

ϕ′
x(x, s) ds ��� (x, r) ∈ R

2 \ D : r = 0,

ũ5(x,−r) ��� (x, r) ∈ R
2 \ D : r < 0,

:?�D�;

v5(x, r) :=

⎧

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎨

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎩

ṽ5(x, r) ≡ r

∞
∫

r

ϕ′
s(x, s)√
s2 − r2

ds

��� (x, r) ∈ R
2 \ D : r > 0,

0 ��� (x, r) ∈ R
2 \ D : r = 0,

−ṽ5(x,−r) ��� (x, r) ∈ R
2 \ D : r < 0,

:?�D�;

��	����!�� � C \ Dz�
	�
 � � � � �  � � � � �� ���	� (x, r) ∈ R

2 \ D : r > 0� � 7�����
��������� � 
 ������% ��� � 7�� ����'�	����	
� ��!! ?��% � ���	�!
���	��2���� :?�D�;% :?�D,; 7������!

∂ũ5(x, r)
∂x

= −
∞
∫

r

s ϕ′′
xx(x, s)√
s2 − r2

ds ,

∂ũ5(x, r)
∂r

=
∂

∂r

∞
∫

r

ϕ′′
xs(x, s)

√

s2 − r2 ds = −r

∞
∫

r

ϕ′′
xs(x, s)√
s2 − r2

ds ,

∂ṽ5(x, r)
∂x

= r

∞
∫

r

ϕ′′
xs(x, s)√
s2 − r2

ds ,

∂ṽ5(x, r)
∂r

=

∞
∫

r

ϕ′
s(x, s)√
s2 − r2

ds + r
∂

∂r

(

−ϕ′
r(x, r) ln r−

−
∞
∫

r

ϕ′′
ss(x, s) ln(s +

√

s2 − r2) ds

)

=

∞
∫

r

ϕ′
s(x, s)√
s2 − r2

ds − r ϕ′′
rr(x, r) ln r−



�4 ��� �� ���������� ��
��� � ��������������� ����

−ϕ′
r(x, r) + r ϕ′′

rr(x, r) ln r + r2

∞
∫

r

ϕ′′
ss(x, s)

s +
√

s2 − r2

ds√
s2 − r2

=

=

∞
∫

r

ϕ′
s(x, s)√
s2 − r2

ds − ϕ′
r(x, r) +

∞
∫

r

ϕ′′
ss(x, s) (s −√

s2 − r2)√
s2 − r2

ds =

=

∞
∫

r

ϕ′
s(x, s) + sϕ′′

ss(x, s)√
s2 − r2

ds − ϕ′
r(x, r) −

∞
∫

r

ϕ′′
ss(x, s) ds = −

∞
∫

r

sϕ′′
xx(x, s)√
s2 − r2

ds.

"���! �-��'�!% 7�� (x, r) ∈ D : r > 0 
 7����)	�� ����
�� ��2� 3
1�!���G

∂u5(x, r)
∂x

=
∂v5(x, r)

∂r
,

∂u5(x, r)
∂r

= −∂v5(x, r)
∂x

.

"�7��� ����!������	� ����*�� F5 
 C \Dz �
���	�� �����	
��! 7���>
*�7� ��!!�	��� C��% �� �4�E� <�!!� ����'����

� ������ ������������ �-���	� D �7��
����
� �����)(�� 	����!��
�� �� �� � ���/� &��
 ��	��
 D ����������� � !������ ϕ(x, r)

��	���� ������ �� ���������� r � ��	��� R
2 \ D� ����#����

� ��	
 �� ������������ ����� ����������� ������ �����������
������� ������� � ����	�������� ��������" :?�?; � R

2 \ D� � ���%�
�	����� :?�D�;% :?�D,; � ����	����	
���� �	���"

lim
|x|+|r|→∞,(x,r)∈R2\D

(|u5(x, r)| + |v5(x, r)|) = 0 , :?���;

��� !������ u5(x, r)� v5(x, r) ������	�"�� �����0������ :?�D�;%
:?�D�;� (���� �#������ ����������� ��	����!��� !������
F : C \ Dz −→ C� ������� ����	�������� �	���" :?�44; � ������
��� ��� ��� (x, r) ∈ R

2 \ D ����	����� �������� :?�4�;% ��� ����
F (x + ir) = u5(x, r) + iv5(x, r)�

	�
 � � � � �  � � � � �� ���	� (x, r) ∈ R
2 \ D : r > 0% z = x + ir

� ���
�� γ �!��	 	���� &� �
���	
�% ��� � 
 	����!� ?���� ��� � 7��
����'�	����	
� 	����! ?��% ����!�	��! ��	��������� ���
����� :?�?�;
� ����!�� ����*��� F (t)% ��	���� ���&�� - 	� ����!������ 
 C \Dz

� ���
��	
���	� ����
�) :?�44;�
"�� &�% ��� � 7�� ����'�	����	
� 	����! ?���% 7������! ��
���	
�

:?�D�;% 7����! 
 ������ ������������ ���
�� γ ��	����� 
 ��
�� ���	�
6	��� ��
���	
� ��(��	
��	 -�' ��7����	���� 5 7���7���&�����



� 	!� ��������#��� ������������� ���������� � ��
��� ��
� �D

"�7���% 

��� 
 ����!�	����� ����*�)

ṽ5(x, η) :=
i

2
(F (x − iη) − F (x + iη)) :?���;

� ��7���'�� ��
���	
� :?�D�;% 7�� (x, r) ∈ R
2 \ D : r > 0 7��
���!

���
����� :?�?�; � ���
����)

− 2
π

∞
∫

r

ṽ5(x, η)
√

η2 − r2
dη = ϕ(x, r) , :?��?;

��	���� 7�� 
 7������� ����
�� :?�D�;% :?�D,; ���������� ���
����)
:?���; �!��	 �����	
����� ��2����

ṽ5(x, r) = r

∞
∫

r

ϕ′
s(x, s)√
s2 − r2

ds .

=7������! ����*�� v5(x, r)% u5(x, r) ���	��2����!� :?�D�;% :?�D�;�
�' ��!! ?�� � ����
�� :?���; ������	% �	� F (x + ir) = u5(x, r) +
+iv5(x, r) F �����	
����� ����!������ 
 C \Dz ����*��% ��� ��	����
Im F (x + ir) = v5(x, r) � 
 7�����	�� ����
�� :?�44;�

�	��% 7���'���% �	� � ���	�! ��	���	� ����*�� ϕ(x, r) 7� 7���!��>
��� r ��������� ����*�� F ���
��	
����	 ���	��2����! :?�4�; 7��
(x, r) ∈ R

2 \D : r 	= 0� ��������� �-� ���	� ��
���	
� :?�4�; �
��)	��
��7��� 
� !� ����*��!� 
 	����5 (x, 0) ∈ R

2 \ D% 	� ����*�� F
���
��	
����	 	��&� ���	��2����! :?�4�; � 7�� (x, 0) ∈ R

2 \ D�
9���&�! �����	
�����	� ����!������ 
 �-���	� C\Dz ����*�� F %

���
��	
���)(�� ���	��2����! :?�4�;% :?�44;� J�!�	�!% �	� ��
���	
�
:?���; 7����	�
���	 ��'��&���� ���!��������� ����*�� ṽ5(x, r) ��
����!�����) � ��	�����!�����) ��!7����	 � ��������� ��!7����	 

 	���! ��'��&���� �7������)	�� � 	�����	�) �� 7��	������� �����>
�!���% � 
5���(�� 
 ��
���	
� :?���; ����*�� F ���&�� �-��(�	���

 ���� �� -����������	�% 	� �����	
����� 	���� ����*��� �
���	��
F (x + ir) = u5(x, r) + iv5(x, r)� "�7��� �����	
�����	� ����!������

 C \ Dz ����*�� F % ���
��	
���)(�� ���	��2����! :?�4�; � :?�44;%
������	 �' 6�
�
����	���	� ���
����� :?�?�;% :?��?; � �����	
�����	�
��2���� ���
����� :?��?;� "����!� ����'����

���	� 
 ��
���	
� :?�4�; BΦ = F % ��� ����*�� F �7��������

 	����!� ?���� "���� �' 	����! ?��� ������	% �	� ��&��� ��2����
���
����� :?�?; 
 �-���	� R

2 \ D% ���
��	
���)(�� ����
��! 6	��



�� ��� �� ���������� ��
��� � ��������������� ����

	����! % �
���	�� ��!7����	�� V1 ����*�� :?�4�;% C>�����	�������

 �-���	� μ̃ \ D

˜ζ �

=	!�	�!% �	� ����*�� :?�4�; ���	
�	�	
��	 �����!!�	���� �
7�	��*��� M1(x, r) := (x2 + r2)−1/2% 7��	����� � 7� ���!��� :?�4,;%

� ����*�� ˜ζ−n 7�� n = 2, 3, . . . ���������� �	�
�	�� 
 ���	
�	�	
��
�����!!�	���� � 7�	��*���

Mn(x, r) :=
∂n−1M1(x, r)

∂xn−1
.

"�7���% �7������ �� 	����! ?��4% ?���% !�&�� �	
��&��	�%
�	� ���� �-���	� D �
���	�� ������������ � (0; 0) ∈ D% 	� ��
��&��! ��!7��	��! 7��!��&��	
� !��&��	
� R

2 \ D �����!!�	���>
� � 7�	��*��� ϕ(x, r)% ���
��	
���)(�� ����
��! 	����! ?���% ��
>
��!���� 7��-��&��	�� ������ !� ��!-���*��!� ����*�� Mn(x, r)%
n = 1, 2, . . . �

� ������ �������������� �-���	� D ���������� 	����!� ?��� ����>
' 
��	�� �����)(�� �	
��&������

�� �� �� � ���0� &��
 ��	��
 D ������������� � !������
ϕ(x, r) ��	���� ������ �� ���������� r � R

2 \D� ����#���� � ��	

�� ������������ ����� ����������� ������ ����������� �������
������� � ����	�������� ��������" :?�?; � R

2 \D� � ���%� �	�����
:?�D�;% :?�D,;% :?���; � ����	����	
���� �	���"

∞
∫

r

|v5(x, η)|
η

dη < ∞ ∀ (x, r) ∈ R
2 \ D : r > 0 , :?���;

��� !������ v5(x, r) ������	���� �����0������ :?�D�;� (����
�#������ ����������� ��	����!��� !������ F : C \ Dz −→ C�
����	������"#�� �	����� :?�44;% :?�D�; � ������ ��� ��� ��� (x, r) ∈
∈ R

2 \ D ����	����� �������� :?�4�;% � ������� ������ γ �����
����� %� ������� ��� � ������� ?���� &�� ���� !������ F �����
���	���� ��� %�� ��� � � ������� ?����

=	!�	�!% �	� ���	��2���� :?�D,;% :?���;% :?���; 
 7����)	��% 7�
������� !���% 
 ������% ����� ����*�� ϕ(x, r) �-��(��	�� 
 ���� ��
-����������	�% ���
��	
����	 ����
�) :?�D�;% � 	��&� �*����

|ϕ′′
xr(x, r)|+ |ϕ′′

rr(x, r)| ≤ c (|x| + |r|)−2−α ∀ (x, r) ∈ R
2 \D , :?��4;

��� α ∈ (0; 1) � 7��	������ c �� '�
���	 �	 (x, r)�



� 	!� ��������#��� ������������� ���������� � ��
��� ��
� �,

�*��� 5����������  ����������� "��
#�� ��
� 3��
���

� ����'�	����	
� 7����	�
����� ����*�� 	��� +	���� ψ(x, r) 
 R
2 \ D

���!���� :?���; ��� 
 ������ ������������% 	�� � ��������������
�-���	� D% 7��
������ 
 ��7��
����� ��� Or% ��7���'��	�� �����)(��
��!!��

.���� ���� &��
 !������ ψ(x, r) ����� � R
2 \D �����������

������ ����������� ������� �������� ��	���� ��0����� ���������
:?��; � ����	�������� �	�����

lim
r→∞,(x0,r)∈R2\D

(|ψ′
x(x0, r)| + |ψ′

r(x0, r)|
)

= 0 , x0 ∈ R , :?��D;

∞
∫

r

(

s |ψ′′
ss(x, s)|+ |ψ′′

xs(x, s)|) ds < ∞ ∀ (x, r) ∈ R
2 \D : r > 0. :?���;

(���� !������ F6(x + ir) = u6(x, r) + iv6(x, r)� ���

u6(x, r) :=

⎧

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎨

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎩

ũ6(x, r) ≡ −
∞
∫

r

ψ′
s(x, s)√
s2 − r2

ds

��� (x, r) ∈ R
2 \ D : r > 0,

−
∞
∫

0

Δψ(x, s) ds ��� (x, r) ∈ R
2 \ D : r = 0,

ũ6(x,−r) ��� (x, r) ∈ R
2 \ D : r < 0,

:?��,;

v6(x, r) :=

⎧

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎨

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎩

ṽ6(x, r) ≡ −r

∞
∫

r

ψ′
x(x, s)

s
√

s2 − r2
ds

��� (x, r) ∈ R
2 \ D : r > 0,

0 ��� (x, r) ∈ R
2 \ D : r = 0,

−ṽ6(x,−r) ��� (x, r) ∈ R
2 \ D : r < 0,

:?���;

��	����!�� � C \ Dz�

	�
 � � � � �  � � � � �� ���	� (x, r) ∈ R
2 \ D : r > 0� � 7�����

��������� � 
 ������% ��� � 7�� ����'�	����	
� ��!! ?�?% � ���	�!
���	��2���� :?��D;% :?���; 7������!

∂ũ6(x, r)
∂x

= −
∞
∫

r

ψ′′
sx(x, s)√
s2 − r2

ds ,



�� ��� �� ���������� ��
��� � ��������������� ����

∂ũ6(x, r)
∂r

=
∂

∂r

(

ψ′
r(x, r) ln r +

∞
∫

r

ψ′′
ss(x, s) ln(s +

√

s2 − r2) ds

)

=

= −1
r

∞
∫

r

s ψ′′
ss(x, s)√
s2 − r2

ds ,

∂ṽ6(x, r)
∂x

= −r

∞
∫

r

ψ′′
xx(x, s)

s
√

s2 − r2
ds = −r

∞
∫

r

ψ′
s(x, s)

s2
√

s2 − r2
ds+

+ r

∞
∫

r

ψ′′
ss(x, s)

s
√

s2 − r2
ds =

1
r

∞
∫

r

ψ′′
ss(x, s)

√
s2 − r2

s
ds + r

∞
∫

r

ψ′′
ss(x, s)

s
√

s2 − r2
ds =

=
1
r

∞
∫

r

s ψ′′
ss(x, s)√
s2 − r2

ds ,

∂ṽ6(x, r)
∂r

=
∂

∂r

∞
∫

r

ψ′′
xs(x, s) arccos

r

s
ds = −

∞
∫

r

ψ′′
sx(x, s)√
s2 − r2

ds .

"���! �-��'�!% 7�� (x, r) ∈ D : r > 0 
 7����)	�� ����
�� ��2� 3
1�!���G

∂u6(x, r)
∂x

=
∂v6(x, r)

∂r
,

∂u6(x, r)
∂r

= −∂v6(x, r)
∂x

.

"�7��� ����!������	� ����*�� F6 
 C \Dz �
���	�� �����	
��! 7���>
*�7� ��!!�	��� C��% �� �4�E� <�!!� ����'����

� ������ ������������ �-���	�D �7��
����
�� �����)(�� 	����!��
�� �� �� � ���1� &��
 ��	��
 D ����������� � !������ ψ(x, r)

��	���� ������ �� ���������� r � ��	��� R
2\D� ����#���� � ��	


�� ������������ ����� ����������� ������ ����������� �������
������� � ����	�������� ��������" :?��; � R

2 \D� � ���%� �	�����
:?��D;% :?���; � ����	����	
���� �	���"

lim
|x|+|r|→∞,(x,r)∈R2\D:r �=0

(|x| + |r|) (|u6(x, r)| + |v6(x, r)|) = 0 , :?���;

��� !������ u6(x, r)� v6(x, r) ������	�"�� �����0������ :?��,;%
:?���;� (���� �#������ ����������� ��	����!��� !������



� 	!� ��������#��� ������������� ���������� � ��
��� ��
� ��

F : C \ Dz −→ C� ����	������"#�� �	���" :?�D4; � ������ ���
��� ��� (x, r) ∈ R

2 \ D ����	����� �������� :?���;% � �������
������ γ ����� ����� %� ������� ��� � � ������� ?���� &�� ����
F (x + ir) = u6(x, r) + iv6(x, r)�

	�
 � � � � �  � � � � �� ���	� (x, r) ∈ R
2 \ D : r > 0% z = x + ir

� ���
�� γ �!��	 	���� &� �
���	
�% ��� � 
 	����!� ?���� ��� �
7�� ����'�	����	
� 	����! ?��% ����!�	��! ��	��������� ���
�����
:?���; � ����!�� ����*��� F (t)% ��	���� ���&�� - 	� ����!������ 

C \Dz � ���
��	
���	� ����
�) :?�D4;� �' ���	��2���� :?���; 7�����!
���
�����

2
π

∞
∫

r

η ũ6(x, η)
√

η2 − r2
dη = ψ(x, r) :?�,�;

	���! &� �-��'�!% ��� 7������� ����������� �!� ���
����� :?��?;% 7��
6	�! ũ6(x, η) := 1

2 (F (x + iη) + F (x − iη))�
��� 
 7������� ����
�� :?��D;% :?���; ���
����� :?�,�; �!��	 ����>

�	
����� ��2����

ũ6(x, r) = −
∞
∫

r

ψ′
s(x, s)√
s2 − r2

ds .

=7������! ����*�� u6(x, r)% v6(x, r) ���	��2����!� :?��,;% :?���;�
�' ��!! ?�4 � ����
�� :?���; ������	% �	� F (x + ir) = u6(x, r) +
+iv6(x, r) F �����	
����� ����!������ 
 C \Dz ����*��% ��� ��	����
Re F (x + ir) = u6(x, r) � 
 7�����	�� ����
�� :?�D4;� 9���� ����'�	���>
�	
� ���(��	
���	�� ���������� ����'�	����	
� 	����! ?����

=	!�	�!% �	� ����*�� :?�4�; ���	
�	�	
��	 ����*�� 	��� +	����
N1(x, r) := x (x2 + r2)−1/2% 7��	������� 7� ���!��� :?�4�;% � ����*��
˜ζ−n 7�� n = 2, 3, . . . ���������� �	�
�	�� 
 ���	
�	�	
�� ����*�� 	���
+	����

Nn(x, r) :=
∂n−1N1(x, r)

∂xn−1
.

"�7���% �7������ �� 	����! ?��4% ?�?�% !�&�� �	
��&��	�% �	�
���� �-���	� D �
���	�� ������������ � (0; 0) ∈ D% 	� �� ��&��!
��!7��	��! 7��!��&��	
� !��&��	
� R

2 \ D ����*�� 	��� +	����
ψ(x, r)% ���
��	
���)(�� ����
��! 	����! ?�?�% ��
��!���� 7��-��>
&��	�� ������ !� ��!-���*��!� ����*�� Nn(x, r)% n = 2, 3, . . . �



�� ��� �� ���������� ��
��� � ��������������� ����

� ������ �������������� �-���	� D ���������� 	����!� ?�?� ����>
' 
��	�� �����)(�� �	
��&������

�� �� �� � ����� &��
 ��	��
 D ������������� � !������
ψ(x, r) ��	���� ������ �� ���������� r � R

2 \D� ����#���� � ��	

�� ������������ ����� ����������� ������ ����������� �������
������� � ����	�������� ��������" :?��; � R

2 \D� � ���%� �	�����
:?��D;% :?���;% :?���; � ����	����	
���� �	���"

∞
∫

r

|u6(x, η)| dη < ∞ ∀ (x, r) ∈ R
2 \ D : r > 0 , :?�,�;

��� !������ u6(x, r) ������	���� �����0������ :?��,;� (����
�#������ ����������� ��	����!��� !������ F : C \ Dz −→ C�
����	������"#�� �	����� :?�D4;% :?�DD; � ������ ��� ��� ��� (x, r) ∈
R

2 \ D ����	����� �������� :?���;% � ������� ������ γ �����
����� %� ������� ��� � � ������� ?���� &�� ���� !������ F
�������	���� ��� %�� ��� � ������� ?�?��

=	!�	�!% �	� ���	��2���� :?���;% :?���;% :?�,�; 
 7����)	��% 7�
������� !���% 
 ������% ����� ����*�� ψ(x, r) �-��(��	�� 
 ����
�� -����������	�% ���
��	
����	 ����
�) :?��D;% � 	��&� �*���� 
���
:?��4; ��� 7���'
��� 5 ψ′′

xr% ψ′′
rr�



�����  � ������� !�"�#�

"�� �������������

�����		����#��

����������� �����

� �,� 4�
������	
 ��
�����
��� ��
����

�
������� ��
������ � %"����� ���

5���� � ������������ ����������� ������

����� !�	�� �������
���� ���
����� 6���7	�������� 	�7� ����
 >

�)	�� �� ��	������� 5 7����	�
�����5 ��2����� 9��	�	���� 6����>
	�
� !� 
 7����&����5 �
��)	�� ��	������� � 7����	�
����� ��2�>
��� ����' �����	������� ����*�� ��!7������� 7���!������

�'
��	�� :�!�% ��7��!��% !��������� C��% ��E;% �	� ����*��

ϕ(x, r) =
1
π

π
∫

0

F (x + ir cos τ) dτ :���;

�
���	�� ��2����! ���
����� :?�?; 
 �-���	� D% 7��
������ 
 ��>
7��
����� ��� Or% 7�� ����
��% �	� F (z) F �����	������� ����*��

 �-���	� Dz ��!7������� 7������	��

� !��������� C��E 7���'��� 	��&�% �	� 7��� ����*�� :���; �

ψ(x, r) =
1
π

r
∫

0

y

(

π
∫

0

F ′(x + iy cos τ) dτ

)

dy :��?;

��



�? ��� �� 
������ ������ ��� ��������������) ����"

�
���	�� ��2����! ���	�! :?��; 7�� 	�5 &� ����
��5% ����&��� 5 ��
����*�) F (z)% �	� � 
 ���!��� :���;�

��� 7�!�(� ����-� H% ����!�	������ 
 7��� ��(�� ���
�% 

��-�	� C4�E 7������� -���� 7���	��% ��! :��?;% 
 ��&���� ��� ����*��
	��� +	����

ψ(x, r) =
r

πi

π
∫

0

F (x + ir cos τ) cos τ dτ ,

��	���� 
!��	� � 7�	��*����! :���; �-��'��	 ��2����! ���	�! :?��; 

7��
������ 
 ��7��
����� ��� Or �-���	� DN '���� F (z) 	�� &�% ��� �

 ���!��� :���;% �
���	�� �����	������� ����*��� 
 �-���	� Dz�

9�� ���
����� :?�?; �'
��	� 	��&� �-��	� � 	����! �- ��	�>
������ 5 7����	�
�����5 ��� ��2����� "��% 
 !��������� C��E �!�>
�	�� ��'���	�	G ���� ��2���� ϕ(x, r) ���
����� :?�?; �
���	�� �����>
	������! 
 �����	���	� 	���� (x0, 0)% 	� ��	� ��7�����	 ��'��&����

 �	�7����� ��� 7� 7���'
������! �	�7���� (x − x0) � r% 	� 
 6	�� &�
�����	���	� ϕ(x, r) 7����	�
�!� ���!���� :���;% ��� F (z) F ������	���
�����	������� ����*�� ��!7������� 7���!����� z = x + ir�

�' ��'���	�	�
 ��-�	 C�?E ������	% �	� ��2���� ϕ(x, r) ���
�����
:?�?;% �����	������� 
 7��
������ 
 ��7��
����� ��� Or �-���	� D%
7����	�
���	�� ���!����

ϕ(x, r) =
1
π

1
∫

0

F (x + ir(1 − 2τ))
√

τ(1 − τ)
dτ , :���;

��� F (z) F ����	���� ����*��% �����	������� 
 �-���	� Dz� ���
�-�-(���� 6	��� ��'���	�	� 
 ��-�	� C?�E 7���'���% �	� ���!���� :���;
7����	�
���	�� ��&��� ��7��� 
��� 
 D ��2���� ϕ(x, r) ���
�����
:?�?;% �!�)(�� 
�� ��� Ox ��7��� 
� � ���	� � 7���'
��� � 
	�����
7������� � ��-�	� C��E 7�	�! 7��
������ ���
����� :���; � ���'
��	���
����*��� F � ��	��������!� ���
����) .-��� 7������� ���!��� �->
��(���� ��	���������� 7����	�
����� :���;% 	� ��	� ���!���% 
 ��&�>
)(�� �����	������) ����*�) F (z) ����' ���	
�	�	
�)(�� ��2����
���
����� :?�?;�

=	!�	�!% �	� ��2���� ���
����� :?�?; �
���	�� ��!7����	��
����	���� �-�-(����� �����	������� ����*�� W (z) = ϕ(x, r)+iv(x, r)
��!7������� 7���!����� z = x + ir% ���
��	
���)(�� ���
����)

(

∂

∂x
+ i

∂

∂r

)

∂W (x + ir) − 1
2r

(

W (x + ir) − W (x + ir)
)

= 0, :��4;



� 	$� ��������� � ��
��� ��
� � ����������" ������� ��

��	���� �
���	�� ��!7������� ���!�� �-�-(����� ���	�! ��2� 3
1�!��� � ����������� ������ r = 0� � ��-�	� C,�E ��� 7��
������ 

��7��
����� !��!�� ��� �-���	� Dz ��� ��� 
��2��� �	����	�����
Dz �-���	� C \ Dz ��	���
��� ��	������� � 7����	�
����� ��2����
���
����� :��4;% ��������� � 7� �
��!� 
��� 
 ��&����! :���; � :?��,;%
:?���;� ���!� 	���% 
 C,�E 7������ ���!�� �-��(���� ���'��� 5
��	������� 5 7����	�
������

� !��������� C�4E ��'
�	� 	����� p>�����	������5 ����*�� ��!7>
������� 7���!�����% ���	� ! ������! ��	�� 5 7�� p = x �
��)	�� 	��
��' 
��! � x>�����	������� ����*��� ��!7����	 x>�����	�������
����*�� ���
��	
���)	 ���	�!� ���
����� � ���	� !� 7���'
��� !�%
��	���� 
 ��&���	�� �� ��� x = 0 � ���������� ���	�!� :?��;� ��� 6	�!

 C�4E 7�����&�� ��� ��	������� 5 7����	�
����� x>�����	������5
����*�� ����' �����	������� ����*�� ��!7������� 7���!�����
� ��	���
��� ���!�� �-��(���� ���'��� 5 ��	������� 5
7����	�
������ 1�� ���!�� �-��(���� ��	������� 5 7����	�
�����
x>�����	������5 ����*�� 7������ 	��&� 
 ��-�	�5 C?�% D�% ��E�

��	������� � 7����	�
����� ��2���� ���
����� :?�?;% 7�5�&��
7� �
��!� 
��� � 7����	�
�����!� x>�����	������5 ����*��%
��7���'�
�� 
 ��-�	� C�DE 7�� �'������ '���� ��'�
�� ����!���% �

 ��-�	� C�E 7�� ��2���� ����	�� 5 �����!!�	���� 5 '���� 	�����
�7�����	� ��7���'�
�� ��	������� � 
 ��&����% 7�5�&�� 7� �
��!�

��� � ��	������� !� 
 ��&����!� :?��,;% :?���;�

� 6	�� ���
� -���	 7���'���% �	� ��	������� � 7����	�
�����
�����!!�	������� 7�	��*���� � ����*�� 	��� +	���� 
��� :?��,;%
:?���;% 7������� � 
 7��� ��(�� ���
� 7�� 7�!�(� ���
� 5
7�����&���� ����!���� 5 ����*�� ��!7������� 7���!�����

 ����-�� HC% ��7����)	 �-�-(���� �� ������ ��!!�	������
�	����	����� ��� Ox �����
�'��� �-���	� 7���'
������ ���! 
:	� ��	� �-���	� !�&�	 � �� - 	� 7��
������ 
 ��7��
����� ��� Or;%
7�� 6	�! -���	 ����'�� ��� 7��! �% 	�� � �-��	� � 	����! �

�&��� 6����� �������� ���	� D F �-���	� !���������� 7������	�
xOr% ��!!�	������ �	����	����� ��� Ox� 0���
�!��% �	� 
�)��

 �������2�! �-���	� Dz ��!7������� 7������	� C% ������6�	���
�-���	� D 7�� ���	
�	�	
�� z = x+ir, (x, r) ∈ D% �
���	�� �����
�'����
����&�	���� ! ��7��
�����! �-5��� �����* ∂Dz -���! ���	�	�
	���� ��7��
�����% 7�� ��	���! �-���	� Dz ��	��	�� ���
�� � ������%
����� �����*� ∂Dz �!��	 ��7��	�� 7���������� � 
�(��	
����� 7��!��%
�-�'����! b1 := min

z∈∂Dz∩R

Re z � b2 := max
z∈∂Dz∩R

Re z�



�4 ��� �� 
������ ������ ��� ��������������) ����"

9�� ��&��� 	���� z ∈ Dz% ��� ��	���� Im z 	= 0% '���������!
7���'
�����) &������
� �7��!���!�) ���
�) Γzz̄% ��&�(�) 

�-���	� Dz% ��!!�	�����) �	����	����� ����	
�	������ ��� �
�������)(�) 	���� z% z̄� H��� 7�� 6	�! �-���	� Dz ������������% �
�� �����*� ∂Dz �
���	�� ������������% 	� ����
�!�� 	��&�% �	� 
��
���
 � Γzz̄ 7�������)	 ����	
�	�����) ��� �� ��	��
��� (−∞, b1)�

H��� z ∈ Dz � Im z 	= 0% 	�
√

(t − z)(t − z̄) 7���!��! ���

��7��� 
��) 
�	
� ����*�� H(t) =
√

(t − z)(t − z̄)% �����	������� 
��
��'��'� 
���� ���
�� Γzz̄% 	���)% �	� H(t) > 0 7�� 
��5 t > max

z∈Γzz̄

Re z�

1���!�	��! ������� �-���	�D � &������
�� �������� �7��!���!��
�����*��� +7��
����
� �����)(�� 	����!�% ����'�	����	
� ��	����
���������� ����'�	����	
� 	����! ?���

�� �� �� � ���� &��
 ��	��
 D :��� ������������� ��� �
��������������; ����� %�������� 	���	
�� ����	����" ������� ∂D
� !������ f ��������� �� ∂Dz� (���� ���� !������

ϕ(x, r) =

⎧

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎨

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎩

1
2πi

∫

∂Dz

f(t)
√

(t − x − ir)(t − x + ir)
dt ��� r 	= 0;

1
2πi

∫

∂Dz

f(t)
t − x

dt ��� r = 0,

������������ ������� ∂Dz � x < b2

�	� �������������� ������� ∂Dz;

− 1
2πi

∫

∂Dz

f(t)
t − x

dt ��� r = 0,

������������ ������� ∂Dz � x > b2;

:��D;

ψ(x, r) =

⎧

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎨

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎩

1
2πi

∫

∂Dz

f(t)

(

1 − t − x
√

(t − x − ir)(t − x + ir)

)

dt

��� r 	= 0;
0 ��� r = 0, ������������ ������� ∂Dz � x < b2

�	� �������������� ������� ∂Dz;
1
πi

∫

∂Dz

f(t) dt ��� r = 0,

������������ ������� ∂Dz � x > b2

:���;

��	���� ��0����� ����� :?��; � ��	��� D� 1���� ����� !������
:��D;% :���; ��	�"�� ������������ ��0������ ��������� :?�?;% :?��;
� ��	��� D�



� 	$� ��������� � ��
��� ��
� � ����������" ������� �D

� ������ ������������ �-���	� D% �����*� ��	���� !�&�	 - 	� ���
�7��!���!��% 	�� � ���7��!���!�� ���
��% �7��
����
�� �����)(��
	����!��

�� �� �� � ���� 1�%��� ��	����!��� � ������������ ��	��� Dz

!������ F ����������� ���� ϕ(x, r)� ψ(x, r) ��0���� ����� :?��;
� ��	��� D� ������	����� !����	��� :?��,;% :?���;% ��� (x, r) ∈ D�
z = x + ir� γ ' �������	
��� ��������� %�������� ����	�����
������ � Dz� ��������"#�� �����" Γzz̄� &�� ���� !������ :?��,;%
:?���; ��	�"�� ������������ ��0������ ��������� :?�?;% :?��; �
��	��� D�

	�
 � � � � �  � � � � �� ���	� ε := 1
2 min

t∈∂Dz, τ∈Γzz̄

|t − τ |� � ����

��!7��	���	� ���
�� Γzz̄ ��(��	
��	 7��� 	�� 6	�� ���
�� ������ !
�����! �	�� 	 5 �����
 ������� ε � *��	��!� 
 	����5 ���
��
Γzz̄� "���� ���
�� γ !�&�	 - 	�% 7� ������� !���% �����*� �-���	�%
��	���� �
���	�� �-8��������! ���'��� 5 �����
� "�7��� �	
��&�����
	����! ������	 �' 	����! ����

� ������ �������������� �-���	� D � 7���'
������ �����*��
���������� ��	���
��
��	�� �����)(�� 	����!��

�� �� �� � ���� 1�%��� ��	����!��� � �������������� ��	���
Dz !������ F � ����	������"#�� �	���"

lim
z→∞, z∈Dz

F (z) = 0, :��,;

����������� ���� ϕ(x, r)� ψ(x, r) ��0���� ����� :?��; � ��	��
�� D$

ϕ(x, r) =

⎧

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎨

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎩

1
2πi

∫

γ

F (t)
√

(t − z)(t − z̄)
dt ��� r 	= 0;

F (x) ��� r = 0, ������������ ������� ∂Dz

� x < b2 �	� �������������� ������� ∂Dz;
−F (x) ��� r = 0,

������������ ������� ∂Dz � x > b2;

:���;

ψ(x, r) =

⎧

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎨

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎩

1
2πi

∫

γ

F (t)

(

1 − t − x
√

(t − z)(t − z̄)

)

dt ��� r 	= 0;

0 ��� r = 0, ������������ ������� ∂Dz

� x < b2 �	� �������������� ������� ∂Dz;
1
πi

∫

γ0

F (t) dt ��� r = 0,

������������ ������� ∂Dz � x > b2,

:���;



�� ��� �� 
������ ������ ��� ��������������) ����"

��� (x, r) ∈ D� z = x + ir� γ ' �������	
��� ��������� %�����
���� ����	����� ������ � Dz� ��������"#�� �����" Γzz̄� � γ0 '
�������	
��� ��������� %�������� ����	����� ������ � Dz� �����
����"#�� ������� ∂Dz� &�� ���� !������ :���;% :���; ��	�"�� ��
����������� ��0������ ��������� :?�?;% :?��; � ��	��� D�

=��
����% �	� ���� �-���	� Dz ������������% � ����*�� F ����>
!����� 
 Dz � ���
��	
����	 ��7����	�����!� ����
�)

∫

Γ

F (t) dt = 0, :����;

��� Γ F 7���'
������ '�!���	�� &������
� �7��!���!�� ���
�� 

Dz% 	� ��
���	
� :���; 7��
��(��	�� 
 ���!��� :?���;� J�!�	�!% �	�
���� 7�� 6	�! �������������� �-���	�Dz �!��	 �����������) �����*�%
	� ����!������ 
 Dz ����*�� F % ��	���� �-��(��	�� 
 ���� ��
-����������	�% ���
��	
����	 ����
�) :����; 	���� � 	����� 	����%
����� ��� �!��	 
 -��������� ��������� 	���� ���� �� ��&� 
	�����
7������% 	� ��	� ���
��	
����	 ���	��2���)

lim
z→∞, z∈Dz

z F (z) = 0. :����;

=��
����% �	� ���� Dz F ������������ �-���	� �� �7��!���!��
�����*��% � ����*�� F 
 �-���	� Dz 7�������&�	 ������ +!����
�
E1 :�!�% ��7��!��% C�,% �� ?�DE;% 	� ��	����� 
 ���!���5 :?��,;% :?���;
!���	 - 	� '�!���� 	���!� &� ��	������!� 7� �����*� ∂Dz% 	� ��	�
��
���	
� :?��,;% :?���; 7�� �)-�! (x, r) ∈ D 7���-��'�)	�� � 
���

ϕ(x, r) =

⎧

⎪

⎨

⎪

⎩

1
2πi

∫

∂Dz

F (t)
√

(t − z)(t − z̄)
dt 7�� r 	= 0,

F (x) 7�� r = 0,

:���?;

ψ(x, r) =

⎧

⎪

⎨

⎪

⎩

− 1
2πi

∫

∂Dz

F (t) (t − x)
√

(t − z)(t − z̄)
dt 7�� r 	= 0,

0 7�� r = 0,

:����;

��� z = x+ir% F (t) F ����
 � ������� � '������� ����*�� F % ��	�� �%
��� �'
��	�� C�,% �� ?�DE% ��(��	
�)	 7��	� 
� 
��5 	����5 t ∈ ∂Dz�

H��� &� Dz F �������������� �-���	� � �������� �7��!���!��
&������
�� �����*��% � ����*�� F 7�������&�	 ������ +!����
� E1



� 	$� ��������� � ��
��� ��
� � ����������" ������� �,


 Dz � ���
��	
����	 ����
�) :��,;% 	� 7�� (x, r) ∈ D ��
���	
� :���;
���������� 7��
���	�� � 
���

ϕ(x, r) =

⎧

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎨

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎩

1
2πi

∫

∂Dz

F (t)
√

(t − z)(t − z̄)
dt 7�� r 	= 0;

F (x) 7�� r = 0, ������������ �����*� ∂Dz

� x < b2 ��� �������������� �����*� ∂Dz;
−F (x) 7�� r = 0, ������������ �����*� ∂Dz

� x > b2,

:���4;

��� z = x+ir% F (t) F ����
 � ������� � '������� ����*�� F � H��� &�
7�� 6	�! ����*�� F ���
��	
����	 ����
�) :����;% 	� ��
���	
� :?���;%

 �
�) �������% 7���-��'��	�� � 
��� :����;�

�&��� 7������� �������� +7��
����
 �-��	� � � 	����!�! 7��>
� ��(��� 7���	� �	
��&����� �- ��	������� 5 7����	�
�����5 ���>
��!!�	���� 5 7�	��*����
 � ����*�� 	��� +	���� 
 �-���	�5 !���>
������� 7������	�� +���!������! �5 ������� 
 ������ ������������
�-���	� D�

�� �� �� � ���� �	� ��%��� ������ �� ���������� r !������
ϕ(x, r)� ����	������"#�� ��������" :?�?; � ������������ ��	���
D� �#������ ����������� ��	����!��� � ��	��� Dz !������
F : Dz → C� ����	������"#�� �	���"

F (z̄) = F (z) ∀ z ∈ Dz :���D;

� ������ ��� �������� :?��,; ����	����� �	� ��� (x, r) ∈ D� ���
���� ������ γ ����� ����� %� ������� ��� � � ������� ��?�

�� �� �� � ��*� �	� ��%��� ������ �� ���������� r !������
ψ(x, r)� ����	������"#�� ��������" :?��; � �	���" :?��,; � �������
������ ��	��� D� �#������ ��	����!��� � ��	��� Dz !������
F0 ������ ��� �������� :?���; ��� F = F0 ����	����� �	� ���
(x, r) ∈ D� ��� ���� ������ γ ����� ����� %� ������� ��� � �
������� ��?� 1���� ����� 	"��� ��	����!��� � Dz !������ F � ����	��
�����"#�� �������� :?���; � �	���" :���D;% �������	���� � ����
F (z) = F0(z) + C� ��� C ' ��������� ��������	
��� ����������

"���! �-��'�!% ���!�	�� �� 	�% �	� ����*�� :?��,;% :?���; ���
>
��	
���)	 ���
�����! :?�?;% :?��; 
 �-���	� D 7�� 7���'
������ ��>
��!������ 
 Dz ����*�� F % 7� ��(��	
�% ��&� � �����!!�	���� �
7�	��*��� ϕ(x, r) � ��&��� ����*�� 	��� +	���� 
 �-���	� D
7����	�
��)	�� ���!���!� :?��,;% :?���;% 
 ��	�� 5 ����!������
����*�� F ���
��	
����	 ��7����	�����!� ����
�) ��!!�	��� :���D;�



�� ��� �� 
������ ������ ��� ��������������) ����"

=	!�	�!% �	� ���� ����!������ 
 Dz ����*�� F �� ���
��	
����	
����
�) :���D;% 	� ����*�� :?��,;% :?���;% 
��-(� ��
���% �
��)	��
��!7������'���� !��

� ������ �������������� �-���	� D% �!�)(�� �����������)
�����*�% �7��
����
 �����)(�� 	����! �

�� �� �� � ��&� &��
 D ' �������������� ��	��
  �������
������ ��������� (���� �	� ��%��� ������ �� ���������� r !������
ϕ(x, r)� ����	������"#�� ��������" :?�?; � ��	��� D � ����#�"#���
� � ��	
 �� ������������ �#������ ����������� ��	����!���
� ��	��� Dz !������ F � ����	������"#�� �	����� :��,;% :���D; �
������ ��� �������� :���; ����	����� �	� ��� (x, r) ∈ D�

�� �� �� � ��+� &��
 D ' �������������� ��	��
 
������������ ��������� (���� �	� ��%��� ������ �� ���������� r
!������ ψ(x, r)� ����	������"#�� ��������" :?��; � ��	��� D �
�	���" :?��,;% � ���%� ����#�"#��� � ��	
 �� ������������
�#������ ����������� ��	����!��� � ��	��� Dz !������ F �
����	������"#�� �	����� :����;% :���D; � ������ ��� ��������
:?���; ����	����� �	� ��� (x, r) ∈ D� ��� ���� ������ γ �����
����� %� ������� ��� � � ������� ����

9���'�	����	
� 	����! ��4 3 ��, 7��
���	�� ��&� 7���� ���(�>
�	
����� �����*�� '���� 9���5�� ��� �����!!�	������� 7�	��*����
� ����*�� 	��� +	���� � ��	������� ! ���
�����! I�������!�

	����� ���� �� ����	
�	������ ���� .�������� � 	����!�! ��4 3 ��,
�	
��&����� ����'�� 
 	����!�5 ?��% ?��% ?��� 3 ?�?� ��� �-���	��
�7�*�������� 
��� :7��
���� 5 
 ��7��
����� ��� Or ��� ��7�������
� �5 '�! ����); 7�� ����	�� 5 ��7����	���� 5 7���7���&����5 �
����*��5 ϕ(x, r)% ψ(x, r)% 7�� 6	�! ����!���� � ����*�� F ������ 

 �
��! 
����

� �0� 6������	
 ������� ��
����
�������

��
������ � %"����� ��� 5���� �

������� � �������
���� ������
�

L���! ����!�	��
�	� 	�7��� 
 �����	
� Dz �-���	� � '�!���	�� &��>
����
�� �7��!���!�� �����*���

1���!�	��! '�!���	�) &������
� �7��!���!�) ���
�) γ%
��!!�	�����) �	����	����� ����	
�	������ ���� ��� 6	�! ����' D+

z

�-�'����! �����������) �-���	�% � ����' D−
z F �������������)



� 	%� ��������� ���"���� ���������� � ��
��� ��
� ��

�-���	�% �-(�� �����*�� ��	�� 5 �
���	�� γ� =	!�	�!% �	� 

���	
�	�	
�� � 7����	�� 
 7��� ��(�! 7�������� ����
�������	�)
�����* ∂D+

z � ∂D−
z �!�)	 7��	�
�7���&��) �����	�*�)�

�' �
�5 ��� ���
�� γ% �������)(�5 �� 	���� z1 � z2% ����' γz1z2

�-�'����! ���� �� -���2�� ���� � =-�'����! ����' l(z1, z2) ����� ����
γz1z2 % � ����' d(z1, z2) := sup

t,z∈γz1z2

|t − z| F ���!�	� 6	�� �����

L���! ��7���'�
�	� ��������) !�	�������) 5����	����	��� ���>

�� γ 
 	���� zG

θz(ε) := mes {t ∈ γ : |t − z| ≤ ε} ,

��� mes �-�'�����	 �������) !��� <�-��� �� ���
�� γ% � 	��&� ���>
-�����) 5����	����	��� 6	�� ���
�� :�!�% ��7��!��% C,4E;

θ(ε) := sup
z∈γ

θz(ε) .

A���' Lp(γ) �-�'����! -���5�
� 7���	����	
� ��!!����! 5 

�	�7��� p ����*�� f : γ → C � ���!��

‖f‖Lp
:=
(∫

γ

|f(t)|p |dt|
)1/p

,

� ����' L∞(γ) F -���5�
� 7���	����	
� ��(��	
���� ���������� 5
����*�� f : γ → C � ���!��

‖f‖L∞ := ess sup
t∈γ

|f(t)| .

A	�- �7���	� 7������� � �
���	
� �����!!�	������� 7�	��*����
� ����*�� 	��� +	����% '����� 5 
 �-���	�5 D+

z � D−
z % �7������!

√

(t − z)(t − z̄) 7�� z ∈ γ, Im z 	= 0� � 6	�! ������ ����!�	��! ��'��'
7������	� C 
���� ��'�!���	�� ���
�� Γγ

zz̄ � ���*�!� z � z̄ 	����%
�	� Γγ

zz̄ ⊂ γ � b1 ∈ Γγ
zz̄� "�7���

√

(t − z)(t − z̄) -���! 7���!�	� ���

��7��� 
��) 
�	
� ����*�� H(t) =
√

(t − z)(t − z̄)% �����	�������

�� ��'��'� 
���� ���
�� Γγ

zz̄% 	���)% �	� H(t) > 0 7�� 
��5 t ∈ R :
t > max

z∈Γγ
zz̄

Re z� �
���! 	��&� �-�'������� (
√

(τ − z)(τ − z̄))± :=

:= lim
t→τ,t∈Dz±

√

(t − z)(t − z̄) 7�� τ ∈ γ \ {z, z̄}�

�+��� ��������� ���$���� ����������������  ����#���� �
�����)(�� 	����!� 7��
���� ����
��% ���	�	��� � ��� ��7��� 
����



��� ��� �� 
������ ������ ��� ��������������) ����"

7�����&���� ����*��

f±
pot(z) :=

⎧

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎨

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎩

1
2πi

∫

∂D±
z

f(t)
√

(t − z)(t − z̄)
dt 7�� Im z 	= 0,

1
2πi

∫

∂D±
z

f(t)
t − z

dt 7�� Im z = 0, z < b2,

− 1
2πi

∫

∂D−
z

f(t)
t − z

dt 7�� Im z = 0, z > b2

�' �-���	� D±
z �� �����*� ∂D±

z N 7�� 6	�! ��7���'��	�� ������� �
*��	����
��� � :�	����	����� 	���� z ∈ E; !����� ��7��� 
���	�
����*�� f �� !��&��	
� E ⊂ CG

ωE,z(f, ε) := sup
t∈E,|t−z|≤ε

|f(t) − f(z)| .

�� �� �� � ��/� &��
 γ ' ��������� %�������� ����	�����
������� ����������� �������	
�� ��������	
��� �� � ������
���

θ(ε) = O(ε) , ε → 0 . :����;

,	� f ∈ Lp(γ), 2 < p ≤ ∞� �� !������ f±
pot ���������� �����	%����

�� ��	��� D±
z � ����� ���%���� ∂D±

z \ {b1, b2} � �� �����	
���
�������� ��� z ∈ ∂D±

z \ {b1, b2} ����%�"�� !����	��

f±
pot(z) =

1
2πi

∫

∂D±
z

f(t)
(
√

(t − z)(t − z̄) )∓
dt. :���,;

&�� ���� �	� ��%��� ����� z0 ∈ ∂D±
z \ {b1, b2} � 	"��� �����

z1 ∈ ∂D±
z � �	� ������� |z1−z0| ≤ | Im z0|/2� ����	����� ����������

|f±
pot(z1) − f±

pot(z0)| ≤ c ‖f‖Lp

1
√| Im z0|

Ω(z0, z1), :����;

��� Ω(z0, z1) = (d(z0, z1))
p−2
2p ��� 2 < p < ∞ � Ω(z0, z1) =

√

d(z0, z1)+
+
√|z1 − z0| ln 1

|z1−z0| ��� p = ∞� � ��������� c ������ ��	
��
�� ������ γ�

,	�� ����� ����� !������ f � ����� bj� ��� j = 1 �	� j = 2�
����� �����	

lim
t→bj , t∈Ef

f(t) =: f(bj) :����;



� 	%� ��������� ���"���� ���������� � ��
��� ��
� ���

�� ���������� ���%���� Ef ⊂ γ ������� ��� 	������� ����
4����� ������� γ \ Ef ����� ��	"� � �#������ ����	�����
�������	

∫

γ

f(t) − f(bj)
t − bj

dt, :��?�;

� ���%� ����	����� ������������� �����0����

d(z,bj)
∫

| Im z|

ωEf ,z(f, τ)
τ

dτ → 0, z → bj , z ∈ Ef , :��?�;

�� !������ f±
pot ���������� �����	%���� �� ��	��� D±

z ���%�
� ����� bj � ��� ����

lim
z→bj , z∈∂D+

z

f+
pot(z) = f(bj) +

1
2πi

∫

∂D+
z

f(t) − f(bj)
t − bj

dt, :��??;

lim
z→bj , z∈∂D−

z

f−
pot(z) =

(−1)j−1

2πi

∫

∂D−
z

f(t) − f(bj)
t − bj

dt. :��?�;

������! '����% �	� 
 ��
���	
� :���,; 
 7����	��������! 
 ��&����

7�� t ∈ γzz̄ 7������� � '�������
(√

(t − z)(t − z̄)
)∓

��
7���)	 ��

'�������!� ����*��
√

(t − z)(t − z̄) �� 7��
�! �	����	����� 7���&�>
	������� ��7��
����� �-5��� �����* ∂D±

z ���) ��'��'�� =	!�	�!
	��&�% �	� ��	����� 
 ���	��2���� :��?�; 7���!��	�� ��� 
��5���
��	����� 9��-��

	�
 � � � � �  � � � � � � � � � ��� ��/� H��� f ∈ L∞(γ)% 	� ���>

����% �	� '������� ����*��% �7�������!�� ��
���	
�! :���,;% ������ 

� 
��5 	����5 z ∈ ∂D±

z \ {b1, b2}�
���	� 	�7��� f ∈ Lp(γ)% 2 < p < ∞% � z ∈ ∂D±

z \ {b1, b2}� =-�'����!
q := p

p−1 % γ+ := {t ∈ γ : Im t > 0} � γ− := {t ∈ γ : Im t < 0}� "���� �
���	�! ����
���	
� #������� �!��!

∫

∂D±
z

∣

∣

∣

∣

f(t)
(
√

(t − z)(t − z̄) )∓

∣

∣

∣

∣

|dt| ≤

≤
( ∫

∂D±
z

|f(t)|p |dt|
)1/p( ∫

∂D±
z

|dt|
|(√(t − z)(t − z̄) )∓|q

)1/q

≤



��? ��� �� 
������ ������ ��� ��������������) ����"

≤ ‖f‖Lp

( ∫

γ+

|dt|
√|t − z|q |t − z̄|q +

∫

γ−

|dt|
√|t − z|q |t − z̄|q

)1/q

. :��?4;

��������� ���� �' 	���� z � z̄ 7�������&�	 !��&��	
� γ+% �

	���� F !��&��	
� γ−% 	�% �� ��������
�� �-(���	�% ���	��!% �	�
z ∈ γ+� "���� � ���	�! ��!! � ��-�	 C,4E 7������! �*���� ��	������
7� !��&��	
� γ+G

∫

γ+

|dt|
√|t − z|q|t − z̄|q ≤ 1

| Im z|q/2

∫

γ+

|dt|
|t − z|q/2

≤ 1
| Im z|q/2

d
∫

0

dθz(τ)
τ q/2

, :��?D;


 ��	���� d := max
t,z∈γ

|t − z|% � ��	����� 7� !��� θz(τ) 7���!��	��

��� ����-�	
��� � ��	����� 1�!��� 3 +	��	����� .���������� �*����
�!��	 !��	� � ��� ��	������ 7� !��&��	
� γ−�

"�7��� �*���! ����-�	
��� � ��	����� 1�!��� 3 +	��	���� �
���	�! 7�����&���� � ��-�	 CD4E :�!� 	��&� ����'�	����	
� 	����! 
� ��-�	 C��E; 	��% �	� -���! �!�	�

1
| Im z|q/2

d
∫

0

dθz(τ)
τ q/2

≤ q

2(2q/2 − 1)| Im z|q/2

d
∫

0

θz(2τ)
τ

dτ

τ q/2
. :��?�;

J���� ��	����� 
 7��
�� ���	� ����
���	
� ��(��	
��	% 7� �������
!���% ��� ����-�	
��� � 
��5��� ��	����� 9��-��

�' 7������� 5 �*���� � ����
�� :����; ���
��� ! �-��'�! ������	%
�	� 7�� f ∈ Lp(γ)% 2 < p < ∞, '������� ����*��% �7�������!��
��
���	
�! :���,;% ������ 
� 
��5 	����5 z ∈ ∂D±

z \ {b1, b2}�
9�� ����'�	����	
� ��7��� 
��� 7�����&�!��	� ����*�� f±

pot 

	���� !��&��	
� ∂D±

z \ {b1, b2} 7�� 2 < p < ∞ ����!�	��! 	����
z0 ∈ ∂D±

z \ {b1, b2} � 	���� z1 ∈ D±
z 	���)% �	� ε := |z1 − z0| ≤ | Im z0|/2�

=-�'����! ����' z2 ���� �' -��&��2�5 � 	���� z1 	���� �����* ∂D±
z �

�
���! 
 ����!�	����� !��&��	
�

Γ1 := {t ∈ ∂D±
z : |t − z0| ≤ 2ε} ∪ γz0z2 , Γ1 := {t : t ∈ Γ1} ,

Γ2 := {t ∈ ∂D±
z : 2ε < |t − z0| ≤ | Im z0|} \ γz0z2 , Γ2 := {t : t ∈ Γ2} ,

Γ3 := ∂D±
z \ (Γ1 ∪ Γ1 ∪ Γ2 ∪ Γ2 )

� ����!�	��! ��'���	�

f±
pot(z1) − f±

pot(z0) =



� 	%� ��������� ���"���� ���������� � ��
��� ��
� ���

=
1

2πi

∫

Γ1

f(t)
√

(t − z1)(t − z̄1)
dt − 1

2πi

∫

Γ1

f(t)
(
√

(t − z0)(t − z̄0) )∓
dt+

+
1

2πi

∫

Γ1

f(t)
√

(t − z1)(t − z̄1)
dt − 1

2πi

∫

Γ1

f(t)
(
√

(t − z0)(t − z̄0) )∓
dt+

+
1

2πi

∫

Γ2

f(t)
(

(
√

(t − z0)(t − z̄0) )∓ −√(t − z1)(t − z̄1)
)

√

(t − z1)(t − z̄1) (
√

(t − z0)(t − z̄0) )∓
dt+

+
1

2πi

∫

Γ2

f(t)
(

(
√

(t − z0)(t − z̄0) )∓ −√(t − z1)(t − z̄1)
)

√

(t − z1)(t − z̄1) (
√

(t − z0)(t − z̄0) )∓
dt+

+
1

2πi

∫

Γ3

f(t)
(

(
√

(t − z0)(t − z̄0) )∓−√(t − z1)(t − z̄1)
)

√

(t − z1)(t − z̄1) (
√

(t − z0)(t − z̄0) )∓
dt =:

7
∑

j=1

Ij . :��?,;

��7���'�� ����
���	
� #�������% � 	��&� ����
���	
� |t − z̄1| ≥
≥ | Im z1| ≥ | Im z0|/2 � |t − z1| ≥ |t − z2|/2% ��	�� � 
 7����)	�� 7��

��5 t ∈ Γ1% 7������!

|I1| ≤ 1
2π

( ∫

Γ1

|f(t)|p |dt|
)1/p( ∫

Γ1

|dt|
|√(t − z1)(t − z̄1)|q

)1/q

≤

≤ 1
2π

‖f‖Lp

1
√| Im z1|

( ∫

Γ1

|dt|
|t − z1|q/2

)1/q

≤

≤ 1
π

‖f‖Lp

1
√| Im z0|

( ∫

Γ1

|dt|
|t − z2|q/2

)1/q

.

9���� ��	����� �*���
��	�� �
��5� ������� ���	
�	�	
�)(�! ��	�>
�����! 1�!��� 3 +	��	���� 7� �������� � �*����� :��?D;% � '�	�!
���������� �*���� :��?�; F 
��5��! ��	������! 9��-�� � ��'���	�	�
7������! ���	��2����

|I1| ≤ c‖f‖Lp

1
√| Im z0|

(d(z0, z2) + ε)
2−q
2q =

= c‖f‖Lp

1
√| Im z0|

(d(z0, z2) + ε)
p−2
2p ,



��4 ��� �� 
������ ������ ��� ��������������) ����"

��� 7��	������ c '�
���	 	����� �	 ���
�� γ�
��	����� I2% I3% I4 �*���
�)	�� ���������� ��	������ I1�
��� �*���� ��	������
 I5% I6% I7 ��7���'��	�� �*����

∣

∣

√

(t − z0)(t − z̄0) −
√

(t − z1)(t − z̄1)
∣

∣ ≤

≤ c
√

|(t − z0)(t − z̄0) − (t − z1)(t − z̄1)| =

= c
√

|(t − z1)(z̄0 − z̄1) + (t − z̄0)(z0 − z1)| ≤
≤ c

√

ε (|t − z1| + |t − z̄0|), :��?�;

��	���� 
 7�����	�� ��� 
��5 t ∈ ∂D±
z \ (Γ1 ∪Γ1) � ����	���� �-���)	>

��� 7��	������ c�
=*���! !����� ��	������ I5� ��7���'�� ����
���	
� #������� �

�*���� :��?�;% 7������!

|I5| ≤ 1
2π

( ∫

Γ2

|f(t)|p |dt|
)1/p

×

×
( ∫

Γ2

|√(t − z0)(t − z̄0) −
√

(t − z1)(t − z̄1)|q
|√(t − z1)(t − z̄1)

√

(t − z0)(t − z̄0)|q
|dt|
)1/q

≤

≤ c ‖f‖Lp

(

∫

Γ2

(
√

ε (|t − z1| + |t − z̄0|)
√|t − z1||t − z̄1||t − z0||t − z̄0|

)q

|dt|
)1/q

; :��?�;

'���� � ����� 7�� �*���� ��	������
 I5% I7 ����' c �-�'����� 7��	���>
� �% '������� ��	�� 5 '�
���	 	����� �	 ���
�� γ% ��% 
��-(� ��
���%
��'���� ��&� 
 7������5 ����� *�7���� ����
���	
� "�7���% ���	 
��
����
���	
� |t−z̄1| ≥ | Im z1| ≥ | Im z0|/2, | Im z0| ≤ |t−z̄0| ≤ 3 | Im z0|
� |t−z0|/2 ≤ |t−z1| ≤ 3 | Im z0|/2% ��	�� � 
 7����)	�� 7�� 
��5 t ∈ Γ2%
� 
 7����� �*����% ��������� � �*����! :��?D; � :��?�;% �' ����
���	
�
:��?�; 7������! ���	��2����

|I5| ≤ c ‖f‖Lp

√
ε

(

∫

Γ2

(

√

3
2 | Im z0| + 3| Im z0|

√

1
2 |t − z0| 1

2 | Im z0| |t − z0| | Im z0|

)q

|dt|
)1/q

≤

≤ c ‖f‖Lp

√
ε

√| Im z0|

( ∫

Γ2

|dt|
|t − z0|q

)1/q

≤



� 	%� ��������� ���"���� ���������� � ��
��� ��
� ��D

≤ c ‖f‖Lp

1
√| Im z0|

ε
1
2+ 1−q

q = c ‖f‖Lp

1
√| Im z0|

ε
p−2
2p .

��	����� I6 �*���
��	�� ���������� ��	������ I5�
=*���!% ������*% !����� ��	������ I7� .��������� �*���� :��?�;

7�����! ����
���	
�

|I7| ≤ c ‖f‖Lp

(

∫

Γ3

(
√

ε (|t − z1| + |t − z̄0|)
√|t − z1||t − z̄1||t − z0||t − z̄0|

)q

|dt|
)1/q

. :����;

9����% ���	 
�� ���	��2���� |t − z0|/2 ≤ |t − z1| ≤ 3 |t − z0|/2,
|t−z0|/3 ≤ |t−z̄0| ≤ 3 |t−z0| � |t−z0|/6 ≤ |t−z̄0|/2 ≤ |t−z̄1| ≤ 3 |t−z̄0|/2 ≤
≤ 9 |t − z0|/2% �7��
����
 � 7�� 
��5 t ∈ Γ3% � 
 7����� �*����%
��������� � �*����! :��?D;% :��?�;% �*���! 7��
�) ���	� ����
���	
�
:����; 	��% �	� -���! �!�	�

|I7| ≤ c ‖f‖Lp

√
ε

(

∫

Γ3

(

√

3
2 |t − z0| + 3|t − z0|

√

1
2 |t − z0| 1

6 |t − z0| |t − z0| 1
3 |t − z0|

)q

|dt|
)1/q

≤

≤ c ‖f‖Lp

√
ε

( ∫

Γ3

|dt|
|t − z0|3q/2

)1/q

≤ c ‖f‖Lp

√
ε

| Im z0| 32− 1
q

.

"�7���% ���	 
�� 	�% �	� ε < | Im z0|% ������	����� 7������!

|I7| ≤ c ‖f‖Lp

√
ε

| Im z0| 32− 1
q

= c ‖f‖Lp

ε
1
2− 1

p

| Im z0|1/2

ε1/p

| Im z0|1/p
≤

≤ c ‖f‖Lp

1
√| Im z0|

ε
p−2
2p .

�	��% �' 7������� 5 �*���� ��	������
 Ij % ��� j = 1, 2, . . . , 7%
������	 ��(��	
�
���� ��7��� 
���� 7�����&���� ����*�� f±

pot 

	���� !��&��	
� ∂D±

z \ {b1, b2} � ��
���	
� :���,; ��� �� 7������� 5
'������� 
 ������ 2 < p < ∞� .��������� ����' 
��	�� ����
���	
�
:����; 7�� 2 < p < ∞�

� ������ p = ∞ ��(��	
�
���� ��7��� 
���� 7�����&���� ����*��
f±

pot 
 	���� !��&��	
� ∂D±
z \ {b1, b2}% ��
���	
� :���,; � ����
���	
�

:����; ����' 
�)	�� � 7�!�(�) 	�5 &� �����&�����% �	� � 7��
2 < p < ∞% � �����	
��� ! ���
��� ! �7��(����!G 
 6	�! ������



��� ��� �� 
������ ������ ��� ��������������) ����"

��	 ���-5���!��	� 7�� �*���� ��	������
 Ij % ��� j = 1, 2, . . . , 7% ��7���>
'�
�	� ����
���	
� #��������

�������! 	�7��� � ����'�	����	
� ��
���	
� :��??; :'�!�	�!% �	�
��
���	
� :��?�; ����' 
��	�� ����������;�

1���!�	��! 	���� z ∈ D+
z 	���)% �	� Im z 	= 0 � δ := |z − bj | <

< (b2 − b1)/10� =-�'����! ρ := min
t∈γ

|t− z| � '���������! 7���'
�����)
	���� ξ ∈ Ef % ���
��	
���)(�) ����
���	
� |ξ − z| ≤ 5ρ/4� =-�'����!
	��&� γ6δ(bj) := {t ∈ ∂D+

z : |t − bj | ≤ 6δ} � ����!�	��! ��'���	�

f+
pot(z) − f(bj) − 1

2πi

∫

∂D+
z

f(t) − f(bj)
t − bj

dt = f(ξ) − f(bj)+

+
1

2πi

∫

∂D+
z

f(t) − f(ξ)
√

(t − z)(t − z̄)
dt − 1

2πi

∫

∂D+
z

f(t) − f(bj)
t − bj

dt =

= f(ξ) − f(bj) +
1

2πi

∫

γ6δ(bj)

f(t) − f(ξ)
√

(t − z)(t − z̄)
dt−

− 1
2πi

∫

γ6δ(bj)

f(t) − f(bj)
t − bj

dt − 1
2πi

∫

∂D+
z \γ6δ(bj)

f(ξ) − f(bj)
t − bj

dt+

+
1

2πi

∫

(γξbj
∪γξ̄bj

)\γ6δ(bj)

(f(t) − f(ξ))(t − bj −
√

(t − z)(t − z̄))
(t − bj)

√

(t − z)(t − z̄)
dt+

+
1

2πi

∫

∂D+
z \(γ6δ(bj)∪γξbj

∪γξ̄bj
)

(f(t) − f(ξ))(t − bj −
√

(t − z)(t − z̄))
(t − bj)

√

(t − z)(t − z̄)
dt =:

=: f(ξ) − f(bj) + I8 − I9 − I10 + I11 + I12. :����;

9�� ��	������ I10 
 ���� 	����! � �' C?E �7��
����
� �*����

|I10| ≤ |f(ξ) − f(bj)| .
��� �*���� ��	������ I12 ��7���'�)	�� �
��� � ����
���	
�

5 |t − bj |/6 ≤ |t − z| ≤ 7 |t − bj |/6 � 5 |t − bj |/6 ≤ |t − z̄| ≤ 7 |t − bj |/6% �
	��&� ����
���	
�

∣

∣ t − bj −
√

(t − z)(t − z̄)
∣

∣ ≤ c
√

δ (|t − z| + |t − bj |)



� 	%� ��������� ���"���� ���������� � ��
��� ��
� ��,

:'���� c F ����	���� �-���)	��� 7��	������;% ��	�� � 
 7����)	��
7�� 
��5 t ∈ ∂D+

z \ (γ6δ(bj) ∪ γξbj
∪ γξ̄bj

)� + ���	�! 6	�5 ����
���	
 7�
�������� � �*����!� :��?D;% :��?�; 7������!

|I12| ≤ 1
2π

∫

∂D+
z \(γ6δ(bj)∪γξbj

∪γξ̄bj
)

|f(t) − f(ξ)||t − bj −
√

(t − z)(t − z̄)|
|t − bj |

√|t − z||t − z̄| |dt| ≤

≤ c

∫

Ef\(γ6δ(bj)∪γξbj
∪γξ̄bj

)

|f(t) − f(ξ)|
√

δ ( 7
6 |t − bj | + |t − bj |)

|t − bj |
√

5
6 |t − bj | 5

6 |t − bj |
|dt| ≤

≤ c
√

δ

∫

Ef\(γ6δ(bj)∪γξbj
∪γξ̄bj

)

|f(t) − f(ξ)|
|t − bj |3/2

|dt| ≤

≤ c
√

δ

d
∫

6δ

ωEf ,bj
(f, τ)

τ3/2
dθbj

(τ) ≤ c
√

δ

2d
∫

6δ

ωEf ,bj
(f, τ)

τ3/2
dτ ;

'���� � ����� 
 ����'�	����	
� ����' c �-�'����� 7��	���� �% '����>
��� ��	�� 5 �� '�
���	 �	 δ � z% ��% 
��-(� ��
���% ��'���� ��&�

 7������5 ����� *�7���� ����
���	
�

H��� (γξbj
∪γξ̄bj

)\γ6δ(bj) = ∅% 	� I4 = 0� � ������% ����� (γξbj
∪γξ̄bj

)\
\γ6δ(bj) 	= ∅% 7�� �*���� !����� ��	������ I11 ��7���'�)	�� �
��� �
����
���	
� 4 |t−ξ|/5 ≤ |t−z| ≤ 4 |t−ξ|/3% 4 |t−ξ|/5 ≤ |t−z̄| ≤ 4 |t−ξ|/3
� 8 |t − ξ|/11 ≤ |t − bj | ≤ 8 |t − ξ|/5% ��	�� � 
 7����)	�� 7�� 
��5
t ∈ ∂D+z \ γ6δ(bj)� + ���	�! 6	�5 ����
���	
 7� �������� � �*����!�
:��?D;% :��?�; 7������!

|I11| ≤ 1
2π

∫

(γξbj
∪γξ̄bj

)\γ6δ(bj)

|f(t) − f(ξ)|
(

|t − bj | + |√(t − z)(t − z̄)|
)

|t − bj |
√|t − z||t − z̄| |dt| ≤

≤ c

∫

Ef∩((γξbj
∪γξ̄bj

)\γ6δ(bj))

|f(t) − f(ξ)|
(

8
5 |t − ξ| +

√

4
3 |t − ξ| 4

3 |t − ξ|
)

8
11 |t − ξ|

√

4
5 |t − ξ| 4

5 |t − ξ|
|dt| ≤

≤ c

∫

Ef∩((γξbj
∪γξ̄bj

)\γ6δ(bj))

|f(t) − f(ξ)|
|t − ξ| |dt| ≤



��� ��� �� 
������ ������ ��� ��������������) ����"

≤ c

3δ+d(ξ,bj)
∫

3δ

ωEf ,ξ(f, τ)
τ

dθbj
(τ) ≤ c

6δ+2d(ξ,bj)
∫

3δ

ωEf ,ξ(f, τ)
τ

dτ.

=*���! 	�7��� !����� ��	������ I8�
H��� ρ ≥ δ/4 % 	�

|I8| ≤ 1
2π

∫

γ6δ(bj)

|f(t) − f(ξ)|
√|t − z||t − z̄| |dt| ≤ 1

2π

∫

Ef∩γ6δ(bj)

|f(t) − f(ξ)|
√

δ
4

δ
4

|dt| ≤

≤ 4θbj
(6δ)

πδ
ωEf ,bj

(f, 6δ) ≤ c ωEf ,bj
(f, 6δ) .

� ������% ����� | Im ξ|/6 ≤ ρ < δ/4% 

���! 
 ����!�	�����
!��&��	
� γ1 := {t ∈ ∂D+

z : |t−ξ| ≤ 18ρ, Im t Im ξ > 0}, γ1 := {t : t ∈ γ1},
γ2 := γ6δ(bj) \ (γ1 ∪ γ1) � 7����	�
�! I8 
 
��� ��! 	��5 ��	������
G

I8 =
1

2πi

∫

γ1

f(t) − f(ξ)
√

(t − z)(t − z̄)
dt +

1
2πi

∫

γ1

f(t) − f(ξ)
√

(t − z)(t − z̄)
dt+

+
1

2πi

∫

γ2

f(t) − f(ξ)
√

(t − z)(t − z̄)
dt =: I ′8 + I ′′8 + I ′′′8 .

=*���
�� !����� ��	������ I ′8 � ���	 
�� 7�� 6	�! ����
���	
�
|t − bj | < 6δ ��� 
��5 t ∈ γ1% 7������!

|I ′8| ≤
1
2π

∫

γ1

|f(t) − f(ξ)|
√|t − z||t − z̄| |dt| ≤ 1

2π

∫

Ef∩γ1

|f(t) − f(ξ)|√
ρ ρ

|dt| ≤

≤ θξ(18ρ)
πρ

ωEf ,bj
(f, 6δ) ≤ c ωEf ,bj

(f, 6δ) .

"���� &� �*���� �!��	 !��	� � ��� ��	������ I ′′8 �
+ ���	�! 	���% �	� 7�� t ∈ γ2 
 7����)	�� ����
���	
�

|t − z| ≥ 67 |t − ξ|/72 � |t − z̄| ≥ |t − ξ|/8% �*���! !����� ��	������ I ′′′8

7� �������� � �*����!� :��?D;% :��?�;G

|I ′′′8 | ≤ 1
2π

∫

γ2

|f(t) − f(ξ)|
√|t − z||t − z̄| |dt| ≤ 1

2π

∫

Ef∩γ2

|f(t) − f(ξ)|
√

67
72 |t − ξ| 1

8 |t − ξ|
|dt| ≤



� 	%� ��������� ���"���� ���������� � ��
��� ��
� ���

≤ 12
π
√

67

10|ξ−bj |
∫

18ρ

ωEf∩γ2,ξ(f, τ)
τ

dθξ(τ) ≤ c

20|ξ−bj |
∫

18ρ

ωEf∩γ2,ξ(f, τ)
τ

dτ ≤

≤ c

(

ωEf ,bj
(f, 6δ) +

|ξ−bj |
∫

| Im ξ|

ωEf ,ξ(f, τ)
τ

dτ

)

.

/�����*% 
 ������% ����� ρ < | Im ξ|/6, 

���! 
 ����!�	�����
!��&��	
�

γ3 := {t ∈ ∂D+
z : |t − ξ| ≤ 2ρ, Im t Im ξ > 0}, γ3 := {t : t ∈ γ3},

γ4 := {t ∈ ∂D+
z : 2ρ < |t − ξ| ≤ 3| Im ξ|, Im t Im ξ > 0}, γ4 := {t : t ∈ γ4},

γ5 := γ6δ(bj) \ (γ3 ∪ γ3 ∪ γ4 ∪ γ4)

� 7����	�
�! I8 
 
��� ��! 7�	� ��	������
G

I8 =
1

2πi

∫

γ3

f(t) − f(ξ)
√

(t − z)(t − z̄)
dt +

1
2πi

∫

γ3

f(t) − f(ξ)
√

(t − z)(t − z̄)
dt+

+
1

2πi

∫

γ4

f(t) − f(ξ)
√

(t − z)(t − z̄)
dt +

1
2πi

∫

γ4

f(t) − f(ξ)
√

(t − z)(t − z̄)
dt+

+
1

2πi

∫

γ5

f(t) − f(ξ)
√

(t − z)(t − z̄)
dt =: II

8 + III
8 + IIII

8 + IIV
8 + IV

8 .

��	����� II
8 , III

8 �*���
�)	�� ���������� ��	������ I ′8�
��������� 7�� 
��5 t ∈ γ5 
 7����)	�� ����
���	
� |t − z| ≥

≥ 3 |t− ξ|/8 � |t− z̄| ≥ |t− ξ|/8% 	� ��	����� IV
8 �*���
��	�� 	���! &�

�7���-�!% ��� � ��	����� I ′′′8 �
��� �*���� ��	������ IIII

8 ��7���'�)	�� ����
���	
� |t − z̄| ≥
≥ | Im z| ≥ 19 | Im ξ|/24 � |t − z| ≥ 3 |t − ξ|/8% ��	�� � 
 7����)	��
7�� 
��5 t ∈ γ4� 0��	 
�� 6	� ����
���	
�% 7� �������� � �*����!�
:��?D;% :��?�; 7������!

|IIII
8 | ≤ 1

2π

∫

γ4

|f(t) − f(ξ)|
√|t − z||t − z̄| |dt| ≤ 1

2π

∫

Ef∩γ4

|f(t) − f(ξ)|
√

19
24 | Im ξ| 3

8 |t − ξ|
|dt| ≤



��� ��� �� 
������ ������ ��� ��������������) ����"

≤ 8
π
√

19
√| Im ξ| ωEf ,bj

(f, 6δ)

3| Im ξ|
∫

2ρ

dθξ(τ)√
τ

≤

≤ c
1

√| Im ξ| ωEf ,bj
(f, 6δ)

3| Im ξ|
∫

ρ

dτ√
τ
≤ c ωEf ,bj

(f, 6δ).

9�� ��	������ IIV
8 �!��	 !��	� 	���� &� �*����% ��� � ��� ��	����>

�� IIII
8 �
�' 7������� 5 �*���� ��	������
 I8% I10% I11% I12 � ��
���	
� :����;

������	 ����
���	
�

∣

∣

∣

∣

∣

f+
pot(z) − f(bj) − 1

2πi

∫

∂D+
z

f(t) − f(bj)
t − bj

dt

∣

∣

∣

∣

∣

≤

≤ c

(

ωbj
(f,Ef , 6δ) +

∣

∣

∣

∣

∫

γ6δ(bj)

f(t) − f(bj)
t − bj

dt

∣

∣

∣

∣

+

+
√

δ

2d
∫

6δ

ωEf ,bj
(f, τ)

τ3/2
dτ +

6δ+2d(ξ,bj)
∫

| Im ξ|

ωEf ,ξ(f, τ)
τ

dτ

)

, :���?;

��	���� ��	���
���� 
 7���7���&����% �	� Im z 	= 0� J�!�	�!% �	�
7�� ����
�� Im z = 0 ����
���	
� :���?; ��	���
��
��	�� �����������
��������� 7��
�� ���	� 6	��� ����
���	
� �	��!�	�� � ���) 7�� δ → 0%
	� ��� �����	
��! �
���	�� ��
���	
� :��??; � ����'�	����	
� 	����! 
'�
��2����

O������
� �7��!���!�) ���
�) ��' 
�)	 k�������% ����
�	��2���� �� -���2�� �' ���� �� ���% ��	�� � �	���
�)	�� 7���'
���>
��� 5�����% � ����� 6	�� 5��� ���������� �����! k� L���! 	��&�
��' 
�	� 	���) ���
�) k������� ���� 5����������5�

+����� C�?E% ����!�	��! &������
� �7��!���!�) ���
�)% � ��	����
�	��2���� d(z1, z2)/|z1 − z2| ���������� �����! k 7�� �)-�! 
 -���
	���� z1, z2 6	�� ���
��� ���
 �% ���
��	
���)(�� 	���!� ����
�)%
��'�
�! k�������� ���� 5�������������5�

=��
����% �	� 
 ������ k>���
 5 	�7� P���!�	�>5����P �����&�	��

�� k>���
 � 	�7� P����>5����P� + ������ �	���� % ����� �	���	��



� 	%� ��������� ���"���� ���������� � ��
��� ��
� ���

7��!�� k>���
 5 	�7� P���!�	�>5����P% ��	�� � �� �
��)	�� k>���>

 !� 	�7� P����>5����P�

J�!�	�!% �	� 
 ������% ����� γ �
���	�� k>���
�� 	�7� P���!�	�>
5����P% �*���� :����; ���
��� ! �-��'�! �7��(��	��% � ����
�� :��?�;
	����! ��� !�&�� '�!���	� -���� ���- ! ����
��!

|z−bj |
∫

| Im z|

ωEf ,z(f, τ)
τ

dτ → 0, z → bj , z ∈ Ef . :����;

=7�2�! �-���	� -���� �-(��� 
���% ��� ��	�� 5 !�&�� �����	�
��������� � �	������� 
 	����!� ����

=-���	� G ��'�
�! k���	��
"% ���� �)- � �
� 	���� �� '�! �����
G !�&�� �������	� k>���
�� 	�7� P���!�	�>5����P � �������
��� !
'�������! k% � 7�� 6	�! 
�� 	���� ���'����� ���
��% '� ����)�����!%
- 	� !�&�	% ���*�
% 7�������&�	 �-���	� G� 1���� 
 ��-�	� C���E ���>
�!�	��
����� '�!���	�� !��&��	
�% �)- � �
� 	���� ��	����� !�&��
�������	� k>���
�� 	�7� P����>5����P% 7��5���(�� ����' 	���� 6	���
!��&��	
��

J�!�	�!% �	� �-���	�% ������������ k>���
�� 	�7� P���!�	�>5��>
��P% �
���	�� k>�-���	�)% ������% �����*� k>�-���	� !�&�	 �� - 	�
k>���
�� 	�7� P���!�	�>5����P� ��� 6	�! �����*� k>�-���	� G !�&�	%

 ���	���	�% �-��'�
 
�	� ����
 � ��� % ��7��
���� � �
��!� 
��2�>
��!� 
 �	����� ��7������� � '�! ����) �-���	� G�

� ������% ����� ���
�� γ ��������
��	 �-���	�% 7���������� ��	����
� 7���7������	�) {z ∈ C : Im z > 0} �
���	�� k>�-���	�)% �7��
����
�
�����)(�� 	����!��

�� �� �� � ��0� &��
 γ ' ��������� %�������� ����	�����
������� ����������� �������	
�� ��������	
��� �� �
����	������"#�� �	���" :����;% � ��	��
 {z ∈ D+

z : Im z > 0}
:�	� {z ∈ D−

z : Im z > 0}; ��� ���� ��	���� k���	��
"� ,	�
f ∈ Lp(γ)� 2 < p ≤ ∞� �� ����������� �����	%���� !������ f+

pot

:�	�� ������������� f−
pot; � ��%��� ����� z0 ∈ γ \ {b1, b2} ���

	"��� z1 ∈ γ ������ ��� |z1 − z0| ≤ | Im z0|/(2k)� ����	��������
����������

|f±
pot(z1) − f±

pot(z0)| ≤ c ‖f‖Lp

1
√| Im z0|

ω(|z1 − z0|), :���4;

��� ω(ε) = ε
p−2
2p ��� 2 < p < ∞ � ω(ε) =

√
ε ln 1

ε ��� p = ∞� �
��������� c ������ ��	
�� �� ������ γ�



��? ��� �� 
������ ������ ��� ��������������) ����"

,	�� ����� ����� !������ f � ����� bj� ��� j = 1 �	� j = 2� �����
�����	 :����; � �#������ ����	����� �������	 :��?�;% � ���%�
����	����� ������������� �����0���� :����;% �� !������ f+

pot

:�	� ������������ f−
pot; ���������� �����	%���� �� ��	��� D+

z

:������������� �� ��	��� D−
z ; ���%� � ����� bj � ��� ����

����� ���� �������� :��??; :�	� ������������ :��?�;;�
	�
 � � � � �  � � � � �� ���	� z0 ∈ ∂D±

z \ {b1, b2}% � 	���� z1 ∈ ∂D±
z

	����% �	� ε := |z1 − z0| ≤ | Im z0|/(2k)� �����	�
�! 7����(����
����*�� f±

pot 
 	���� z0 ��
���	
�! :��?,;% 
 ��	���!

Γ1 := {t ∈ ∂D±
z : |t − z0| ≤ 2kε}, Γ1 := {t : t ∈ Γ1},

Γ2 := {t ∈ ∂D±
z : 2kε < |t − z0| ≤ | Im z0|}, Γ2 := {t : t ∈ Γ2},
Γ3 := ∂D±

z \ (Γ1 ∪ Γ1 ∪ Γ2 ∪ Γ2),

� 
!��	� 
 ��&����
√

(t − z1)(t − z̄1) �����&�	�� 7������� � '�������
(
√

(t − z1)(t − z̄1) )∓�
=	!�	�!% �	� �' 7���7���&���� � 	�!% �	� �-���	� {z ∈ D±

z :
Im z > 0} �
���	�� k>�-���	�)% ������	 ����
���	
�

∣

∣(
√

(t − z0)(t − z̄0) )∓ − (
√

(t − z1)(t − z̄1) )∓
∣

∣ ≤
≤ c

√

ε (|t − z1| + |t − z̄0|)
∀ t ∈ {τ ∈ ∂D±

z : |τ − z0| > 2kε, |τ − z̄0| > 2kε},
:���D;


 ��	���! c F ����	���� �-���)	��� 7��	������� 9���	
�	�����% ��>
�����! 	���� z0 � z1 k>���
�� Γz0z1 % 
�� 	���� ��	����% '� ��>
��)�����! ���*�
% 7�������&�	 �-���	� D±

z % � �-�'����! Γz0z1 :=
:= {z̄ : z ∈ Γz0z1}� � ������ Γγ

z0z̄0
⊂ Γγ

z1z̄1
'�!���! ��'��' Γγ

z1z̄1
��'��'�!

7������	� C 
���� ���
�� Γz0z1 ∪ Γγ
z0z̄0

∪ Γz0z1 % �� !���� '�������

����*�� (
√

(t − z1)(t − z̄1) )∓ 7�� t ∈ ∂D±
z � .��������� 
 ������

Γγ
z1z̄1

⊂ Γγ
z0z̄0

'�!���! ��'��' Γγ
z0z̄0

��'��'�! 7������	� C 
���� ���
��

Γz0z1∪Γγ
z1z̄1

∪Γz0z1 % �� !���� '������� ����*�� (
√

(t − z0)(t − z̄0) )∓ 7��
t ∈ ∂D±

z � "�7��� 
 �-��5 ������5 ����
���	
� :���D; ������	 �' 	���% �	�
	���� !��&��	
� {τ ∈ ∂D±

z : |τ − z0| > 2kε, |τ − z̄0| > 2kε} ������ �	
���
 5 Γz0z1 � Γz0z1 �� ����	�����% �� !���2�� ��! kε�

9����% � ���	�! �*���� :���D; ����
���	
� :���4; ��	���
��
��	��
���������� 	�!�% ��� 6	� ������� 7�� ����'�	����	
� 	����! ����

9�� ����'�	����	
� ��
���	
� :��??; ����!�	��! 	���� z ∈ D+
z

	���)% �	� Im z 	= 0 � δ := |z − bj | < (b2 − b1)/(10k)� ��� � 7�� ����>
'�	����	
� 	����! ���% �-�'����! ρ := min

t∈γ
|t − z| � '���������! 7��>

�'
�����) 	���� ξ ∈ Ef % ���
��	
���)(�) ����
���	
� |ξ − z| ≤ 5ρ/4�



� 	%� ��������� ���"���� ���������� � ��
��� ��
� ���

=-�'����! 	��&� γ6kδ(bj) := {t ∈ ∂D+
z : |t − bj | ≤ 6kδ} � ����!�	��!

��'���	�

f+
pot(z) − f(bj) − 1

2πi

∫

∂D+
z

f(t) − f(bj)
t − bj

dt =

= f(ξ) − f(bj) +
1

2πi

∫

γ6kδ(bj)

f(t) − f(ξ)
√

(t − z)(t − z̄)
dt−

− 1
2πi

∫

γ6kδ(bj)

f(t) − f(bj)
t − bj

dt − 1
2πi

∫

∂D+
z \γ6kδ(bj)

f(ξ) − f(bj)
t − bj

dt+

+
1

2πi

∫

∂D+
z \γ6kδ(bj)

(f(t) − f(ξ))(t − bj −
√

(t − z)(t − z̄))
(t − bj)

√

(t − z)(t − z̄)
dt =:

=: f(ξ) − f(bj) + I13 − I14 − I15 + I16.

��� ����
��% �	� �-���	� {z ∈ D±
z : Im z > 0} �
���	�� k>�-���	�)%

���������� �*���� :���D; ��� 
��5 t ∈ ∂D+
z \ γ6kδ(bj) ��	���
��
��	��

����
���	
�

∣

∣ t − bj −
√

(t − z)(t − z̄)
∣

∣ ≤ c
√

δ (|t − z| + |t − bj |) ,

��� c F ����	���� �-���)	��� 7��	�������
"�7��� ��	����� I13% I15% I16 �*���
�)	�� 7���-�� 	�!�% ���

7�� ����'�	����	
� 	����! ��� �*���� ���	
�	�	
���� ��	����� 
I8% I10% I12� +����	
��! ���'��� 5 �*���� �
���	�� ��
���	
� :��??;�
��������� ��
���	
� :��?�; ����' 
��	�� ����������% 	� ����'�	���>
�	
� 	����! '�
��2����

=	!�	�! ����	�� � ����
��% ���	�	��� � ��� 
 7�������
���!7	�	�������� ���	��2���� :����;� � ���	���	�% ���	��2����
:����; 
 7�����	��% ���� ����*�� f ��7��� 
�� �� ���
�� γ � ��
!����� ��7��� 
���	�

ωγ(f, ε) := sup
t1,t2∈γ, |t1−t2|≤ε

|f(t1) − f(t2)|

���
��	
����	 ����
�) 9���

1
∫

0

ωγ(f, τ)
τ

dτ < ∞ .



��4 ��� �� 
������ ������ ��� ��������������) ����"

.��!7	�	������� ���	��2���� :����; 	��&� 
 7�����	�� 7��
-���� ���-�! 7���7���&���� � 	�!% �	� ������� � *��	����
��� �
�	����	����� 	���� bj !����� ��7��� 
���	� ����*�� f ���
��	
����	
����
�)

ωEf ,bj

(

f, 2|z − bj |
)

= o

(

(

ln
|z − bj |
| Im z|

)−1
)

, z → bj , z ∈ Ef . :����;

H��� 7�� 6	�! ���
�� γ 	����% �	� �� ��� ����*�� l(z) := ln |z−bj |
| Im z|

���������� 
 ����	���� �����	���	� 	���� bj % 	� ����
�� :����; �
��>
�	�� �����	
��! ��(��	
�
���� 7������ :����;� J�!�	�!% �	� ����*��
l(z) ���������� �� ���
�� γ 
 ���'����� �����	���	� 	���� bj % 7�
������� !���% 
 ������% ����� ���
�� γ �!��	 
 	���� bj �����	�������
����	���� �% ���� !�&�� ��	�� !� �� ��
�� ���)�

�+��� ��������� ���$���� "��
#�� ��
� 3��
��� � �����)(�5
	����!�5 ����% ���� 7��
���� ���	�	��� � ����
�� ��7��� 
��� 7��>
���&�!��	� ����*��

f±
fl(z) :=

⎧

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎨

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎩

1
2πi

∫

∂D±
z

f(t)
(

1 − t − Re z
√

(t − z)(t − z̄)

)

dt 7�� Im z 	= 0,

0 7�� Im z = 0, z < b2,

1
πi

∫

∂D−
z

f(t) dt 7�� Im z = 0, z > b2

�' �-���	� D±
z �� �����*� ∂D±

z �
�� �� �� � ���1� &��
 γ ' ��������� %�������� ����	�����

������� ����������� �������	
�� ��������	
��� �� � ����	��
�����"#�� �	���" :����;� ,	� f ∈ Lp(γ)� 2 < p ≤ ∞� �� !������
f±

fl ���������� �����	%���� �� ��	��� D±
z �� ������� ∂D±

z �

�� �����	
��� �������� f±
fl(z) ��� z ∈ ∂D±

z \ {b1, b2} ����%�"��
!����	��

f±
fl(z) =

1
2πi

∫

∂D±
z

f(t)
(

1 − t − Re z

(
√

(t − z)(t − z̄))∓

)

dt . :���,;

&�� ����$
6/ �	� ��%��� ����� z0 ∈ ∂D±

z \ {b1, b2} � 	"��� ����� z1 ∈ ∂D±
z �

�	� ������� |z1 − z0| ≤ | Im z0|/2� ����	����� ����������

|f±
fl(z1) − f±

fl(z0)| ≤ c ‖f‖Lp
Ω(z0, z1), :����;



� 	%� ��������� ���"���� ���������� � ��
��� ��
� ��D

��� Ω(z0, z1) = (d(z0, z1))
p−2
2p ��� 2 < p < ∞ � Ω(z0, z1) =

√

d(z0, z1)+
+
√|z1 − z0| ln 1

|z1−z0| ��� p = ∞� � ��������� c ������ ��	
��
�� ������ γ-

7/ �	� ��� z ∈ ∂D±
z ������ ��� |z − bj | < (b2 − b1)/3 ��� j = 1 �	�

j = 2� ����	����� ����������

|f±
fl(z) − f±

fl(bj)| ≤ c ‖f‖Lp

(

ω1(|z − bj |) + d(z, bj)
)

, :����;

��� ω1(δ) := δ
p−1

p ��� 2 < p < ∞ � ω1(δ) := δ ln 1
δ ��� p = ∞� �

��������� c ������ ��	
�� �� ������ γ�
	�
 � � � � �  � � � � �� +�(��	
�
���� ��	������ :���,; 
� 
��5

	����5 z ∈ ∂D±
z \{b1, b2} ��	���
��
��	�� ���������� 	�!�% ��� 7�� ��>

��'�	����	
� 	����! ��� ��	���
���� ��(��	
�
���� 
 	�5 &� 	����5
��	������ :���,;�

9�� ����'�	����	
� ��7��� 
��� 7�����&�!��	� ����*�� f±
fl 


	���� !��&��	
� ∂D±
z \ {b1, b2} ����!�	��! 	���� z0 ∈ ∂D±

z \ {b1, b2}
� 	���� z1 ∈ D±

z 	���)% �	� ε := |z1−z0| ≤ | Im z0|/2� =-�'����! ����'
z2 ���� �' -��&��2�5 � 	���� z1 	���� �����* ∂D±

z � �
���! 

����!�	����� !��&��	
�

Γ1 := {t ∈ ∂D±
z : |t − z0| ≤ 2ε} ∪ {t ∈ γz0z2 : |t − z0| ≤ | Im z0|},

Γ1 := {t : t ∈ Γ1}, Γ′
1 := γz0z2 \ Γ1, Γ′′

1 := γz̄0z̄2 \ Γ1,

Γ2 := {t ∈ ∂D±
z : |t − z0| ≤ | Im z0|} \ Γ1, Γ2 := {t : t ∈ Γ2},

Γ3 := ∂D±
z \ (Γ1 ∪ Γ1 ∪ Γ′

1 ∪ Γ′′
1 ∪ Γ2 ∪ Γ2)

� ����!�	��! 
 ��&����

2πi
(

f±
fl(z1) − f±

fl(z0)
)

=

=
∫

Γ1

f(t)(t − Re z0)
(
√

(t − z0)(t − z̄0) )∓
dt − 1

2πi

∫

Γ1

f(t)(t − Re z1)
√

(t − z1)(t − z̄1)
dt+

+
∫

Γ1

f(t)(t − Re z0)
(
√

(t − z0)(t − z̄0) )∓
dt −

∫

Γ1

f(t)(t − Re z1)
√

(t − z1)(t − z̄1)
dt+

+
∫

Γ′
1

f(t)(t − Re z0)
(
√

(t − z0)(t − z̄0) )∓
dt −

∫

Γ′
1

f(t)(t − Re z1)
√

(t − z1)(t − z̄1)
dt+



��� ��� �� 
������ ������ ��� ��������������) ����"

+
∫

Γ′′
1

f(t)(t − Re z0)
(
√

(t − z0)(t − z̄0) )∓
dt −

∫

Γ′′
1

f(t)(t − Re z1)
√

(t − z1)(t − z̄1)
dt+

+
∫

Γ2

f(t)
(

(t−Re z0)
√

(t − z1)(t − z̄1) −(t−Re z1)(
√

(t − z0)(t − z̄0))∓
)

√

(t − z1)(t − z̄1) (
√

(t − z0)(t − z̄0) )∓
dt+

+
∫

Γ2

f(t)
(

(t−Re z0)
√

(t − z1)(t − z̄1) −(t−Re z1)(
√

(t − z0)(t − z̄0))∓
)

√

(t − z1)(t − z̄1) (
√

(t − z0)(t − z̄0) )∓
dt+

+
∫

Γ3

f(t)
(

(t−Re z0)
√

(t − z1)(t − z̄1) −(t−Re z1)(
√

(t − z0)(t − z̄0))∓
)

√

(t − z1)(t − z̄1) (
√

(t − z0)(t − z̄0) )∓
dt=:

=:
11
∑

j=1

Ij . :��4�;

��� �*���� ��	������ I5 ��7���'��	�� ����
���	
�

|t − Re z0|
√|t − z0| |t − z̄0|

≤
√

2 ,

��	���� 7�� t ∈ {t ∈ γz0z2 : |t − z0| ≥ | Im z0|} �
���	�� �����	
��!
����
���	
 |t − Re z0| ≤ 2 |t − z0| � |t − Re z0| ≤ |t − z̄0|� ��� 6	�!
7������!

|I5| ≤
√

2
∫

Γ′
1

|f(t)| |dt| ≤
√

2 ‖f‖Lp
l(z0, z2) ≤ c ‖f‖Lp

d(z0, z2) ,

��� 7��	������ c '�
���	 	����� �	 ���
�� γ�
.��������� �*���
�)	�� ��	����� I6% I7 � I8� 9����� ��	����� 


 ��
���	
� :��4�; �*���
�)	�� 7���-�� ���	
�	�	
�)(�! ��	������!
�' ��
���	
� :��?,;�

�' �*���� ��	������
 Ij 7�� j = 1, 2, . . . , 11 �����)	 ��7��� 
���
7�����&�!��	� ����*�� f±

fl 
 	���� !��&��	
� ∂D±
z \ {b1, b2} �

��
���	
� :���,; ��� �� 7������� 5 '�������% � 	��&� ����
���	
�
:����;�

9���&�! 	�7��� ��
���	
�

f±
fl(b1) := lim

z→b1, z∈D±
z

f±
fl(z) = 0. :��4�;



� 	%� ��������� ���"���� ���������� � ��
��� ��
� ��,

���	� 	���� z ∈ D±
z 	����% �	� Im z 	= 0 � δ := |z − b1| < (b2 − b1)/3�

=-�'����! ����' z3 ���� �' -��&��2�5 � 	���� z 	���� �����* ∂D±
z �

�
���! 
 ����!�	����� !��&��	
�

γ1 := {t ∈ ∂D±
z : |t − Re z| < 2 | Im z|, Im t Im z > 0}, γ1 := {t : t ∈ γ1},

γ2 :=
({t ∈ ∂D±

z : |t − b1| ≤ 3δ} ∪ γz3b1 ∪ γz̄3b1

) \ (γ1 ∪ γ1),

γ3 := ∂D±
z \ (γ1 ∪ γ1 ∪ γ2)

� 7����	�
�! f±
fl(z) ��!!�� ��	 ��5 ��	������
G

f±
fl(z) =

1
2πi

∫

γ1

f(t)
(

1 − t − Re z
√

(t − z)(t − z̄)

)

dt+

+
1

2πi

∫

γ1

f(t)
(

1− t − Re z
√

(t − z)(t − z̄)

)

dt+
1

2πi

∫

γ2

f(t)
(

1− t − Re z
√

(t − z)(t − z̄)

)

dt+

+
1

2πi

∫

γ3

f(t)(
√

(t − z)(t − z̄) − (t − Re z))
√

(t − z)(t − z̄)
dt =: I12+I13+I14+I15. :��4?;

=-�'����! q := p/(p − 1)% ���� 2 < p < ∞% � q := 1% ���� p = ∞�
H��� γ1 = ∅% 	� I12 = 0� =*���! I12 
 7���7���&����% �	� γ1 	= ∅�

� ������% ����� min
t∈γ

|t − z| ≥ | Im z|/2% ���
��� ! �-��'�! 7������!

�*����

|I12| ≤ c ‖f‖Lp
θ
(

2| Im z|) ≤ c ‖f‖Lp
| Im z| ;

'���� � ����� 
 ����'�	����	
� ����' c �-�'����� 7��	���� �% '����>
��� ��	�� 5 �� '�
���	 �	 δ � z% ��% 
��-(� ��
���% ��'���� ��&�

 7������5 ����� *�7���� ����
���	
�

H��� min
t∈γ

|t − z| < | Im z|/2% 	� � ���	�! ����
���	
 |t − z̄| ≥ | Im z|
� |t− z| ≥ |t− z3|/2% ��	�� � 
 7����)	�� 7�� 
��5 t ∈ γ1% 7� ��������
� �*����!� :��?4; 3 :��?�; 7������!

|I12| ≤ 1
2π

∫

γ1

|f(t)|
(

1 +
|t − Re z|

√|t − z||t − z̄|

)

|dt| ≤

≤ 1
2π

∫

γ1

|f(t)|
(

1 +
2| Im z|

√

1
2 |t − z3| | Im z|

)

|dt| ≤



��� ��� �� 
������ ������ ��� ��������������) ����"

≤ c ‖f‖Lp

(

θ(2| Im z|) +
√

| Im z|
(

4| Im z|
∫

0

dθz3(τ)
τ q/2

)1/q
)

≤

≤ c ‖f‖Lp

(

θ(2| Im z|) +
√

| Im z|
(

4| Im z|
∫

0

θz3(2τ)
τ

dτ

τ q/2

)1/q
)

≤

≤ c ‖f‖Lp
| Im z|1/q . :��4�;

"���� &� �*���� �!��	 !��	� � ��� ��	������ I13�
+ ���	�! ����
���	
 |t−Re z| ≤ 2|t− z|, |t−Re z| ≤ 2|t− z̄|% ��	�� �


 7����)	�� 7�� 
��5 t ∈ γ2% 7������! �*���� ��	������ I14G

|I14| ≤ 3
2π

∫

γ2

|f(t)| |dt| ≤ 3
2π

‖f‖Lp
(θb1(3δ) + 2l(z3, b1)) ≤

≤ c ‖f‖Lp
(δ + d(z3, b1)).

��� �*���� ��	������ I15 ��7���'�)	�� ����
���	
� |t − z| ≥
≥ 2 |t − bj |/3 � |t − z̄| ≥ 2 |t − bj |/3% � 	��&� ����
���	
�

∣

∣

√

(t − z)(t − z̄) − (t − Re z)
∣

∣ ≤ c | Im z|
� ����	���� �-���)	��� 7��	������ c% ��	�� � 
 7����)	�� 7�� 
��5
t ∈ γ3� + ���	�! 6	�5 ����
���	
 7� �������� � �*����� :��4�; 7������!

|I15| ≤ c

∫

γ3

|f(t)| | Im z|
|t − b1| |dt| ≤ c ‖f‖Lp

| Im z|
( ∫

γ3

|dt|
|t − bj |q

)1/q

≤

≤ c ‖f‖Lp
ω1(δ) .

�' 7������� 5 �*���� ��	������
 I12% I13% I14% I15 ������	 �*����

|f±
fl(z)| ≤ c ‖f‖Lp

(

ω1(|z − b1|) + d(z3, b1)
)

:��44;

7�� 
��5 z ∈ D±
z 	���5% �	� |z − b1| < (b2 − b1)/3N '���� 7��	������ c

'�
���	 	����� �	 ���
�� γ�
"�7��� ��
���	
� :��4�; �
���	�� ���
��� ! �����	
��! �*����

:��44;�
.��������� ��	���
��
�)	�� ��
���	
�

f+
fl(b2) := lim

z→b2, z∈D+
z

f+
fl(z) = 0,



� 	%� ��������� ���"���� ���������� � ��
��� ��
� ���

f−
fl(b2) := lim

z→b2, z∈D−
z

f−
fl(z) =

1
πi

∫

∂D−
z

f(t) dt

� �*����

|f±
fl(z) − f±

fl(b2)| ≤ c ‖f‖Lp

(

ω1(|z − b2|) + d(z4, b2)
)

:��4D;

7�� 
��5 z ∈ D±
z 	���5% �	� |z − b2| < (b2 − b1)/3N '���� z4 F ���� �'

-��&��2�5 � 	���� z 	���� �����* ∂D±
z % � 7��	������ c '�
���	

	����� �	 ���
�� γ�
=��
����% �	� �' �*���� :��44;% :��4D; ������	 ����
���	
� :����;% �

����'�	����	
� 	����! '�
��2����
�� �� �� � ����� &��
 γ ' ��������� %�������� ����	�����

������� ����������� �������	
�� ��������	
��� �� � �����
	������"#�� �	���" :����;� &��
� ����� ����� �	� !������
f : ∂Dz −→ C �#������ β ∈ (0; 1) ������ ��� ����	����� �	����

|f(z)| ≤ c
(|z − b1|−β + |z − b2|−β

) ∀ z ∈ ∂D±
z \ {b1, b2} , :��4�;

��� ��������� c �� ������ �� z�
(���� !������ f±

fl ���������� �����	%���� �� ��	��� D±
z ��

������� ∂D±
z � �� �����	
��� �������� f±

fl(z) ��� z ∈ ∂D±
z \ {b1, b2}

����%�"�� !����	�� :���,;� &�� ����$
6/ �	� ��%��� ����� z0 ∈ ∂D±

z \ {b1, b2} �#������ δ(z0) > 0
������ ��� ��� ��� z ∈ ∂D±

z � �	� ������� |z − z0| < δ(z0)�
����	����� ����������

|f±
fl(z) − f±

fl(z0)| ≤ c Ω0(z0, z), :��4,;

��� Ω0(z0, z) = (d(z0, z))1−β ��� β > 1/2 � Ω0(z0, z) =
√

d(z0, z) +
+
√|z − z0| ln 1

|z−z0| ��� β ≤ 1/2� � ��������� c ������ ��	
��

�� ������ γ � !������ f -
7/ �	� ��� z ∈ ∂D±

z � �	� ������� |z− bj | < (b2 − b1)/3 ��� j = 1
�	� j = 2� ����	����� ����������

|f±
fl(z) − f±

fl(bj)| ≤ c (d(z, bj))1−β , :��4�;

��� ��������� c ������ ��	
�� �� ������ γ � !������ f �
	�
 � � � � �  � � � � �� ���&�� 
���� '�!�	�!% �	� 7��������

d(z0, z) → 0 7�� z0 ∈ γ \ {b1, b2} � |z − z0| → 0, z ∈ γ% 	� ��� ��&���
	���� z0 ∈ γ \ {b1, b2} ��(��	
��	 7���&�	������ ����� δ(z0) 	����%
�	� 
 7�����	�� ����
���	
� d(z0, z) < | Im z0|/2 7�� 
��5 z ∈ γ% ���
��	�� 5 |z − z0| < δ(z0)�



�?� ��� �� 
������ ������ ��� ��������������) ����"

"�7��� ��� ����'�	����	
� ��7��� 
��� 7�����&�!��	� ����*��
f±

fl �� !��&��	
� ∂D±
z \ {b1, b2} ����!�	��! 	���� z0 ∈ ∂D±

z \ {b1, b2}
� 	���� z1 ∈ D±

z 	���)% �	� ε := |z1 − z0| ≤ min{2δ(z0), | Im z0|} /4�
=-�'����! ����' z2 ���� �' -��&��2�5 � 	���� z1 	���� �����* ∂D±

z �
�
���! 
 ����!�	����� !��&��	
�

Γ0 := {t ∈ ∂D±
z : |t− b1| ≤ |z0 − b1|/2} ∪ {t ∈ ∂D±

z : |t− b2| ≤ |z0 − b2|/2},
Γ1 := {t ∈ ∂D±

z : |t − z0| ≤ 2ε} ∪ γz0z2 , Γ1 := {t : t ∈ Γ1},
Γ2 := {t ∈ ∂D±

z : |t − z0| ≤ | Im z0|} \ (Γ0 ∪ Γ1), Γ2 := {t : t ∈ Γ2},
Γ′

0 :=
({t ∈ ∂D±

z : |t − b1| ≤ 2|z0 − b1|} ∪{t ∈ ∂D±
z : |t − b2| ≤ 2|z0 − b2|}

)\
\(Γ0 ∪ Γ1 ∪ Γ1 ∪ Γ2 ∪ Γ2), Γ3 := ∂D±

z \ (Γ0 ∪ Γ1 ∪ Γ1 ∪ Γ2 ∪ Γ2 ∪ Γ′
0)

� ����!�	��! 
 ��&����

2πi
(

f±
fl(z1) − f±

fl(z0)
)

=

=
∫

Γ1

f(t)(t − Re z0)
(
√

(t − z0)(t − z̄0))∓
dt −

∫

Γ1

f(t)(t − Re z1)
√

(t − z1)(t − z̄1)
dt+

+
∫

Γ1

f(t)(t − Re z0)
(
√

(t − z0)(t − z̄0))∓
dt −

∫

Γ1

f(t)(t − Re z1)
√

(t − z1)(t − z̄1)
dt+

+
∫

Γ0

f(t)
(

(t−Re z0)
√

(t − z1)(t − z̄1) −(t−Re z1)(
√

(t − z0)(t − z̄0))∓
)

√

(t − z1)(t − z̄1) (
√

(t − z0)(t − z̄0) )∓
dt+

+
∫

Γ2

f(t)
(

(t−Re z0)
√

(t − z1)(t − z̄1) −(t−Re z1)(
√

(t − z0)(t − z̄0))∓
)

√

(t − z1)(t − z̄1) (
√

(t − z0)(t − z̄0) )∓
dt+

+
∫

Γ2

f(t)
(

(t−Re z0)
√

(t − z1)(t − z̄1) −(t−Re z1)(
√

(t − z0)(t − z̄0))∓
)

√

(t − z1)(t − z̄1) (
√

(t − z0)(t − z̄0) )∓
dt+

+
∫

Γ′
0

f(t)
(

(t−Re z0)
√

(t − z1)(t − z̄1) −(t−Re z1)(
√

(t − z0)(t − z̄0))∓
)

√

(t − z1)(t − z̄1) (
√

(t − z0)(t − z̄0) )∓
dt+

+
∫

Γ3

f(t)
(

(t−Re z0)
√

(t − z1)(t − z̄1) −(t−Re z1)(
√

(t − z0)(t − z̄0))∓
)

√

(t − z1)(t − z̄1) (
√

(t − z0)(t − z̄0) )∓
dt=:



� 	%� ��������� ���"���� ���������� � ��
��� ��
� �?�

=:
24
∑

j=16

Ij .

0��	 
�� ����
�� :��4�;% 7� �������� � �*����� :��4�; � �*�����
���	
�	�	
�)(��� ��	������ 7�� ����'�	����	
� 	����! ��� 7������!
����
���	
�

|I16| ≤ c
√

| Im z0|
(|z0 − b1|−β + |z0 − b2|−β

)

2ε+d(z0,z2)
∫

0

dτ√
τ
≤

≤ c (min{|z0 − b1|, |z0 − b2|})
1
2−β

√

2ε + d(z0, z2) ,

'���� � ����� 
 ����'�	����	
� ����' c �-�'����� 7��	���� � :��'>
���� � ��&� 
 7������5 ����� *�7���� ����
���	
;% '������� ��	�� 5
'�
���	 	����� �	 ���
�� γ � ����*�� f � "���! &� �7���-�!% ��� �
I16% �*���
�)	�� ��	����� I17% I18% I19�

��� �*���� ��	������
 I20% I21% I22% I23 � I24 ��7���'��	�� ����
��>
�	
�

∣

∣

∣(t − Re z0)
√

(t − z1)(t − z̄1) − (t − Re z1)(
√

(t − z0)(t − z̄0))∓
∣

∣

∣ ≤

≤ c
√

ε
(√

ε
√

|t − z0| |t − z̄0| + |t − Re z1|
√

|t − z1| + |t − z̄0|
)

, :��4�;

��	���� 
 7�����	�� 7�� 
��5 t ∈ ∂D±
z \ (Γ1 ∪Γ1) � ����	���� �-���)	>

��� 7��	������ c�
0��	 
�� 	��&� ����
�� :��4�;% 7� �������� � �*����� :��4�; 7���>

���! �*����

|I20| ≤ c
√

ε

(

1
√|z0 − b1|

|z0−b1|
∫

0

τ−β dτ +
1

√|z0 − b2|

|z0−b2|
∫

0

τ−β dτ

)

≤

≤ c max{|z0 − b1| 12−β , |z0 − b2| 12−β} √
ε ,

|I23| ≤ c
√

ε
(|z0 − b1|−β + |z0 − b2|−β

)

∫

Γ′
0

|dt|
√|t − z0|

≤

≤ c max{|z0 − b1| 12−β , |z0 − b2| 12−β} √
ε ,



�?? ��� �� 
������ ������ ��� ��������������) ����"

|I24| ≤ c
√

ε

( d
∫

|z0−b1|

τ− 1
2−β dτ +

d
∫

|z0−b2|

τ− 1
2−β dτ

)

,

��� d := max
t,z∈γ

|t − z|�
+ ���	�! ����
�� :��4�; 7���-�� �*���� :��4�; � �*���� ���	
�	�	
�>

)(��� ��	������ 7�� ����'�	����	
� 	����! ��� 7������! ����
���	
�

|I21| ≤ c
√

ε
√

| Im z0|
(|z0 − b1|−β + |z0 − b2|−β

)

| Im z0|
∫

ε

dτ

τ
≤

≤ c
(

min{|z0 − b1|, |z0 − b2|}
)

1
2−β √

ε ln
| Im z0|

ε
.

"���� &� �*���� �!��	 !��	� � ��� ��	������ I22�
�' �*���� ��	������
 Ij 7�� j = 16, 17, . . . , 24 �����)	 ��7��� 
���

7�����&�!��	� ����*�� f±
fl 
 	���� !��&��	
� ∂D±

z \ {b1, b2} �
��
���	
� :���,; ��� �� 7������� 5 '�������% � 	��&� ����
���	
�
:��4,;�

9���&�! 	�7��� ��
���	
� :��4�; � ����
���	
� :��4�; 7�� j = 1�
+ 6	�� *���) ����!�	��! 	���� z ∈ D±

z 	���)% �	� Im z 	= 0 � δ :=
:= |z − b1| < (b2 − b1)/3� =-�'����! ����' z3 ���� �' -��&��2�5 �
	���� z 	���� �����* ∂D±

z � �
���! 
 ����!�	����� !��&��	
�

γ0 := {t ∈ ∂D±
z : |t − b1| ≤ δ/2},

γ1 := {t ∈ ∂D±
z : |t−Re z| < 2| Im z|, Im t Im z > 0}\γ0, γ1 := {t : t ∈ γ1},

γ2 :=
({t ∈ ∂D±

z : |t − b1| ≤ 3δ} ∪ γz3b1 ∪ γz̄3b1

) \ (γ0 ∪ γ1 ∪ γ1),

γ3 := ∂D±
z \ (γ0 ∪ γ1 ∪ γ1 ∪ γ2)

� 7����	�
�! f±
fl(z) ��!!�� 7�	� ��	������
G

f±
fl(z) =

1
2πi

∫

γ0

f(t)
(

1 − t − Re z
√

(t − z)(t − z̄)

)

dt+

+
1

2πi

∫

γ1

f(t)
(

1− t − Re z
√

(t − z)(t − z̄)

)

dt+
1

2πi

∫

γ1

f(t)
(

1− t − Re z
√

(t − z)(t − z̄)

)

dt+

+
1

2πi

∫

γ2

f(t)
(

1 − t − Re z
√

(t − z)(t − z̄)

)

dt+



� 	%� ��������� ���"���� ���������� � ��
��� ��
� �?�

+
1

2πi

∫

γ3

f(t)(
√

(t − z)(t − z̄) − (t − Re z))
√

(t − z)(t − z̄)
dt =: I25 + I26 + I27 + I28 + I29.

��	����� I25 �*���
��	�� ���������� ��	������ I20% � ��	����� 
I26% I27% I28% I29 �*���
�)	�� � ���	�! ����
�� :��4�; 7���-�� 	�!�% ���
7�� ����'�	����	
� 	����! ���� �*���� ���	
�	�	
���� ��	����� 
I12% I13% I14% I15 � �' �7����� 5 �*���� ��	������
 I25% I26% I27% I28% I29

�����)	 ��
���	
� :��4�; � ����
���	
� :��4�; 7�� j = 1� .���������
��	���
��
��	�� ����
���	
� :��4�; � 7�� j = 2� "����!� ����'����

� ������% ����� ���
�� γ ��������
��	 �-���	�% 7���������� ��	����
� 7���7������	�) {z ∈ C : Im z > 0} �
���	�� k>�-���	�)% �*���� :����;%
:����; �	����)	��� ��� 6	�! �7��
����
� �����)(�� 	����!��

�� �� �� � ����� &��
 γ ' ��������� %�������� ����	�����
������� ����������� �������	
�� ��������	
��� �� �
����	������"#�� �	���" :����;% � ��	��
 {z ∈ D+

z : Im z > 0}
:�	� {z ∈ D−

z : Im z > 0}; ��� ���� ��	���� k���	��
"� ,	�
f ∈ Lp(γ)� 2 < p ≤ ∞� �� �	� ����	� ������������ !������ f+

fl

:�	�� ������������� f−
fl; ��� 	"��� ε ≥ 0 ������	��� ������

ω∂D±
z
(f±

fl, ε) ≤ c ‖f‖Lp
ω(ε), :��D�;

��� ω(ε) = ε
p−2
2p ��� 2 < p < ∞ � ω(ε) =

√
ε ln 1

ε ��� p = ∞� �
��������� c ������ ��	
�� �� ������ γ�

	�
 � � � � �  � � � � �� 0	����! ������� �*���� :����; � ���	�!
	���% �	� �-���	� {z ∈ D+

z : Im z > 0} :��� {z ∈ D−
z : Im z > 0};

�
���	�� k>�-���	�)�

���	� z0 ∈ ∂D±
z \{b1, b2} � 	���� z1 ∈ ∂D±

z 	����% �	� ε := |z1−z0| ≤
≤ | Im z0|/(2k)� �����	�
�! 7����(���� ����*�� f±

fl 
 	���� z0

��
���	
�! :��4�;% 
 ��	���!

Γ1 := {t ∈ ∂D±
z : |t − z0| ≤ 2kε}, Γ1 := {t : t ∈ Γ1}, Γ′

1 = Γ′′
1 = ∅,

Γ2 := {t ∈ ∂D±
z : 2kε < |t − z0| ≤ | Im z0|}, Γ2 := {t : t ∈ Γ2},
Γ3 := ∂D±

z \ (Γ1 ∪ Γ1 ∪ Γ2 ∪ Γ2),

� 
!��	� 
 ��&����
√

(t − z1)(t − z̄1) �����&�	�� 7������� � '�������
(
√

(t − z1)(t − z̄1) )∓�
��������� �-���	� {z ∈ D±

z : Im z > 0} �
���	�� k>�-���	�)%
	� 
 7�����	�� ����
���	
� :���D;% � ���	�! ��	����� ����� 7������!



�?4 ��� �� 
������ ������ ��� ��������������) ����"

����
���	
� :��4�; 7�� 
��5 t ∈ ∂D±
z \(Γ1∪Γ1 )� 9���� ���������� �*����

:����; 7������! ����
���	
�

|f±
fl(z1) − f±

fl(z0)| ≤ c ‖f‖Lp
ω(ε), :��D�;


 ��	���! 7��	������ c '�
���	 	����� �	 ���
�� γ�
0	����! 	�7��� �*���� :��44; !����� 7������� 5 '������� ����>

*�� f±
fl(z) 
 �����	���	� 	���� b1� + 6	�� *���) ����!�	��! 	����

z ∈ ∂D±
z \ {b1} 	���)% �	� δ := min{|z − b1|, |z − b2|} < (b2 − b1)/(3k)�

�����	�
�! f±
fl(z) ��
���	
�! :��4?;% 
 ��	���!

γ1 := {t ∈ ∂D±
z : |t − Re z| < 2 | Im z|, Im t Im z > 0},

γ1 := {t : t ∈ γ1}, γ2 := {t ∈ ∂D±
z : |t − b1| ≤ 3kδ} \ (γ1 ∪ γ1),

γ3 := ∂D±
z \ (γ1 ∪ γ1 ∪ γ2),

� 
!��	� 
 ��&����
√

(t − z1)(t − z̄1) �����&�	�� 7������� � '�������
(
√

(t − z1)(t − z̄1) )∓�
��� ����
��% �	� �-���	� {z ∈ D±

z : Im z > 0} �
���	�� k>�-���	�)%
���������� �*���� :���D; ��	���
��
��	�� ����
���	
�

∣

∣(
√

(t − z)(t − z̄))∓ − (t − Re z)
∣

∣ ≤ c | Im z|
��� 
��5 t ∈ γ3 � ����	���� �-���)	��� 7��	������ c� 9���� 7���-��
�*���� :��44; 7������! ����
���	
�

|f±
fl(z)| ≤ c ‖f‖Lp

ω1(δ) ,


 ��	���! ω1(δ) := δ
p−1

p 7�� 2 < p < ∞ � ω1(δ) := δ ln 1
δ 7�� p = ∞%

� 7��	������ c '�
���	 	����� �	 ���
�� γ�
.��������� �*���
��	�� !����� ��'���	� f±

fl(z)− f±
fl(b2) 
 �����	>

���	� 	���� b2 � �	�����	�� �*���� :��4D;�
� ��'���	�	� ������� 5 '���� �	������� �*���� :��44;% :��4D; ��	�>

��
���� ����
���	
�

|f±
fl(z) − f±

fl(bj)| ≤ c ‖f‖Lp
ω1(δ) :��D?;

7�� j = 1 ��� j = 2 � 
��5 z ∈ D±
z 	���5% �	� |z − bj | < (b2 − b1)/(3k)N

'���� 7��	������ c '�
���	 	����� �	 ���
�� γ�
�������! 	�7��� � ����'�	����	
� �*���� :��D�;� ���	� 0 < ε <

< (b2 − b1)/(3k(2k + 1))� 1���!�	��! 	���� z0, z1 ∈ ∂D±
z % ��� ��	�� 5

|z1 − z0| = ε% � �����)(�� ������ �5 ���7���&���� �	����	�����
����	
�	������ ����



� 	%� ��������� ���"���� ���������� � ��
��� ��
� �?D

� ������% ����� | Im z0| ≥ 2kε% �7��
����
� �*���� :��D�;�
H��� |z0−bj | < 2kε 7�� j = 1 ��� j = 2% 	�% ���	 
�� ����
���	
�

:��D?;% 7������!

|f±
fl(z1) − f±

fl(z0)| ≤ |f±
fl(z1) − f±

fl(bj)| + |f±
fl(z0) − f±

fl(bj)| ≤
≤ c ‖f‖Lp

ω1((2k + 1)ε) ≤ c ‖f‖Lp
ω1(ε),

��� 7��	���� � c '�
���	 	����� �	 ���
�� γ�
/�����*% 
 ������% ����� min{|z0 − b1|, |z0 − b2|} ≥ 2kε > | Im z0|%

���������� �*���� :��D?; ��	���
��
�)	�� ����
���	
�

|f+
fl(z1) − f+

fl(z0)| ≤ |f+
fl(z1)| + |f+

fl(z0)| ≤
≤ c ‖f‖Lp

ω1((2k + 1)ε) ≤ c ‖f‖Lp
ω1(ε),

���� �-���	� {z ∈ D+
z : Im z > 0} �
���	�� k>�-���	�)% ��� ����
���	
�

|f−
fl(z1) − f−

fl(z0)| ≤
∣

∣

∣

∣

f−
fl(z1) − 1

πi

∫

Γ′

f(t) dt

∣

∣

∣

∣

+
∣

∣

∣

∣

f−
fl(z0) − 1

πi

∫

Γ′

f(t) dt

∣

∣

∣

∣

≤

≤ c ‖f‖Lp
ω1((2k + 1)ε) ≤ c ‖f‖Lp

ω1(ε),

���� �-���	� {z ∈ D−
z : Im z > 0} �
���	�� k>�-���	�)N '����

Γ′ := Γγ
z0z̄0

∩ Γγ
z1z̄1

% 7�� 6	�! �����	�*�� !��&��	
� Γ′ ����*���
���
�����	�*��� �����* ∂D−

z % � 7��	���� � c '�
���	 	����� �	 ���
�� γ�
=��
��� ! �����	
��! 7������� 5 �*���� �
���	�� ����
���	
�

:��D�;% � ����'�	����	
� 	����! '�
��2����
+ ���	�! 	���% �	� �-���	� {z ∈ D+

z : Im z > 0} :��� {z ∈ D−
z :

Im z > 0}; �
���	�� k>�-���	�)% �	����)	�� �*���� :��4,;% :��4�;
���������� 	�!�% ��� 7�� ����'�	����	
� 	����! ���? ������ �	��>
����� �*���� :����;% :����;� ��� 6	�! 7� �5�!� ����'�	����	
� 	����! 
���� ����' 
��	�� �����)(�� �	
��&������

�� �� �� � ����� &��
 γ ' ��������� %�������� ����	�����
������� ����������� �������	
�� ��������	
��� �� �
����	������"#�� �	���" :����;% � ��	��
 {z ∈ D+

z : Im z > 0}
:�	� {z ∈ D−

z : Im z > 0}; ��� ���� ��	���� k���	��
"� &��
�
����� ����� �	� !������ f : ∂Dz −→ C �#������ β ∈ (0; 1) ������
��� ����	����� �	���� :��4�;� (���� �	� ����	� ������������
!������ f+

fl :�	�� ������������� f−
fl; ��� 	"��� ε ≥ 0 �����

���� ������

ω∂D±
z
(f±

fl, ε) ≤ c ω0(ε),

��� ω0(ε) = ε1−β ��� β > 1/2 � ω0(ε) =
√

ε ln 1
ε ��� β ≤ 1/2 � �

��������� c ������ ��	
�� �� ������ γ � !������ f �



�?� ��� �� 
������ ������ ��� ��������������) ����"

� �1� 7�"�
���� ������ 8�����
 ���

��
����
������� ��
������

��&� � ����� '���� !�	�!�	������� ��'���% ��	�� � �!�)	 !����>
������� � 7��!������% �-��'�)	 ����
 � '����� ��� ��2���� ���
��>
��� 6���7	�������� 	�7��

=���
��� ����
�� '������ ��� ���
����� 6���7	�������� 	�7� �
>
���	�� '����� 9���5��� 9�� �
�!������ � 	��5!������ ���
����� <�7>
���� ��'��-�	�� ��'���� � !�	�� 6����	�
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'���� 9���5�� 
 !���������� 7������	� 7���	����	
������ 7�	��*�>
������� 7��� � ���
�� ��!!�	����% ��� 7��
���% ��	����
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��(��	
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 ��&�����! ���
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:?��; �� ��� Ox�

� ��-�	� C?4E �7���� ����	�� � ������	� � 7��	���
�� ����
 5
'���� ��� ������ 6���7	�������� ���
����� 
	����� 7������ � 
 >
��&�����! �� 7��!��% ��	�� � 7���'��� �7���������� �	����� 6	�5
'���� �	 ����
 5 '���� ��� 6���7	������5 ���
����� -�' 
 ��&������
+����
�	�����% ��2���� ����
 5 '���� 
 !���������� 7������	�
7���	����	
������ 7�	��*�������� 7��� � ���
�� ��!!�	���� 	��-��	
��'
�	�� �7�*����� 5 !�	���
% ��	�� � ���	 
��� - 7������ � �7�>
*��������� ���-�����	� �����!!�	���� 5 '�����

=��� �' �7���-�
 �������
���� �����!!�	���� 5 ����
 5 '����
-�'����	�� �� 7����	�
����� �5 ��2���� 
 
��� 7�	��*����
 7���	���
��� �
������ ����% ��� 7��	������ ��	�� 5 ��7���'�)	�� �����!��>
	���� � ��2���� ���	
�	�	
�)(�5 ���
����� � ���	� !� 7���'
��>
� !� :�!� C���% 4�% ,?E;� � ���	���	�% 	���! �7���-�! 
 ��-�	� C,?E
'����� 9���5�� ��� ��2���� ���
�����% �-�-(�)(��� ���
����� :?�?;%

 �-���	�% �����*� ��	���� �
���	�� ���
�� <�7���
�% ����*���
���
� ��	��������!� ���
����) I�������!��

"��&� 7��!���)	�� ��� �������
���� ����
 5 '���� 7����	�
�����
��2���� � 7�!�(�) ��7�����!�	�������5 ����*�� :�!�% ��7��!��% CD?%
,�E;% !����!��� � ��	������� � 7���-��'�
���� :�!�% ��7��!��% C?DE; �

����*���� � !�	�� :�!�% ��7��!��% C��% D% �E;�

B����	�
� � �7���- ��2���� �����!!�	���� 5 ����
 5 '����
���	��	 
 �
������ �5 � ����
 ! '�����! 	����� �����	������5
����*�� ��!7������� 7���!����� :�!�% ��7��!��% C�D% ��% ��% ��%
�4% ��% ??% ?�E;� 1����'�*�� 6	�� *���% ��� 7��
���% �7���-�	
�)	
��	������� � 7����	�
����� ��2���� ����' �����	������� ����*��



� 	&� ��������� ������ ����)�� ��� ���������� �?,

��!7������� 7���!����� � ���!�� �5 �-��(���� �� �����*� �-���	��
/�&� ��� ��2���� '���� 9���5�� ��� �����!!�	������� 7�	��>

*���� � ����*�� 	��� +	���� 7��!���)	�� ��	������� � 
 ��&����
:?��,;% :?���;�

�/��� 6�������
� ������ 	����� � �� ����������$ �������

���	� D F ������������ �-���	� !���������� 7������	� xOr �
'�!���	�� &������
�� �7��!���!�� �����*���

1���!�	��! ��������"" ������ �����	� �	� ��������������
��������	� �- �	 ������ ��7��� 
��� �� D ����*�� ϕ(x, r)% ��	����

 �-���	�D ���
��	
����	 ���
����) :?�?;% � �� �����*� ∂D 7����!��	
'����� � '������� ϕ∂D(x, r)% 	� ��	� ���
��	
����	 ��
���	
� ϕ(x, r) =
= ϕ∂D(x, r) 7�� 
��5 (x, r) ∈ ∂D�

=	!�	�!% �	� �����!!�	���� � 7�	��*��� ϕ(x, r) 
 �-���	� D
7�������	�� 7���*�7� !����!�!�� 9����!� ���
�!�% ���� |ϕ(x, r)|
���	����	 ���������� !����!�!� 
� 
��	������ 	���� �-���	� D%
	� ϕ(x, r) = const 
�)�� 
 D� B	� ������	 �' 	���% �	� ����*��

u(x, y, z) := ϕ(x,
√

y2 + z2) �
���	�� ���!��������� 
 �-���	� 	��5>
!������ �
�����
� 7���	����	
�% �-��'�
����� 
��(����! �-���	� D
�	����	����� ��� Ox�

H�	��	
��� ! �����	
��! 7���*�7� !����!�!� �
���	�� �����	
��>
���	� ��2���� 
��	������ '����� 9���5�� ��� �����!!�	������� 7�>
	��*�����

+ *���) ��2���� '����� 9���5�� ����!�	��! ��������"" ����
������	
��" ������ ��� '����� 5 7������� 5 '������� �����!!�	>
������� 7�	��*���� ϕ∂D(x, r) �- �	 ������ ����!������ 
 �-���	� Dz

� ��7��� 
��� 
 Dz ����*�� F % ���
��	
���)(�� ��7����	�����!�
����
�) ��!!�	��� :���D;% 	����% �	� �� 7������� � '������� �
��)	��
��2����! ��	���������� ���
�����

1
2πi

∫

∂Dz

F (t)
(
√

(t − z)(t − z̄))−
dt = ϕ∂D(x, r) , :��D�;

��� (x, r) ∈ ∂D% r 	= 0% z = x + ir�

�/��� 8���
#�� �� ����������$ ������ 
 �����������

������������ ��������9� ��� ��2���� 
��	������ 
�7�!���>
	������ '����� -���! ��7���'�
�	� ����	���� ������!��� �	�-��&����
σ+(Z) ���������� ����� {Z ∈ C : |Z| < 1} �� �-���	� D+

z 	����% �	�
σ+(−1) = b1% σ+(1) = b2% � �-��'�! 7�������� {Z ∈ C : |Z| < 1, Im Z >
> 0} 7�� �	�-��&���� σ+(Z) �
���	�� �-���	� {z ∈ D+

z : Im z > 0}�



�?� ��� �� 
������ ������ ��� ��������������) ����"

<���� 
���	�% �	� 	���� �	�-��&���� ��(��	
��	 � 7�� 
��5 Z ∈ {Z ∈
∈ C : |Z| ≤ 1} ���
��	
����	 ����
�) σ+(Z̄) = σ+(Z)�

�
���! 7�� 6	�! 
 ����!�	����� ����*�)

M+(Z, T ) :=

√

(T − Z)(T − Z̄)
(σ+(T ) − σ+(Z))(σ+(T ) − σ+(Z̄))

, :��D4;

��	���) 7�� ��&��! �������
����! Z 	= −1 -���! 7���!�	� ��� ��>
7��� 
��) 
�	
� ����*��% �����	������� 
 ��������! ����� 7� 7���>
!����� T % 	���)% �	� M+(Z,−1) > 0�

1���!�	��! 	��&� ����*�) m(ξ, τ) := M+

(

ξ−i
ξ+i ,

τ−i
τ+i

)

% ��� ξ, τ ∈ R�

�
���! 
 ����!�	����� ��������
���� ����� ����*��� I���*��
g(z) ���
��	
����	 ����
�) #������� � 7���'�	���! α ∈ (0; 1] ��
!��&��	
� E% E ⊂ C% ����

|g(z1) − g(z2)| ≤ c |z1 − z2|α ∀ z1, z2 ∈ E

� 7��	������ c �� '�
���	 �	 z1 � z2� A���' ˜Hα �-�'����! ����� ����*��
g : ∂Dz −→ C% ��� ��&��� �' ��	�� 5 7�� �������
����! α ∈ (0; 1]
��(��	
��	 ν ∈ [0;α) 	����% �	� 
 7�����	�� ����
��

|g(z1) − g(z2)| ≤

≤ c (max{|z1 − b1||z1 − b2|, |z2 − b1||z2 − b2|})−ν |z1 − z2|α :��DD;

∀ z1, z2 ∈ ∂Dz,

��� 7��	������ c �� '�
���	 �	 z1, z2� =��
����% �	� ����*�� ������
˜Hα ���
��	
���)	 �� !��&��	
� ∂Dz ����
�) #������� � 7���'�	���!
α − ν% ������ 7�� 6	�! 
�� 7���'
������ �������
����� �����	���	�
	���� b1 � b2 
 7�����	�� ����
�� #������� � 7���'�	���! α�

����� ����*�� g∂D : ∂D −→ R% ��� ��&��� �' ��	�� 5 ����*��
g% �7�������!�� ��
���	
�! g(x + ir) := g∂D(x, r) 7�� (x, r) ∈ ∂D%

7�������&�	 ������ ˜Hα% -���! �-�'����	� ˜Hα(∂D)�
=	!�	�! ����	�� � ��
���	
�% ��	�� � ��7���'�)	�� 7�� �����*��


�7�!���	������ '����� ��� '����� 5 7������� 5 '������� 7�	��*�>
��� ϕ∂D(x, r) � ����������!� ��	��������!� ���
����) �� ����	
�>
	������ ����

H��� ����*�� ϕ∗ ���
��	
����	 ����
�) #������� � 7���'�	���!
α > 1/2 �� �	��'�� [a1, a2] � ��!!����!� �� �	��'�� [a, a1]% 	� 7�



� 	&� ��������� ������ ����)�� ��� ���������� �?�

�	�����	��� �5�!� C�% �� D,�E 7�� �)-�! ξ ∈ (a1, a2) 7������! ��
���	
�

d

dξ

ξ
∫

a

s ϕ∗(s)
√

(ξ2 − s2)(s2 − a2)
ds = −ξ

ξ
∫

a

s (ϕ∗(s) − ϕ∗(ξ))
(ξ2 − s2)3/2

√
s2 − a2

ds. :��D�;

��� 	�5 &� 7���7���&����5 � ����*�� ϕ∗ ����� ��	���
��
��	��
��
���	
�

lim
τ→ξ

ξ
∫

τ

s ϕ∗(s)
√

(ξ2 − s2)(s2 − τ2)
ds =

π

2
ϕ∗(ξ) ∀ ξ ∈ (a1, a2]. :��D,;

� �����)(�� 	����!� 7��
���� ���	�	��� � ����
�� �����*��

�7�!���	������ '����� ��� '����� 5 7������� 5 '������� �����!>
!�	������� 7�	��*���� ϕ∂D(x, r) � ����������!� ��	��������!� ���
>
����) �� ����	
�	������ ����

�� �� �� � ����� &��
 !������ ϕ∂D ������	�%�� �	��
˜Hα(∂D)� 1/2 < α ≤ 1� � ����	�������� �	���"

ϕ∂D(x,−r) = ϕ∂D(x, r) ∀ (x, r) ∈ ∂D. :��D�;

&��
 ��� ���� ������%���� σ+(Z) ��!!����������� � ������
���%���� {Z ∈ C : |Z| = 1, Z 	= ±1}� !������ σ′

+(Z) � ��� %�
������ ���������� � �� ����� ��	"� � � ��������� ����� Z = ±1
����	�������� ������

|σ′
+(Z)| ≤ c (|Z − 1|−β + |Z + 1|−β) , :��D�;

��� β ∈ (0; 1) � ��������� c �� ������ �� Z� &��
� ����� �����
!������ M+(Z, T ) ��� 	"��� A1, A2 ∈ (−1; 1), A1 < A2, ����	��������
�	���"

|M+(Z1, T ) − M+(Z2, T )| ≤ c |Z1 − Z2|α′ ∀T,Z1, Z2 ∈
∈ {Z ∈ C : |Z| = 1} : −1 < Re T < A1 < Re Z1 < Re Z2 < A2,

Im Z1 Im T > 0, Im Z2 Im T > 0,
:����;

��� 1/2 < α′ ≤ 1 � ��������� c �� ������ �� Z1 � Z2�
(���� ������	��� 	���"#�� �����%�����$
�; ��%��� ��0���� F ���������� ���������	
��� ������ �	�

�����	
��� �������� ��������	� ϕ∂D �� !����	�

Up(ξ) = Re
i
(

F (σ+( ξ−i
ξ+i )) − ϕ∂D(b2, 0)

)

σ′
+( ξ−i

ξ+i )

2(ξ + i)
∀ ξ > 0



��� ��� �� 
������ ������ ��� ��������������) ����"

����%���� ��0���� ����	������ �������	
���� ���������

A(ξ, ξ)Up(ξ) +
2ξB(ξ, ξ)

π

∞
∫

0

Up(τ)
τ2 − ξ2

dτ−

− 4ξ

π2

ξ
∫

0

⎛

⎝

ξ
∫

τ

s(B(s, τ) − B(ξ, τ))
(ξ2 − s2)3/2

√
s2 − τ2

ds

∞
∫

0

τUp(η)
η2 − τ2

dη

⎞

⎠ dτ−

−2ξ

π

ξ
∫

0

Up(τ)

ξ
∫

τ

s(A(s, τ) − A(ξ, τ))
(ξ2 − s2)3/2

√
s2 − τ2

ds dτ = f∗(ξ) ∀ ξ > 0, :����;

� �������

A(ξ, τ) := 2Re m(ξ, τ), B(ξ, τ) := 2 Im m(ξ, τ), :���?;

f∗(ξ) := ϕ∗(ξ) − ξ

ξ
∫

0

s(ϕ∗(s) − ϕ∗(ξ))
(ξ2 − s2)3/2

ds :����;

� !������ ϕ∗ ����%���� ����� �������" !�����" ϕ∂D ���������

ϕ∗(ξ) :=
1

√

ξ2 + 1

(

ϕ∂D(x, r) − ϕ∂D(b2, 0)
)

, :���4;

��� x + ir = σ+( ξ−i
ξ+i )-

?; �	� � ����	����� �������	
��� ��������� :����; !������
A,B, f∗ ������	��� ���������� :���?;% :����; � !������ Up ��	����
����� ��� ��0������ ��� !������

F0(z) = − 2(ξ + i)
πσ′

+( ξ−i
ξ+i )

∞
∫

−∞

Up(|τ |)
τ − ξ

dτ, z = σ+

(

ξ − i

ξ + i

)

∈ D+
z , Im ξ > 0, :���D;

���������� �����	%���� �� ��	��� D+
z �� ������� ∂D+

z � �� !����
���

F (z) = ϕ∂D(b2, 0) + F0(z) :����;

��	���� ��0����� ���������� ���������	
��� ������ �	� �����	
�
��� �������� ��������	� ϕ∂D�



� 	&� ��������� ������ ����)�� ��� ���������� ���

	�
 � � � � �  � � � � �� ����7�2�! ��	��������� ���
����� :��D�;

 
���

1
2πi

∫

∂Dz

F (t) − ϕ∂D(b2, 0)
(
√

(t − z)(t − z̄))−
dt = ϕ∂D(x, r) − ϕ∂D(b2, 0) . :���,;

�
���! 
 ����!�	����� ����*�) F0(t) := F (t) − ϕ∂D(b2, 0) �

 7����! ��� 7���-��'�
���� ��	���������� ���
����� :���,;� �����>
�	
�� 	����! ��2� � ����!������	� ����*�� F0 
 �-���	� Dz 7���>
���! ��
���	
�

∫

Γγ
zz̄

F0(t)
(
√

(t − z)(t − z̄))−
dt = −

∫

Γγ
zz̄

F0(t)
(
√

(t − z)(t − z̄))−
dt =

=
∫

∂D±
z \Γγ

zz̄

F0(t)
(
√

(t − z)(t − z̄))−
dt =

∫

∂D±
z \Γγ

zz̄

F0(t)
(
√

(t − z)(t − z̄))−
dt .

�	��% ��	��������� ���
����� :���,; 7��
���	�� � ���
����)

1
πi

∫

Γγ
zz̄

F0(t)
(
√

(t − z)(t − z̄))−
dt = ϕ∂D(x, r) − ϕ∂D(b2, 0) . :����;

��7���'�� ������!��� �	�-��&���� z = σ+(Z) ���������� �����
�� �-���	� D+

z � �-�'����� ����' Czz̄ 7���-��' ���� Γγ
zz̄ 7�� 6	�!

�	�-��&����% 7���-��'��! ���
����� :����; � 
���

1
πi

∫

Czz̄

F0(σ+(T ))σ′
+(T )

(
√

(σ+(T ) − σ+(Z))(σ+(T ) − σ+(Z̄)) )−
dT =

= ϕ∂D(Re σ+(Z), Im σ+(Z)) − ϕ∂D(b2, 0) . :����;

�
���! 
 ����!�	����� ��7��� 
��) 
�	
�
√

(T − Z)(T − Z̄)
����*�� Q(T ) =

√

(T − Z)(T − Z̄)% �����	������� 
�� ��'��'� 
����
���
�� Czz̄% 	���)% �	� Q(T ) > 0 7�� 
��5 T ∈ R : T > −1� ���
T ∈ Czz̄ 
 ��&����

√

(T − Z)(T − Z̄) 7���!��! ��� '������� ����*��
Q(T ) �� 7��
�! ���) ��'��'�% 	� ��	�

√

(T − Z)(T − Z̄) := lim
W→T∈Czz̄,|W |>1

√

(W − Z)(W − Z̄) .



��? ��� �� 
������ ������ ��� ��������������) ����"

<���� ��	���
��
��	�� ��
���	
�

(

√

(σ+(T ) − σ+(Z))(σ+(T ) − σ+(Z̄))
)−

=

√

(T − Z)(T − Z̄)
M+(Z, T )

,

� ���	�! ��	����� ���
����� :����; 7��
���	�� � 
���

1
πi

∫

Czz̄

F+(T )σ′
+(T ) M+(Z, T )

√

(T − Z)(T − Z̄)
dT =

= ϕ∂D(Re σ+(Z), Im σ+(Z)) − ϕ∂D(b2, 0) . :��,�;

��� F+(T ) := F0(σ+(T ))�
� 7����! 	�7��� ������!��� �	�-��&���� ξ = i 1+Z

1−Z ��!7�������
7������	�� ��� 6	�! �	�-��&���� �-��'�! ���� Czz̄ �
���	�� �	��'��
[−|ξ|, |ξ|]% 7����! 	���� T, T̄ ���� Czz̄% ��!!�	���� � �	����	�����
����	
�	������ 7��!��% �	�-��&�)	�� ���	
�	�	
���� 
 	���� τ �
−τ �	��'�� [−|ξ|, |ξ|]% ��!!�	���� � �	����	����� 	���� 0� + ���	�!
��
���	
�

√

(T − Z)(T − Z̄) = − 2i

(τ + i)
√

ξ2 + 1

√

ξ2 − τ2 ∀T ∈ Czz̄ ,


 ��	���! ���	
�	�	
�)(�� 	���� T ∈ Czz̄ � τ ∈ [−|ξ|, |ξ|] �
�'�� 
���	��2����! T = τ−i

τ+i % ���'��� ! ������!� ! �	�-��&����! 7���>
���	� ���
����� :��,�; 7��
���	�� � ��	��������!� ���
����)

2
π

|ξ|
∫

−|ξ|

F∗(τ) m(ξ, τ)
√

ξ2 − τ2
dτ = ϕ∗(ξ) ∀ ξ ∈ R \ {0} , :��,�;

��� ����*�� F∗(τ) := iF±(T )σ′
±(T )

2(τ+i) ����!����� 
 7���7������	� {τ ∈ C :
Im τ > 0}% ��7��� 
�� 7�����&��	�� �� R \ {0} � �-��(��	�� 
 ���� ��
-����������	��

�
��� ��	���	� ����*�� ϕ∗ ���
����� :��,�; ��
�������� ���
��>
��)

2
π

ξ
∫

0

F∗(τ)m(ξ, τ) + F∗(−τ)m(ξ,−τ)
√

ξ2 − τ2
dτ = ϕ∗(ξ) ∀ ξ > 0. :��,?;

������� 
 ��
���	
� :��,?; ξ = s% � '�	�! �!��&�� �-� ��� ���	� ��
s(ξ2 − s2)−1/2 �% ������*% ��	������� 7� 7���!����� s �� �	��'�� [0, ξ]%



� 	&� ��������� ������ ����)�� ��� ���������� ���

7������! ��
���	
�

2
π

ξ
∫

0

s
√

ξ2 − s2

s
∫

0

F∗(τ)m(s, τ) + F∗(−τ)m(s,−τ)√
s2 − τ2

dτ ds =

ξ
∫

0

s ϕ∗(s)
√

ξ2 − s2
ds.

�'!���� 7������ ��	������
���� 
 7�
	����! ��	������% �' 6	���
��
���	
� 7������!

2
π

ξ
∫

0

ξ
∫

τ

s (F∗(τ)m(s, τ) + F∗(−τ)m(s,−τ))
√

(ξ2 − s2)(s2 − τ2)
ds dτ =

ξ
∫

0

s ϕ∗(s)
√

ξ2 − s2
ds. :��,�;

9����% ��������*���� ��
���	
� :��,�; 7� 7���!����� ξ � ���	 
��
7�� 6	�! ��
���	
� :��D�;% :��D,;% 7������!

−2ξ

π

ξ
∫

0

ξ
∫

τ

s [F∗(τ)(m(s, τ) − m(ξ, τ)) + F∗(−τ)(m(s,−τ) − m(ξ, τ))]
(ξ2 − s2)3/2

√
s2 − τ2

ds dτ+

+F∗(ξ)m(ξ, ξ) + F∗(−ξ)m(ξ,−ξ) = f∗(ξ) . :��,4;

=��
����% �	� 7�� 
��5 τ ∈ R 
 7�����	�� ��
���	
�

m(ξ,−τ) = m(ξ, τ). :��,D;

I���*�� F∗% 
 �
�) �������% ���
��	
����	 ���	��2���)

F∗(−τ) = F∗(τ) ∀ τ ∈ R \ {0} . :��,�;

9���	
�	�����% ����!�	��
�� �	�-��&���� μ+(τ) := σ+( τ−i
τ+i ) 7���7���>

���	� {τ ∈ C : Im τ ≥ 0} �� !��&��	
� D+
z % '�!����!% �	� �-��'�!

	���� τ � −τ 7��!�� R 7�� 6	�! �	�-��&���� �
��)	�� ���	
�	�	
����
	���� t � t̄ �����* ∂D+

z % ��!!�	���� � �	����	����� 
�(��	
�����
7��!��� ��6	�!� 
 7�����	�� ��
���	
�

μ′
+(−τ) = −μ′

+(τ) ∀ τ ∈ R \ {0} . :��,,;

"�7��� � ���	�! 	�&���	
�

σ′
+(T ) =

(τ + i)2

2i
μ′

+(τ) ∀ τ ∈ R \ {0}

7���-��'��! 
 ��&���� F∗(τ) � 
���

F∗(τ) =
1
4

F+

(

τ − i

τ + i

)

μ′
+(τ)(τ + i)



��4 ��� �� 
������ ������ ��� ��������������) ����"

�% ��� �����	
�� ���	��2���� :���D;% :��,,;% 7�����! ��
���	
� :��,�;�
�
���! 
 ����!�	����� ����*�� Up(ξ) := ReF∗(ξ), Vp(ξ) := ImF∗(ξ)

� � ���	�! ���	��2���� :��,D;% :��,�; 7���7�2�! ��
���	
� :��,4; 
 
���

A(ξ, ξ)Up(ξ) − B(ξ, ξ)Vp(ξ) − 2ξ

π

ξ
∫

0

Up(τ)

ξ
∫

τ

s(A(s, τ) − A(ξ, τ))
(ξ2 − s2)3/2

√
s2 − τ2

ds dτ+

+
2ξ

π

ξ
∫

0

Vp(τ)

ξ
∫

τ

s(B(s, τ) − B(ξ, τ))
(ξ2 − s2)3/2

√
s2 − τ2

ds dτ = f∗(ξ) . :��,�;

��7���'�� ���!��� #���-��	� :�!� C�% �� ��E; ��� �-��(���� �����>
������� ��	������ ��2� � ���	 
�� ��	���	� ����*�� Up% �!��!

Vp(ξ) = − 1
π

∞
∫

−∞

Up(τ)
τ − ξ

dτ = −2ξ

π

∞
∫

0

Up(τ)
τ2 − ξ2

dτ ∀ ξ > 0 . :��,�;

/�����*% 7���	�
��� 
 ��&���� :��,�; ����*�� Vp 
 ��
���	
�
:��,�;% 7������! ����������� ��	��������� ���
����� :����; ��� ��5�&>
����� ����*�� Up� "���! �-��'�!% �	
��&����� � 	����! ����'���%
� ��� '�
��2���� ����'�	����	
� �	
��&����� ? ��	��	�� '�!�	�	�%
�	� ����*�� F0 
 ��&��	�� ����' ����*�) Up 7� ���!��� :���D; 

��'���	�	� ��2���� '����� $
��*� ��� 7���7������	� C��% �� ?��E�

�/��� ,� ����������� �����!������ ���&��% ��! 7���	�7�	� �
��������'�*�� ������������ ��	���������� ���
����� :����;% ����&�!
��� 
�7�!���	���� 5 �	
��&������

.���� ���� &��
 !������ ϕ∗ : (0,∞) → C ����	��������
�	�����

lim
ξ→∞

ϕ∗(ξ) = 0, :����;

|ϕ∗(s) − ϕ∗(ξ)| ≤ c
|s − ξ|α
sα∞ ξα

∀ s, ξ : 1 ≤ s < ξ , :����;

|ϕ∗(s) − ϕ∗(ξ)| ≤ c
|s − ξ|α
sα0 ξα1

∀ s, ξ : 0 < s < ξ ≤ 3 , :���?;

��� α ∈ (1/2; 1]� α∞ ∈ (0;∞)� α0 ∈ [0; 2)� α1 ∈ R� � ��������� c ��
������ �� s � ξ� (���� �	� !������ :����; ������	��� ������

|f∗(ξ)| ≤ c

ξβ∞
∀ ξ ≥ 2 , :����;



� 	&� ��������� ������ ����)�� ��� ���������� ��D

|f∗(ξ)| ≤ c

ξβ0
∀ ξ ∈ (0; 2) , :���4;

|f∗(ξ + ε) − f∗(ξ)| ≤ c

(

εα−1/2

ξβ2
+

ε

ξβ∞+1

)

∀ ξ ≥ 2 ∀ ε ∈ (0; ξ/2] , :���D;

|f∗(ξ+ε)−f∗(ξ)| ≤ c

(

εα−1/2

ξβ1
+

ε

ξβ0+1

)

∀ ξ ∈ (0; 2) ∀ ε ∈ (0; ξ/2] , :����;

��� β∞ := min{2;α∞}� β0 := max{α0, α0 + α1 − α}� β1 := α0 + α1 − 1/2�
β2 := α + α∞ − 1/2� � ��������� c �� ������ �� ξ � ε�

	�
 � � � � �  � � � � �� ���&�� 
����% '�!�	�!% �	� ���
��� !
�-��'�! �' ����
�� :����;% :����; ������	 ����
���	
�

|ϕ∗(s)| ≤ c

sα∞
∀ s ≥ 1 , :���,;

� �' ����
�� :���?; F ����
���	
�

|ϕ∗(s)| ≤ c

sα0
∀ s ∈ (0; 3] , :����;


 ��	�� 5 7��	������ c �� '�
���	 �	 s�
=*���! ������� |f∗(ξ)| 7�� ξ ≥ 2 ��!�� 7�	� ������! 5G

|f∗(ξ)| ≤ |ϕ∗(ξ)| + ξ

1
∫

0

s|ϕ∗(s)|
(ξ2 − s2)3/2

ds + ξ|ϕ∗(ξ)|
1
∫

0

sds

(ξ2 − s2)3/2
+

+ξ

ξ/2
∫

1

s|ϕ∗(s) − ϕ∗(ξ)|
(ξ2 − s2)3/2

ds + ξ

ξ
∫

ξ/2

s|ϕ∗(s) − ϕ∗(ξ)|
(ξ2 − s2)3/2

ds =:
5
∑

j=1

Sj(ξ) .

��� �*���� ������! 5 Sj(ξ) ����' c -���! �-�'����	� ��'���� �
7��	���� �% ��	�� � �� '�
���	 �	 ξ�

9�� 7��
��� ������!��� S1(ξ) �7��
����
� �*���� :���,;� 0��	 
��
����
���	
� :����;% 7������! �*���� 
	����� ������!���G

S2(ξ) ≤ c

ξ2

1
∫

0

s1−α0ds ≤ c

ξ2
.

9�� 	��	���� ������!���% ���	 
�� ����
���	
� :���,;% �!��! �*����

S3(ξ) ≤ c

ξ2+α∞
.



��� ��� �� 
������ ������ ��� ��������������) ����"

A�	
��	�� ������!�� �*���
��	�� � ���	�! ����
�� :����; � ���
������
����
���	
� ξ2 − s2 ≥ 3 ξ2/4 7�� s ∈ [1; ξ/2]G

S4(ξ) ≤ c

ξ2

ξ/2
∫

1

s1−α∞ds ≤ c

(

1
ξ2

+
1

ξα∞

)

.

"��&� � ���	�! ����
�� :����; � ���
������ ����
���	
� ξ2 − s2 ≥
≥ 3 ξ(ξ−s)/2 7�� s ∈ [ξ/2, ξ] ��	���
��
��	�� �*���� 7�	��� ������!���G

S5(ξ) ≤ c

ξα+α∞−1/2

ξ
∫

ξ/2

|s − ξ|α−3/2 ds ≤ c

ξα∞
.

=��
��� ! �����	
��! 7������� 5 �*���� ������! 5 S1(ξ)% S2(ξ)% . . .%
S5(ξ) �
���	�� ����
���	
� :����;�

��� ξ ∈ (0; 2) �*���! |f∗(ξ)| ��!!�� 	��5 ������! 5G

|f∗(ξ)| ≤ |ϕ∗(ξ)| + ξ

ξ/2
∫

0

s|ϕ∗(s) − ϕ∗(ξ)|
(ξ2 − s2)3/2

ds + ξ

ξ
∫

ξ/2

s|ϕ∗(s) − ϕ∗(ξ)|
(ξ2 − s2)3/2

ds =:

=: s1(ξ) + s2(ξ) + s3(ξ). :����;

9�� ������!��� s1(ξ) �7��
����
� �*���� :����;� +�����! � s2(ξ)%
s3(ξ) �*���
�)	�� 	���! &� �7���-�!% ��� ���	
�	�	
���� ������! �
S4(ξ)% S5(ξ) 7�� ����'�	����	
� ����
���	
� :����;� � 6	�! ������%
��7���'�� ����
�� :���?; 
!��	� ����
�� :����;% 7������! �*����

s2(ξ) ≤ c

ξα0+α1−α
, s3(ξ) ≤ c

ξα0+α1−α
,


 ��	�� 5 7��	������ c �� '�
���	 �	 ξ� "���! �-��'�!% ����
���	
�
:���4; ����'����

=*���! 	�7��� |f∗(ξ1) − f∗(ξ2)| 7�� 0 < ξ1 < ξ2% ξ2 − ξ1 =: ε ≤ ξ1/2
��!!�� 2��	� ������! 5G

|f∗(ξ1) − f∗(ξ2)| ≤ |ϕ∗(ξ1) − ϕ∗(ξ2)| + |ξ1 − ξ2|
∣

∣

∣

∣

∣

∣

ξ1
∫

0

s(ϕ∗(s) − ϕ∗(ξ1))
(ξ2

1 − s2)3/2
ds

∣

∣

∣

∣

∣

∣

+

+ξ2

ξ1
∫

ξ1−ε

s|ϕ∗(s) − ϕ∗(ξ1)|
(ξ2

1 − s2)3/2
ds + ξ2

ξ2
∫

ξ1−ε

s|ϕ∗(s) − ϕ∗(ξ2)|
(ξ2

2 − s2)3/2
ds+



� 	&� ��������� ������ ����)�� ��� ���������� ��,

+ξ2 |ϕ∗(ξ1) − ϕ∗(ξ2)|
ξ1−ε
∫

0

s ds

(ξ2
2 − s2)3/2

+

+ξ2

ξ1−ε
∫

0

s |(ξ2
1 − s2)−3/2 − (ξ2

2 − s2)−3/2| |ϕ∗(s) − ϕ∗(ξ1)| ds =:
6
∑

j=1

Sj .

� �������2�! ����'�	����	
� ����' c -���! �-�'����	� 7��	���>
� �% '������� ��	�� 5% 
��-(� ��
���% ��'���� � �� '�
���	 �	 ξ1% ξ2

� ε�
=*���! ������! � Sj 7�� ξ1 ≥ 2� J�!�	�!% �	� ���
��� !�

�����	
��!� ����
�� :����; �
��)	�� ����
���	
�

S1 ≤ c

ξα+α∞
1

εα , S5 ≤ c

ξβ2
1

εα−1/2 .

=*���
�� ������! � S3 � S4 	���! &� �7���-�!% ��� 
 2� �*�����
S5(ξ)% 7������! ����
���	
�

S3 ≤ c

ξβ2
1

εα−1/2 , S4 ≤ c

ξβ2
1

εα−1/2 .

���!� 	���% 
 7����)	�� ����
���	
�

S2 ≤ c

ξ1
ε

5
∑

j=2

Sj(ξ1) ≤ c

ξ1+β∞
1

ε .

+ ���	�! ��
���	
�

(ξ2
1 − s2)−3/2 − (ξ2

2 − s2)−3/2 = 3 ξ∗(ξ2
∗ − s2)−5/2(ξ2 − ξ1), :����;

��� ξ∗ F ����	���� 	���� �	��'�� [ξ1, ξ2]% �*���! ������!�� S6 ��!!��
��	 ��5 ������! 5G

S6 ≤ ξ2

1
∫

0

s
3 ξ2 ε

(ξ2
1 − s2)5/2

|ϕ∗(s)| ds + ξ2

1
∫

0

s
3 ξ2 ε

(ξ2
1 − s2)5/2

|ϕ∗(ξ1)| ds+

+ξ2

ξ1/2
∫

1

s
3 ξ2 ε |ϕ∗(s) − ϕ∗(ξ1)|

(ξ2
1 − s2)5/2

ds + ξ2

ξ1−ε
∫

ξ1/2

s
3 ξ2 ε |ϕ∗(s) − ϕ∗(ξ1)|

(ξ2
1 − s2)5/2

ds =:

=: SI
6 + SII

6 + SIII
6 + SIV

6 .



��� ��� �� 
������ ������ ��� ��������������) ����"

9����% �*���
�� ������! � SI
6 % S

II
6 % S

III
6 % SIV

6 7���-�� 	�!�% ��� 7��
����'�	����	
� ����
���	
� :����; �*���� ���	
�	�	
���� ������! �
S2(ξ)% S3(ξ)% S4(ξ)% S5(ξ)% 7������! ����
���	
�

SI
6 ≤ c

ξ3
1

ε , SII
6 ≤ c

ξ3+α∞
1

ε ,

SIII
6 ≤ c ε

(

1
ξ3
1

+
1

ξ1+α∞
1

)

, SIV
6 ≤ c

ξβ2
1

εα−1/2 .

�' 7������� 5 �*���� ������! 5 S1, S2, . . . , S6 7�� ξ1 ≥ 2 ���
��>
� ! �-��'�! ������	 ����
���	
� :���D;�

� 7����! 	�7��� �*���� ������! 5 Sj 7�� ξ1 ∈ (0; 2)� � 6	�! ������
S1, S2, . . . , S5 �*���
�)	�� 	���! &� �7���-�!% ��� � 7�� ξ1 ≥ 2� "��%
��7���'�� ����
�� :���?; 
!��	� ����
�� :����;% 7������! �*����

S1 ≤ c

ξα0+α1
1

εα, S3 ≤ c

ξβ1
1

εα−1/2, S4 ≤ c

ξβ1
1

εα−1/2, S5 ≤ c

ξβ1
1

εα−1/2,

� 	��&� �*����

S2 ≤ c

ξ1
ε (s2(ξ1) + s3(ξ1)) ≤ c

ξ1+β0
1

ε .

+ ���	�! ��
���	
� :����; �*���! S6 ��!!�� �
�5 ������! 5G

S6 ≤ ξ2

ξ1/2
∫

0

s
3 ξ2 ε |ϕ∗(s) − ϕ∗(ξ1)|

(ξ2
1 − s2)5/2

ds + ξ2

ξ1−ε
∫

ξ1/2

s
3 ξ2 ε |ϕ∗(s) − ϕ∗(ξ1)|

(ξ2
1 − s2)5/2

ds,

��	�� �% 
 �
�) �������% �*���
�)	�� 7���-�� 	�!�% ��� 7�� ����'�>
	����	
� ����
���	
� :���4; �*���� ���	
�	�	
���� ������! � s2(ξ) �
s3(ξ)� "���! �-��'�!% 7������! �*����

S6 ≤ c

ξβ1
1

εα−1/2.

�' �*���� ������! 5 S1, S2, . . . , S6% 7������� 5 7�� ξ1 ∈ (0; 2)%
������	 ����
���	
� :����;� <�!!� ����'����

�
���! 
 ����!�	����� ����� H0(R) ����*�� g∗ : R −→ C% ���
��&��� �' ��	�� 5 ��(��	
��	 7�����

lim
τ→±∞ g∗(τ) =: g∗(∞)



� 	&� ��������� ������ ����)�� ��� ���������� ���

� ��(��	
�)	 α, α∞ ∈ (0; 1] 	����% �	� 
 7����)	�� �*����

|g∗(τ1) − g∗(τ2)| ≤ c |τ1 − τ2|α ∀ τ1, τ2 ∈ R, :����;

|g∗(τ) − g∗(∞)| ≤ c |τ |−α∞ ∀ τ ∈ R \ {0}, :���?;


 ��	�� 5 7��	������ c �� '�
���	 �	 τ1, τ2 � τ �
.���� ���� &��
 !������ ϕ : [0,∞) −→ C ����	��������

�	�����

lim
s→∞ϕ(s) = 0, :����;

|ϕ(s) − ϕ(ξ)| ≤ c
|s − ξ|α
sα′∞ ξα

∀ s, ξ : 1 ≤ s < ξ , :���4;

|ϕ(s) − ϕ(ξ)| ≤ c
|s − ξ|α

ξν
∀ s, ξ : 0 ≤ s < ξ ≤ 3 , :���D;

��� α ∈ (1/2; 1]� α′
∞ ∈ (0;α]� ν ∈ [0;α)� � ��������� c �� ������ ��

s � ξ� (���� !������

h∗(ξ) :=
{

(ξ + i) f∗(ξ) ��� ξ ≥ 0 ,
(ξ + i) f∗(−ξ) ��� ξ < 0 ,

������	�%�� �	�� H0(R) �

lim
ξ→∞

h∗(ξ) = 0 , :����;

��� ���� f∗ ������� !����	�� :����;% � �������

ϕ∗(ξ) :=
ϕ(ξ)
√

ξ2 + 1
∀ ξ ≥ 0 .

	�
 � � � � �  � � � � �� <���� ��	���
��
��	��% �	� ��� ����*��
ϕ∗ 
 7����)	�� ����
�� :����;% :���?; 7�� α∞ = α′

∞+1% α0 = 0 � α1 = ν�
=	�)��% 
 ���	���	�% ������	% �	� 7������� � 7�� ����'�	����	
�
��!! ��� �*���� 
 ��&���� s2(ξ) � s3(ξ)% �7�������� 5 
 ��
���	
�
:����;% 7����!�)	 
�� s2(ξ) ≤ c ξα−ν � s3(ξ) ≤ c ξα−ν % ��� 7��	������
c �� '�
���	 �	 ξ� =��
��� !� �����	
��!� 6	�5 �*���� �
��)	��
��
���	
� f∗(0) = ϕ∗(0) � ����
���	
�

|f∗(ξ) − f∗(0)| ≤ c ξα−ν ∀ ξ ∈ (0; 2), :���,;


 ��	���! 7��	������ c �� '�
���	 �	 ξ�



�4� ��� �� 
������ ������ ��� ��������������) ����"

"�7��� � ���	�! ����
���	
� :���,; � �*���� :����; 3 :����; �����
��	���
��
��	�� 
 7����!��	� ����
�� 
��� :����;% :���?; ��� ����*��
h∗% � 	��&� ��
���	
� :����;� <�!!� ����'����

=-�'����! ����' CR -���5�
� 7���	����	
� ����*�� g∗ : R → C%
��7��� 
� 5 �� ���2������� 
�(��	
����� 7��!�� R∪{∞}% � ���!��

‖g∗‖CR
:= sup

τ∈R

|g∗(τ)| .

��� 6	�! 

���! 
 ����!�	����� !����� ��7��� 
���	�

ωR(g∗, ε) := sup
τ1,τ2∈R, |τ1−τ2|≤ε

|g∗(τ1) − g∗(τ2)| ,

� 	��&� ������� � *��	����
��� � :�	����	����� -��������� ������>
��� 	����; !����� ��7��� 
���	�

ωR,∞(g∗, ε) := sup
τ∈R, |τ |≥1/ε

|g∗(τ) − g∗(∞)|

����*�� g∗ ∈ CR� "�7��� ����' DR �-�'����! ����� ����*�� g∗ ∈ CR%
!����� ��7��� 
���	� ��	�� 5 ���
��	
���)	 ����
��! 9���G

1
∫

0

ωR(g∗, η)
η

dη < ∞,

1
∫

0

ωR,∞(g∗, η)
η

dη < ∞. :����;

1���!�	��! 	��&� !����� ��7��� 
���	�

ωC(g, ε) := sup
|Z1|=|Z2|=1, |Z1−Z2|≤ε

|g(Z1) − g(Z2)|

����*�� g% '������� �� ��������� ����&���	� C := {Z ∈ C : |Z| = 1}�
+7��
����
� �����)(�� �	
��&������
.���� ���� ,	� ����	� ������������ !������ g∗ : R → C

��� k ≥ 0 ����	������"� �	�����

1
∫

0

ωR(g∗, η)
η

(

ln
1
η

)k

dη <∞ ,

1
∫

0

ωR,∞(g∗, η)
η

(

ln
1
η

)k

dη <∞, :����;

�� ����	
 ������������ !������ g(Z) := g∗(ξ)� ��� Z = ξ−i
ξ+i � ξ ∈ R�

� ��" ������
� ����	�������� �	���"

1
∫

0

ωC(g, η)
η

(

ln
1
η

)k

dη < ∞ . :�����;



� 	&� ��������� ������ ����)�� ��� ���������� �4�

	�
 � � � � �  � � � � �� ���	� 0 < ε < 1/4 � z1, z2 ∈ C : |z2 − z1| =
= ε� =*���! |g(z1) − g(z2)| 
 �����)(�5 ������5 ���7���&���� 	����
z1% z2 �� ����&���	� C�

� ������ Re z1 ≤ 1/4 
 7����)	�� ����
���	
� |z1 − 1| > 3/4%
|z2 − 1| > 1/2% � ��7���'�
����! ��	�� 5 ����� ��	���
��
��	�� �*����
∣

∣ i 1+z1
1−z1

− i 1+z2
1−z2

∣

∣ < 6 εN 7�6	�!� |g(z1) − g(z2)| < ωR(g∗, 6 ε)�
� ������ |z1 − 1| ≤ 2 4

√
ε 
 7�����	�� ����
���	
� |z2 − 1| ≤

≤ 3 4
√

ε% 7�6	�!� 7������! ���	��2���� |g(z1)− g(z2)| ≤ |g(z1)− g(1)|+
+|g(1) − g(z2)| ≤ 2ωR,∞(g∗, 3 4

√
ε)�

/�����*% 
 ������% ����� Re z1 > 1/4 � |z1 − 1| > 2 4
√

ε% 
 7�����	��
����
���	
� |z2 − 1| > 4

√
ε � 7�6	�!� ����� ��	���
��
��	�� �*����

∣

∣ i 1+z1
1−z1

− i 1+z2
1−z2

∣

∣ <
√

ε% �' ��	���� ������	 ���	��2���� |g(z1)−g(z2)| ≤
≤ ωR(g∗,

√
ε)�

=��
��� ! �����	
��! 7������� 5 ���	��2���� �
���	�� �*����

ωC(g, ε) ≤ ωR(g∗, 6 ε) + ωR(g∗,
√

ε) + 2ωR,∞(g∗, 3 4
√

ε) . :�����;

"�7��� ����
�� :�����; �
���	�� �����	
��! �*���� :�����; � ����
��
:����;� <�!!� ����'����

��� ��������'�*�� ������������ ��	���������� ���
����� :����;
��7���'��	�� 7����	���
�� 7������ ��	������
���� 
 7�
	��� 5 ��>
	������5% ��	�� � �
��)	�� ��!7�'�*��� ������������ � �������>
���� ��	������
 7� 
�(��	
����� 7��!��� � !���������5 C�% D�E
����'��� 
�'!�&���	� �'!������ 7������ ��	������
���� 7�� ����>
�������5 7���7���&����5 � ���
�� ��	������
����% 7��	���	� �����>
������� ��	������ � ���� ����������� ��	������� � ��-�	�5 CDD% D�E
��������� � ��'���	�	� 7������ �� '�!���	�! ���	��� ��	������>

���� 7�� -���� �-(�5 7���7���&����5 � ��! � '����� 5 ����>
*��5� /�! 7�����-�	�� �����)(�� ��'���	�	 �- �'!������ 7����>
�� ��	������
���� 
 7�
	��� 5 ��	������5 7� 
�(��	
����� 7��!��%
��	�� � �� ������	 ��7������	
���� �' ��'���	�	�
 ��-�	 C�% D�% DD% D�E�

.���� ���� &��
 !������ U∗ ������	�%�� �	�� DR �
����#���� � ��	
 � ��������� ���	����� ������ � �	� !������
m̂(ξ, τ) ������	��� ������

|m̂(ξ, τ)| ≤ Ω(ξ, τ) ∀ ξ, τ : 0 < τ < ξ, :����?;

|m̂(ξ, s) − m̂(ξ, τ)| ≤ Ω(ξ, τ)
(

s − τ

ξ − τ

)β

∀ ξ, s, τ : 0 < τ < s < ξ, :�����;

��� β ∈ (0; 1] � !������ Ω(ξ, τ) ����	�������� �	�����

sup
τ∈[0,s]

Ω(ξ, τ) ≤ c(ξ, s) ∀ ξ, s : 0 < s < ξ, :����4;



�4? ��� �� 
������ ������ ��� ��������������) ����"

ξ
∫

0

sup
τ : η≤ξ−τ≤2η

Ω(ξ, τ) ln
ξ

η
dη ≤ c(ξ), :����D;

� ������� ��������� c(ξ, s)� c(ξ) ������ ��	
�� �� ��8������
��������� � �������

(���� ��� ��� ξ > 0 ����	����� ��������

ξ
∫

0

m̂(ξ, τ)

∞
∫

−∞

U∗(s)
s − τ

ds dτ =

∞
∫

−∞
U∗(s)

ξ
∫

0

m̂(ξ, τ)
s − τ

dτ ds. :�����;

	�
 � � � � �  � � � � �� ���	� N > 2 ξ% 0 < ε < ξ/16� �����	�
�!
��&� � �' 7�
	��� 5 ��	������
% 
5���(�5 
 ��
���	
� :�����;%
��!!�� 	��5 ��	������
G

I :=

∞
∫

−∞
U∗(s)

ξ
∫

0

m̂(ξ, τ)
s − τ

dτ ds =

=
(

−N
∫

−∞
+

∞
∫

N

)

U∗(s)

ξ
∫

0

m̂(ξ, τ)
s − τ

dτ ds+

N
∫

−N

U∗(s)
∫

{τ∈[0,ξ] : |τ−s|>ε}

m̂(ξ, τ)
s − τ

dτ ds+

+

N
∫

−N

U∗(s)
∫

{τ∈[0,ξ] : |τ−s|≤ε}

m̂(ξ, τ)
s − τ

dτ ds =: I1 + I2 + I3,

I∗ :=

ξ
∫

0

m̂(ξ, τ)

∞
∫

−∞

U∗(s)
s − τ

ds dτ =

=

ξ
∫

0

m̂(ξ, τ)
(

−N
∫

−∞
+

∞
∫

N

)

U∗(s)
s − τ

ds dτ +

ξ
∫

0

m̂(ξ, τ)
(

τ−ε
∫

−N

+

N
∫

τ+ε

)

U∗(s)
s − τ

ds dτ+

+

ξ
∫

0

m̂(ξ, τ)

τ+ε
∫

τ−ε

U∗(s)
s − τ

ds dτ =: I∗1 + I∗2 + I∗3 .

+������� 	����!� I�-��� 
 7�����	�� ��
���	
� I2 = I∗2 � � ����
���	��2���� :����?;% :����D; � 7���7���&���� � 	�!% �	� U∗ ∈ DR �



� 	&� ��������� ������ ����)�� ��� ���������� �4�

U∗(∞) = 0% ��	����� I1, I
∗
1 �	��!�	�� � ���) 7�� N → ∞% � ��	�����

I∗3 �	��!�	�� � ���) 7�� ε → 0�
����&�! 	�7���% �	� ��	����� I3 	��&� �	��!�	�� � ���) 7�� ε → 0�

+ 6	�� *���) 7����	�
�! ��� 
 
���

I3 =

ξ+ε
∫

ξ

U∗(s)

ξ
∫

s−ε

m̂(ξ, τ)
s − τ

dτ ds +

0
∫

−ε

U∗(s)

s+ε
∫

0

m̂(ξ, τ)
s − τ

dτ ds+

+

ξ
∫

ξ−ε

U∗(s)

ξ
∫

s−ε

m̂(ξ, τ)
s − τ

dτ ds +

ε
∫

0

U∗(s)

s+ε
∫

0

m̂(ξ, τ)
s − τ

dτ ds+

+

8ε
∫

ε

U∗(s)

s+ε
∫

s−ε

m̂(ξ, τ)
s − τ

dτ ds +

ξ−ε
∫

ξ−8ε

U∗(s)

s+ε
∫

s−ε

m̂(ξ, τ)
s − τ

dτ ds+

+

ξ−8ε
∫

8ε

U∗(s)

s+ε
∫

s−ε

m̂(ξ, τ)
s − τ

dτ ds =:
7
∑

j=1

Ij
3 .

0��	 
�� 	����!� I�-���% �*���� :����?; � ����
�� :����D;% 7���>
���!

|I1
3 | ≤ ‖U∗‖CR

ξ+ε
∫

ξ

ξ
∫

s−ε

|m̂(ξ, τ)|
s − τ

dτ ds = ‖U∗‖CR

ξ
∫

ξ−ε

|m̂(ξ, τ)|
τ+ε
∫

ξ

ds

s − τ
dτ =

= ‖U∗‖CR

ξ
∫

ξ−ε

|m̂(ξ, τ)| ln
ε

ξ − τ
dτ ≤

≤ ‖U∗‖CR

ε
∫

0

sup
τ : η≤ξ−τ≤2η

Ω(ξ, τ) ln
ε

η
dη → 0, ε → 0.

0��	 
�� ��7����	����� ����
�� :����4;% ���������� ��	���
��
��!%
�	� I2

3 → 0 7�� ε → 0�
�
���! 
 ����!�	����� !��&��	
� e1 := [s − (ξ − s)/4, s + (ξ − s)/4]%

e2 := [s − ε, ξ] \ e1 � 7����	�
�! I3
3 
 
��� ��!! �
�5 ��	������
G

I3
3 =

ξ
∫

ξ−ε

U∗(s)
∫

e1

m̂(ξ, τ) − m̂(ξ, s)
s − τ

dτ ds+

ξ
∫

ξ−ε

U∗(s)
∫

e2

m̂(ξ, τ)
s − τ

dτ ds =: i1 + i2.



�44 ��� �� 
������ ������ ��� ��������������) ����"

"�7��� � ���	�! �*���� :�����; � ����
�� :����D; 7������! ���	��>
2����

|i1| ≤ c(β) ‖U∗‖CR

ξ
∫

ξ−ε

(ξ−s)−β sup
τ : 3(ξ−s)/4≤ξ−τ≤5(ξ−s)/4

Ω(ξ, τ)
∫

e1

|s−τ |β−1 dτ ds ≤

≤ c(β) ‖U∗‖CR

4ε/3
∫

0

sup
τ : η≤ξ−τ≤2η

Ω(ξ, τ) dη → 0, ε → 0,

��� ����' c(β) �-�'����� ��'���� � 7��	���� �% ��	�� � '�
���	
	����� �	 β�

"�� &�% ��� � 7�� �*���� ��	������ I1
3 % ��	���
��
��	��% �	� i2 → 0

7�� ε → 0� "���! �-��'�!% I3
3 → 0 7�� ε → 0� .��������� ��	���
��>


��	��% �	� ��	����� I4
3 % I5

3 % I6
3 	��&� �	��!�	�� � ���) 7�� ε → 0�

�% ������*% 7���-�� �*���� ��	������ i1 7������!

|I7
3 | ≤ c(β) ‖U∗‖CR

εβ

ξ−7ε
∫

7ε

sup
τ : η≤ξ−τ≤2η

Ω(ξ, τ)
dη

ηβ
→ 0, ε → 0.

+����	
��! 7������� 5 ���	��2���� �
���	�� ��
���	
�

lim
N→∞

lim
ε→0

(I − I∗) = 0, :����,;

�' ��	����� 
 ���� 	���% �	� ��	����� I, I∗ �� '�
���	 �� �	 N % ��
�	 ε % ������	 ��
���	
� :�����;� <�!!� ����'����

9���� 
 6	�! 7�������� 7���7������!% �	� �-���	� D+
z �!��	 ����>

��) �����*� ∂D+
z � 	����% �	� ������!��� �	�-��&���� σ+(Z) �!��	 ��

��������� ����&���	� ��7��� 
��) ���	����) 7���'
����)% ��	����
�� �-��(��	�� 
 ����� � 6	�! ������ 7�� 
��5 T0, T1, Z1, Z0 ∈ {Z ∈ C :
|Z| = 1} 	���5% �	� −1 < Re T0 < Re T1 < Re Z1 < Re Z0 < 1%
Im T1 Im T0 > 0, Im Z1 Im T0 > 0 � Im Z0 Im T0 > 0% �7��
����
 �*����

∣

∣

∣

∣

σ+(T0) − σ+(Z1)
T0 − Z1

− σ+(T0) − σ+(Z0)
T0 − Z0

∣

∣

∣

∣

≤

≤ c
ω(σ′

+, |T0 − Z0|)
|T0 − Z0| |Z1 − Z0|, :�����;

∣

∣

∣

∣

σ+(T1) − σ+(Z0)
T1 − Z0

− σ+(T0) − σ+(Z0)
T0 − Z0

∣

∣

∣

∣

≤



� 	&� ��������� ������ ����)�� ��� ���������� �4D

≤ c
ω(σ′

+, |T0 − Z0|)
|T0 − Z0| |T1 − T0|, :�����;

��� c F ����	���� �-���)	��� 7��	�������
+ ���	�! 	���% �	� 7�� ������� 5 7���7���&����5 �- �	�-��&����

σ+ 7�� 
��5 T,Z ∈ {Z ∈ C : |Z| = 1} 
 7����)	�� ����
���	
�

0 < c1 ≤
∣

∣

∣

∣

σ+(T ) − σ+(Z)
T − Z

∣

∣

∣

∣

≤ c2 ,

�' :�����;% :�����; �����)	 ��������� � �*���� ��� ����*�� :��D4;G

|M+(Z1, T0) − M+(Z0, T0)| ≤ c
ω(σ′

+, |T0 − Z0|)
|T0 − Z0| |Z1 − Z0|, :�����;

|M+(Z0, T1) − M+(Z0, T0)| ≤ c
ω(σ′

+, |T0 − Z0|)
|T0 − Z0| |T1 − T0| :�����;

7�� 
��5 T0, T1, Z1, Z0 ∈ {Z ∈ C : |Z| = 1} 	���5% �	� −1 < Re T0 <
< Re T1 < Re Z1 < Re Z0 < 1% Im T1 Im T0 > 0% Im Z1 Im T0 > 0%
Im Z0 Im T0 > 0% ��� c% c1% c2 F ����	�� � �-���)	� � 7��	���� ��

=��
����% �	� �' �*���� :�����; ������	 �*���� :����;� =*����
:�����;% :�����; ��(��	
���� ��7���'�)	�� 7�� ����'�	����	
� �����>
)(�� ��!! �

.���� ��*� �	� !������

m̂(ξ, τ) =
2ξ

π

ξ
∫

τ

s(m(s, τ) − m(ξ, τ))
(ξ2 − s2)3/2

√
s2 − τ2

ds

������	��� ������

|m̂(ξ, τ)| ≤ c
ω(σ′

+, |T − Z|)
|T − Z|

1
(ξ + 1)3/2

√
τ + 1

∀ ξ > τ > 0 , :����?;

|m̂(ξ, τ) − m̂(ξ − ε, τ)| ≤ c
ω(σ′

+, |T − Z|)
|T − Z|

1
(ξ + 1)(τ + 1)

√
ε√

ξ − τ
, :�����;

|m̂(ξ, τ + ε) − m̂(ξ, τ)| ≤ c
ω(σ′

+, |T − Z|)
|T − Z|

1
τ2 + 1

√
ε√

ξ − τ
:����4;

∀ ε > 0 ∀ τ > 0 ∀ ξ > τ + 3ε ,

��� T = τ−i
τ+i � Z = ξ−i

ξ+i � c ' ��������� ���	"���� ����������



�4� ��� �� 
������ ������ ��� ��������������) ����"

	�
 � � � � �  � � � � �� + ���	�! ����
���	
� :�����; �����
7������! �*���� :����?;� 9�� ����'�	����	
� �*���� :�����; 7����	�
�!
7����(���� ����*�� m̂(ξ, τ) 7� 7��
�� 7���!����� 
 
���

m̂(ξ, τ) − m̂(ξ − ε, τ) =
2ξ

π

ξ
∫

ξ−2ε

s(m(s, τ) − m(ξ, τ))
(ξ2 − s2)3/2

√
s2 − τ2

ds−

−2(ξ − ε)
π

ξ−ε
∫

ξ−2ε

s(m(s, τ) − m(ξ − ε, τ))
((ξ − ε)2 − s2)3/2

√
s2 − τ2

ds+

+
2
π

ξ−2ε
∫

τ

s(m(s, τ) − m(ξ, τ))√
s2 − τ2

(

ξ

(ξ2 − s2)3/2
− ξ − ε

((ξ − ε)2 − s2)3/2

)

ds−

−2(ξ − ε)(m(ξ, τ) − m(ξ − ε, τ))
π

ξ−2ε
∫

τ

s ds

((ξ − ε)2 − s2)3/2
√

s2 − τ2
.

"�7���% �*���
�� ��	����� 
 7��
�� ���	� 6	��� ��
���	
� � ��7���>
'�
����! ����
���	
� :�����;% 7������! �*���� :�����;� .��������� �
���	�! �*���� :�����;% :�����; ����' 
��	�� ����
���	
� :����4;� <�!!�
����'����

.���� ��&� &��
 ����	
 ������������ ��������� ������
������ ���!������� ������%���� σ+(Z) �� ��������� ����%����
����	�������� �	���"

1
∫

0

ω(σ′
+, η)
η

ln
1
η

dη < ∞ , :����D;

� �	� !������ m̂(ξ, τ) ������	��� ������ :����?; 3 :����4;� (���� �	�
!������

mp(ξ, τ) =

ξ
∫

0

m̂(ξ, s)
s − τ

ds ,

� ��" ������
� ������	��� ������

∞
∫

−∞

|mp(ξ, τ)|√
τ2 + 1

dτ ≤



� 	&� ��������� ������ ����)�� ��� ���������� �4,

≤ c
ln(ξ + 1)
(ξ + 1)3/2

2
∫

0

ω(σ′
+, η)
η

ln 3
η

(ξ + 1)−1/2 ln(ξ + 1) +
√

η ln 3
η

dη ∀ ξ ≥ 1, :�����;

∞
∫

−∞

|mp(ξ, τ)|√
τ2 + 1

dτ ≤ c

ξ
∫

0

ω(σ′
+, η)
η

ln
3
η

dη ∀ ξ ∈ (0, 1] , :����,;

∞
∫

−∞

|mp(ξ + ε, τ) − mp(ξ, τ)|√
τ2 + 1

dτ ≤

≤ c
1

ξ + 1
√

ε ln
1
ε

2
∫

0

ω(σ′
+, η)
η

ln 3
η√

ε ln 1
ε +

√
η ln 3

η

dη :�����;

∀ ξ > 0 ∀ ε ∈ (0,min{ξ, 1/2}) ,

��� c ' ��������� ���	"���� ����������
	�
 � � � � �  � � � � �� 9�� ����'�	����	
� ����
���	
� :�����; ��>

7���'��! ��
���	
�

∞
∫

−∞

|mp(ξ, τ)|√
τ2 + 1

dτ =
(

−2ξ
∫

−∞
+

∞
∫

2ξ

) |mp(ξ, τ)|√
τ2 + 1

dτ +

0
∫

−2ξ

|mp(ξ, τ)|√
τ2 + 1

dτ+

+

2ξ
∫

ξ

|mp(ξ, τ)|√
τ2 + 1

dτ +

ξ
∫

ξ/2

|mp(ξ, τ)|√
τ2 + 1

dτ +

ξ/2
∫

0

|mp(ξ, τ)|√
τ2 + 1

dτ =:
8
∑

j=4

Ij

� �*���! ��	����� I4, I5, . . . , I8 7�� 7���'
�����! ξ ≥ 1�
+ ���	�! �*���� :����?; 7������! ���	��2����

I4 ≤ c

(

−2ξ
∫

−∞
+

∞
∫

2ξ

)

dτ

τ2 + 1

ξ
∫

0

|m̂(ξ, s)| ds ≤

≤ c
1

(ξ + 1)5/2

2
∫

0

ω(σ′
+, η)
η

dη

(ξ + 1)−3/2 + η3/2
≤



�4� ��� �� 
������ ������ ��� ��������������) ����"

≤ c
ln(ξ + 1)
(ξ + 1)3/2

2
∫

0

ω(σ′
+, η)
η

ln 3
η

(ξ + 1)−1/2 ln(ξ + 1) +
√

η ln 3
η

dη.

J���� � ����� 
 ����'�	����	
� ����' c �-�'����� �-���)	� � 7��	�>
��� �% '������� ��	�� 5% 
��-(� ��
���% ��'���� ��&� 
 7������5
����� *�7���� ����
���	
�

��	����� I5, I6 �*���
�)	�� � 7�!�(�) 	����! I�-��� �
���	��2���� :����?; 7���-�� �*���� ��	������ I1

3 7�� ����'�	����	
�
��!! ��4� "��&� ���������� �*���� ��	������ I3

3 �*���
��	�� ��	�>
���� I7% 7�� 6	�! ��7���'�)	�� ����
���	
� :����?;% :����4;�

/�����*% 

���! 
 ����!�	����� !��&��	
� e′1 := [τ − τ3/ξ2,
τ + τ3/ξ2], e′2 := [0, τ − τ3/ξ2] ∪ [τ + τ3/ξ2, 3ξ/4], e′3 := [3ξ/4, ξ] �
�*���! ��	����� I8 ��!!�� 	��5 ��	������
G

I8 ≤
ξ/2
∫

0

∫

e′
1

|m̂(ξ, s) − m̂(ξ, τ)|
|s − τ | ds

dτ√
τ2 + 1

+

ξ/2
∫

0

∫

e′
2

|m̂(ξ, s)|
|s − τ | ds

dτ√
τ2 + 1

+

ξ/2
∫

0

∫

e′
3

|m̂(ξ, s)|
s − τ

ds
dτ√

τ2 + 1
=: i′1 + i′2 + i′3.

"�7��� ��	����� i′1 �*���
��	�� ���������� 	�!�% ��� 7�� ����'�	���>
�	
� ��!! ��4 �*���� ��	����� i1% �% �*���
�� ��	����� i′2% i

′
3 � ���	�!

����
���	
� :����?; � �
���	
 !����� ��7��� 
���	� :�!�% ��7��!��%
C��% �?E;% 7������!

i′2 ≤ c
1

(ξ + 1)3/2

ξ/2
∫

0

ω(σ′
+, |T − Z|)
|T − Z|

∫

e′
2

ds

|s − τ |√s + 1
dτ√

τ2 + 1
≤

≤ c
1

(ξ + 1)3/2

ξ/2
∫

0

ω(σ′
+, |T − Z|)√τ + 1

|T − Z| ln
ξ

τ

dτ

τ2 + 1
≤

≤ c
1

(ξ + 1)3/2

(

ω(σ′
+, 2)

1/2
∫

0

ln
ξ

τ
dτ + ln(ξ + 1)

2
∫

2ξ/(ξ2+4)

ω(σ′
+, η)

η3/2
dη

)

≤



� 	&� ��������� ������ ����)�� ��� ���������� �4�

≤ c
ln(ξ + 1)
(ξ + 1)3/2

2
∫

0

ω(σ′
+, η)
η

ln 3
η

(ξ + 1)−1/2 ln(ξ + 1) +
√

η ln 3
η

dη ,

i′3 ≤ c
1

(ξ + 1)5/2

ξ/2
∫

0

∫

e′
3

ω(σ′
+, |S − Z|)
|S − Z|

ds√
s + 1

dτ√
τ2 + 1

≤

≤ c
ln(ξ + 1)

ξ + 1

ξ/(ξ2+1)
∫

0

ω(σ′
+, η)
η

dη ≤

≤ c
ln(ξ + 1)
(ξ + 1)3/2

2
∫

0

ω(σ′
+, η)
η

ln 3
η

(ξ + 1)−1/2 ln(ξ + 1) +
√

η ln 3
η

dη .

"���! �-��'�!% ����
���	
� :�����; ����'���� .��������� ��	���
>
��
�)	�� �*���� :����,;% :�����;� <�!!� ����'����

�/��� 8��������#�� ����������� ������������ ���������

�� ����������$ ������� =-�'����! ����' Ce
R
7��7���	����	
�

-���5�
� 7���	����	
� CR% ���	��(�� �' ��	� 5 ����*��% � ����' De
R
F

!��&��	
� ��	� 5 ����*�� ������ DR�
�
���! 
 ����!�	����� ����*��

m̂(ξ, τ) :=

⎧

⎪

⎪

⎨

⎪

⎪

⎩

2ξ

π

ξ
∫

τ

s(m(s, τ) − m(ξ, τ))
(ξ2 − s2)3/2

√
s2 − τ2

ds 7�� ξτ > 0, |τ | < |ξ|,

0 7�� ξτ < 0 ��� ξτ > 0, |τ | > |ξ|,
:�����;

̂A(ξ, τ) := 2Re m̂(ξ, τ) , ̂B(ξ, τ) := 2 Im m̂(ξ, τ) , :���?�;

kp(ξ, τ) := − ξ

|ξ|
̂A(ξ, τ) +

1
π

ξ
∫

0

̂B(ξ, η)
η − τ

dη , :���?�;

̂f∗(τ) :=
{

f∗(τ) 7�� τ ≥ 0 ,
f∗(−τ) 7�� τ < 0 :���??;

� ��	������� � �7���	�� 

(kpf)(ξ) :=

∞
∫

−∞

kp(ξ, τ)√
τ2 + 1

f(|τ |) dτ , :���?�;



�D� ��� �� 
������ ������ ��� ��������������) ����"

(Rf)(ξ) :=
√

ξ2 + 1
(

A(ξ, ξ)
(A(ξ, ξ))2 + (B(ξ, ξ))2

f(ξ)+

+
P+(ξ)
4πi

∞
∫

−∞

√

(τ2 + 1)
∣

∣Im σ+

(

τ−i
τ+i

)∣

∣

2 |τ |
f(τ)
τ − ξ

dτ

)

,

��� P+(ξ) :=
√

σ′
+

(

ξ−i
ξ+i

) −
√

σ′
+

(

ξ+i
ξ−i

)

% 7�� 6	�! '������� ������ 7���>

&�	���� 7�� ξ = 0�
0�	���
�! ����
�� �� �����*� �-���	� D+

z % ���	�	��� � ��� ����>
����'�*�� ������������ ��	���������� ���
����� :����;�

�� �� �� � ���*� &��
 !������ ϕ∂D ������	�%�� �	��
˜Hα(∂D), 1/2 < α ≤ 1� � ����	�������� �	���" :��D�;% � ���!������
������%���� σ+(Z) �� ��������� ����%���� ����� ����������"
��������" ����������"� ������� �� ����#���� � ��	
� � �� ����	

������������ ����	�������� �	���"

1
∫

0

ω(σ′
+, η)
η

ln3 1
η

dη < ∞ . :���?4;

(���� ��%��� ��0���� ����	������ �������	
���� ��������� :����;
����

Up(ξ) =
U0(ξ)
√

ξ2 + 1
, :���?D;

��� U0 ∈ De
R
� ��%�� ���
 ��	����� � ����	
���� ��0���� �������	
�

���� ��������� 9�����	
��

U0(ξ) + (R(kpU0))(ξ) = (R ̂f∗)(ξ) ∀ ξ ∈ R, :���?�;

� ������� �������� R kp ��������� � ���������� Ce
R
� &�� ����

��������� :���?�; ����� � ���������� Ce
R
����������� ��0�����

�������� ����� ����� ������	�%�� �	�� De
R
�

	�
 � � � � �  � � � � �� �' �*���� :����?;% :����4; ������	% �	� ���

����*�� ̂B(ξ, τ) 
 7����)	�� ����
���	
� 
��� :����?;% :�����; 7��
β = 1/2 � Ω(ξ, τ) = c

ω(σ′
+,|T−Z|)
|T−Z| % ��� c F ����	���� �-���)	���



� 	&� ��������� ������ ����)�� ��� ���������� �D�

7��	������� ��6	�!� � ���	�! ��!! ��4 7���7�2�! ����������� ��	�>
�������� ���
����� :����; 
 
���

A(ξ, ξ)Up(ξ) +
iB(ξ, ξ)

πi

∞
∫

−∞

Up(τ)
τ − ξ

dτ+

+

∞
∫

−∞
kp(ξ, τ)Up(τ) dτ = ̂f∗(ξ) ∀ ξ ∈ R . :���?,;

J�!�	�!% �	� 7�������� �-� ���	� ���
����� :���?,; �
��)	�� ��	� !�
����*��!�% 	� ���
����� :���?,; � :����; 6�
�
����	� �

������ C�% �� �,�E ������������ ��	���������� ���
����� :���?,;

κ :=
1
2π

∞
∫

−∞
d arg

m(ξ, ξ)
m(ξ, ξ)

= 0 . :���?�;

B	� ������	 �' ����
� 5 �
���	
 ������� C�% �� ���E% � 	��&� �' 	����! 
4 ���
 Q !��������� C�4E� "���! �-��'�!% �7���	��

(Rhf)(ξ) :=
1

√

ξ2 + 1
(Rf)(ξ)

'����	 �����	
����� ��2���� 5����	����	�������� ���
�����% ���	
�	>
�	
�)(��� ���
����) :���?,;� ���!���� 	�7��� !�	�� �����!��� 3
����� :�!� C�% D�E; ��������'�*�� ���
����� :���?,;% 7������! ��	�>
�������� ���
����� :���?�;% ��
��������� ���
����) :���?,;�

����&�!% �	� �7���	�� R kp ��!7��	�� 
 7���	����	
� Ce
R
� 
�����

��2���� U0 ���
����� :���?�; 
 6	�! 7���	����	
� 7�������&�	 ������
De

R
�
9���	
�	�����% �' ��!! ��D% ��� � ����
�� :���?4; � ���	�! ��	���	�

����*��
√

ξ2 + 1 (kpU0)(ξ) ������	% �	� ��� !����� ��7��� 
���	� �
���������� *��	����
������ �	����	����� -��������� ��������� 	����
!����� ��7��� 
���	� 6	�� ����*�� 
 7����)	�� ����
�� 
��� :����;
7�� k = 1% 7����! ���'��� � ����
�� 
 7����)	�� ��
��!���� 7� U0

�' ���������� 2��� 7���	����	
� Ce
R
� =	�)�� � ���	�! ��!! ��� �

�*���� J��!���� ��� !����� ��7��� 
���	� ������������ ��	������
��2� C���% �4E ������	 ��!7��	���	� �7���	��� R kp 
 7���	����	
�
Ce

R
% � 	��&� 
 
�� � 	�!% �	� (R(kpU0)) ∈ De

R
7�� 
��5 U0 ∈ Ce

R
� ���!�

	���% ��7���'�� ����
�� ϕ∂D ∈ ˜Hα(∂D)% ��!!� ��? � �7�!���	�) �*����
J��!����% ��	���
��
��!% �	� (R ̂f∗) ∈ De

R
�



�D? ��� �� 
������ ������ ��� ��������������) ����"

"���! �-��'�!% ��� ��&���� ��2���� ���
����� :���?�; 
 7���	���>

�	
� Ce
R
����'���% �	� U0 = (R ̂f∗ − R(kpU0)) ∈ De

R
�

����&�!% ������*% �	� ���
����� :���?�; �!��	 �����	
�����
��2���� 
 7���	����	
� Ce

R
� + 6	�� *���) '�!�	�!% �	� ����������

���
�����

U0(ξ) + (R(kpU0))(ξ) = 0 ∀ ξ ∈ R :���?�;

�!��	 
 7���	����	
� Ce
R
	����� ����
�� ��2����� 9���	
�	�����% ���
>

����� :���?�; 7������� ��
������� !� 7���-��'�
����!� ���
�����
:���,; � ����
�� 7��
�� ���	�)G

1
2πi

∫

∂Dz

F0(t)
(
√

(t − z)(t − z̄))−
dt = 0 , :�����;

��	���� �!��	 �����	
����� ����!������ 
 D+
z ��2���� F0(z) ≡ 0%

�	� �
���	�� �����	
��! R����	
�����	� ��2���� '����� 9���5��
��� �����!!�	������� 7�	��*���� � 	����! ?��� ����5��� 	�7���
�	 ���
����� :���,; � ���
����) :���?�;% 7��5���! � 
 
��� � 	�!%
�	� ���'����!� ��2���) ���
����� :�����; ���	
�	�	
��	 �����	
�����
��2���� U0(ξ) ≡ 0 ����������� ���
����� :���?�;� "���! �-��'�!%

 ���	
�	�	
�� � ���	����	�
�� I�������!� ���
����� :���?�; �!��	
�����	
����� ��2���� 
 7���	����	
� Ce

R
� ����'�	����	
� '�
��2����

=	!�	�!% �	� ����
�� :���?4; 
 7����)	��% 
 ���	���	�% 
 ������%
����� �����*� �-���	�D F '�!���	�� &������
� ���
�� <�7���
�% �	�
�
���	�� ���
��� ! �����	
��! 	����! ������� C�4% �� 4��E� 0���
��
:���?4; 
 7�����	�� 	��&� 
 -���� �-(�! ������ '�!���	�� �������
&������
�� �����* ∂D% � ��	���� ���� ϑ(s) ������� ����	������ �
7���&�	�����!� ��7��
����) ��� Ox ��� ����*�� ����
�� ��������>
	 s �!��	 !����� ��7��� 
���	� ωR(ϑ, ε)% ���
��	
���)(�� ����
�)

1
∫

0

ωR(ϑ, η)
η

ln4 1
η

dη < ∞ .

B	� ������	 �' �*���� !����� ��7��� 
���	� 7���'
����� ������!��>
�� �	�-��&���� ���������� �����% 7��
������� 
 	����!� ? ��-�	 C��E
:�!� 	��&� ��-�	� C��?E;�

�/�*� ������� � �����:������ ���������$ ������ 	������

+���!������! 	�7��� ��'���	�	 � ��'��2�!��	� 
��	������ '�����
9���5�� ��� �����!!�	������� 7�	��*�����



� 	&� ��������� ������ ����)�� ��� ���������� �D�

�� �� �� � ���&� &��
 ����	��"�� �	���� ������� ���D�
(���� ��0���� ���������� ������ �����	� �	� ��������������
��������	� ������� !����	�� :���?;% � ������� F ' �����������
��0���� ���������� ���������	
��� ������ �	� �������� ���������
�������� ��������	� ϕ∂D � ����� ��� :����;% ��� ��	����!���
!������ F0 ����%���� ��������� :���D;N ��� ���� !������ Up

����� ��� :���?D;% ��� U0 ��	���� ��0����� ��������� 9�����	
��
:���?�; � ���������� Ce

R
�

	�
 � � � � �  � � � � �� +�(��	
�
���� ��2���� :����; 
��	������

�7�!���	������ '����� ��� '����� 5 ������� 5 '������� 7�	��*����
ϕ∂D �
���	�� �����	
��! 	����! ���4% ���D% � �����	
�����	� �� ��2����
������	 �' �����	
�����	� ��2���� '����� 9���5�� ��� �����!!�	���>
���� 7�	��*����% 	����! ?�� � 	����! ���% �' ��	���� 	��&� ������	%
�	� ��2���� 
��	������ '����� 9���5�� ��� �����!!�	������� 7�	��>
*���� '����	�� ���!���� :���?;� "����!� ����'����

=	!�	�!% �	� 
 ��-�	� C,?E '����� 9���5�� ��� ���
�����% �-�->
(�)(��� ���
����� :?�?;% � 7�!�(�) 7�	��*���� �
������ ����%
����*����
������ � 6	�! ���
�����!% 	��&� ����*���
��� � ��	������>
��!� ���
����) I�������!�% �� 7�� -���� &��	��5 �����������5 ��
�����*� �-���	��

����&�! 	�7���% �	� 
�� ��	��	
��� � ��2���� ���
����� :?�?; 

������������ �-���	� D � 7���'
������ &������
�� :
 	�! ����� �
���7��!���!��; �����*�� 7����	�
��)	�� ���!���!� 
��� :?��,;�

�/�&� 	�
���������� ������� ���� ���	� ϕ(x, r) F ��2����
���
����� :?�?; 
 �-���	� D � z = x + ir� =-�'����! ����' γρ �-��'
����&���	� {Z ∈ C : |Z| = ρ < 1} 7�� �	�-��&���� σ+(Z)% � ����'
D+

z,ρ F �-���	�% �����������) ���
�� γρ� 9�� ��&��� 	���� z ∈ D+
z

����!�	��! 	� ���
�) γρ% ��	���� �����&�	 z% � ����' Γzz̄ �-�'����!
���� �' �� ��� � ���*�!� 
 	����5 z � z̄� "���� ���
����% �	� � ���	�!
	����! ��2� ��
���	
� :?��,; 7�� z ∈ γρ% r 	= 0% 7��
���	�� � 
���

1
2πi

∫

γρ

F (t)
(
√

(t − z)(t − z̄))−
dt = ϕ(x, r), :�����;

��� (
√

(t − z)(t − z̄))− := lim
τ→t,τ∈C\D+

z,ρ

√

(τ − z)(τ − z̄)�

����&�!% �	� ��(��	
��	 �����	
����� ����!������ 
 �-���	� D+
z

����*�� F % ���
��	
���)(�� ����
�) :���D; � ���
����) :�����; 7��

��5 ρ ∈ (0; 1) � 
��5 z ∈ γρ 	���5% �	� r 	= 0� 9���	
�	�����% 

���	
�	�	
�� � 	����!�� ���� ��(��	
��	 �����	
����� ����!������



�D4 ��� �� 
������ ������ ��� ��������������) ����"


 �-���	� D+
z,ρ ����*�� Fρ% ���
��	
���)(�� ���
����) :�����; 7��

F = Fρ � ����
�) 
��� :���D; 
 �-���	� D+
z,ρ� J�!�	�!% �	� 7�� 6	�!


 7�����	�� 	��&� ��
���	
� Fρ(x) = ϕ(x, 0) 7�� 
��5 x ∈ D+
z,ρ ∩ R�

+ ���	�! 7��������� '�!������ �	���
�	�� ���
��� !% �	� ����*��
Fρ 7�� ��'���� 5 '�������5 ρ ∈ (0; 1) �
��)	�� ��&����! �� �-���	�
D+

z,ρ �����	
����� ����*�� F % ����!������ 
 �-���	� D+
z � "����!�

����'����

�/�+� ;����� 	����� �� ����������������  ����#��� �


����� � �����)(�� 	����!� ��	���
��
��	�� ���!��� ��2����
'����� 9���5�� ��� �����!!�	������� 7�	��*���� 
 ����� !�������>
��� 7������	��

�� �� �� � ���+� &��
 D = {(x, r) : x2 + r2 < 1} � !������ ϕ∂D

������	�%�� �	�� ˜Hα(∂D)� 1/2 < α ≤ 1� � ���%� ����	��������
�	���" :��D�;� (���� ��0���� ������ �����	� �	� ��������������
��������	� � ����� D ������� !����	��

ϕ(x, r) =

⎧

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎨

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎩

ϕ∂D(1; 0) +
1

2πi

∫

∂Dz

F∗
(

i 1+t
1−t

)

√

(t − z)(t − z̄)
dt ��� r 	= 0,

ϕ∂D(1; 0) +
1

2πi

∫

∂Dz

F∗
(

i 1+t
1−t

)

t − x
dt ��� r = 0,

� ������� z = x + ir�

F∗(ξ) = −i(ξ + i)f∗(|ξ|)− 2ξ(ξ + i)
π

∞
∫

0

f∗(τ)
τ2 − ξ2

dτ ∀ ξ ∈ R \ {0} , :����?;

��� ���� !������ f∗ ������� !����	�� :����;% ��� ϕ∗ ����%����
����� �������" !�����" ϕ∂D ���������

ϕ∗(ξ) =
1

√

ξ2 + 1

(

ϕ∂D

(ξ2 − 1
ξ2 + 1

,
−2ξ

ξ2 + 1

)

− ϕ∂D(1; 0)
)

∀ ξ > 0 . :�����;

	�
 � � � � �  � � � � �� =��
����% �	� 7�� ����
��5 	����! 
 >
7�����	�� 	�&���	
� M+(Z, T ) ≡ 1� ��6	�!� ���
����� :����; 7��>

��(��	�� 
 ��
���	
� Up(ξ) = f∗(ξ)/2 7�� 
��5 ξ > 0� "�7���
7���� �-�'������� ������� 5 '������� 7��
�� ���	� ��
���	
� :���D;
����' F∗ ��� '�
��2���� ����'�	����	
� ���	�	���� '�!�	�	�% �	� ���

 ��&�)	�� ���!���� +�5�*���� :�!�% ��7��!��% C�% �� 4,E; � 7����	�
>
��)	�� ��
���	
�! :����?;�



� 	&� ��������� ������ ����)�� ��� ���������� �DD

=	!�	�!% �	� 
 ��-�	� C��E 7�� ��2���� '����� 9���5�� ��� ���>
��!!�	������� 7�	��*���� 
 ����� ��	��������� ���
����� 
��� :����;
7�� -���� &��	��5 �����������5 �� 7��
�) ���	� ���
����� ����>
*���
��� � ����
�� '����� #���-��	� � ��'� 
� ! ��6���*���	�!
� �	��*�	���� ! �������!% �	� 7��
��� �
	��� ���'����� ��-�	 �
���-5���!��	� ��7����	������� �������
���� ����
�� ��'��2�!��	�
����
�� '������

+
�'� �����!!�	���� 5 7�	��*����
 � �����	������!� ����*��!�

��	������ ����!��	�% ��	���
������ 
 	����!� ?��% � ��'��&���� �	�>
7����� ����*�� :?���; 7� 6��!��	�! -�'��� ����-� HC 7���' 
�)	%
�	� 
 	����� ��2���� ���
����� :?�?; 7�����! <�&����� :���4;
����)	 	���) &� ����% ��� 	������!�	�������� ��� I���� 
 	�����
7�����5 ���!��������5 ����*���

� ���	���	�% �'
��	��% �	� ��2���� '����� 9���5�� 
 ����� ���
�
�!������ ���
����� <�7���� !�&�� 7�����	� 
 ��'���	�	� ��'��&�>
��� '����� 5 ������� 5 '������� ����!�� ���!��������� ����*�� 

	������!�	�������� ��� I���� C,D% M� ���E� .�������� � ���	 �!��	
!��	� � 
 	����� '����� 9���5�� ��� �����!!�	������� 7�	��*���� 

����� !���������� 7������	��

"��% ����!�	��! ��� I���� ����*�� ϕ∂D(x,
√

1 − x2) 7� 7�����!�!
<�&�����G

∞
∑

n=0

an Pn(x), :����4;

��� an := 2n+1
2

1
∫

−1

ϕ∂D(t,
√

1 − t2) Pn(t) dt .

H��� ����*�� ϕ∂D ���
��	
����	 ����
�) :��D�;% � ��� :����4;
��
��!���� �5���	�� :��� ��
��!���� ��!!����! !�	���! A�'���
����	����� 7������ k > 0% ��� &� ��
��!���� ��!!����! 7� .-��); ��
�	��'�� [−1; 1] � ����*�� ϕ∂D(x,

√
1 − x2)% 	� ����*��

ϕ(x, r) =
∞
∑

n=0

an (x2 + r2)n/2 Pn

(

x (x2 + r2)−1/2
)

:����D;

�
���	�� ��2����! '����� 9���5�� ��� �����!!�	������� 7�	��*����

 ��������! ������

=	!�	�!% �	� ���� 7��	������ ��2���� '����� 9���5�� ��� �����!>
!�	������� 7�	��*���� 
 ����� 
 
��� ���� :����D; �7����� 
 !������>
��� C��% M� �?4E�



�D� ��� �� 
������ ������ ��� ��������������) ����"

� �2� 7�
(��� ������ 8�����
 ���

��
����
������� ��
������

�0��� 6�������
� ������ 	����� � �� ����������� ������

���	� 	�7���D F �������������� �-���	� !���������� 7������	� xOr%
�����*� ��	���� ∂D �
���	�� '�!���	�� &������
�� �7��!���!��
���
��% ��!!�	������ �	����	����� ��� Ox�

1���!�	��! ���0�"" ������ �����	� �	� ��������������
��������	� �- �	 ������ ��7��� 
��� �� D ����*�� ϕ(x, r)% ��	����
���
��	
����	 ���
����) :?�?; 
 �-���	�D � ��7����	�����!� ����
�)

lim
x2+r2→∞

ϕ(x, r) = 0 , :�����;

� 	��&� 7����!��	 '����� � '������� ϕ∂D(x, r) �� �����*� �-���	� ∂D%
	� ��	� ���
��	
����	 ��
���	
� ϕ(x, r) = ϕ∂D(x, r) 7�� 
��5 (x, r) ∈
∈ ∂D�

J�!�	�!% �	� 
 ������ �������������� �-���	� D ��� ��2����
���
����� :?�?;% ��	�� � �� ���
��	
���)	 ����
�) :�����;% 7���*�7
!����!�!�% �� 
 7�����	��� ��6	�!� ����*�� ϕ(x, r)% ���
��	
���)>
(�� ���
����) :?�?; 
 �-���	� D � 7����!�)(�� '����� � '�������
ϕ∂D(x, r) �� �����*� �-���	� ∂D% �� �� ���
��	
���)(�� ����
�)
:�����;% �� �
���	�� �����	
������ "���! �-��'�!% ��7����	������
����
�� :�����; 
��)���� 
 7��	���
�� 
��2��� '����� 9���5�� ���
	���% �	�- �-��7���	� �����	
�����	� ��2���� '������

�!�� *���) 7��	������ ��2���� 
��2��� '����� 9���5��% ����!�	>
��! ���-� ���� �7�*����� � ������ 6	�� '�����% � �!����G ����!�	��!
'����� �- �	 ������ 	����� ��2���� ϕD(x, r) ���
����� :?�?; 
 �-���	�
D% ��	���� ���
��	
����	 ����
�) 
��� :�����; � 	�&���	
� ϕD(x, r) ≡
≡ 1 �� �����*� ∂D� /�'�
�! 6	� '����� ���������������� '������
�-���	� D�

��7���'�� ��2���� 5����	����	������� '����� �-���	� D% -���!
����	� ��2���� 
��2��� '����� 9���5�� ��� �����!!�	������� 7�	��>
*���� 
 
���

ϕ(x, r) =

⎧

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎨

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎩

ϕ∂D(b2, 0) ϕD(x, r) +
1

2πi

∫

∂Dz

F (t)
√

(t − z)(t − z̄)
dt

7�� r 	= 0,
ϕ∂D(b2, 0) ϕD(x, 0) + F (x) 7�� r = 0, x < b1,
ϕ∂D(b2, 0) ϕD(x, 0) − F (x) 7�� r = 0, x > b2,

:����,;



� 	'� ������� ������ ����)�� ��� ���������� �D,

��� ����*�� F �
���	�� ����!������ 
 �-���	� Dz � ��7��� 
���

 Dz% 7�� 6	�! �-��(��	�� 
 ���� 
 -��������� ��������� 	����%
���
��	
����	 ��7����	�����!� ����
�) ��!!�	��� :���D;% � ��
������� � '������� �
��)	�� ��2����! ��	���������� ���
�����

1
2πi

∫

∂Dz

F (t)
(
√

(t − z)(t − z̄))+
dt = ϕ∂D(x, r) − ϕ∂D(b2, 0), :�����;


 ��	���! (x, r) ∈ ∂D% r 	= 0% z = x + ir� J����� �- �	 ������ 	����
����*�� F ��'�
�! ���0��� ���������	
��� ������� ��� '����� 5
������� 5 '������� �����!!�	������� 7�	��*���� ϕ∂D(x, r)�

�0��� 8���
#�� �� ����������$ ������ 
 ������������

��������9 <��������� 9�� ��2���� 
��2��� '����� 9���5��
��7���'��	�� !�������*�� !�	���% 7��!�������� 
 2� 7�� ��2����

��	������ '������ L���! ��7���'�
�	� ������!��� �	�-��&����
σ−(Z) ���������� ����� {Z ∈ C : |Z| < 1} �� �-���	� D−

z %
���
��	
���)(�� ����
��! ���!���
�� σ−(0) = ∞ � σ−(−1) = b1�
=	!�	�!% �	� �-��'�! 7�������� {Z ∈ C : |Z| < 1, Im Z > 0}
7�� �	�-��&���� σ−(Z) �
���	�� �-���	� {z ∈ D−

z : Im z < 0}%
� 7�� 
��5 Z ∈ {Z ∈ C : |Z| ≤ 1} 
 7�����	�� ��
���	
�
σ−(Z̄) = σ−(Z)� 9���	
�	�����% ��(��	
��	 �����	
����� ������!���
�	�-��&���� ���'������ 7�������� �� �-���	� {z ∈ D−

z : Im z < 0}%
��	���� �	�-��&��	 	���� −1, 0, 1 ���	
�	�	
���� 
 	���� b1,∞, b2� H��
�����	������! 7�����&����! �� ������� � ���� 
 ���	
�	�	
�� �
7���*�7�! ��!!�	��� C��% �� �4�E �
���	�� �	�-��&���� σ−(Z)�

�
���! 
 ����!�	����� ����*�)

M−(Z, T ) :=

√

(T − Z)(T − Z̄)
T 2(σ−(T ) − σ−(Z))(σ−(T ) − σ−(Z̄))

,

��	���) 7�� ��&��! �������
����! Z 	���!% �	� Z 	= −1 � Z 	= 0%
-���! 7���!�	� ��� ��7��� 
��) 
�	
� ����*��% �����	������� 

��������! ����� 7� 7���!����� T % 	���)% �	� M−(Z,−1) > 0�

��� ξ, τ ∈ R ����*�) m(ξ, τ) �7������! 	�7��� ��
���	
�!

m(ξ, τ) := M−

(

ξ − i

ξ + i
,
τ − i

τ + i

)

. :�����;

��������� ���
����� :�����; �!��	 	���� &� 
��% ��� ���
�����
:���,;% 	� ���������� 	����!� ���4 ����' 
��	�� �����)(�� �	
��&>
�����% �����&�(�� ���	�	��� � ����
�� �����*�� 
��2��� 
�7�!���>



�D� ��� �� 
������ ������ ��� ��������������) ����"

	������ '����� ��� '����� 5 ������� 5 '������� �����!!�	�����>
�� 7�	��*���� ϕ∂D(x, r) � ����������!� ��	��������!� ���
����) ��

�(��	
����� 7��!���

�� �� �� � ���/� &��
 !������ ϕ∂D ������	�%�� �	��
˜Hα(∂D), 1/2 < α ≤ 1� � ����	�������� �	���" :��D�;�&��
 ��� ����
������%���� σ−(Z) ��!!����������� � ������ ���%���� {Z ∈ C :
|Z| = 1, Z 	= ±1}� !������ σ′

−(Z) � ��� %� ������ ���������� � ��
����� ��	"� � � ��������� ����� Z = ±1 ����	�������� ������
���� :��D�; �� ����� ����� !������ M−(Z, T ) ����	�������� �	���"
���� :����;�

(���� ������	��� �����%�����$
�; ��%��� ��0���� F ���0��� ���������	
��� ������ �	�

��������� �������� ��������	� ϕ∂D �� !����	�

Up(ξ) = Re
i(ξ − i)F (σ−( ξ−i

ξ+i ))σ
′
−( ξ−i

ξ+i )

2(ξ + i)2
∀ ξ > 0

����%���� ��0���� ����	������ �������	
���� ��������� :����;% �
������� !������ A(ξ, τ)� B(ξ, τ)� f∗ ������	�"�� �����0������
:���?;% :����;% ��� ���� m(ξ, τ) ������	��� ��������� :�����; � x+ir =
= σ−( ξ−i

ξ+i ) �	� ����� (x, r) � :���4;N
?; �	� � ����	����� �������	
��� ��������� :����; !������

A,B, f∗ ������	��� �����0������ :���?;% :����;% ��� ���� m(ξ, τ)
������	��� ��������� :�����; � x + ir = σ−( ξ−i

ξ+i ) �	� ����� (x, r)
� :���4;% � !������ Up ��	���� ����� ��� ��0������ ��� !������

F (z) = − 2(ξ + i)2

π(ξ − i)σ′−( ξ−i
ξ+i )

∞
∫

−∞

Up(|τ |)
τ − ξ

dτ , :���4�;

z = σ−

(

ξ − i

ξ + i

)

∈ D−
z , Im ξ > 0 ,

���������� �����	%���� �� ��	��� D−
z �� ������� ∂D−

z � ��
!������ :���4�; ��	���� ��0����� ���0��� ���������	
��� ������
�	� ��������� �������� ��������	� ϕ∂D�

��� � 7�� ��2���� 
��	������ '����� 9���5��% ��7���'��!
����*�� :�����; 3 :���??; � ��	������� � �7���	�� :���?�;% � �7���	��
R �7������! 	�7��� ��
���	
�!

(Rf)(ξ) :=
√

ξ2 + 1
(

A(ξ, ξ)
(A(ξ, ξ))2 + (B(ξ, ξ))2

f(ξ)+



� 	'� ������� ������ ����)�� ��� ���������� �D�

+
P−(ξ)
4πi

∞
∫

−∞

√

(τ2 + 1)
∣

∣Im σ−
(

τ−i
τ+i

)∣

∣

2 |τ |
f(τ)
τ − ξ

dτ

⎞

⎠ ,

��� P−(ξ) :=
√

−( ξ−i
ξ+i

)2
σ′−
(

ξ−i
ξ+i

) −
√

−( ξ+i
ξ−i

)2
σ′−
(

ξ+i
ξ−i

)

% 7�� 6	�! '��>

����� ������ 7���&�	���� 7�� ξ = 0�
9��	�	��� � ����
�� �����*�� 
��2��� 
�7�!���	������ '�����

��� ������� 5 '������� 7�	��*���� ϕ∂D(x, r) � ��	��������!�
���
����) I�������!� �����&�	�� 
 �����)(�! �	
��&�����% ��	����
����' 
��	�� ���������� 	����!� ���D�

�� �� �� � ���0� &��
 !������ ϕ∂D ������	�%�� �	��
˜Hα(∂D), 1/2 < α ≤ 1� � ����	�������� �	���" :��D�;% � ���!������
������%���� σ−(Z) �� ��������� ����%���� ����� ����������"
��������" ����������"� ������� �� ����#���� � ��	
 � ����	
 ���
���������� ������� ����	�������� �	���" ���� :���?4;� (���� ��%�
��� ��0���� ����	������ �������	
���� ��������� :����; ���� :���?D;
��%�� ���
 ��	����� � ����	
���� ��0���� �������	
���� �������
��� 9�����	
�� :���?�;% � ������� �������� R kp ��������� � �����
������ Ce

R
� &�� ���� ��������� :���?�; ����� � ���������� Ce

R

����������� ��0����� �������� ����� ����� ������	�%�� �	�� De
R
�

�0��� 8���
#�� ����
����������
�$ ������ 
 ������������

��������9 <��������� +7��
����
� �����)(�� 	����!�% �����>
&�(�� ���	�	��� � ����
�� ��(��	
�
���� ��2���� 5����	����	���>
���� '����� �������������� �-���	� D�

�� �� �� � ���1� &��
 ���!������ ������%���� σ−(Z) ��
������� ��������� ����%���� ����� ����������" ��������"
����������"� ������� �� ����#���� � ��	
 � ����	
 ������������
������� ����	�������� �	���" ���� :���?4;� (���� �#������
����������� ��0���� ���������������� ������ ��	��� D�
������� ������� !����	��

ϕD(x, r) =

⎧

⎪

⎪

⎪

⎨

⎪

⎪

⎪

⎩

1
2πi

∫

∂Dz

FD(t)
√

(t − z)(t − z̄)
dt ��� r 	= 0 ,

FD(x) ��� r = 0 , x < b1 ,
−FD(x) ��� r = 0 , x > b2 ,

:���4�;

��� (x, r) ∈ D, z = x + ir� � ��	����!��� � ��	��� Dz !������ FD



��� ��� �� 
������ ������ ��� ��������������) ����"

����%���� ���������

FD(z) = − 2(ξ + i)2

π(ξ − i)σ′−( ξ−i
ξ+i )

∞
∫

−∞

UD(|τ |)√
τ2 + 1

dτ

τ − ξ
,

z = σ−

(

ξ − i

ξ + i

)

∈ Dz , Im ξ > 0 ,

��� ���� UD ��	���� ��0����� �������	
���� ��������� 9�����	
�
�� :���?�;% � ������� ̂f∗(ξ) ≡ (ξ2 + 1)−1�

	�
 � � � � �  � � � � �� L���! ����	� ����*�) FD% ����!�����)

 �-���	� Dz � ��7��� 
��) 
 Dz% ��	���� �-��(��	�� 
 ���� 

-��������� ��������� 	���� � ���
��	
����	 ����
�) ��!!�	��� 
���
:���D;% � �� ������� � '������� �
��)	�� ��2����! ��	����������
���
�����

1
2πi

∫

∂Dz

FD(t)
(
√

(t − z)(t − z̄))+
dt = 1 .

=�� 7��
���	�� � ����������!� ��	��������!� ���
����) 
���
:����; � 7��
�� ���	�) f∗(ξ) = (ξ2 + 1)−1� 1�������'�� �����
���'����� ����������� ��	��������� ���
����� 	��% ��� 6	� �������
7�� ����'�	����	
� 	����! ���D% 7������! ��	��������� ���
�����
I�������!� :���?�; � ����!�� ����*��� U0 ≡ UD% 7�� 6	�! ��� 7��
��

���	� (R ̂f∗)(ξ) 7�������&�	 ������ De
R
� ��6	�!� �' 	����! ����

������	% �	� ���
����� :���?�; �!��	 
 7���	����	
� Ce
R
�����	
�����

��2���� UD% ��	����% ���!� 	���% 7�������&�	 ������ De
R
� "���!

�-��'�!% ��(��	
��	 �����	
����� ��2���� 5����	����	������� '�����
�-���	� D% ��	���� '����	�� ���!���� :���4�;� "����!� ����'����

�0��� ������� � �����:������ ���:��$ ������ 	������

������	
�� ��2���� 5����	����	������� '����� �-���	� D � 
��2���

�7�!���	������ '����� ��� '����� 5 ������� 5 '������� 7�	��*����
ϕ∂D(x, r) 7������! ��2���� :����,; 
��2��� '����� 9���5�� ���
�����!!�	������� 7�	��*����� "���! �-��'�!% �7��
����
� �����)(��
�	
��&�����% ��	���� �
���	�� �����	
��! 	����! ���� 3 ��?��

�� �� �� � ����� &��
 ����	��"�� �	���� ������� �����
(���� ��0���� ���0��� ������ �����	� �	� ��������������
��������	� ������� !����	�� :����,;% � ������� !������ ϕD(x, r)
����%���� ��������� :���4�;% � ��	����!��� !������ F '
��������� :���4�;N ��� ���� !������ Up ����� ��� :���?D;% ��� U0

��	���� ��0����� ��������� 9�����	
�� :���?�; � ���������� Ce
R
�



� 	'� ������� ������ ����)�� ��� ���������� ���

3������� �� &�� �	����� ������� ��?� ��0���� ���0��� ������
�����	� �	� �������������� ��������	� �������	���� !�����
	�� :���4;% � ������� !������ F ����%���� ��������� :���4�;% ���

Up(ξ) =
1

√

ξ2 + 1

(

U0(ξ) + ϕ∂D(b2, 0)UD(ξ)
)

.

"���! �-��'�!% 7�� 
 7������� ����
�� 	����! ��?� 
��2���
'����� 9���5�� ��� �����!!�	������� 7�	��*���� ����*���
��� �
�
�! ��	������� ! ���
�����! I�������!� :���?�; ��� ��5�&�����
����*�� U0 � UD� =	!�	�!% �	� 
 ��-�	� C,?E 
��2��� '�����
9���5�� ��� ���
�����% �-�-(�)(��� ���
����� :?�?;% � 7�!�(�)
7�	��*���� �
������ ����% ����*����
������ � 6	�! ���
�����!% 	��&�
����*���
��� � ��	��������!� ���
����) I�������!�% �� 7�� -����
&��	��5 �����������5 �� �����*� �-���	��

����&�! 	�7���% �	� 
�� ��	��	
��� � ��2���� ���
����� :?�?; 

�������������� �-���	� D � 7���'
������ ������������ &������
��
:
 	�! ����� � ���7��!���!��; �����*��% ���
��	
���)(�� ����
�)
:�����;% 7����	�
��)	�� ���!���!� 
��� :���;�

�0�*� 	�
���������� ������� ��&� ���	� ϕ(x, r) F ��2����
���
����� :?�?; 
 �-���	� D � z = x + ir ∈ Dz� =-�'����! ����' γρ

�-��' ����&���	� {Z ∈ C : |Z| = ρ < 1} 7�� �	�-��&���� σ−(Z)%
� ����' Dz,ρ F �������������) �-���	�% �����*�� ��	���� �
���	��
���
�� γρ� 9�� ��&��� 	���� z ∈ D−

z ����!�	��! 	� ���
�) γρ% ��	����
�����&�	 z% � ����' Γzz̄ �-�'����! 	� �� ���� � ���*�!� 
 	����5 z � z̄%
��	���� 7��������	 
�(��	
����) 7��!�) �� ��	��
��� (−∞, b1)� "����
���
����% �	� � ���	�! 	����! ��2� � ����
�� :��,; ��
���	
� :���;
7�� z ∈ γρ% r 	= 0% 7��
���	�� � 
���

1
2πi

∫

γρ

F (t)
(
√

(t − z)(t − z̄))+
dt = ϕ(x, r) ,

��� (
√

(t − z)(t − z̄))+ := lim
τ→t,τ∈C\Dz,ρ

√

(τ − z)(τ − z̄)�

"�7��� � ���	�! �����	
�� � ����'�	����	
� '�
��2��	�� ����������
����'�	����	
� 	����! ��4�

�0�&� ;����� 	����� �� ����������������  ����#��� ��

���:��$ ������( �����������$ �
��!�����9� =	!�	�!% �	�

 ������% ����� �����*�� �-���	� D �
���	�� ����&���	�% 5����	�>
���	������� '����� �-���	� D � 
��2��� 
�7�!���	������ '�����
��� '����� 5 ������� 5 '������� 7�	��*���� ϕ∂D(x, r) ��2�)	�� 




��? ��� �� 
������ ������ ��� ��������������) ����"

�
��! 
���� ��� 6	�! �7��
����
� �����)(�� 	����!�% 
 ��	���� ��	�>
��
��
��	�� ���!��� ��2���� '����� 9���5�� ��� �����!!�	�������
7�	��*���� 
 ��7������� � ����� !���������� 7������	��

�� �� �� � ����� &��
 D = {(x, r) : x2 + r2 > 1}� !������
ϕ∂D ������	�%�� �	�� ˜Hα(∂D)� 1/2 < α ≤ 1� � ����	��������
�	���" :��D�;� (���� ��0���� ������ �����	� �	� ��������������
��������	� � ��	��� D ����%���� !����	��

ϕ(x, r) =

⎧

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎨

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎩

ϕ∂D(1; 0)√
x2 + r2

+
1

2πi

∫

∂Dz

F∗
(

i 1+t
1−t

)

√

(t − z)(t − z̄)
dt ��� r 	= 0 ,

−ϕ∂D(1; 0)
x

+
1

2πi

∫

∂Dz

F∗
(

i 1+t
1−t

)

t − x
dt ��� r = 0 , x < −1,

ϕ∂D(1; 0)
x

− 1
2πi

∫

∂Dz

F∗
(

i 1+t
1−t

)

t − x
dt ��� r = 0 , x > 1 ,

� ������� z = x + ir,

F∗(ξ) = i(ξ− i)f∗(|ξ|)+
2ξ(ξ − i)

π

∞
∫

0

f∗(τ)
τ2 − ξ2

dτ ∀ ξ ∈ R\{0}, :���4?;

��� ���� !������ f∗ ������� !����	�� :����;% ��� ϕ∗ ����%����
����� �������" !�����" ϕ∂D ��������� :�����;�

	�
 � � � � �  � � � � �� =��
����% �	� 7�� 
 7������� ����
��
	����! σ−(Z) = 1/Z � �7��
����
� 	�&���	
� M−(Z, T ) ≡ 1� ��6	�!�
���
����� :����; 7��
��(��	�� 
 ��
���	
� U∗(ξ) = f∗(ξ)/2 7�� 
��5
ξ > 0� =	�)��% 
 ���	���	�% ������	% �	� �����	
��� ! ��2����!
5����	����	������� '����� �-���	� D 
 6	�! ������ �
���	�� ����*��
ϕD(x, r) = 1/

√
x2 + r2� "�7��� 7���� �-�'������� ������� 5 '�������

7��
�� ���	� ��
���	
� :���4�; ����' F∗ ��� '�
��2���� ����'�	����	
�
���	�	���� '�!�	�	�% �	� ��� 
 ��&�)	�� ���!���� +�5�*���� :�!�%
��7��!��% C�% �� 4,E; � 7����	�
��)	�� ��
���	
�! :���4?;�

� �3� 9����� 8�����
 ��� %"����� ���

5����

�1��� 6�������
� ������ 	����� � �� ����������$ �������

���	� D F �-���	� !���������� 7������	� xOr � '�!���	�� &������>

�� �7��!���!�� �����*��% ��!!�	������ �	����	����� ��� Ox�



� �(� ������ ����)�� ��� ��
��� ��
� ���
�� ���

1���!�	��! ������ �����	� �	� !������ ���� +���� �-
�	 ������ ��7��� 
��� �� D ����*�� ψ(x, r)% ��	���� 
 �-���	� D
���
��	
����	 ���
����) :?��; � ����
�) :?��,;% � �� �����*� ∂D
7����!��	 '����� � '������� ψ∂D(x, r)% 	� ��	� 
 7�����	�� ��
���	
�
ψ(x, r) = ψ∂D(x, r) 7�� 
��5 (x, r) ∈ ∂D� ���!� 	���% 
 ������
�������������� �-���	� D 	��-��	�� 	��&� 
 7������� ����
��

lim
x2+y2→∞

ψ(x, r) = 0. :���4�;

��� 6	�! '����� ��� ������������ �-���	� D -���! ��' 
�	�
���������� '������ 9���5��% � '����� ��� �������������� �-���	�
D F ���0��� '������ 9���5���

J�!�	�!% �	� ����*�� 	��� +	���� ψ(x, r)% ���
��	
���)(��
����
�) :?��,; 
 �-���	� D% � 	��&� ����
�) :���4�; 
 ������
�������������� �-���	� D% 7�������	�� 7���*�7� !����!�!��
9���	
�	�����% 7���*�7 !����!�!� 
 7�����	�� ��� ��2����
���
����� :?��; 
 �-���	�5 {(x, r) ∈ D : r > ε, x2 + r2 < N} �
{(x, r) ∈ D : r < −ε, x2 + r2 < N} 7�� 
��5 7���&�	���� 5 N � ε%
��� ��	�� 5 ���'��� � �-���	� �� 7��	 � :�!�% ��7��!��% C4,% �� ��E;�
=��
����% �	� �	�)�� 7�� ����
�� :?��,;% � 	��&� ����
�� :���4�; 

������ �������������� �-���	� D% ������	 �7��
����
��	� 7���*�7�
!����!�!� ��� ����*�� ψ(x, r) 
 �-���	� D�

H�	��	
��� ! �����	
��! 7���*�7� !����!�!� �
���	�� �����	
��>
���	� ��2���� '����� 9���5�� ��� ����*�� 	��� +	�����

����7���&�! 	�7���% �	� �����*� ∂Dz �
���	�� '�!���	�� &����>
��
�� �7��!���!�� ���
��% ��!!�	������ �	����	����� 
�(��	
�����
7��!�� � ���
��	
����	 ����
�) :����;�

+ *���) ��2���� '����� 9���5�� ����!�	��! ���������	
���
������ ��� '����� 5 ������� 5 '������� ����*�� 	��� +	����
ψ∂D(x, r) �- �	 ������ ����!������ 
 �-���	� Dz � ��7��� 
��� ��
!��&��	
� Dz \ {b1, b2} ����*�� F % ������� � '������� ��	���� 

������ Dz = D+

z :���������� '�����; �
��)	�� ��2����! ��	������>
���� ���
�����

− 1
2πi

∫

∂D+
z

F (t) (t − x)
(
√

(t − z)(t − z̄))−
dt = ψ∂D(x, r), :���44;

z = x + ir ∈ ∂D+
z \ {b1, b2},



��4 ��� �� 
������ ������ ��� ��������������) ����"

��� 
 ������ Dz = D−
z :���0��� '�����; F ��2����! ��	����������

���
�����

− 1
2πi

∫

∂D−
z

F (t) (t − x)
(
√

(t − z)(t − z̄))+
dt = ψ∂D(x, r), :���4D;

z = x + ir ∈ ∂D−
z \ {b1, b2}.

���!� 	���% -���! 	��-�
�	�% �	�- ��2���� 
�7�!���	������ '�����
���
��	
����� ��7����	�����!� ����
�) ��!!�	��� :���D; � �*����

|F (z)| ≤ c
(|z − b1|−βF + |z − b2|−βF

) ∀ z ∈ Dz\{b1, b2}, :���4�;
��� βF ∈ [0; 1) � 7��	������ c �� '�
���	 �	 z% � 	��&� �-��(����� 

���� 
 -��������� ��������� 	���� 
 ������ Dz = D−

z �
��� ������	 �' 	����! ��?% ����% ��2���� 
��	������ '����� 9���5��

��� ����*�� 	��� +	���� '����	�� ���!���� :?���;% 
 ��	���� ����>
*�� F �
���	�� ��2����! 
��	������ 
�7�!���	������ '����� ��� '�>
���� 5 ������� 5 '������� ψ∂D(x, r)�

=��
����% �	� ��� ��(��	
�
���� ��2���� '����� 9���5�� ���
����*�� 	��� +	����% ���
��	
���)(��� ����
�) :?��,;% ���-5���!�%
�	�- ��� '����� 5 ������� 5 '������� 
 7�������� ��
���	
�

ψ∂D(b1, 0) = ψ∂D(b2, 0) = 0 .

��� 6	�! �	!�	�!% �	� ���� 
 ������ Dz = D−
z 
 7�����	�� ��
��>

�	
� ψ∂D(b2, 0) = 0 � ����*�� F �
���	�� ��2����! 
��2��� 
�7�!���>
	������ '����� ��� '����� 5 ������� 5 '������� ψ∂D% 	� ��� 	��&�
���
��	
����	 ����
�) :����;� 9���	
�	�����% 7���5��� 7�� ������� 5
7���7���&����5 � 7������ 
 ��
���	
� :���4D; 7�� z → b2 � ���	 
��
7�� 6	�! 	����!� ���� 7������! ��
���	
�

1
2πi

∫

∂D−
z

F (t) dt = 0,

�' ��	����� 
 ���� 	����! ��2� ������	 ��
���	
� :����;�
9���� 
 6	�! ������% 7���7������ ��7����	�����% �	� ����*�� F

�-��(��	�� 
 ���� 
 -��������� ��������� 	����% �����! 
 
�� � 	�!%
�	� ��� �!��	 
 6	�� 	���� ���� �� ��&� 
	����� 7�������

��6	�!� �' 	����! ���% ���� ������	% �	� ��2���� 
��2��� '�����
9���5�� ��� ����*�� 	��� +	���� 	��&� '����	�� ���!���� :?���;%



� �(� ������ ����)�� ��� ��
��� ��
� ���
�� ��D


 ��	���� ����*�� F �
���	�� ��2����! 
��2��� 
�7�!���	������
'����� ��� '����� 5 ������� 5 '������� ψ∂D(x, r)�

�1��� ,� ����������� ������ �� ������ ��������� ���%

����$� 1���!�	��! ������� �������� � ��	������� � ���
�����
:���44;% :���4D; 7�� ψ∂D(x, r) ≡ 0�

�� �� �� � ����� &��
 ������� ∂D+
z ��	���� ���������

%��������� ����	����� ������� ����	������"#�� �	���" :����;%
� !������ F ��	����!�� � ��	��� D+

z � ���������� �� ���%����

D+
z \{b1, b2}� ����	�������� �	���" :���D; � ������ ���� :���4�;� ,	�

��� ���� �	� ��� z ∈ ∂D+
z \ {b1, b2} ����	����� ��������

∫

∂D+
z

F (t) (t − Re z)
(
√

(t − z)(t − z̄))−
dt = 0, :���4,;

�� F (z) ≡ C� ��� C ' ��������� ��������	
��� ����������
	�
 � � � � �  � � � � �� J�!�	�!% �	� ���� 7�� ����
��5 	����! 

��
���	
� :���4,; 
 7�����	�� 7�� 
��5 z ∈ ∂D+
z \ {b1, b2}% 	� ���


 7�����	�� 	��&� 7�� 
��5 z ∈ D+
z � B	� ������	 �' �����	
�����	�

��2���� 
��	������ '����� 9���5�� ��� ����*�� 	��� +	���� �
	����! �����

� -���! 	�7��� ���� � *��	��! 
 	���� 
�(��	
����� 7��!��%
�����&�(���� 
 �-���	� D+

z � ���!���� � 6	�!� ����� 	����!� ?��
� ���	 
�� 	����!� �����	
�����	� �����	������5 ����*�� C��%
�� ��E% ��	���
��
��!% �	� ��
���	
� :���4,; 
 7�����	�� 7�� 
��5
z �' ���'������ ����� 	���� � 	����� 	����% ����� ����!������ 

�-���	� D+

z ����*�� F 	�&���	
���� ��
�� ����	���� 7��	������ C�
��������� 7�� 6	�! ����*�� F ���
��	
����	 ����
�) :���D;% 	� C ∈ R

� ����'�	����	
� '�
��2����
�� �� �� � ����� &��
 ������� ∂D−

z ��	���� ���������
%��������� ����	����� ������� ����	������"#�� �	���" :����;%
� !������ F ��	����!�� � ��	��� D−

z � ���������� �� ���%����

D−
z \ {b1, b2} � ����	�������� ������ ���� :���4�;� ,	� ��� ����

!������ F ����#���� � ��	
 � ��������� ���	����� ����� � �	�
��� z ∈ ∂D−

z \ {b1, b2} ����	����� ��������
∫

∂D−
z

F (t) (t − Re z)
(
√

(t − z)(t − z̄))+
dt = 0, :���4�;

�� F (z) ≡ 0�



��� ��� �� 
������ ������ ��� ��������������) ����"

	�
 � � � � �  � � � � �� ��� �	!����� 
 2�% ����*�� F % ���
��>
	
���)(�� ��
���	
� :���4�; 
 	����5 !��&��	
� ∂D−

z \ {b1, b2}% 7��
����
��5 	����! �!��	 
 -��������� ��������� 	���� ���� �� ��&�

	����� 7������% 	� ��	� ���
��	
����	 ����
�) :����;� 9����% ��� �
7�� ����'�	����	
� 	����! ��?�% '���)���!% �	� ��
���	
� :���4�;

 7�����	�� 7�� 
��5 z ∈ D−

z �
� -���! 	�7��� �����	���	� -��������� ��������� 	����% �����&�>

(�)�� 
 �-���	� D−
z � /�����*% 7��!���� � 6	�� �����	���	� 	����!�

?�?� � ���	 
�� 	����!� �����	
�����	� �����	������5 ����*�� C��%
�� ��E% ��	���
��
��!% �	� ��
���	
� :���4�; 
 7�����	�� 7�� 
��5 z
�' ���'����� �����	���	� 	���� � 	����� 	����% ����� ����!������

 �-���	� D−

z ����*�� F % ��	���� �-��(��	�� 
 ���� 
 -���������
��������� 	����% 	�&���	
���� ��
�� ���)� "����!� ����'����

�1��� 8���
#�� �� ����������$ ������ 
 �����������

������������ ��������9� 9���� 7�� -���� &��	��5% ��! 
 	����>
!�5 ��?�% ��?4% �����������5 �� �����*� ∂Dz ���(��	
���	�� 7���-��>
'�
���� ���������� 5 ��	������� 5 ���
����� :���44;% :���4D; '�����
9���5�� ��� ����*�� 	��� +	���� � ����������!� ��	��������!�
���
����) ��2� �� 
�(��	
����� 7��!���

��� ��2���� 
��	������ '����� 9���5�� ��� ����*�� 	��� +	����%
��� � 7�� ��2���� 
��	������ '����� 9���5�� ��� �����!!�	�������
7�	��*����% -���! ��7���'�
�	� ������!��� �	�-��&���� σ+(Z)
���������� ����� {Z ∈ C : |Z| < 1} �� �-���	� D+

z � ����*�)
M+(Z, T )�

��� ��2���� 
��2��� '����� 9���5�� ���������� -���! ��7���>
'�
�	� ������!��� �	�-��&���� σ−(Z) ���������� ����� {Z ∈ C :
|Z| < 1} �� �-���	� D−

z � ����*�) M−(Z, T )�
� �����)(�� 	����!� 7��
���� ���	�	��� � ����
�� �����*��


�7�!���	������ '����� ��� '����� 5 ������� 5 '������� ����*��
	��� +	���� ψ∂D(x, r) � ����������!� ��	��������!� ���
����) ��

�(��	
����� 7��!���

�� �� �� � ���*� &��
 !������ ψ∂D ������	�%�� �	��
˜Hα(∂D), 1/2 < α ≤ 1� � ����	�������� �	�����

ψ∂D(b1, 0) = ψ∂D(b2, 0) = 0, :���4�;

ψ∂D(x,−y) = ψ∂D(x, r) ∀ (x, r) ∈ ∂D. :���D�;

&��
 ��� ���� ������%���� σ±(Z) ��!!����������� � ������ ����
%���� {Z ∈ C : |Z| = 1, Z 	= ±1} � !������ σ′

±(Z) � ��� %� ������



� �(� ������ ����)�� ��� ��
��� ��
� ���
�� ��,

���������� � ����	�������� ������

c1 (|Z−1|−β +|Z+1|−β) ≤ |σ′
±(Z)| ≤ c2 (|Z−1|−β +|Z+1|−β), :���D�;

��� β ∈ [0; 1) � ��	�%���	
��� ��������� c1, c2 �� ������ �� Z�
(���� ������	��� �����%�����$

�; ��%��� ��0���� F ���������� ���������	
��� ������ �	� ����
������ �������� !������ ���� +���� ψ∂D �� !����	�

Vf (ξ) = Im
iF (σ+( ξ−i

ξ+i ))σ
′
+( ξ−i

ξ+i )

2(ξ + i)
∀ ξ > 0

����%���� ��0���� ����	������ �������	
���� ���������

D(ξ, ξ)Vf (ξ) − 2C(ξ, ξ)
π

∞
∫

0

τ Vf (τ)
τ2 − ξ2

dτ+

+
4ξ

π2

ξ
∫

0

⎛

⎝

ξ
∫

τ

s(C(s, τ) − C(ξ, τ))
(ξ2 − s2)3/2

√
s2 − τ2

ds

∞
∫

0

η Vf (η)
η2 − τ2

dη

⎞

⎠ dτ−

−2ξ

π

ξ
∫

0

Vf (τ)

ξ
∫

τ

s(D(s, τ) − D(ξ, τ))
(ξ2 − s2)3/2

√
s2 − τ2

ds dτ = g∗(ξ) ∀ ξ > 0, :���D?;

� �������

C(ξ, τ) := 2Re n(ξ, τ) , D(ξ, τ) := 2 Im n(ξ, τ) , :���D�;

g∗(ξ) := ψ∗(ξ) − ξ

ξ
∫

0

s(ψ∗(s) − ψ∗(ξ))
(ξ2 − s2)3/2

ds , :���D4;

��� ���� n(ξ, τ) = M+

(

ξ−i
ξ+i ,

τ−i
τ+i

)

(

σ+

(

τ−i
τ+i

)− Re σ+

(

ξ−i
ξ+i

)

)

� !������ ψ∗
����%���� ����� �������" !�����" ψ∂D ���������

ψ∗(ξ) :=
ψ∂D(x, r)
√

ξ2 + 1
, :���DD;

��� x + ir = σ+( ξ−i
ξ+i )-



��� ��� �� 
������ ������ ��� ��������������) ����"

?; �	� � ����	����� �������	
��� ��������� :���D?; !������
C,D, g∗ ������	��� ���������� :���D�;% :���D4; � !������ Vf

��	���� ����� ��� ��0������ ��� !������

F (z) =
2(ξ + i)

πiσ′
+( ξ−i

ξ+i )

∞
∫

−∞

τ

|τ |
Vf (|τ |)
τ − ξ

dτ, z =σ+

(

ξ − i

ξ + i

)

∈D+
z , Im ξ > 0, :���D�;

���������� �����	%���� �� ��	��� D+
z � ����� ���%����

∂D+
z \ {b1, b2} � ����	����� ������ ���� :���4�;% �� !������

:���D�; ��	���� ��0����� ���������� ���������	
��� ������ �	�
��������� �������� !������ ���� +���� ψ∂D-

�; ��%��� ��0���� F ���0��� ���������	
��� ������ �	� �������
��� �������� !������ ���� +���� ψ∂D �� !����	�

Vf (ξ) = Im
i(ξ − i)F (σ−( ξ−i

ξ+i ))σ
′
−( ξ−i

ξ+i )

2(ξ + i)2
∀ ξ > 0

����%���� ��0���� ����	������ �������	
���� ��������� :���D?;% �
������� !������ C� D� g∗ ������	�"�� ���������� :���D�;% :���D4;%
��� ���� n(ξ, τ) = M−

(

ξ−i
ξ+i ,

τ−i
τ+i

)

(

σ−
(

τ−i
τ+i

)− Re σ−
(

ξ−i
ξ+i

)

)

� x+ ir =

= σ−( ξ−i
ξ+i ) �	� ����� (x, r) � :���DD;N

4; �	� � ����	����� �������	
��� ��������� :���D?; !������
C,D, g∗ ������	��� ���������� :���D�;% :���D4;% ��� ���� n(ξ, τ) =
= M−

(

ξ−i
ξ+i ,

τ−i
τ+i

)

(

σ−
(

τ−i
τ+i

)− Re σ−
(

ξ−i
ξ+i

)

)

� x+ ir = σ−( ξ−i
ξ+i ) �	� �����

(x, r) � :���DD;% � !������ Vf ��	���� ����� ��� ��0������ ���
!������

F (z) =
2(ξ + i)2

πi(ξ − i)σ′−( ξ−i
ξ+i )

∞
∫

−∞

τ

|τ |
Vf (|τ |)
τ − ξ

dτ , :���D,;

z = σ−

(

ξ − i

ξ + i

)

∈ D−
z , Im ξ > 0 ,

���������� �����	%���� �� ��	��� D−
z � ����� ���%����

∂D−
z \{b1, b2} � ����	�������� ������ ���� :���4�;% �� !������ :���D,;

��	���� ��0����� ���0��� ���������	
��� ������ �	� ���������
�������� !������ ���� +���� ψ∂D�

	�
 � � � � �  � � � � �� =	!�	�!% �	� 7�� 7���7���&����5 	����>
! �- �	�-��&���� σ± ��� 7���'
������� A ∈ (0; 1) ��(��	
�)	 7���>
&�	���� � 7��	���� � c1 � c2 	����% �	� 7�� 
��5 T,Z ∈ {Z ∈ C :



� �(� ������ ����)�� ��� ��
��� ��
� ���
�� ���

|Z| = 1, |Z + 1| > A, |Z − 1| > A} 
 7�����	�� �
����� ����
���	
�

c1 ≤
∣

∣

∣

∣

σ±(T ) − σ±(Z)
T − Z

∣

∣

∣

∣

≤ c2.

���!� 	���% � ���	�! 6	��� ����
���	
� ��� 7���'
���� 5 A1, A2%
A3, A4 ∈ (−1; 1) : A1 < A2 < A3 < A4 ����� ��	���
��
��	�� �*����

|M±(Z1, T ) − M±(Z2, T )| ≤ c |Z1 − Z2| ∀T,Z1, Z2 ∈
∈ {Z ∈ C : |Z| = 1} : A1 < Re T < A2, A3 < Re Z1 < Re Z2 < A4,

Im Z1 Im T > 0, Im Z2 Im T > 0,


 ��	���� 7��	������ c �� '�
���	 �	 Z1 � Z2�
��� ��2���� ��	���������� ���
����� :���44; ��7���'��! ����*�)

F+(T ) := F (σ+(T )) σ′
+(T ) % � 7�� ��2���� ��	���������� ���
�����

:���4D; F ����*�) F−(T ) := T F (σ−(T ))σ′
−(T )� J�!�	�!% �	�

�����	
��! �*���� :���D�; � �*���� 
��� :���4�; �
���	�� �*����

|F±(Z)| ≤ c
(|Z − 1|−β1 + |Z + 1|−β1

) ∀Z ∈ C : |Z| ≤ 1, Z 	= ±1, :���D�;


 ��	���� β1 = β+βF−ββF % 7�� 6	�! max{β, βF } ≤ β1 < 1� .���������
�' �*���� :���D�; 7�� β1 ∈ [0; 1) � 7�� ����
�� :���D�; 7�����! �*����

��� :���4�;% 
 ��	���� βF = (β − β1)/(1 − β)% 7����! βF ∈ [0; 1)�

�
���! 
 ����!�	����� ����*�) F∗(τ) := iF±(T )
2(τ+i) % ��	���� �
���	��

����!������ 
 7���7������	� {τ ∈ C : Im τ > 0}% ��7��� 
��
7�����&��	�� �� R \ {0} � �-��(��	�� 
 ���� 
 -��������� ���������
	�����

��	������� � ���
����� :���44;% :���4D; 	�� &�% ��� � ���
�����
:���,;% 7���-��'�)	�� � 
���

D(ξ, ξ)Vf (ξ) − Cξ, ξ)Uf (ξ) − 2ξ

π

ξ
∫

0

Vf (τ)

ξ
∫

τ

s(D(s, τ) − D(ξ, τ))
(ξ2 − s2)3/2

√
s2 − τ2

ds dτ+

+
2ξ

π

ξ
∫

0

Uf (τ)

ξ
∫

τ

s(C(s, τ) − C(ξ, τ))
(ξ2 − s2)3/2

√
s2 − τ2

ds dτ = g∗(ξ) , :���D�;

��� Uf (ξ) := Re F∗(ξ) � Vf (ξ) := Im F∗(ξ)�
��7���'�� ���!��� #���-��	� :�!� C�% �� ��E; ��� �-��(���� �����>

������� ��	������ ��2� � ���	 
�� ����	���	� ����*�� Vf % 7������!

Uf (ξ) =
1
π

∞
∫

−∞

Vf (τ)
τ − ξ

dτ =
2
π

∞
∫

0

τ Vf (τ)
τ2 − ξ2

dτ ∀ ξ > 0.



�,� ��� �� 
������ ������ ��� ��������������) ����"

����	�
��� 6	� 
 ��&���� ����*�� Uf 
 ��
���	
� :���D�;%
7������! ����������� ��	��������� ���
����� :���D?; ��� ��5�&�����
����*�� Vf � "���! �-��'�!% �	
��&����� �% � 	����! ����'�� % �
��� '�
��2���� ����'�	����	
� �	
��&����� ? :��� �	
��&����� 4;
��	��	�� '�!�	�	�% �	� ����*�� F 
 ��&��	�� ����' ����*�) Vf 7�
���!��� :���D�; :���% ���	
�	�	
����% 7� ���!��� :���D,;; 
 ��'���	�	�
��2���� '����� $
��*� ��� 7���7������	� C��% �� ?��E�

�1��� ,� ����������� �����!������ ���&��% ��! 7���	�7�	� �
��������'�*�� ������������ ��	���������� ���
����� :���D?;% ����&�!
��� 
�7�!���	���� 5 �	
��&������

� �������2�! 7���7������!% �	� �-���	� D+
z ,D−

z �!�)	 �������
�����* ∂D+

z , ∂D−
z � 	����% �	� ������!��� �	�-��&���� σ±(Z) ��

�����*� ���������� ����� �!��	 ��7��� 
��) ���	����) 7���'
��>
��)% ��	���� �� �-��(��	�� 
 �����

� 6	�! ������ 7�� 
��5 T,Z ∈ {Z ∈ C : |Z| = 1} 	���5% �	�
Re T < Re Z, Im Z Im T > 0 % �7��
����
 �*����

|Re σ±(T ) − Re σ±(Z)| ≤ c ω(σ′
±, ρT,Z) |T − Z|,

|Im σ±(T ) − Im σ±(Z)| ≤ c |T − Z|,
��� ρT,Z := min{|T − 1|, |Z + 1|} � 7��	������ c �� '�
���	 �	 T � Z�

�' 6	�5 �*���� � �*���� :�����;% :�����; ��� ����*�� M±(Z, T ) 7��
������� 5 7���7���&����5 �- �	�-��&���� σ± �����)	 ��������� �
�*���� ��� ����*�� N±(Z, T ) := M±(Z, T ) (σ±(T ) − Re σ±(Z))G

|N±(Z1, T0) − N±(Z0, T0)| ≤ c
ω(σ′

±, |T0 − Z0|)
|T0 − Z0| ρT0,Z0 |Z1−Z0|, :�����;

|N±(Z0, T1) − N±(Z0, T0)| ≤

≤ c

(

ω(σ′
±, |T0 − Z0|)
|T0 − Z0| ρT0,Z0 + 1

)

|T1 − T0| :�����;

7�� 
��5 T0, T1, Z1, Z0 ∈ {Z ∈ C : |Z| = 1} 	���5% �	� −1 < Re T0 <
< Re T1 < Re Z1 < Re Z0 < 1% Im T1 Im T0 > 0% Im Z1 Im T0 > 0%
Im Z0 Im T0 > 0% ��� 7��	������ c �� '�
���	 �	 T0, T1, Z1, Z0�

=*���� :�����;% :�����; ��(��	
���� ��7���'�)	�� 7�� ����'�	���>
�	
� �����)(�� ��!! �



� �(� ������ ����)�� ��� ��
��� ��
� ���
�� �,�

.���� ��+� �	� !������

n̂(ξ, τ) =
2ξ

π

ξ
∫

τ

s(n(s, τ) − n(ξ, τ))
(ξ2 − s2)3/2

√
s2 − τ2

ds,

��� n(ξ, τ) := N±
(

ξ−i
ξ+i ,

τ−i
τ+i

)

� ������	��� ������

|n̂(ξ, τ)| ≤ c
ω(σ′

±, |T − Z|)
|T − Z|

ξ

(ξ + 1)5/2 (τ + 1)3/2
∀ ξ > τ > 0, :����?;

|n̂(ξ, τ) − n̂(ξ − ε, τ)| ≤

≤ c
ω(σ′

±, |T − Z|)
|T − Z|

ξ

(ξ + 1)5/2 (τ + 1)3/2

√
ε√

ξ − τ
, :�����;

|n̂(ξ, τ + ε) − n̂(ξ, τ)| ≤

≤ c

(

ω(σ′
±, |T − Z|)
|T − Z|

ξ

(ξ + 1) (τ3 + 1)
+

1
τ2 + 1

) √
ε√

ξ − τ
:����4;

∀ ε > 0 ∀ τ > 0 ∀ ξ > τ + 3ε,

��� T = τ−i
τ+i , Z = ξ−i

ξ+i � ��������� c �� ������ �� τ, ξ, ε�

	�
 � � � � �  � � � � �� =*���� :����?; �
���	�� �����	
��! ����>

���	
� :�����;% � ���	�! ��	����� ��	���
��
��	�� 	��&� �*���� :�����;
7���-�� ���	
�	�	
�)(�� �*���� ��!! ��D�

9�� ����'�	����	
� �*���� :����4; 7����	�
�! 7����(���� ����>
*�� ñ(ξ, τ) 7� 
	���� 7���!����� 
 
���

n̂(ξ, τ + ε) − n̂(ξ, τ) =

=
2ξ

π

τ+2ε
∫

τ+ε

s(n(s, τ + ε) − n(ξ, τ + ε))
(ξ2 − s2)3/2

√

s2 − (τ + ε)2
ds−2ξ

π

τ+2ε
∫

τ

s(n(s, τ) − n(ξ, τ))
(ξ2 − s2)3/2

√
s2 − τ2

ds+

+
2ξ

π

ξ
∫

ξ−ε

s(n(s, τ + ε) − n(ξ, τ + ε))
(ξ2 − s2)3/2

√

s2 − (τ + ε)2
ds − 2ξ

π

ξ
∫

ξ−ε

s(n(s, τ) − n(ξ, τ))
(ξ2 − s2)3/2

√
s2 − τ2

ds+



�,? ��� �� 
������ ������ ��� ��������������) ����"

+
2ξ

π

ξ−ε
∫

τ+2ε

s(n(s, τ + ε) − n(ξ, τ + ε))
(ξ2 − s2)3/2

(

1
√

s2 − (τ + ε)2
− 1√

s2 − τ2

)

ds+

+
2ξ

π

ξ−ε
∫

τ+2ε

s(n(s, τ + ε) − n(s, τ))
(ξ2 − s2)3/2

√
s2 − τ2

ds−

−2ξ(n(ξ, τ + ε) − n(ξ, τ))
π

ξ−ε
∫

τ+2ε

s ds

(ξ2 − s2)3/2
√

s2 − τ2
ds =:

7
∑

j=1

Ij .

0��	 
�� �*���� :�����;% 7������!

|I1| ≤
c ω(σ′

±, |T − Z|)ρT,Z ξ

|T − Z|

τ+2ε
∫

τ+ε

s

(ξ2 − s2)3/2
√

s2 − (τ + ε)2
(ξ − s) ds

(ξ + 1)(s + 1)
≤

≤ c
ω(σ′

±, |T − Z|)
|T − Z| ρT,Z

√
τ

(ξ + 1)(τ + 1)
√

ξ

√
ε√

ξ − τ
≤

≤ c
ω(σ′

±, |T − Z|)
|T − Z|

√
ξτ

(ξ2 + 1)(τ2 + 1)

√
ε√

ξ − τ
.

J����% ��� � 
�)�� 
 ����'�	����	
�% ����' c �-�'����� 7��	���� �%
'������� ��	�� 5 �� '�
���	 �	 τ, ξ � ε% ��% 
��-(� ��
���% ��'���� 
��&� 
 7������5 ����� *�7���� ����
���	
�

.��������� �*���
�)	�� ��	����� I2, I3, I4 � I5� ��� �*����
��	������ I7 � ���	�! ����
���	
� :�����; 7������!

|I7| ≤ c

(

ω(σ′
±, |T − Z|)
|T − Z| ρT,Z + 1

)

ε ξ

τ2 + 1

ξ−ε
∫

τ+2ε

s ds

(ξ2 − s2)3/2
√

s2 − τ2
≤

≤ c

(

ω(σ′
±, |T − Z|)
|T − Z| ρT,Z + 1

)

1
τ2 + 1

√
ε√

ξ − τ
≤

≤ c

(

ω(σ′
±, |T − Z|)
|T − Z|

ξ

(ξ + 1) (τ3 + 1)
+

1
τ2 + 1

) √
ε√

ξ − τ
.

/�����*% 7�� �*���� ��	������ I6% ��7���'�� ����
���	
� :�����; �
�-�'����� 7�� 6	�! S := s−i

s+i % 7������!

|I6| ≤ c
ε ξ

τ2 + 1

ξ−ε
∫

τ+2ε

(

ω(σ′
±, |T − S|)
|T − S| ρT,S + 1

)

s ds

(ξ2 − s2)3/2
√

s2 − τ2
≤



� �(� ������ ����)�� ��� ��
��� ��
� ���
�� �,�

≤ c
ε ξ

τ2 + 1

( ξ−ε
∫

τ+2ε

ω(σ′
±, |T − S|)
|T − S|

s

(s + 1)(τ + 1)
s ds

(ξ2 − s2)3/2
√

s2 − τ2
+

+

ξ−ε
∫

τ+2ε

s ds

(ξ2 − s2)3/2
√

s2 − τ2

)

≤

≤ c

(

ε ξ

τ2 + 1
ω(σ′

±, |T − Z|)
ξ−ε
∫

τ+2ε

s2

(ξ + s)3/2
√

s + τ

ds

(ξ − s)3/2(s − τ)3/2
+

+
1

τ2 + 1

√
ε√

ξ − τ

)

≤ c

(

ξ
√

ε

τ2 + 1
ω(σ′

±, |T − Z|)
(ξ − τ)3/2

+
1

τ2 + 1

√
ε√

ξ − τ

)

≤

≤ c

(

ω(σ′
±, |T − Z|)
|T − Z|

ξ

(ξ + 1) (τ3 + 1)
+

1
τ2 + 1

) √
ε√

ξ − τ
.

+����	
��! 7������� 5 �*���� �
���	�� �*���� :����4; � ��!!�
����'����

�
���! 
 ����!�	����� ����*�) Π(ξ) := |ξ|β0 (|ξ| + 1)β∞−β0 % ���
β0 ∈ (0; 1), β∞ ∈ (0; 1/2)� =��
����% �	� ��� ����*�� Π(ξ) 
 7����>
)	�� ���	��2����

c1 |ξ|β0 ≤ Π(ξ) ≤ c2 |ξ|β0 ∀ ξ ∈ R : 0 < |ξ| ≤ 1, :����D;

c1 |ξ|β∞ ≤ Π(ξ) ≤ c2 |ξ|β∞ ∀ ξ ∈ R : |ξ| ≥ 1, :�����;


 ��	�� 5 c1 � c2 F ����	�� � 7���&�	���� � 7��	���� ��
0���
�!��% �	� 
�)�� 
 ����'�	����	
� �����)(�5 ��!! ���% ��� ��>

��' c �-�'����� 7��	���� �% '������� ��	�� 5 �� '�
���	 �	 ξ �
ε% ��% 
��-(� ��
���% ��'���� ��&� 
 7������5 ����� *�7���� ����>

���	
�

.���� ��/� &��
 ����	
 ������������ ��������� ������
������ ���!������� ������%���� σ±(Z) �� ��������� ����%����
����	�������� �	���" ���� :�����; ��� k = 0� � �	� !������ n̂(ξ, τ)
������	��� ������ :����?;% :�����;� (���� ������	��� ���%� ������

ξ
∫

0

|n̂(ξ, τ)|
Π(τ)

dτ ≤ c

ξΠ(ξ)
1

ξ1/2−β∞

2
∫

0

ω(σ′
±, η)

η(ξβ∞−1/2 + η1/2−β∞)
dη ∀ ξ ≥ 1, :����,;



�,4 ��� �� 
������ ������ ��� ��������������) ����"

ξ
∫

0

|n̂(ξ, τ)|
Π(τ)

dτ ≤ c
ξ

Π(ξ)

ξ
∫

0

ω(σ′
±, η)
η

dη ∀ ξ ∈ (0; 1] , :�����;

∣

∣

∣

∣

∣

∣

ξ+ε
∫

0

|n̂(ξ + ε, τ)|
Π(τ)

dτ −
ξ
∫

0

|n̂(ξ, τ)|
Π(τ)

dτ

∣

∣

∣

∣

∣

∣

≤

≤ c ξ

Π(ξ)(ξ2 + 1)
ε
1/2−β∞
1

2
∫

0

ω(σ′
±, η)

η(ε1/2−β∞
1 + η1/2−β∞)

dη ∀ ξ > 4ε > 0, :�����;

��� ε1 := ε
ξ2+1 � ��������� c �� ������ �� ξ � ε�

	�
 � � � � �  � � � � �� +����	
��! �*���� :����?; �
���	�� ����>

���	
�

ξ
∫

0

|n̂(ξ, τ)|
Π(τ)

dτ ≤ c
ξ

(ξ + 1)5/2

ξ
∫

0

ω(σ′
±, |T − Z|)
|T − Z|

dτ

Π(τ)(τ + 1)3/2
=: I8 .

9���� 7�� ξ ≥ 1 � ���	�! ����
���	
 :����D;% :�����; 7������!
���	��2����

I8 ≤ c

(

1
ξ3/2

1/2
∫

0

ω(σ′
±, |T − Z|)
|T − Z|

dτ

τβ0
+

1
ξ3/2

ξ/2
∫

1/2

ω(σ′
±, |T − Z|)
|T − Z|

τ1/2−β∞ dτ

τ2 + 1
+

+
1

ξ1+β∞

ξ
∫

ξ/2

ω(σ′
±, |T − Z|)
|T − Z|

dτ

τ2 + 1

)

≤

≤ c

(

1
ξ3/2

+
1

ξ3/2

2
∫

ξ/(ξ2+4)

ω(σ′
±, η)

η3/2−β∞
dη +

1
ξ1+β∞

ξ/(ξ2+1)
∫

0

ω(σ′
±, η)
η

dη

)

≤

≤ c
1

ξΠ(ξ)
1

ξ1/2−β∞

2
∫

0

ω(σ′
±, η)

η(ξβ∞−1/2 + η1/2−β∞)
dη

� �*���� :����,; ����'���� .��������� ��	���
��
��	�� �*���� :�����;�
9�� 7�������� �*���� :�����; ��7���'��! ����
���	
�

∣

∣

∣

∣

∣

∣

ξ+ε
∫

0

|n̂(ξ + ε, τ)|
Π(τ)

dτ −
ξ
∫

0

|n̂(ξ, τ)|
Π(τ)

dτ

∣

∣

∣

∣

∣

∣

≤



� �(� ������ ����)�� ��� ��
��� ��
� ���
�� �,D

≤
ξ
∫

ξ−ε

|n̂(ξ, τ)|
Π(τ)

dτ +

ξ+ε
∫

ξ−ε

|n̂(ξ + ε, τ)|
Π(τ)

dτ +

ξ−ε
∫

0

|n̂(ξ + ε, τ) − n̂(ξ, τ)|
Π(τ)

dτ =:

=: I9 + I10 + I11 .

"�7��� � ���	�! ����
���	
 :����?;% :����D; � :�����; �*���
��! I9G

I9 ≤ c
ξ

Π(ξ)(ξ2 + 1)

ξ
∫

ξ−ε

ω(σ′
±, |T − Z|)
|T − Z|

dτ

(τ2 + 1)
≤

≤ c
ξ

Π(ξ)(ξ2 + 1)

2ε1
∫

0

ω(σ′
±, η)
η

dη ≤

≤ c
ξ

Π(ξ)(ξ2 + 1)
ε
1/2−β∞
1

2
∫

0

ω(σ′
±, η)

η(ε1/2−β∞
1 + η1/2−β∞)

dη .

.��������� �*���
��	�� ��	����� I10�
��� �*���� ��	������ I11% ��7���'�� ����
���	
� :�����;% 7������!

I11 ≤ c
ξ
√

ε

(ξ + 1)5/2

ξ−ε
∫

0

ω(σ′
±, |T − Z|)
|T − Z|

dτ√
ξ − τ Π(τ) (τ + 1)3/2

.

9���� �' 6	��� ����
���	
� 7�� ξ ≥ 1 � ���	�! ����
���	
 :����D;%
:�����; 7������! ���	��2����

I11 ≤ c

√
ε

ξ2

( 1/2
∫

0

ω(σ′
±, |T − Z|)
|T − Z|

dτ

τβ0
+

+

ξ/2
∫

1/2

ω(σ′
±, |T − Z|)
|T − Z|

√

(ξ + 1)(τ + 1)
ξ − τ

dτ

τβ∞ (τ2 + 1)
+

+
1

ξβ∞

ξ−ε
∫

ξ/2

ω(σ′
±, |T − Z|)
|T − Z|

√

(ξ + 1)(τ + 1)
ξ − τ

dτ

τ2 + 1

)

≤



�,� ��� �� 
������ ������ ��� ��������������) ����"

≤ c

√
ε

ξ2

(

1 +

2
∫

ξ/(ξ2+4)

ω(σ′
±, η)

η3/2−β∞
dη +

1
ξβ∞

ξ/(ξ2+1)
∫

ε1

ω(σ′
±, η)

η3/2
dη

)

≤

≤ c
ξ

Π(ξ)(ξ2 + 1)
ε
1/2−β∞
1

2
∫

0

ω(σ′
±, η)

η(ε1/2−β∞
1 + η1/2−β∞)

dη .

��� ξ ∈ (0; 1] ��	����� I11 �*���
��	�� �����������
"���! �-��'�!% ��	���
���� �*���� :�����; � ��!!� ����'����
.���� ��0� &��
 ����	
 ������������ ��������� ������

������ ���!������� ������%���� σ±(Z) �� ��������� ����%����
����	�������� �	���" ���� :����D;% � �	� !������ n̂(ξ, τ) ������	��
�� ������ :����?; 3 :����4;� (���� �	� !������

nf (ξ, τ) =

ξ
∫

0

n̂(ξ, s)
s − τ

ds,

� ��" ������
� ������	��� ������

∞
∫

−∞

|nf (ξ, τ)|
Π(τ)

dτ ≤ c
1

ξ Π(ξ)
ln(ξ + 1)
ξ1/2−β∞

×

×
2
∫

0

ω(σ′
±, η)
η

ln 3
η

ξβ∞−1/2 ln(ξ + 1) + η1/2−β∞ ln 3
η

dη ∀ ξ ≥ 1, :���,�;

∞
∫

−∞

|nf (ξ, τ)|
Π(τ)

dτ ≤ c
ξ

Π(ξ)

ξ
∫

0

ω(σ′
±, η)
η

ln
3
η

dη ∀ ξ ∈ (0; 1], :���,�;

∞
∫

−∞

|nf (ξ + ε, τ) − nf (ξ, τ)|
Π(τ)

dτ ≤ c
ξ

Π(ξ)(ξ2 + 1)
ε
1/2−β∞
1 ln

1
ε1

×

×
2
∫

0

ω(σ′
±, η)
η

ln 3
η

ε
1/2−β∞
1 ln 1

ε1
+ η1/2−β∞ ln 3

η

dη, :���,?;

ε1 :=
ε

ξ2 + 1
, ∀ ξ > 4ε > 0,

��� ��������� c �� ������ �� ξ � ε�
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� ���
�� �,,

	�
 � � � � �  � � � � �� 9�� ����'�	����	
� ����
���	
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∞
∫

−∞

|nf (ξ, τ)|
Π(τ)

dτ =
(

−ξ
∫

−∞
+

∞
∫

2ξ

) |nf (ξ, τ)|
Π(τ)

dτ +

0
∫

−ξ

|nf (ξ, τ)|
Π(τ)

dτ+

+

2ξ
∫

ξ

|nf (ξ, τ)|
Π(τ)

dτ+

ξ
∫

ξ/2

|nf (ξ, τ)|
Π(τ)

dτ+

ξ/2
∫

0

|nf (ξ, τ)|
Π(τ)

dτ =:
16
∑

j=12

Ij :���,�;

� �*���! ��	����� I12, I13, . . . , I16 7�� �)-�! ξ ≥ 1�
+ ���	�! �*���� :����?; 7������! ���	��2����

I12 ≤ c

(

−ξ
∫

−∞
+

∞
∫

2ξ

)

dτ

Π(τ)τ

ξ
∫

0

|n̂(ξ, s)| ds ≤

≤ c
1

Π(ξ) ξ3/2

(

ξ/2
∫

0

+

ξ
∫

ξ/2

)

ω(σ′
±, |S − Z|)
|S − Z|

ds

(s + 1)3/2
,

��� S := s−i
s+i �

9���� ���������� �*���� ��	������ I8 7������!

I12 ≤ c
1

ξ Π(ξ)

(

1√
ξ

2
∫

ξ/(ξ2+4)

ω(σ′
±, η)

η3/2
dη +

ξ/(ξ2+1)
∫

0

ω(σ′
±, η)
η

dη

)

≤

≤ c
1

ξΠ(ξ)
ln(ξ + 1)
ξ1/2−β∞

2
∫

0

ω(σ′
±, η)
η

ln 3
η

ξβ∞−1/2 ln(ξ + 1) + η1/2−β∞ ln 3
η

dη .

+ ���	�! 	����! I�-��� � �*���� :����?;% :����D; � :�����; �!��!

I13 =

ξ
∫

0

|nf (ξ,−τ)|
Π(τ)

dτ =

ξ
∫

0

|n̂(ξ, s)|
ξ
∫

0

dτ

Π(τ)(τ + s)
ds ≤

≤ c

ξ3/2

( 1
∫

0

ω(σ′
±, |S − Z|)
|S − Z|

( s
∫

0

dτ

s τβ0
+

1
∫

s

dτ

τ1+β0
+

ξ
∫

1

dτ

τ1+β∞

)

ds

(s + 1)3/2
+



�,� ��� �� 
������ ������ ��� ��������������) ����"

+

ξ
∫

1

ω(σ′
±, |S − Z|)
|S − Z|

( 1
∫

0

dτ

s τβ0
+

s
∫

1

dτ

s τβ∞
+

ξ
∫

s

dτ

τ1+β∞

)

ds

(s + 1)3/2

)

≤

≤ c

ξ3/2

( 1
∫

0

ω(σ′
±, |S − Z|)
|S − Z|

ds

sβ0
+
(

ξ/2
∫

1

+

ξ
∫

ξ/2

)

ω(σ′
±, |S − Z|)
|S − Z|

s1/2−β∞ ds

s2 + 1

)

.

9���� I13 �*���
��	�� 7���-�� ��	������ I8�
.��������� � ���	�! 	����! I�-��� � �*���� :����?;% :�����;

7������! ���	��2����

I14 ≤ c

Π(ξ)

ξ
∫

0

|n̂(ξ, s)|
2ξ
∫

ξ

dτ

τ − s
ds ≤ c

Π(ξ)

(

ξ/2
∫

0

+

ξ
∫

ξ/2

)

|n̂(ξ, s)| ln 2ξ

ξ − s
ds ≤

≤ c
1

ξ Π(ξ)

(

1√
ξ

2
∫

ξ/(ξ2+4)

ω(σ′
±, η)

η3/2
dη +

ξ/(ξ2+1)
∫

0

ω(σ′
±, η)
η

ln
1
η

dη

)

≤

≤ c
1

ξΠ(ξ)
ln(ξ + 1)
ξ1/2−β∞

2
∫

0

ω(σ′
±, η)
η

ln 3
η

ξβ∞−1/2 ln(ξ + 1) + η1/2−β∞ ln 3
η

dη .

�
���! 	�7��� 
 ����!�	����� !��&��	
� e1 := [τ−δ1, τ +δ1], e2 :=
:= [ξ/4, τ − δ1] ∪ [τ + δ1, ξ]% ��� δ1 = ξ−τ

2ξ % � �*���! I15 ��!!�� 	��5
��	������
G

I15 ≤
ξ
∫

ξ/2

∫

e1

|n̂(ξ, s) − n̂(ξ, τ)|
|s − τ | ds

dτ

Π(τ)
+

ξ
∫

ξ/2

∫

e2

|n̂(ξ, s)|
|s − τ | ds

dτ

Π(τ)
+

+

ξ
∫

ξ/2

ξ/4
∫

0

|n̂(ξ, s)|
|s − τ | ds

dτ

Π(τ)
=: I1

15 + I2
15 + I3

15. :���,4;

9���� � ���	�! ����
���	
 :����4;% :�����; 7������! �*���� ��	����>
�� I1

15G

I1
15 ≤ c

Π(ξ)

ξ
∫

ξ/2

(

ω(σ′
±, |T − Z|)
|T − Z|

1
τ3 + 1

+
1

τ2 + 1

)∫

e1

ds
√|s − τ |

dτ√
ξ − τ

≤



� �(� ������ ����)�� ��� ��
��� ��
� ���
�� �,�

≤ c
1

Π(ξ)
√

ξ

(

1
ξ

ξ/(ξ2+1)
∫

0

ω(σ′
±, η)
η

dη +

ξ
∫

ξ/2

dτ

τ2 + 1

)

≤ c
1

ξΠ(ξ)
1√
ξ

.

��7���'�� 	����!� I�-��� � ����
���	
� :����?;% :�����;% � 	��&�
�-�'����� 7�� 6	�! e∗ := [ξ/2, ξ]\(s−δs, s+δs)% ��� δs := ξ−s

2ξ−1 % �*���
��!

��	����� I2
15G

I2
15 ≤ c

Π(ξ)

ξ
∫

ξ/4

|n̂(ξ, s)|
∫

e∗

dτ

|s − τ | ds ≤ c
ln(ξ + 1)

Π(ξ)

ξ
∫

ξ/4

|n̂(ξ, s)| ds ≤

≤ c ln(ξ + 1)
(ξ + 1) Π(ξ)

ξ
∫

ξ/4

ω(σ′
±, |S − Z|)
|S − Z|

ds

s2 + 1
≤ c ln ξ

ξ Π(ξ)

6ξ/(ξ2+1)
∫

0

ω(σ′
±, η)
η

dη .

+ ���	�! ����
���	
 :����?;% :�����; 7������! �*���� ��	������ I3
15G

I3
15 ≤ c

Π(ξ) (ξ + 1)3/2 ξ

ξ
∫

ξ/2

dτ

ξ/4
∫

0

ω(σ′
±, |S − Z|)
|S − Z|

√
s + 1 ds

s2 + 1
≤

≤ c

ξ Π(ξ)
1√
ξ

2
∫

ξ/(ξ2+4)

ω(σ′
±, η)

η3/2
dη.

"���! �-��'�!% 7�� �)-�! ξ ≥ 1 �7��
����
 ���	��2����

I15 ≤ c

ξ Π(ξ)

( ξ/(ξ2+1)
∫

0

ω(σ′
±, η)
η

ln
1
η

dη +
1√
ξ

2
∫

ξ/(ξ2+4)

ω(σ′
±, η)

η3/2
dη

)

≤

≤ c
1

ξΠ(ξ)
ln(ξ + 1)
ξ1/2−β∞

2
∫

0

ω(σ′
±, η)
η

ln 3
η

ξβ∞−1/2 ln(ξ + 1) + η1/2−β∞ ln 3
η

dη.

/�����*% 

���! 
 ����!�	����� !��&��	
� e′1 := [τ − δ2, τ + δ2],
e′2 := [0, τ − δ2], e′3 := [τ + δ2, 3ξ/4]% ��� δ2 = τ3/ξ3% � �*���! I16

��!!�� ��	 ��5 ��	������
G

I16 ≤
ξ/2
∫

0

∫

e′
1

|n̂(ξ, s) − n̂(ξ, τ)|
|s − τ | ds

dτ

Π(τ)
+

ξ/2
∫

0

∫

e′
2

|n̂(ξ, s)|
|s − τ | ds

dτ

Π(τ)
+



��� ��� �� 
������ ������ ��� ��������������) ����"

ξ/2
∫

0

∫

e′
3

|m̃(ξ, s)|
s − τ

ds
dτ

Π(τ)
+

ξ/2
∫

0

ξ
∫

3ξ/4

|m̃(ξ, s)|
s − τ

ds
dτ

Π(τ)
=:

=: I1
16 + I2

16 + I3
16 + I4

16. :���,D;

"�7��� � ���	�! ����
���	
 :����4; 3 :�����; 7������! �*����
��	������ I1

16G

I1
16 ≤ c

ξ/2
∫

0

(

ω(σ′
±, |T − Z|)
|T − Z|

1
τ3 + 1

+
1

τ2 + 1

)∫

e′
1

ds
√|s − τ |

dτ

Π(τ)
√

ξ − τ
≤

≤ c

ξ2

(

1/2
∫

0

+

ξ/2
∫

1/2

)(

ω(σ′
±, |T − Z|)
|T − Z|

1
τ3 + 1

+
1

τ2 + 1

)

τ3/2 dτ

Π(τ)
≤

≤ c

ξ2

( 1/2
∫

0

τ3/2−β0 dτ+

2
∫

ξ/(ξ2+4)

ω(σ′
±, η)

η3/2−β∞
dη+

ξ/2
∫

1/2

τ−1/2−β∞ dτ

)

≤ c
1

ξΠ(ξ)
1√
ξ

.

+ ���	�! ����
���	
 :����?;% :����D;% :�����; � �
���	
 !����� ��7��>
� 
���	� :�!�% ��7��!��% C��% �?E; �*���
��! ��	����� I2

16, I
4
16G

I2
16 ≤ c

(ξ + 1)3/2

( 1/2
∫

0

∫

e′
2

ω(σ′
±, |S − Z|)
|S − Z|

ds

(τ − s)(s + 1)3/2

dτ

Π(τ)
+

+

ξ/2
∫

1/2

(

τ/2
∫

0

+

τ−δ2
∫

τ/2

)

ω(σ′
±, |S − Z|)
|S − Z|

ds

(τ − s)(s + 1)3/2

dτ

Π(τ)

)

≤

≤ c

ξ3/2

( 1/2
∫

0

ω(σ′
±, |T − Z|)
|T − Z|

∫

e′
2

ds

τ − s

dτ

Π(τ)
+

+

ξ/2
∫

1/2

τ/2
∫

0

ω(σ′
±, |S − Z|)
|S − Z|

√
s + 1 ds

s2 + 1
dτ

τ Π(τ)
+



� �(� ������ ����)�� ��� ��
��� ��
� ���
�� ���

+

ξ/2
∫

1/2

ω(σ′
±, |T − Z|)
|T − Z|

τ−δ2
∫

τ/2

ds

τ − s

dτ

Π(τ) (τ + 1)3/2

)

≤

≤ c

ξ3/2

( 1/2
∫

0

ln
ξ3

τ2

dτ

τβ0
+

2
∫

1/ξ

2
∫

τ1

ω(σ′
±, η)

η3/2
dη

dτ1

τ1−β∞
1

+

+

ξ/2
∫

1/2

ω(σ′
±, |T − Z|)
|T − Z| ln

ξ3

τ2

τ1/2−β∞ dτ

τ2 + 1

)

≤ c

ξ3/2

(

ln(ξ + 1) +

+

2
∫

1/ξ

ω(σ′
±, η)

η3/2

η
∫

1/ξ

dτ1

τ1−β∞
1

dη + ln(ξ + 1)

2
∫

1/ξ

ω(σ′
±, η)

η3/2−β∞
dη

)

≤

≤ c

ξ Π(ξ)
ln(ξ + 1)
ξ1/2−β∞

2
∫

1/ξ

ω(σ′
±, η)

η3/2−β∞
dη;

I4
16 ≤ c

(ξ + 1) ξ

ξ/2
∫

0

dτ

Π(τ)

ξ
∫

3ξ/4

ω(σ′
±, |S − Z|)
|S − Z|

ds

s2 + 1
≤ c

ξ Π(ξ)

1/ξ
∫

0

ω(σ′
±, η)
η

dη,

�% ��7���'�� ��7����	����� 	����!� I�-���% �*���
��! ��	����� I3
16G

I3
16 ≤ c

(ξ + 1)3/2

ξ/2
∫

0

(

3τ/2
∫

τ+δ2

+

3ξ/4
∫

3τ/2

)

ω(σ′
±, |S − Z|)
|S − Z|

ds

(s − τ)(s + 1)3/2

dτ

Π(τ)
≤

≤ c

ξ3/2

( ξ/2
∫

0

ω(σ′
±, |T − Z|)
|T − Z|

3τ/2
∫

τ+δ2

ds

s − τ

dτ

Π(τ) (τ + 1)3/2
+

+

3ξ/4
∫

0

ω(σ′
±, |S − Z|)
|S − Z|

2s/3
∫

0

dτ

Π(τ)(s − τ)
ds

(s + 1)3/2

)

≤

≤ c

ξ3/2

(

(

1/2
∫

0

+

ξ/2
∫

1/2

)

ω(σ′
±, |T − Z|)
|T − Z| ln

ξ3

τ2

dτ

Π(τ) (τ + 1)3/2
+



��? ��� �� 
������ ������ ��� ��������������) ����"

+
(

3/4
∫

0

+

3ξ/4
∫

3/4

)

ω(σ′
±, |S − Z|)
|S − Z|

2s/3
∫

0

dτ

Π(τ)
ds

s (s + 1)3/2

)

≤

≤ c
ln(ξ + 1)

ξ3/2

2
∫

1/ξ

ω(σ′
±, η)

η3/2−β∞
dη =

c

ξ Π(ξ)
ln(ξ + 1)
ξ1/2−β∞

2
∫

1/ξ

ω(σ′
±, η)

η3/2−β∞
dη;

"���! �-��'�!% 7�� �)-�! ξ ≥ 1 �7��
����
 ���	��2����

I16 ≤ c

ξ Π(ξ)

⎛

⎜

⎝

1/ξ
∫

0

ω(σ′
±, η)
η

dη +
ln(ξ + 1)
ξ1/2−β∞

2
∫

1/ξ

ω(σ′
±, η)

η3/2−β∞
dη

⎞

⎟

⎠
≤

≤ c
1

ξΠ(ξ)
ln(ξ + 1)
ξ1/2−β∞

2
∫

0

ω(σ′
±, η)
η

ln 3
η

ξβ∞−1/2 ln(ξ + 1) + η1/2−β∞ ln 3
η

dη.

+����	
��! 7������� 5 �*���� �
���	�� ����
���	
� :���,�;�
9�� ����'�	����	
� ����
���	
� :���,�; �*���! ��	����� 

I12, I13, . . . , I16 �' ��
���	
� :���,�; 7�� �)-�! ξ ∈ (0; 1]� 9��
�*���� ��	������
 I15% I16 ��7���'��! ���	��2���� :���,4;% :���,D;%

 ��	�� 5 7�� �7��������� !��&��	
 e1, e2, e

′
1, e

′
2, e

′
3 ������	 7����	�

δ1 = (ξ − τ)2 � δ2 = τ2� "�7��� ��	����� Ij
15 7�� j = 1, 2, 3

� ��	����� I12, I14, I
1
16, I

4
16 �*���
�)	�� ���������� 	�!�% ��� 6	�

������� 7�� ξ ≥ 1� ��	����� I13 �*���
��	�� � ���	�! 	����! I�-���
� ����
���	
 :����?;% :����D;G

I13 =

ξ
∫

0

|n̂(ξ, s)|
(

s
∫

0

+

ξ
∫

s

)

dτ

Π(τ)(τ + s)
ds ≤ c ξ

ξ
∫

0

ω(σ′
±, |S − Z|)
|S − Z|

ds

sβ0
≤

≤ c

(

ω(σ′
±, ξ)

ξ/2
∫

0

ds

sβ0
+ξ1−β0

ξ
∫

ξ/2

ω(σ′
±, |S − Z|)
|S − Z| ds

)

≤ c ξ

Π(ξ)

ξ
∫

0

ω(σ′
±, η)
η

dη,

� 7�� �*���� ��	������ I2
16 � ���	�! ����
���	
 :����?;% :����D; � �
���	


!����� ��7��� 
���	� :�!�% ��7��!��% C��% �?E; 7������!

I2
16 ≤ c ξ

ξ/2
∫

0

∫

e′
2

ω(σ′
±, |S − Z|)
|S − Z|

ds

τ − s

dτ

Π(τ)
≤



� �(� ������ ����)�� ��� ��
��� ��
� ���
�� ���

≤ c ξ

ξ/2
∫

0

ω(σ′
±, |T − Z|)
|T − Z|

∫

e′
2

ds

τ − s

dτ

Π(τ)
≤

≤ c ω(σ′
±, ξ)

ξ/2
∫

0

ln
1
τ

dτ

τβ0
≤ c

ξ

Π(ξ)
ω(σ′

±, ξ) ln
2
ξ
.

.��������� �*���
��	�� ��	����� I3
16� +����	
��! 6	�5 �*���� �
���	>

�� ����
���	
� :���,�;�
�������! 	�7��� � ����'�	����	
� �*���� :���,?;� + 6	�� *���)

����!�	��! 7���'
���� � ξ � ε% ���
��	
���)(�� ���	��2���) ξ >
> 4ε > 0% � ��7���'��! ����
���	
�

∞
∫

−∞

|nf (ξ + ε, τ) − nf (ξ, τ)|
Π(τ)

dτ ≤
∞
∫

−∞

∣

∣

∣

∣

ξ
∫

ξ−ε

n̂(ξ, s)
s − τ

ds

∣

∣

∣

∣

dτ

Π(τ)
+

+

∞
∫

−∞

∣

∣

∣

∣

ξ+ε
∫

ξ−ε

n̂(ξ + ε, s)
s − τ

ds

∣

∣

∣

∣

dτ

Π(τ)
+

∞
∫

−∞

∣

∣

∣

∣

ξ−ε
∫

0

n̂(ξ + ε, s) − n̂(ξ, s)
s − τ

ds

∣

∣

∣

∣

dτ

Π(τ)
=:

=: I17 + I18 + I19 .

9���� �*���! I17 ��!!�� ��	������
G

I17 ≤
(

−ξ
∫

−∞
+

∞
∫

2ξ

)∣

∣

∣

∣

ξ
∫

ξ−ε

n̂(ξ, s)
s − τ

ds

∣

∣

∣

∣

dτ

Π(τ)
+

0
∫

−ξ

∣

∣

∣

∣

ξ
∫

ξ−ε

n̂(ξ, s)
s − τ

ds

∣

∣

∣

∣

dτ

Π(τ)
+

+

2ξ
∫

ξ

∣

∣

∣

∣

ξ
∫

ξ−ε

n̂(ξ, s)
s − τ

ds

∣

∣

∣

∣

dτ

Π(τ)
+

ξ−ε
∫

0

∣

∣

∣

∣

ξ
∫

ξ−ε

n̂(ξ, s)
s − τ

ds

∣

∣

∣

∣

dτ

Π(τ)
+

+

ξ
∫

ξ−ε

∣

∣

∣

∣

ξ
∫

ξ−ε

n̂(ξ, s)
s − τ

ds

∣

∣

∣

∣

dτ

Π(τ)
=:

5
∑

j=1

Ij
17.

=*���
�� 	�7��� ��	����� I1
17, I

2
17, I

3
17 7� �������� � �*����!�

��	������
 I12, I13, I14 ���	
�	�	
����% 7������!

I1
17 + I2

17 + I3
17 ≤ c

ξ

Π(ξ)(ξ2 + 1)

2ε1
∫

0

ω(σ′
±, η)
η

ln
1
η

dη.



��4 ��� �� 
������ ������ ��� ��������������) ����"

"��&� 7���-�� �*���� ��	������ I14 �*���
��	�� I4
17G

I4
17 ≤ c

ξ

Π(ξ)(ξ2 + 1)

2ε1
∫

0

ω(σ′
±, η)
η

ln
1
η

dη .

=*���! ��	����� I5
17 ������� 7�� ξ ≥ 1� � 6	�! ������ 

���! 


����!�	����� !��&��	
� ẽ1 := [τ − δ3, τ + δ3], ẽ2 := [ξ − ε, τ − δ3] ∪
∪[τ +δ3, ξ]% ��� δ3 = min{ ξ−τ

2ξ , τ−(ξ−ε)
2ξ }% � �*���! I5

17 ��!!�� ��	������
G

I5
17 ≤

ξ
∫

ξ−ε

∫

ẽ1

|n̂(ξ, s) − n̂(ξ, τ)|
|s − τ | ds

dτ

Π(τ)
+

ξ
∫

ξ−ε

∫

ẽ2

|n̂(ξ, s)|
|s − τ | ds

dτ

Π(τ)
=:

=: i1 + i2 . :���,�;

9����% �*���
�� ��	����� i1, i2 7� �������� � �*����!� ��	������

I1
15, I

2
15 ���	
�	�	
����% 7������!

i1 ≤ c
ξ

Π(ξ)(ξ2 + 1)
ε

ξ3/2
≤ c

ξ

Π(ξ)(ξ2 + 1)
√

ε1,

i2 ≤ c

ξΠ(ξ)
ln (ξ+1)

2ε1
∫

0

ω(σ′
±, η)
η

dη ≤ c
ξ

Π(ξ)(ξ2 + 1)

2ε1
∫

0

ω(σ′
±, η)
η

ln
1
η

dη.

9�� �*���� ��	������ I5
17 
 ������ ξ ∈ (0; 1) ��7���'��! ���	��2����

:���,�;% 
 ��	���! ����' ẽ1, ẽ2 	�7��� �-�'����� �����)(�� !��&��	
�G
ẽ1 := [τ − δ4, τ + δ4], ẽ2 := [ξ − ε, τ − δ4]∪ [τ + δ4, ξ]% ��� δ4 = min{(ξ − τ)2,
(τ − (ξ − ε))2}�

� 6	�! ������% �*���
�� ��	����� i1, i2 7� �������� � �*����!�
��	������
 I1

15, I
2
15 ���	
�	�	
����% 7������!

i1 ≤ c

Π(ξ)

ε
∫

0

(

ω(σ′
±, η)√
η

ξ +
√

η

)

dη ≤ c
ξ

Π(ξ)(ξ2 + 1)
√

ε,

i2 ≤ c
ξ

Π(ξ)(ξ2 + 1)

ε
∫

0

ω(σ′
±, η)
η

ln
1
η

dη.



� �(� ������ ����)�� ��� ��
��� ��
� ���
�� ��D

"���! �-��'�!% 7�� �)-�! ξ > 0 �7��
����
 �*����

I17 ≤ c
ξ

Π(ξ)(ξ2 + 1)

⎛

⎝

√
ε1 +

2ε1
∫

0

ω(σ′
±, η)
η

ln
1
η

dη

⎞

⎠ ≤

≤ c ξ

Π(ξ)(ξ2 + 1)
ε
1/2−β∞
1 ln

1
ε1

2
∫

0

ω(σ′
±, η)
η

ln 3
η

ε
1/2−β∞
1 ln 1

ε1
+ η1/2−β∞ ln 3

η

dη .

.��������� �*���
��	�� ��	����� I18�
=*���! �(� I19 ��!!�� ��	������
G

I19 ≤
(

−ξ
∫

−∞
+

∞
∫

2ξ

)∣

∣

∣

∣

ξ−ε
∫

0

n̂(ξ + ε, s) − n̂(ξ, s)
s − τ

ds

∣

∣

∣

∣

dτ

Π(τ)
+

+

0
∫

−ξ

∣

∣

∣

∣

ξ−ε
∫

0

n̂(ξ + ε, s) − n̂(ξ, s)
s − τ

ds

∣

∣

∣

∣

dτ

Π(τ)
+

2ξ
∫

ξ−ε

∣

∣

∣

∣

ξ−ε
∫

0

n̂(ξ + ε, s) − n̂(ξ, s)
s − τ

ds

∣

∣

∣

∣

dτ

Π(τ)
+

+

ξ−ε
∫

ξ/2

∣

∣

∣

∣

ξ−ε
∫

0

n̂(ξ + ε, s) − n̂(ξ, s)
s − τ

ds

∣

∣

∣

∣

dτ

Π(τ)
+

+

ξ/2
∫

0

∣

∣

∣

∣

ξ−ε
∫

0

n̂(ξ + ε, s) − n̂(ξ, s)
s − τ

ds

∣

∣

∣

∣

dτ

Π(τ)
=:

5
∑

j=1

Ij
19.

=*���
�� ��	����� I1
19 ������� 7���-�� �*���� ��	������ I12% � '�>

	�! 7���-�� �*���� ��	������ I11% � ���	�! ����
���	
� :�����; 7���>
���!

I1
19 ≤ c

ξ

Π(ξ)(ξ2 + 1)
√

ε1

2
∫

ε1

ω(σ′
±, η)

η3/2
dη.

.���������% �*���
�� ��	����� I2
19, I

3
19 ������� 7���-�� �*����! ��>

	������
 I13, I14 ���	
�	�	
����% � '�	�! 7���-�� �*���� ��	������ I11%
7������!

I2
19 ≤ c

ξ

Π(ξ)(ξ2 + 1)
ε
1/2−β∞
1

2
∫

ε1

ω(σ′
±, η)

η3/2−β∞
dη ,



��� ��� �� 
������ ������ ��� ��������������) ����"

I3
19 ≤ c

ξ

Π(ξ)(ξ2 + 1)
√

ε1

2
∫

ε1

ω(σ′
±, η)

η3/2
ln

3
η

dη.

� 7����! 	�7��� �*���� ��	������ I4
19�

1���!�	��
�� ������� ������ ξ ≥ 1% 

���! 
 ����!�	�����
!��&��	
� e′1,ε := [τ − δ ′

ε, τ + δ ′
ε], e′2,ε := [τ − ξ−ε−τ

2 , τ − δ ′
ε] ∪ [τ + δ ′

ε,

τ + ξ−ε−τ
2 ], e′3,ε := [0, ξ − ε] \ (e′1,ε ∪ e′2,ε)% ��� δ ′

ε = min{ ξ−ε−τ
2ξ , ε

2ξ}% �
�*���! I4

19 ��!!�� 	��5 ��	������
G

I4
19 ≤

ξ−ε
∫

ξ/2

∫

e′
1,ε

|n̂(ξ + ε, s) − n̂(ξ + ε, τ) − (n̂(ξ, s) − n̂(ξ, τ))|
|s − τ | ds

dτ

Π(τ)
+

+

ξ−ε
∫

ξ/2

∫

e′
2,ε

|n̂(ξ + ε, s) − n̂(ξ, s)|
|s − τ | ds

dτ

Π(τ)
+

+

ξ−ε
∫

ξ/2

∫

e′
3,ε

|n̂(ξ + ε, s) − n̂(ξ, s)|
|s − τ | ds

dτ

Π(τ)
=: i′1 + i′2 + i′3. :���,,;

"�7���% �*���
�� i′1 � ���	�! ����
���	
� :����4;% 7���-�� �*����!
��	������
 I1

15 � I11 7������!

i′1 ≤ c

ξ2 Π(ξ)

(

ξ−2ε
∫

ξ/2

+

ξ−ε
∫

ξ−2ε

)(

ω(σ′
±, |T − Z|)
|T − Z|

1
τ + 1

+ 1
)

×

×
∫

e′
1,ε

ds
√|s − τ |

dτ√
ξ − τ

≤ c

ξ2 Π(ξ)

(√
ε√
ξ

( ξ−2ε
∫

ξ/2

ω(σ′
±, |T − Z|)

|T − Z|3/2

dτ

τ2 + 1
+

+

ξ−2ε
∫

ξ/2

dτ√
ξ − τ

)

+
√

ξ ω(σ′
±, ε1)

)

≤ c

ξ Π(ξ)
√

ε1

2
∫

ε1

ω(σ′
±, η)

η3/2
dη.

��!-������ 7���! % ��7���'�
��� � 7�� �*����5 ��	������
 I2
15 �

i′1% � ���	�! ����
���	
� :�����; 7������! �*����

i′2 ≤ c

ξ Π(ξ)
√

ε1 ln
1
ε1

2
∫

ε1

ω(σ′
±, η)

η3/2
dη,



� �(� ������ ����)�� ��� ��
��� ��
� ���
�� ��,

� 7�� �*���� i′3% ��7���'��% ���!� 	���% �-�'������� Z1 := ξ+ε−i
ξ+ε+i % �!��!

i′3 ≤ c
√

ε

Π(ξ) (ξ3 + 1)

( ξ−ε
∫

ξ/2

ξ−ε
∫

τ+(ξ−ε−τ)/2

ω(σ′
±, |S − Z1|)
|S − Z1|

ds√
ξ + ε − s

dτ

ξ − ε − τ
+

+

ξ−ε
∫

ξ/2

ω(σ′
±, |T − Z1|)
|T − Z1|

τ−(ξ−ε−τ)/2
∫

0

ds

τ − s

dτ√
ξ + ε − τ

)

≤

≤ c
√

ε1

ξ Π(ξ)

(

(

ξ−2ε
∫

ξ/2

+

ξ−ε
∫

ξ−2ε

)

ξ2 + 1
ξ − ε − τ

ξ−ε
∫

τ+(ξ−ε−τ)/2

ω(σ′
±, |S − Z1|)

|S − Z1|3/2

ds

s2 + 1
dτ

τ2 + 1
+

+
(

ξ−2ε
∫

ξ/2

+

ξ−ε
∫

ξ−2ε

)

ω(σ′
±, |T − Z1|)

|T − Z1|3/2
ln

τ

ξ − ε − τ

dτ

τ2 + 1

)

≤

≤ c

ξ Π(ξ)
√

ε1

2
∫

ε1

ω(σ′
±, η)

η3/2
ln

3
η

dη.

9�� �*���� ��	������ I4
19 
 ������ ξ ∈ (0; 1) ��7���'��! ���	��2����

:���,,;% 
 ��	���! 7�� �7��������� !��&��	
 e′1,ε, e
′
2,ε, e

′
3,ε ������	

7����	� δ ′
ε = min{(ξ − ε − τ)2, ε2}� "�7��� ��	����� i′1, i

′
2, i

′
3 �*���>


�)	�� 	��% ��� 6	� ������� 
 ������ ξ ≥ 1�
"���! �-��'�!% 7�� �)-�! ξ > 0 �7��
����
 �*����

I4
19 ≤ c

ξ

Π(ξ)(ξ2 + 1)
√

ε1 ln
1
ε1

2
∫

ε1

ω(σ′
±, η)

η3/2
dη ≤

≤ c ξ

Π(ξ)(ξ2 + 1)
ε
1/2−β∞
1 ln

1
ε1

2
∫

0

ω(σ′
±, η)
η

ln 3
η

ε
1/2−β∞
1 ln 1

ε1
+ η1/2−β∞ ln 3

η

dη.

� 7����!% ������*% �*���� ��	������ I5
19� + 6	�� *���) 

���! 


����!�	����� !��&��	
� e′′1,ε := [τ − δ ′′
ε , τ + δ ′′

ε ], e′′2,ε := [0, τ − δ ′′
ε ] ∪

∪[τ + δ ′′
ε , 3ξ/4], e′′3,ε := [3ξ/4, ξ − ε]% ��� δ ′′

ε = min{ τ2

(ξ+1)3 , ετ
(ξ+1)3 }% �



��� ��� �� 
������ ������ ��� ��������������) ����"

�*���! I5
19 ��!!�� 	��5 ��	������
G

I5
19 ≤

ξ/2
∫

0

∫

e′′
1,ε

|n̂(ξ + ε, s) − n̂(ξ + ε, τ) − (n̂(ξ, s) − n̂(ξ, τ))|
|s − τ | ds

dτ

Π(τ)
+

+

ξ/2
∫

0

∫

e′′
2,ε

|n̂(ξ + ε, s) − n̂(ξ, s)|
|s − τ | ds

dτ

Π(τ)
+

+

ξ/2
∫

0

∫

e′′
3,ε

|n̂(ξ + ε, s) − n̂(ξ, s)|
|s − τ | ds

dτ

Π(τ)
=: i′′1 + i′′2 + i′′3 .

9����% �*���
�� i′′1 7���-�� �*���� ��	������ I1
15% 7������!

i′′1 ≤ c
ξ

Π(ξ)(ξ2 + 1)
ε
1/2−β∞
1 .

=*���
�� 	�7��� i′′3 7� �������� � �*����!� ��	������
 I4
16 � I11% �

���	�! ����
���	
� :�����; 7������!

i′′3 ≤ c
ξ

Π(ξ)(ξ2 + 1)
√

ε1

2
∫

ε1

ω(σ′
±, η)

η3/2
dη.

/�����*% �*���
�� i′′2 7� �������� � �*����!� ��	������
 I2
16 � I3

16% 7��
ξ ≥ 1 7������!

i′′2 ≤ c
ξ

Π(ξ)(ξ2 + 1)
ε
1/2−β∞
1 ln

1
ε1

2
∫

ε1

ω(σ′
±, η)

η3/2−β∞
dη,

� 7�� ξ ∈ (0; 1) �!��!

i′′2 ≤ c

√
ε ω(σ′

±, ξ)√
ξ

ξ/2
∫

0

ln
ξ

δ ′′
ε

dτ

Π(τ)
≤ c

√
ξ ω(σ′

±, ξ)
Π(ξ)

√
ε ln

1
ε
≤

≤ c
ξ

Π(ξ)(ξ2 + 1)
√

ε ln
1
ε

2ξ
∫

ξ

ω(σ′
±, η)

η3/2
dη.



� �(� ������ ����)�� ��� ��
��� ��
� ���
�� ���

"���! �-��'�!% 7�� �)-�! ξ > 0 �7��
����
 �*����

I5
19 ≤ c

ξ

Π(ξ)(ξ2 + 1)
ε
1/2−β∞
1 ln

1
ε1

2
∫

ε1

ω(σ′
±, η)

η3/2−β∞
dη ≤

≤ c ξ

Π(ξ)(ξ2 + 1)
ε
1/2−β∞
1 ln

1
ε1

2
∫

0

ω(σ′
±, η)
η

ln 3
η

ε
1/2−β∞
1 ln 1

ε1
+ η1/2−β∞ ln 3

η

dη.

+����	
��! �*���� ��	������
 I17, I18, I19 �
���	�� ����
���	
�
:���,?;� <�!!� ����'����

� �����)(�� ��!!� ��	���
��
��	�� ���-5���!�� 
 �������2�!
�
���	
� ������������ ��	������ ��2�

˜f(ξ) :=

∞
∫

−∞

f(s)
s − ξ

ds , ξ ∈ R \ {0} ,


 ������% ����� ��� 7��	���	� f : (R \ {0}) → C ��7�����	 ��'� 
� ���
�� ����'�	����	
� ��7���'�)	�� �*����

∣

∣ ˜f(ξ)
∣

∣ ≤ c

( 1
∫

0

sup
s:s=±η

|f(s)| dη

η + ξ
+ ξ−1

1
∫

0

sup
s:s=±1/η

|f(s)| dη

η(η + ξ−1)
+

+

ξ/4
∫

0

sup
s∈[ξ−η,ξ+η]

|f(s) − f(ξ)| dη

η

)

∀ ξ ∈ R \ {0}, :���,�;

∣

∣ ˜f(ξ ± ε) − ˜f(ξ)
∣

∣ ≤ c

(

ε

ξ/2
∫

0

sup
s1, s2 ∈ [ξ/2; 3ξ/2],

|s2 − s1| ≤ η

|f(s2) − f(s1)| dη

η(η + ε)
+

+ε

1
∫

0

sup
s:s=±η

|f(s)| dη

η2 + ξ2
+

ε

ξ2

1
∫

0

sup
s:s=±1/η

|f(s)| dη

η2 + ξ−2

)

:���,�;

∀ ξ ∈ R \ {0} ∀ ε ∈ (0, |ξ|/4]

:'���� c F ����	���� �-���)	��� 7��	������;% ��	�� � ��	���
��
�>
)	�� ���������� ���	
�	�	
�)(�! �*����! 	����! ? �' ��-�	 C,�E�



��� ��� �� 
������ ������ ��� ��������������) ����"

.���� ���1� ,	� !������ h0 : R → C ����#���� � ��	
 �
��������� ���	����� ����� � ����� 0� � �� ����	� ������������
����	������"� �	����� :����; ��� k = 1� �� !������

H(ξ) := Π(ξ)

∞
∫

−∞

h0(s)
Π(s) (s − ξ)

ds, ξ ∈ R,

������	�%�� �	�� DR � ����	��"�� ��������

H(0) = H(∞) = 0. :�����;

	�
 � � � � �  � � � � �� �������! f(s) := h0(s)
(

Π(s)
)−1

� ��7���'��
�*���� :���,�; � ���	 
�� 7�� 6	�! ���	��2����

sup
s:s=±η

|h0(s)| ≤ ωR(h0, η), sup
s:s=±1/η

|h0(s)| ≤ ωR,∞(h0, η)

� ����
�� :����; 7�� k = 1% 7������! ��
���	
� :�����;� "�7��� � ��>
7���'�
����! ����
���	
� :���,�; 7�	�! �����&� 5 
 ������ ��	���
>
��
��	��% �	� H ∈ DR� <�!!� ����'����

��� ��������'�*�� ������������ ��	���������� ���
����� :���D?;
��! 	��&� 7�����-�	�� �����)(�� �	
��&����� �- �'!������ 7������
��	������
���� 
 7�
	��� 5 ��	������5 7� 
�(��	
����� 7��!�� 

������% ����� ���� �' ��	������
 �
���	�� ��������� ! � ��� 7��	���	�
��7�����	 ��'� 
�

.���� ����� &��
 !������ V0 ������	�%�� �	�� DR �
����#���� � ��	
 � ��������� ���	����� ������ � �	� !������
m̂(ξ, τ) ������	��� ������ :����?;% :�����; � !������ Ω(ξ, τ) ����	��
������� �	����� :����4;% :����D;� (���� ��� ��� ξ > 0 ����	�����
��������

ξ
∫

0

m̂(ξ, τ)

∞
∫

−∞

V0(s)
Π(s) (s − τ)

ds dτ =

∞
∫

−∞

V0(s)
Π(s)

ξ
∫

0

m̂(ξ, τ)
s − τ

dτ ds. :�����;

	�
 � � � � �  � � � � �� �����	�
�! ��&� � �' 7�
	��� 5 ��	�>
�����
% 
5���(�5 
 ��
���	
� :�����;% ��!!�� 	��5 ��	������
G

I :=

∞
∫

−∞

V0(s)
Π(s)

ξ
∫

0

m̂(ξ, τ)
s − τ

dτ ds =



� �(� ������ ����)�� ��� ��
��� ��
� ���
�� ���

=
(

−N
∫

−∞
+

∞
∫

N

)

V0(s)
Π(s)

ξ
∫

0

m̂(ξ, τ)
s − τ

dτ ds +

N
∫

−N

V0(s)
Π(s)

ξ−ε
∫

0

m̂(ξ, τ)
s − τ

dτ ds+

+

N
∫

−N

V0(s)
Π(s)

ξ
∫

ξ−ε

m̂(ξ, τ)
s − τ

dτ ds =: I1 + I2 + I3,

I∗ :=

ξ
∫

0

m̂(ξ, τ)

∞
∫

−∞

V0(s)
Π(s) (s − τ)

ds dτ =

=

ξ
∫

0

m̂(ξ, τ)
(

−N
∫

−∞
+

∞
∫

N

)

V0(s)
Π(s) (s − τ)

ds dτ+

+

ξ−ε
∫

0

m̂(ξ, τ)

N
∫

−N

V0(s)
Π(s) (s − τ)

ds dτ+

+

ξ
∫

ξ−ε

m̂(ξ, τ)

N
∫

−N

V0(s)
Π(s) (s − τ)

ds dτ =: I∗1 + I∗2 + I∗3 .

� ���	
�	�	
�� � 	����!�� � ��!7�'�*�� ������������ � �����������
��	������
 
 7���	����	
�5 <�-��� C�D% �� ��E 
 7�����	�� ��
���	
�
I2 = I∗2 � � ���� ���	��2���� :����?;% :����D; � 7���7���&���� � 	�!% �	�
V0 ∈ DR � V0(∞) = 0% ��	����� I1, I

∗
1 �	��!�	�� � ���) 7�� N → ∞�

���!� 	���% 7�� 	�! &� 7���7���&���� �7��
����
� �*����

N
∫

−N

V0(s)
Π(s) (s − τ)

ds ≤ c(ξ) ∀ τ ∈ [ξ/2, ξ] ,


 ��	���� 7��	������ c(ξ) '�
���	 �	 ξ% �� �� '�
���	 �	 N � ��6	�!�
��	����� I∗3 �	��!�	�� � ���) 7�� ε → 0 � N → ∞� /�����*% � ���	�!
���	��2���� :����?; 3 :����D; I3 �*���
��	�� ���������� 	�!�% ��� 7��
����'�	����	
� ��!! ��� �*���� ��	����� I17% � 	��&� �	��!�	�� �
���) 7�� ε → 0 � N → ∞�

"���! �-��'�!% 
 7�����	�� ��
���	
� :����,;% �' ��	����� 
 ����
	���% �	� ��	����� I, I∗ �� '�
���	 �� �	 N % �� �	 ε % ������	 ��>

���	
� :�����;� <�!!� ����'����



��? ��� �� 
������ ������ ��� ��������������) ����"

�1�*� 8��������#�� ����������� ������������ ���������

�� ����������$ ������� =-�'����! ����' Cu
R
7��7���	����	
�

-���5�
� 7���	����	
� CR% ���	��(�� �' ����	� 5 ����*��% � ����'
Du

R
F !��&��	
� ����	� 5 ����*�� ������ DR�

��)�� 
 �������2�! 7������! m(ξ, τ) := M±
(

ξ−i
ξ+i ,

τ−i
τ+i

)

� Π∗(ξ) :=

:= |ξ|β0 (|ξ| + 1)β∞−β0 % ��� ����� β0% β∞ ���
��	
���)	 ���	��2����!
1−α+ν < β0 < 1% 0 < β∞ < min{α−ν, 1/2}% 
 ��	�� 5 ����� α ∈ (1/2; 1]
� ν ∈ [0, α) 	� &�% �	� � 
 �7��������� ������ ˜Hα(∂D)% �!� ����
���	
�
:��DD;�

�
���! 
 ����!�	����� ����*��

n̂(ξ, τ) :=

⎧

⎪

⎪

⎨

⎪

⎪

⎩

2ξ

π

ξ
∫

τ

s(n(s, τ) − n(ξ, τ))
(ξ2 − s2)3/2

√
s2 − τ2

ds 7�� ξτ > 0, |τ | < |ξ|,

0 7�� ξτ < 0 ��� ξτ > 0, |τ | > |ξ|,

˜C(ξ, τ) := 2Re ñ(ξ, τ) , ˜D(ξ, τ) := 2 Im ñ(ξ, τ) ,

kf (ξ, τ) := − ξ

|ξ|
˜D(ξ, τ) − 1

π

ξ
∫

0

˜C(ξ, η)
η − τ

dη ,

ĝ∗(τ) :=
{

g∗(τ) 7�� τ ≥ 0,
g∗(−τ) 7�� τ < 0

� ��	������� � �7���	�� 

(kfg)(ξ) :=

∞
∫

−∞

kf (ξ, τ)
Π∗(τ)

g(τ) dτ,

(Qg)(ξ) := Π∗(ξ)

(

A(ξ, ξ)
(A(ξ, ξ))2 + (B(ξ, ξ))2

g(ξ)
Im σ±( ξ−i

ξ+i )
+

+
P±(ξ)
4πi

∞
∫

−∞

g(τ)
Im σ±( τ−i

τ+i )

√

(τ2 + 1)
∣

∣Im σ±
(

τ−i
τ+i

)∣

∣

2 |τ |
dτ

τ − ξ

)

,



� �(� ������ ����)�� ��� ��
��� ��
� ���
�� ���

��� P+(ξ) :=
√

σ′
+

(

ξ−i
ξ+i

) −
√

σ′
+

(

ξ+i
ξ−i

)

� P−(ξ) :=
√

−( ξ−i
ξ+i

)2
σ′−
(

ξ−i
ξ+i

) −
−
√

−( ξ+i
ξ−i

)2
σ′−
(

ξ+i
ξ−i

)

% 7�� 6	�! '������� ������ 7���&�	���� 7��

ξ = 0�

�� �� �� � ���&� &��
 !������ ψ∂D ������	�%�� �	��
˜Hα(∂D), 1/2 < α ≤ 1� � ����	�������� �	����� :���4�;% :���D�;% �
���!������ ������%���� σ±(Z) �� ������� ���������� ����� �����
����������" ��������" ����������"� ������� �� ����#���� � ��	
�
� �� ����	
 ������������ ����	�������� �	���" ���� :���?4;� (����
��%��� ��0���� ����	������ �������	
���� ��������� :���D?; ����

Vf (ξ) =
V0(ξ)
Π∗(ξ)

, :����?;

��� V0 ∈ Du
R
� V0(∞) = 0� ��%�� ���
 ��	����� � ����	
���� ��0����

�������	
���� ��������� 9�����	
��

V0(ξ) + (Q(kfV0))(ξ) = (Qĝ∗)(ξ) ∀ ξ ∈ R , :�����;

� ������� �������� Qkf ��������� � ���������� Cu
R
� &�� ����

��������� :�����; ����� � ���������� Cu
R
����������� ��0�����

�������� ����� ����� ������	�%�� �	�� Du
R
� � ����	��"��

��������

V0(0) = V0(∞) = 0 . :����4;

	�
 � � � � �  � � � � �� �' �*���� :����?;% :����4; ������	% �	� ���

����*�� ˜C(ξ, τ) 
 7����)	�� ����
���	
� 
��� :����?;% :�����; 7�� β =
= 1/2 � Ω(ξ, τ) = c

(

ω(σ′
±,|T−Z|)
|T−Z| + 1

)

% ��� c F ����	���� 7��	������%

��	���� �� '�
���	 �	 ξ � τ � ��6	�!� � ���	�! ��!! ���� 7���7�2�!
����������� ��	��������� ���
����� :���D?; 
 
���

D(ξ, ξ)Vf (ξ) − iC(ξ, ξ)
πi

∞
∫

−∞

Vf (τ)
τ − ξ

dτ +

+

∞
∫

−∞
kf (ξ, τ)Vf (τ) dτ = ĝ∗(ξ) ∀ ξ ∈ R \ {0} . :����D;



��4 ��� �� 
������ ������ ��� ��������������) ����"

J�!�	�!% �	� ��� ����*�� kf (ξ, τ) 
 7�����	�� ��
���	
�

kf (−ξ,−τ) = kf (ξ, τ) ∀ ξ, τ ∈ R \ {0} : ξ 	= τ ,

�����	
��! ��	����� �
���	�� ��	���	� ����*�� (kfV0)(ξ) 7�� �)-��
����	��� ����*�� V0� "���! �-��'�!% �-� ���	� ���
����� :����D;
�
��)	�� ��	� !� ����*��!� �% �����
�	�����% ���
����� :����D; �
:���D?; 6�
�
����	� �

������ C�% �� �,�E ������������ ��	���������� ���
����� :����D;

 ������	�� 7� ���!��� :���?�;� ��6	�!� �����	
����� ��2���� 5����>
	����	�������� ���
�����% ���	
�	�	
�)(��� ���
����) :����D;% 

������ ����*��% �-��(�)(�5�� 
 ���� 
 -��������� ��������� 	����
� ��7����)(�5 ���-��	�7����) ���-�����	� 
 	���� 0% '����	�� �7���>
	���!

(Qhf)(ξ) :=
1

Π∗(ξ)
(Qf)(ξ) .

���!���� !�	�� �����!��� 3 ����� :�!� C�% D�E; ��������'�*��
���
����� :����D;% 7������! ��	��������� ���
����� :�����;% ��
��>
������� ���
����) :����D;�

����&�!% �	� 
����� ��2���� V0 ���
����� :�����; 
 7���	����	
�
Cu

R
7�������&�	 ������ Du

R
� 
 7����)	�� ��
���	
� :����4;� + 6	��

*���) �	!�	�! ������� �����)(�� ���	��2���� ��� ����*�� ĝ∗%
��	�� � �����)	 �' ����
�� ψ∂D ∈ ˜Hα(∂D)� "��% �*���� :����;% :���,;%
'�7����� � ��� ����*�� ĝ∗ 
!��	� f∗% 7����!�)	 
��

|ĝ∗(ξ)| ≤ c

ξ1+α−ν
∀ ξ ≥ 2,

|ĝ∗(ξ)| ≤ c ξα−ν ∀ ξ ∈ (0; 2) ,

��� 7��	������ c �� '�
���	 �	 ξ� ���!� 	���% 
�����	
�� �*���� 
���
:���D;% :����; ��� ����*�� ĝ∗ ��(��	
��	 α1 ∈ (0; 1) 	����% �	� !�����
��7��� 
���	� ����*�� ĝ∗ ���
��	
����	 ���	��2���)

ωR(ĝ∗, ε) ≤ c εα1 ∀ ε > 0 ,

��� 7��	������ c �� '�
���	 �	 ε�
9����% ��7���'�� ���'��� � ��� ����*�� ĝ∗ ���	��2����% 7�	�!

�����&� 5 
 ������ ��	���
��
��	��% �	� ��� ����*��

h0(ξ) := Π∗(ξ)
g(ξ)

Im σ±( ξ−i
ξ+i )



� �(� ������ ����)�� ��� ��
��� ��
� ���
�� ��D


 7����)	�� ��
���	
� h0(0) = h0(∞) = 0 � ��(��	
��	 α2 ∈ (0; 1)
	����% �	� 
 7����)	�� ���	��2����

ωR(h0, ε) ≤ c εα2 , ωR,∞(h0, ε) ≤ c εα2 ∀ ε > 0 ,


 ��	�� 5 7��	������ c �� '�
���	 �	 ε� ��6	�!� � ���	�! ��!! 
���� �����! '���)����� � 	�!% �	� ����*�� (Qĝ∗)(ξ) 7�������&�	
������ DR � 
 7����)	�� ��
���	
� (Qĝ∗)(0) = (Qĝ∗)(∞) = 0� ���
6	�! ���
���� 	��&�% �	� 6	� ����*�� �
���	�� ����	����

� 	� &� 
��!�% 
�����	
�� ��	���	� ����*�� kfV0 ����*��Q(kfV0)%

 �
�) �������% �
���	�� ����	���� ���!� 	���% �' ��!! ��� 3 ����
� ���	�! ����
�� 
��� :���?4; ��� �	�-��&���� σ± ������	 
 
�� �
	�!% �	� Q(kfV0) ∈ DR ��� 
��5 V0 ∈ CR � 
 7����)	�� ��
���	
�
(Q(kfV0))(0) = (Q(kfV0))(∞) = 0�

"���! �-��'�!% ��� ��&���� ��2���� ���
����� :�����; 
 7���	���>
�	
� Cu

R
����'���% �	� V0 = (Qĝ∗ − Q(kfV0)) ∈ Du

R
� 
 7����)	��

��
���	
� :����4;�

J�!�	�! 	��&�% �	� ����
�� 9��� 
��� :����; ��� !����� ��7��� 
>
���	� � ���������� *��	����
������ �	����	����� -��������� ������>
��� 	���� !����� ��7��� 
���	� ����*�� Q(kfV0) 
 7����)	�� ��
>
��!���� 7� V0 �' ���������� 2��� 7���	����	
� Cu

R
� +����
�	�����%

�7���	�� Qkf ��!7��	�� 
 7���	����	
� Cu
R
�

/�����*% 7���&�!% �	� ���
����� :�����; �!��	 �����	
����� ��2�>
��� 
 7���	����	
� Cu

R
� + 6	�� *���) '�!�	�!% �	� ���������� ���
��>

���

V0(ξ) + (Q(kfV0))(ξ) = 0 ∀ ξ ∈ R, :�����;

!�&�	 - 	� 7������� ��
������� !� 7���-��'�
����!� ���
�����
:���4,; ��� :���4�; ���	
�	�	
���� 
 ������ 
��	������ ��� 
��2���

�7�!���	������ '����� ��� ������� 5 '������� ����*�� 	��� +	����%
7�� 6	�! �
�'� ��2���� F 
�7�!���	���� 5 '���� � ����*��� :����?;
�7����� 
 	����!� ��?D� � 	����!�5 ��?�% ��?4 ������ 
�� ��2���� F

�7�!���	���� 5 '����% ���	
�	�	
�)(�5 ���
�����! :���4,;% :���4�;�
� �-��5 ������5 
 ���	
�	�	
�� � 	����!�� ��?D � ��
���	
�! :����?;
������� ! ��2����! F 
�7�!���	���� 5 '���� ���	
�	�	
��	 ����>
�	
����� ��2���� V0 ≡ 0 ����������� ���
����� :�����; 
 7��>
�	����	
� Cu

R
� ��6	�!� 
 ���	
�	�	
�� � ���	����	�
�� I�������!�

���
����� :�����; �!��	 �����	
����� ��2���� 
 7���	����	
� Cu
R
�

"����!� ����'����



��� ��� �� 
������ ������ ��� ��������������) ����"

�1�&� ������� � �����:������ ������ 	������ +���!�����>
�! 	�7��� ��'���	�	 � ��'��2�!��	� '����� 9���5�� ��� ����*�� 	���
+	�����

�� �� �� � ���+� &��
 ����	��"�� �	���� ������� ��?��
(���� ��0���� ������ �����	� �	� !������ ���� +���� � ��	���
D �������	���� !����	�� :����;% � ������� F ��	���� ��0�����
���������	
��� ������ �	� �������� ��������� �������� ψ∂D � �
	���� ���������� ������ �����	� ����%���� ��������� :���D�;%
� � 	���� ���0��� ������ �����	� ' ��������� :���D,;N ��� ����
!������ Vf ����� ��� :����?;% ��� V0 ' ��0���� ��������� 9�����	
��
:�����; � ���������� Cu

R
�

	�
 � � � � �  � � � � �� � ������ 
��2��� '����� 9���5��%
��7���'�� 	����! ��?4 3 ��?�% '���)���!% �	� ����*�� :���D,;
�
���	�� �����	
��� ! ��2����! 
��2��� 
�7�!���	������ '�����
��� '����� 5 ������� 5 '������� ψ∂D� B	� ����*�� �-��(��	��

 ���� 
 -��������� ��������� 	���� � 7���&���	 ��2���� '�����
9���5�� 7� ���!��� :����;�

� ������ 
��	������ '����� 9���5�� 
 ���� 	����! ��?� ��2����

��	������ 
�7�!���	������ '����� ��� '����� 5 ������� 5 '�������
ψ∂D ��5���	�� � 	�����	�) �� ����	
�	������� 7��	������� ������!����
��������� 7�� 6	�!

∫

∂Dz

t − Re z
√

(t − z)(t − z̄)
dt = 0 ∀ z ∈ D+

z ,

	� 
�� ��2���� ���'����� 
�7�!���	������ '����� 7���&��)	 ����
� 	� &� ��2���� '����� 9���5�� ��� ����*�� 	��� +	���� 7� ���>
!��� :����;� � ���	���	�% 
 ���	
�	�	
�� � 	����!�!� ��?D% ��?� ����
�' ��2���� 
��	������ 
�7�!���	������ '����� '����	�� ���!����
:���D�;� "����!� ����'����

����&�! 	�7���% �	� 
�� ��2���� ���
����� :?��; 
 �-���	� D �
7���'
������ '�!���	�� &������
�� :
 	�! ����� � ���7��!���!��;
�����*��% �!�)(�� ��	��	
����) ��'������) ��	��7��	�*�)% 7���>
�	�
��)	�� ���!���!� 
��� :?���;�

�1�+� 	�
���������� ������� ��*� =-�'����! ����' γρ �-��'
����&���	� {Z ∈ C : |Z| = ρ < 1} 7�� �	�-��&���� σ+(Z)% � ����'
D+

z,ρ F �-���	�% �����������) ���
�� γρ� 9�� ��&��� 	���� z ∈ D+
z

����!�	��! 	� ���
�) γρ% ��	���� �����&�	 z% � ����' Γzz̄ �-�'����!
���� �' �� ��� � ���*�!� 
 	����5 z � z̄�

���	� ψ(x, r) F ��2���� ���
����� :?��; 
 ������������ �-���	� D�



� �(� ������ ����)�� ��� ��
��� ��
� ���
�� ��,

����&�!% �	� ��(��	
��	 ����!������ 
 D+
z ����*�� F0 	����% �	�

7�� F = F0 � 
��5 (x, r) ∈ D 
 7�����	�� ��
���	
� :?���;�
����7���&�!% �	� 	���� z ��&�	 �� ���
�� γρ 7�� ����	���!

ρ ∈ (0; 1) � 	����% �	� Im z 	= 0� "���� � ���	�! 	����! ��2� ��
���	
�
:?���; 7��
���	�� � 
���

− 1
2πi

∫

γρ

F (t) (t − x)
(
√

(t − z)(t − z̄))−
dt = ψ(x, r), :����,;

��� (
√

(t − z)(t − z̄))− := lim
τ→t,τ∈C\D+

z,ρ

√

(τ − z)(τ − z̄)�

� ���	
�	�	
�� � 	����!�!� ��?D% ��?� ���
����� :����,; � 7�!�(�)
������!���� �	�-��&���� z = σ+

(

ρ ξ−i
ξ+i

)

7��
���	�� � ���
����)

I�������!� 
��� :�����;% ��	���� �!��	 �����	
����� ��2���� 
 7��>
�	����	
� Cu

R
� =-�'����! 6	� ��2���� ����' Vρ� "���� �������� 	����!�

��?D ������� � '������� �� γρ\R ����!������ 
 �-���	� D+
z,ρ ����*��

Fρ(z) =
2(ξ + i)

πρ i σ′
+

(

ρ ξ−i
ξ+i

)

∞
∫

−∞

τ

|τ |
Vρ(|τ |)
τ − ξ

dτ

Π∗(τ)
−

− 4
πρ σ′

+(0)

∞
∫

−∞

|τ | Vρ(|τ |)
τ2 + 1

dτ

Π∗(τ)
, z = σ+

(

ρ
ξ − i

ξ + i

)

∈ D+
z,ρ , Im ξ > 0 ,

���
��	
���)	 ���
����) :����,; 7�� F = Fρ� J�!�	�!% �	� 7�� 6	�!

 7�����	�� ��
���	
� Fρ(σ+(0)) = 0�

1���!�	��! 	�7��� �
� ���
����� 
��� :����,; 7�� ρ = ρ1 � ρ = ρ2%
��� 0 < ρ1 < ρ2 < 1% � 	��&� �5 ��2���� Fρ1 � Fρ2 � �' �����	
�����	�
��2���� '����� 9���5�� ��� ����*�� 	��� +	���� 
 �-���	� Dρ2 :=
:= {(x, r) : z = x + ir ∈ D+

z,ρ2
} � '����� !� ������� !� '�������!�

ψ(x, r)% (x, r) ∈ ∂Dρ2 % ������	% �	� ����*�� Fρ2 �
���	�� 	��&�
��2����! ���
����� :����,; 7�� ρ = ρ1� ��������� �����*� �-���	�
D+

z,ρ1
�
���	�� �����	������� ���
��% 	� � 6	�� �-���	� 7��!���!�

	����!� ��?�% �' ��	���� ������	% �	� 7�� 
��5 z ∈ D+
z,ρ1


 7�����	��
��
���	
� Fρ2(z) = Fρ1(z) + C0% ��� C0 F ����	���� ����	
�	������
7��	������� ��������� 7�� 6	�! '������� ����*�� Fρ1 � Fρ2 ��
7���)	

 	���� σ+(0)% 	� C0 = 0�

+����
�	�����% ����*�� Fρ 7�� ��'���� 5 '�������5 ρ ∈ (0; 1)
�
��)	�� ��&����! �� �-���	� D+

z,ρ ����!������ 
 �-���	� D+
z

����*�� F0% ���
��	
���)(�� ��
���	
� :?���; 7�� F = F0 � 
��5



��� ��� �� 
������ ������ ��� ��������������) ����"

(x, r) ∈ D� "�7���% ��7���'�� 	����!� ��?�% '���)���!% �	� �)-��
����!������ 
 D+

z ����*�� F % ���
��	
���)(�� ����
�) :���D; �
��
���	
� :?���; 7�� 
��5 (x, r) ∈ D% 
 ��&��	�� ��
���	
�! F (z) =
= F0(z) + C% ��� C 3 ����	���� ����	
�	������ 7��	������� "����!�
����'����

.��������� ����' 
��	�� 	����!� ��,� ��� 6	�! ��7���'��	��
�	�-��&���� σ− 
!��	� σ+ � 	����!� ��?4 
!��	� 	����! ��?��

�1�/� ;����� 	����� �� "��
#�� ��
� 3��
�� � 
����� �
������% ����� �-���	� D �
���	�� �����!% ���
����� :���44; �������>
�� �� ! 7�	�! ����*����	�� � 5����	����	������!� ����������!�
��	��������!� ���
����) � ����! ��2�% ��	���� ��'��2�!� 
 �
��!

���� ��� 6	�! ��7���'�)	�� �����)(�� ��!! �

.���� ����� ,	� !������ u : (0,∞) −→ C ��������� ��
�����%���� (0; 1]� ���������� �� ���%���� [1;∞) � ����#���� �
��	
 � ��������� ���	����� ������ ��

lim
ξ→∞

ξ
∫

0

u(s)
√

ξ2 − s2
ds = 0 . :�����;

	�
 � � � � �  � � � � �� ��� ξ > 4 7����	�
�! ��	�����% 
5���(��

 ��
���	
� :�����;% ��!!�� ��	 ��5 ��	������
G

ξ
∫

0

u(s)
√

ξ2 − s2
ds =

1
∫

0

u(s)
√

ξ2 − s2
ds +

√
ξ/2
∫

1

u(s)
√

ξ2 − s2
ds +

ξ/2
∫

√
ξ/2

u(s)
√

ξ2 − s2
ds+

+

ξ
∫

ξ/2

u(s)
√

ξ2 − s2
ds =: I1 + I2 + I3 + I4 .

+ ���	�! ���
��� 5 ����
���	
 ξ2 − s2 ≥ 3
4 ξ2 7�� s ∈ [0; ξ/2] �

ξ2 − s2 ≥ 3
2 ξ(ξ − s) 7�� s ∈ [ξ/2, ξ] 7������! �*����

|I1| ≤ 2√
3 ξ

1
∫

0

|u(s)| ds ,

|I2| ≤ 2√
3 ξ

sup
s≥1

|u(s)|

√
ξ/2
∫

1

ds =
1√

3
√

ξ
sup
s≥1

|u(s)| ,



� �(� ������ ����)�� ��� ��
��� ��
� ���
�� ���

|I3| ≤ 2√
3 ξ

sup
s≥√

ξ/2

|u(s)|
ξ/2
∫

√
ξ/2

ds ≤ 1√
3

sup
s≥√

ξ/2

|u(s)| ,

|I4| ≤
√

2√
3
√

ξ
sup

s≥ξ/2

|u(s)|
ξ
∫

ξ/2

ds√
ξ − s

=
2√
3

sup
s≥ξ/2

|u(s)| ,

�����	
��! ��	�� 5 �
���	�� ��
���	
� :�����;� <�!!� ����'����

.���� ����� &��
 !������ u : (0,∞) −→ C ���������
�� ���%���� (0;∞)� � �� ��%��� ������������ �����%���� (0; ξ]
��������� � ������ p� p > 1� (����

ξ
∫

0

∞
∫

0

τu(s)
s2 − τ2

ds dτ = ξ2

∞
∫

0

1
s (s2 − ξ2)

s
∫

0

u(τ) dτ ds.

	�
 � � � � �  � � � � �� +7��
����
 ��
���	
�

ξ
∫

0

∞
∫

0

τu(s)
s2 − τ2

ds dτ =
1
2

∞
∫

0

u(s)

ξ
∫

0

(

1
s − τ

− 1
s + τ

)

dτ ds =

= −1
2

∞
∫

0

u(s) ln
|s − ξ|(s + ξ)

s2
ds = −1

2

∞
∫

0

u(s) ln
|s − ξ|
s + ξ

ds −

−
∞
∫

0

u(s) ln
s + ξ

s
ds =

∞
∫

0

u(s)

∞
∫

s

ξ

t2 − ξ2
dt ds−

∞
∫

0

s
∫

0

u(t) dt
s

s + ξ

ξ

s2
ds =

=

∞
∫

0

ξ

t2 − ξ2

t
∫

0

u(s) ds dt−
∞
∫

0

ξ

s(s + ξ)

s
∫

0

u(t) dt ds =

∞
∫

0

ξ

s2 − ξ2

s
∫

0

u(τ) dτ ds−

−
∞
∫

0

ξ

s(s + ξ)

s
∫

0

u(τ) dτ ds = ξ2

∞
∫

0

1
s(s2 − ξ2)

s
∫

0

u(τ) dτ ds .

<�!!� ����'����



?�� ��� �� 
������ ������ ��� ��������������) ����"

.���� ����� &��
 !������ f ��!!����������� �� ���%����
R\{0} � ���������� � ����� 0� � ���%� ����	�������� �����0���"

(

−1
∫

−∞
+

∞
∫

1

)

sup
ξ∈R : |ξ|≥|τ |

|f(ξ)|
|ξ|

|dτ |
|τ | < ∞, :�����;

�� ����� ����� �� ����������� ��� ��� ξ0 ∈ R \ {0} ����	��������
�	���"

(f ′(ξ) − f ′(ξ0)) ln(ξ − ξ0) → 0, ξ → ξ0 . :�����;

(���� ������	��� ��������

d

dξ

∞
∫

−∞

f(τ)
τ − ξ

dτ =

∞
∫

−∞

f ′(τ)
τ − ξ

dτ ∀ ξ ∈ R \ {0} :�����;

��� �	����� ��� ����	����� �������	�� �����#�� � ����� �#�����
"� �� ��� ������ ξ ∈ R \ {0}�

	�
 � � � � �  � � � � �� ���	� ξ ∈ R � 2ε < |ξ| < N/2% ��� ε �
N F �������
��� � 7���&�	���� � ������ "���� 7�� ��&��! ζ ∈ R%
���
��	
���)(�! ����
���	
� |ζ − ξ| < ε% 7������! ��
���	
�

∞
∫

−∞

f(t)
t − ζ

dt =
(

−N
∫

−∞
+

−ε
∫

−N

+

ε
∫

−ε

+

N
∫

ε

+

∞
∫

N

)

f(t)
t − ζ

dt =
(

−N
∫

−∞
+

∞
∫

N

)

f(t)
t − ζ

dt+

+

ε
∫

−ε

f(t)
t − ζ

dt + f(−ε) ln(−ε − ζ) − f(−N) ln(−N − ζ)+

+f(N) ln(N − ζ) − f(ε) ln(ε − ζ) −
(

−ε
∫

−N

+

N
∫

ε

)

f ′(t) ln(t − ζ) dt.

"��% ��� � 
 !��������� C�% �� 4�E% ��������*���� 7��������� ��>

���	
� 7� ζ � ���	 
�� 7�� 6	�! ���	��2���� :�����;% :�����;% � '�	�!
7������ ζ = ξ% 7������!

(

d

dζ

∞
∫

−∞

f(t)
t − ζ

dt

)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

ζ=ξ

=
(

−N
∫

−∞
+

∞
∫

N

)

f(τ)
(τ − ξ)2

dτ +

ε
∫

−ε

f(τ)
(τ − ξ)2

dτ+



� �(� ������ ����)�� ��� ��
��� ��
� ���
�� ?��

+
f(−ε)
ξ + ε

− f(ε)
ξ − ε

+
f(−N)
−N − ξ

− f(N)
N − ξ

+
(

−ε
∫

−N

+

N
∫

ε

)

f ′(τ)
τ − ξ

dτ .

"�7���% 7���5��� � 7������ 7�� ε → 0 � N → ∞% � ���	�! ���	��2�>
��� :�����; � ��7��� 
���	� ����*�� f 
 	���� 0 7������! ��
���	
�
:�����;� <�!!� ����'����

=-�'����! ����' H(R) ����� ����*�� g∗ : R\{0} −→ C% ��� ��&���
�' ��	�� 5

lim
τ→±∞ g∗(τ) = 0

� ��(��	
�)	 ν0, ν∞ ∈ (0; 1) � 7���&�	������ ����� N 	����% �	�

 7����)	�� ����
��

|g∗(τ1) − g∗(τ2)| ≤ c

∣

∣

∣

∣

1
τ1

− 1
τ2

∣

∣

∣

∣

ν∞

∀ τ1, τ2 ∈ (−∞,−N ] ∪ [N,∞) ,

|g∗(τ1) − g∗(τ2)| ≤ c

∣

∣

∣

∣

1
τ1

− 1
τ2

∣

∣

∣

∣

ν0

∀ τ1, τ2 ∈ [−N,N ] \ {0} ,


 ��	�� 5 7��	������ c �� '�
���	 �	 τ1 � τ2�
.���� ���*� &��
 �������� !������ ĝ∗ ∈ H(R) ��!!�������

����� �� R \ {0} � ������ ��� !������ τ ĝ∗′(τ) ������	�%�� �	��
H(R)� (���� ��� ��� ξ ∈ R \ {0} ������	��� ��������

d

dξ

(

ξ

ξ2 + 1

∞
∫

−∞

ĝ∗(s)
s − ξ

ds

)

=
1 − ξ2

(ξ2 + 1)2

∞
∫

−∞

ĝ∗(s)
s − ξ

ds+
1

ξ2 + 1

∞
∫

−∞

s ĝ∗′(s)
s − ξ

ds .

	�
 � � � � �  � � � � �� 0��	 
�� ����	���	� ����*�� ĝ∗ � ��!!�
���4% 7�� ξ ∈ R \ {0} 7������!

d

dξ

(

ξ

ξ2 + 1

∞
∫

−∞

ĝ∗(s)
s − ξ

ds

)

=
d

dξ

(

1
ξ2 + 1

∞
∫

−∞

s ĝ∗(s)
s − ξ

ds

)

=

= − 2ξ

(ξ2 + 1)2

∞
∫

−∞

s ĝ∗(s)
s − ξ

ds+
1

ξ2 + 1

∞
∫

−∞

ĝ∗(s)
s − ξ

ds+
1

ξ2 + 1

∞
∫

−∞

s ĝ∗′(s)
s − ξ

ds =

= − 2ξ2

(ξ2 + 1)2

∞
∫

−∞

ĝ∗(s)
s − ξ

ds +
1

ξ2 + 1

∞
∫

−∞

ĝ∗(s)
s − ξ

ds +
1

ξ2 + 1

∞
∫

−∞

s ĝ∗′(s)
s − ξ

ds =



?�? ��� �� 
������ ������ ��� ��������������) ����"

=
1 − ξ2

(ξ2 + 1)2

∞
∫

−∞

ĝ∗(s)
s − ξ

ds +
1

ξ2 + 1

∞
∫

−∞

s ĝ∗′(s)
s − ξ

ds .

<�!!� ����'����
.���� ���&� &��
 !������ ψ : [0,∞) −→ C ����	��������

�	�����

lim
τ→±∞ψ(τ) = ψ(0) = 0 , :����?;

|ψ(s) − ψ(ξ)| ≤ c
|s − ξ|α
sα−νξα

∀ s, ξ : 1 ≤ s < ξ , :�����;

|ψ(s) − ψ(ξ)| ≤ c
|s − ξ|α

ξν
∀ s, ξ : 0 ≤ s < ξ ≤ 3 , :����4;

��� α ∈ (1/2; 1]� ν ∈ [0;α)� � ��������� c �� ������ �� s � ξ� (����
!������ (ξ+ i)U∗(ξ) ������	�%�� �	�� H(R)- ��� ���� !������ U∗
������	���� ���������

U∗(ξ) =
2 |ξ|

(ξ2 + 1)2
g∗(|ξ|) +

ξ2

ξ2 + 1
g′∗(|ξ|) +

ξ2 − 1
π(ξ2 + 1)2

∞
∫

−∞

s

|s|
g∗(|s|)
s − ξ

ds−

− 1
π(ξ2 + 1)

∞
∫

−∞

s g′∗(|s|)
s − ξ

ds ∀ ξ ∈ R \ {0} , :����D;

� �������

g∗(ξ) =

ξ
∫

0

s ψ∗(s)
√

ξ2 − s2
ds :�����;

� !������ ψ∗ ����%���� ����� !�����" ψ ���������

ψ∗(s) =
√

s2 + 1
2 s2

ψ(s) .

	�
 � � � � �  � � � � �� �� �	�����	��� �5�!� C�% �� D,�E ��	���
��>

��	�� ��
���	
�

g′∗(ξ) = ψ∗(ξ) − ξ

ξ
∫

0

s(ψ∗(s) − ψ∗(ξ))
(ξ2 − s2)3/2

ds . :����,;



� �(� ������ ����)�� ��� ��
��� ��
� ���
�� ?��

<���� ��	���
��
��	��% �	� ��� ����*�� ψ∗ 
 7����)	�� ����
��

��� :����;% :���?; 7�� α∞ = α − ν + 1% α1 = α% α0 = 2 − α + ν� ��6	�!�

 ���	
�	�	
�� � ��!!�� ��� 
 7����)	�� �*����

|g′∗(ξ)| ≤
c

ξ1+α−ν
∀ ξ ≥ 2, :�����;

|g′∗(ξ)| ≤
c

ξ2−α+ν
∀ ξ ∈ (0; 2), :�����;

|g′∗(ξ + ε) − g′∗(ξ)| ≤ c
εα−1/2

ξ2α−ν+1/2
∀ ξ ≥ 2 ∀ ε ∈ (0; ξ/2], :��?��;

|g′∗(ξ + ε) − g′∗(ξ)| ≤ c
εα−1/2

ξ3/2+ν
∀ ξ ∈ (0; 2) ∀ ε ∈ (0; ξ/2]. :��?��;

� ���� ��!! ���? lim
ξ→∞

g∗(ξ) = 0� �' 6	��� ��
���	
� � �*���� :�����;
������	 �*����

|g∗(ξ)| ≤ c

ξα−ν
∀ ξ ≥ 2. :��?�?;

���!� 	���% 7�� 2−α + ν > 1 ���
��� ! �����	
��! �*���� :�����;
�
���	�� ����
���	
�

|g∗(ξ)| ≤ c

ξ1−α+ν
∀ ξ ∈ (0; 2), :��?��;

� 
 ������% ����� 2 − α + ν = 1 :	� ��	� 7�� α = 1% ν = 0;% 6	� &�
����
���	
� ����� ��	���
��
��	�� ��7������	
���� �*����� ��	������
:�����;�

+ ���	�! ����
���	
 :�����; 3 :��?��; 7�	�! �����&� 5 �*����
��	���
��
��	��% �	� ����*�� (ξ + i)U∗(ξ) 7�������&�	 ������ H(R)�
��� 6	�! ��� �*���� ��������� 5 ��	������
 ��2�% 
5���(�5 

��
���	
� :����D;% � �5 ������� 5 !������ ��7��� 
���	� ��7���'�>
)	�� ����
���	
� :���,�;% :���,�;� <�!!� ����'����

.���� ���+� &�� �	����� 	���� ���� ������	��� ������
∣

∣

∣

∣

∣

(ξ + i)

∞
∫

−∞

U∗(τ)
τ − ξ

dτ

∣

∣

∣

∣

∣

≤ c

ξβ∞
∀ ξ ∈ C : |ξ| > 1, Im ξ > 0 ,

∣

∣

∣

∣

∣

(ξ + i)

∞
∫

−∞

U∗(τ)
τ − ξ

dτ

∣

∣

∣

∣

∣

≤ c

ξβ0
∀ ξ ∈ C : |ξ| < 1, Im ξ > 0 ,



?�4 ��� �� 
������ ������ ��� ��������������) ����"

��� ��������� β0, β∞ ∈ (0; 1) � �� �����#�� �� ξ ��������� c�
	�
 � � � � �  � � � � �� � ���� ��!! ���D 
 7�����	�� ��
���	
�

U∗(ξ) =
dU(ξ)

dξ
∀ ξ > 0 , :��?�4;

���

U(ξ) =
ξ2

ξ2 + 1
g∗(ξ) − ξ

π(ξ2 + 1)

∞
∫

−∞

s

|s|
g∗(|s|)
s − ξ

ds .

���!� 	���% ��� ����*�� U(ξ) �7��
����
 ��
���	
�

lim
ξ→0

U(ξ) = lim
ξ→∞

U(ξ) = 0 , :��?�D;

��	�� � �����)	 �' �*���� :�����;% :�����;% :��?�?;% :��?��;% :���,�;�
0��	 
�� ��	���	� ����*�� U∗ � ��
���	
� :��?�4;% :��?�D;% 7���>

���!

(ξ+i)

∞
∫

−∞

U∗(τ)
τ − ξ

dτ =

∞
∫

−∞

(τ + i)U∗(τ)
τ − ξ

dτ−2

∞
∫

0

U∗(τ) dτ =

∞
∫

−∞

(τ + i)U∗(τ)
τ − ξ

dτ.

��������� 
 ���� ��!! ���� (τ + i)U∗(τ) ∈ H(R)% 	� �' 7���������
��
���	
� � �����������5 ��'���	�	�
 CD�E � 7�
������ ��	������ 	�7�
��2� 
 �����	���	� 	���� ��'� 
� 7��	���	� ���
��� ! �-��'�!
������	 �	
��&����� ��!! �

� �����)(�� 	����!� ��	���
��
��	�� ���!��� ��2���� '�����
9���5�� ��� ����*�� 	��� +	���� 
 ����� !���������� 7������	��

�� �� �� � ���/� &��
 D = {(x, r) : x2 + r2 < 1}� !������ ψ∂D

������	�%�� �	�� ˜Hα(∂D), 1/2 < α ≤ 1� � ����	�������� �	�����
:���4�;% :���D�;% ��� b1 = −1 � b2 = 1� (���� ��0���� ������ �����	�
�	� !������ ���� +���� � ����� D ������� !����	��

ψ(x, r) =

⎧

⎪

⎨

⎪

⎩

− 1
2πi

∫

∂Dz

G∗
(

i 1+t
1−t

)

(t − x)
√

(t − z)(t − z̄)
dt ��� r 	= 0 ,

0 ��� r = 0 ,

:��?��;

� ������� z = x + ir�

G∗(ξ) = (ξ + i)2 U∗(|ξ|) +
2 ξ (ξ + i)2

πi

∞
∫

0

U∗(τ)
τ2 − ξ2

dτ ; :��?�,;



� �(� ������ ����)�� ��� ��
��� ��
� ���
�� ?�D

��� ���� !������ U∗ ������� ��������� :����D;% � � ��������
:�����; !������ ψ∗ ������  ��������� ���������� ���������� ψ∂D

���������

ψ∗(τ) = −
√

τ2 + 1
2 τ2

ψ∂D

(

τ2 − 1
τ2 + 1

,
−2τ

τ2 + 1

)

∀ τ > 0 . :��?��;

	�
 � � � � �  � � � � �� + ���	�! 	���% �	� 7�� '�!��� 7���!��� 5
t = τ−i

τ+i , z = ξ−i
ξ+i % ��� τ, ξ ∈ R% �7��
����
 ��
���	
�

t − x = t − 1
2
(z + z̄) =

τ − i

τ + i
− 1

2

(

ξ − i

ξ + i
+

ξ + i

ξ − i

)

=
2 (τ − iξ2)

(τ + i)(ξ2 + 1)
,

	���! &� 7�	�!% ��� 7�� ����'�	����	
� 	����! ���4 �' ��	����������
���
����� :���,; 7������� ���
����� :��,�;% 7��5���! �	 ��	����������
���
����� :���44; 
��	������ 
�7�!���	������ '����� ��� '����� 5
������� 5 '������� ����*�� 	��� +	���� � ���
����)

ξ
∫

0

Re H∗(τ) dτ − 1
ξ

ξ
∫

0

Im H∗(τ) dτ = g∗(ξ) , :��?��;


 ��	���! H∗(τ) := 1
(τ+i)2 F

(

τ−i
τ+i

)

� ��� 6	�! ����*�� Im H∗(ξ) 
 ��>
&��	�� ����' ����*�) Re H∗(ξ) 7� ���!��� #���-��	� 
��� :��,�;�

����	�
��� ���'����� 
 ��&���� ����*�� Im H∗(τ) 
 ��
���	
�
:��?��; � ���	 
�� ��!!� ����% 7������! ��
���	
�

ξ
∫

0

Re H∗(τ) dτ +
2 ξ

π

∞
∫

0

1
s (s2 − ξ2)

s
∫

0

Re H∗(τ) dτ ds = g∗(ξ). :��?��;

�
���! 
 ����!�	����� ����*�)

u∗(ξ) := ξ−1

ξ
∫

0

Re H∗(τ) dτ ∀ ξ ∈ R \ {0}

� � ���	�! �� ��	���	� 7���-��'��! ��
���	
� :��?��; � 
���

ξ u∗(ξ) +
1
π

∞
∫

−∞

u∗(s)
s − ξ

ds =
ξ

|ξ| g∗(|ξ|) ∀ ξ ∈ R \ {0} . :��?��;



?�� ��� �� 
������ ������ ��� ��������������) ����"

���������� 5����	����	������� ����������� ��	��������� ���
����� �
����! ��2� �!��	 ������ C�% M� �,�E

κ :=
1
2π

∞
∫

−∞
d arg

ξ − i

ξ + i
= 1 .

H�� ��2���� u∗ ��5���! 7� ���!��� C�% M� ���E

u∗(ξ) =
|ξ|

ξ2 + 1
g∗(|ξ|) − 1

π(ξ − i)

∞
∫

−∞

s

|s|
g∗(|s|)
s + i

ds

s − ξ
+

a

ξ2 + 1
,


 ��	���� a F 
��-(� ��
���% 7���'
������ ��!7������� ������
+ ���	�! ��	���	� ����*�� g∗(|ξ|) 7���-��'��! 6	� ���!��� � 
���

u∗(ξ) =
|ξ| g∗(|ξ|)

ξ2 + 1
− ξ + i

π(ξ2 + 1)

∞
∫

−∞

s

|s|
g∗(|s|)
s + i

ds

s − ξ
+

a

ξ2 + 1
=

|ξ| g∗(|ξ|)
ξ2 + 1

−

− 1
π(ξ2 + 1)

∞
∫

−∞

s

|s|
g∗(|s|)
s − ξ

ds+
1

ξ2 + 1

(

a+
1
π

∞
∫

−∞

|s| g∗(|s|)
s2 + 1

ds

)

. :��?�?;

"�7��� �	���
�	�� ���
��� !% �	� 7�������� ����*�� u∗ ���&�� 7��>
��!�	� 	����� ����	
�	���� � '�������% 	� 
 ��
���	
�5 :��?�?; 7��	�>
����� a !�&�	 - 	� ��2� 7���'
���� ! ����	
�	���� ! �����!�

J�!�	�!% �	� �' ����
�� :���4�; � ψ∂D ∈ ˜Hα(∂D)% 1/2 < α ≤ 1%
������	% �	� ����*�� ψ(ξ) := 2 ξ2√

ξ2+1
ψ∗(ξ) ���
��	
����	 ���	��2����!

:����?; 3 :����4;% 
 ��	�� 5 ν ∈ [0, α) F ����	���� �����% ��(��	
�
����

��	����� ��� ����*�� ψ∂D ∈ ˜Hα(∂D) ������	 �' �7��������� ������
˜Hα(∂D)% �!� ����
���	
� :��DD;� ��6	�!� �7��
����
 ��
���	
� :����,;
� �*���� :�����; 3 :��?��;% �' ��	�� 5 ������	% �	� ����*�� |ξ| g′∗(|ξ|)
7�������&�	 ������ H(R)�

"�7��� � ���	�! ��!! ���D ��5���! ����*�) Re H∗(ξ)G

Re H∗(ξ) =
d

dξ

(

ξ u∗(ξ)
)

= U∗(ξ) +
a (ξ2 − 1)
(ξ2 + 1)2

∀ ξ ∈ R \ {0} ,

��� a F 7���'
������ ����	
�	������ 7��	�������
/�����*% ��7���'�� ��2���� '����� $
��*� ��� 7���7������	� C��%

M� ?��E% ��5���! ����*�) G∗(ξ) := F
(

ξ+i
ξ−i

)

G

G∗(ξ) = (ξ + i)2 H∗(ξ) =
(ξ + i)2

πi

∞
∫

−∞

U∗(τ)
τ − ξ

dτ + a ∀ ξ ∈ C : Im ξ > 0 .



� �(� ������ ����)�� ��� ��
��� ��
� ���
�� ?�,

�' ��!! ����% ���, ������	% �	� ����*�� G∗ ��7��� 
�� 7�����&�>
�	�� �' 
��5��� 7���7������	� {ξ ∈ C : Im ξ > 0} �� !��&��	
� R\{0} �
!�&�	 �!�	� ���-��	�7����� ���	 
 �����	���	�5 -��������� ���������
	���� � 	���� 0G

|G∗(ξ)| ≤ c
( |ξ|β + |ξ|−β

) ∀ ξ ∈ C : Im ξ > 0 ,

��� β F ����	���� ����� �' ��	��
��� (0; 1)% � 7��	������ c �� '�
���	
�	 ξ� +����
�	�����% ����*�� F (t) := G∗

(

i 1+t
1−t

)

�
���	�� �-(�! ��2�>
���! 
��	������ 
�7�!���	������ '����� ��� '����� 5 ������� 5
'������� ����*�� 	��� +	�����

"�7��� ����'�	����	
� '�
��2��	�� ���������� ����'�	����	
� 	��>
��! ��?,% 7�� 6	�! ��2���� '����� 9���5�� ��� ����*�� 	��� +	����
'����	�� ���!���� :��?��;% 
 ��	���� 7�� a = 0 ������� � '�������
����*�� G∗ �� R \ {0} 
 ��&�)	�� 7� ���!��� +�5�*���� C�% M� 4,E �
� ���	�! ��	���	� ����*�� U∗ '�7�� 
�)	�� 
 
��� :��?�,;� "����!�
����'����

+
�'� �����!!�	���� 5 7�	��*����� 5 7���� � �����	������!�
����*��!� 
��	������ ����!��	�% ��	���
������ 
 	����!� ?��% �
��'��&���� �	�7����� ����*�� :?���; 7� 6��!��	�! -�'��� ����-� 
HC 7���' 
�)	% �	� ��� ��2���� ���
����� :?��; 7����������� �
7�����! <�&����� :���D; ����)	 	���) &� ����% ��� 7�����! 
<�&����� :���4; ��� ��2���� ���
����� :?�?;�

"��% ����!�	��! ���

∞
∑

n=1

bn

√

1 − x2 P 1
n(x), :��?��;

��� bn := 2n+1
2n(n+1)

1
∫

−1

(
√

1 − t2)−1 ψ∂D(t,
√

1 − t2) P 1
n(t) dt F ��6���*�>

��	 I���� ����*�� (
√

1 − t2)−1 ψ∂D(t,
√

1 − t2) �	����	����� 7�����>
������ 5 7�����!�
 <�&����� P 1

n �
H��� ����*�� ψ∂D ���
��	
����	 ����
��! :���4�;% :���D�;% � ���

:��?��; ��
��!���� �5���	�� :��� ��
��!���� ��!!����! !�	���!
A�'��� ����	����� 7������ k > 0% ��� &� ��
��!���� ��!!����! 7�
.-��); �� �	��'�� [−1; 1] � ����*�� ψ∂D(x,

√
1 − x2)% 	� ����*��

ψ(x, r) =
∞
∑

n=1

bn |r| (x2 + r2)n/2 P 1
n

(

x(x2 + r2)−1/2
)

�
���	�� ��2����! '����� 9���5�� ��� ����*�� 	��� +	���� 
 ���>
�����! ������



?�� ��� �� 
������ ������ ��� ��������������) ����"

�1�0� ;����� 	����� �� "��
#�� ��
� 3��
�� �� ���:��$

������( �����������$ �
��!�����9� � �����)(�� 	����!�
��	���
��
��	�� ���!��� ��2���� '����� 9���5�� ��� ����*�� 	���
+	���� 
 ������% ����� �-���	� D �
���	�� ��7�������! � ��������!�
����� !���������� 7������	��

�� �� �� � ���0� &��
 D = {(x, r) : x2 + r2 > 1}� !������ ψ∂D

������	�%�� �	�� ˜Hα(∂D), 1/2 < α ≤ 1� � ����	�������� �	�����
:���4�;% :���D�;% ��� b1 = −1 � b2 = 1� (���� ��0���� ������ �����	�
�	� !������ ���� +���� � ��	��� D ������� !����	�� :��?��;% �
������� z = x + ir,

G∗(ξ) = (ξ − i)2 U∗(|ξ|) +
2 ξ (ξ − i)2

πi

∞
∫

0

U∗(τ)
τ2 − ξ2

dτ ; :��?�4;

��� ���� !������ U∗ ������� ���������

U∗(τ) =
2τ

(τ2 + 1)2
g∗(τ) +

τ2

τ2 + 1
g′∗(τ)+

+
2(1 − τ2)
π(τ2 + 1)

∞
∫

0

s g∗(s)
(s2 + 1)(s2 − τ2)

ds+
2

π(τ2 + 1)

∞
∫

0

s2 g′∗(s)
s2 − τ2

ds, :��?�D;

� � �������� :�����; !������ ψ∗ ������  ��������� ����������
���������� ψ∂D ��������� :��?��;�

	�
 � � � � �  � � � � �� 1���!�	��! 
��2�)) 
�7�!���	�����)
'����� ��� '����� 5 ������� 5 '������� ����*�� 	��� +	����%
��2���� F ��	���� ���&�� �!�	� ���� �� ��&� 
	����� 7������ 

-��������� ��������� 	�����

+ ���	�! 	���% �	� 7�� '�!��� 7���!��� 5 t = τ+i
τ−i , z = ξ+i

ξ−i % ���
τ, ξ ∈ R% �7��
����
 ��
���	
�

t − x = t − 1
2
(z + z̄) =

τ + i

τ − i
− 1

2

(

ξ + i

ξ − i
+

ξ − i

ξ + i

)

=
2 (τ + iξ2)

(τ − i)(ξ2 + 1)
,

(

√

(t − z)(t − z̄)
)+

= − 2i

(τ − i)
√

ξ2 + 1

√

ξ2 − τ2 ∀ t ∈ ∂D−
z ,

��	��������� ���
����� :���4D; 7��
���	�� � 5����	����	������!� ���>
�������!� ��	��������!� ���
����) � ����! ��2�

ξ u∗(ξ) − 1
π

∞
∫

−∞

u∗(s)
s − ξ

ds =
ξ

|ξ| g∗(|ξ|) ∀ ξ ∈ R \ {0} :��?��;



� �(� ������ ����)�� ��� ��
��� ��
� ���
�� ?��

7���-�� 	�!�% ��� 7�� ����'�	����	
� 	����! ��?� 7������� ���
�����
:��?��;% 7�� 6	�!

u∗(ξ) := ξ−1

ξ
∫

0

Re
F
(

τ+i
τ−i

)

(τ − i)2
dτ .

��������� ������ C�% M� �,�E ���
����� :��?��;

κ :=
1
2π

∞
∫

−∞
d arg

ξ + i

ξ − i
= −1 ,

	� ��� ��2���� u∗ ��5���	�� 7� ���!���

u∗(ξ) =
|ξ|

ξ2 + 1
g∗(|ξ|) +

1
π(ξ + i)

∞
∫

−∞

s

|s|
g∗(|s|)
s − i

ds

s − ξ
, :��?�,;

7�� 6	�! ����
�� ��(��	
�
���� ��2���� 5����	����	�������� �����>
������� ��	���������� ���
����� �!��	 
�� :�!� C�% M� ���E;

∞
∫

−∞

s

|s|
g∗(|s|)
s2 + 1

ds = 0

� 
 7�����	�� 
�����	
�� ��	���	� ����*�� g∗(|s|)�
9����% ���	 
�� ��	���	� ����*�� g∗(|s|)% 7���-��'�
 
��! ���>

!��� :��?�,; � 
���

u∗(ξ) =
|ξ|

ξ2 + 1
g∗(|ξ|)+ 1

π(ξ2 + 1)

∞
∫

−∞

g∗(|s|)
s − ξ

ds− 1
π(ξ2 + 1)

∞
∫

−∞

s g∗(|s|)
s2 + 1

ds

�% 7��!���� ��!!� ���D% 7������!

Re
F
(

ξ+i
ξ−i

)

(ξ − i)2
=

d

dξ

(

ξ u∗(ξ)
)

= U∗(|ξ|) ∀ ξ ∈ R \ {0} .

"�7���% ��7���'�� ��2���� '����� $
��*� ��� 7���7������	� C��%
M� ?��E% ��5���! ����*�) G∗(ξ) := F

(

ξ+i
ξ−i

)

G

G∗(ξ) =
(ξ − i)2

πi

∞
∫

−∞

U∗(|τ |)
τ − ξ

dτ ∀ ξ ∈ C : Im ξ > 0 .



?�� ��� �� 
������ ������ ��� ��������������) ����"

��� � 7�� ����'�	����	
� 	����! ��?�% ��	���
��
��	��% �	�
����*�� G∗ ��7��� 
�� 7�����&��	�� �' 
��5��� 7���7������	�
{ξ ∈ C : Im ξ > 0} �� !��&��	
� R \ {0} � !�&�	 �!�	�
���-��	�7����� ���	 
 �����	���	�5 -��������� ��������� 	���� �
	���� 0� +����
�	�����% ����*�� F (t) := G∗

(

i 1+t
1−t

)

�
���	�� ��2����!

��2��� 
�7�!���	������ '����� ��� '����� 5 ������� 5 '�������
����*�� 	��� +	���� � �!��	 7�� 6	�! ���� �� ��&� 
	����� 7������

 -��������� ��������� 	�����

"���! �-��'�!% ��2���� '����� 9���5�� ��� ����*�� 	��� +	����
'����	�� ���!���� :��?��;% 
 ��	���� ������� � '������� ����*�� G∗
�� R \ {0} 
 ��&�)	�� 7� ���!��� +�5�*���� C�% M� 4,E � � ���	�!
��	���	� ����*�� U∗ '�7�� 
�)	�� 
 
��� :��?�4;� "����!� ����'����

� ��� �����:
��
 �������
���� %"�����

� �����
 ��
����� ��
����
����	� 
�

��
������ :������;

����� 6�������
� ������ ����
����� =-��	�!�� 	�7��� � 
�&���

 7����&����5 ������ ��������� �����!!�	������� 	��� 7�	���! ���>
������ ���&�!��!�� &�����	�G 
 �������������� �-���	� D � ����>
�������� �7��!���!�� �����*�� ∂D 	��-��	�� ���	� ��2���� ψ1(x, r)
���
����� :?��;% ���
��	
���)(�� ����
�)

ψ1(x, r) = 0 ∀ (x, r) ∈ ∂D ∪ {(x, r) ∈ D : r = 0} , :��?��;

� 	���� ���!7	�	����

ψ1(x, r) =
1
2

v∞r2 + o(1), x2 + r2 → ∞, v∞ > 0. :��?��;

0���
�� :��?��; 
 ��&��	 	�	 ���	% �	� �����*� ∂D � ��� Ox �
��>
)	�� �����!� 	���� � ���!7	�	������! ���	��2���� :��?��; v∞ F ���>
���	� ��������������� 7�	��� �� -����������	��

��������� �������� 	����!� ��, ����*�� 	��� +	����

ψ(x, r) = ψ1(x, r) − v∞r2/2

7����	�
���	�� 
 �-���	� D ��
���	
�! :?���;% 	� ��2���� '�����
�-	������ �
���	�� � ��2���) 
��2��� '����� 9���5�� ��� ����*��
	��� +	���� � '����� !� ������� !� '�������!�

ψ∂D(x, r) = −v∞r2/2 ,



� �	� ������ ����
���� ��������������) ��� ?��

��	���� ���	
�	�	
��	 ��	��������� ���
�����

1
πi

∫

∂Dz

F (t)(t − x)
√

(t − z)(t − z̄)
dt = v∞r2, (x, r) ∈ ∂D : r 	= 0, z = x+ir, :��??�;

��� ��5�&����� ����!����� 
 Dz ����*�� F �
=	!�	�!% �	� 
 ��-�	�5 C�?% ��% 4% ��4% �D% ��% �,E 7��	���� ��2����

'����� �-	������ ����	�� 5 ������	� 5 �����!!�	���� 5 	���

����� 6����������� ��:���� ������ ����
���� �����

��� �������� �������
�� �� ���� ��	����� ��	����
���	� q%
���7���&��� � �� ��� Ox 
 	���� (x0, 0)% !��������	�� � 7�!�(�)
����!������ ����*�� F (t) = q/(t − x0)% ��	���� 7� ���!��� :?���;
���	
�	�	
��	 ����*�� 	���

ψ(x, r) = −q
x − x0

√

(x − x0)2 + r2
.

���	� 	�7��� ����*�� F (z) �
���	�� ����!������ 
 C \ [a1, a2]% ���
[a1, a2] F �	��'�� ����	
�	������ ���� =-�'����! ����' F+(t), F−(t) ��
������� � '������� �� [a1, a2] 7�� �	��!����� z → t ���	
�	�	
����
�' 
��5��� � ��&��� �	����	����� ����	
�	������ ��� 7���7������	��
=-�'����! 	��&� ����' Lp[a1, a2] !��&��	
� ��!!����! 5 
 �	�7��� p
�� �	��'�� [a1, a2] ����*���

��7���'�� 	����!� ��2�% ����� ����'�	� �����)(�) 	����!�% ��	�>
��� �!��	 ��	��	
����) ��'������) ��	��7��	�*�)�

�� �� �� � ���1� &��
 ��0���� F ��������� :��??�; �����	%��
��� �� !������� ��	����!��� ��� ������� [a1, a2]� � �� ���������
�������� F+(t), F−(t) ������	�%�� Lp[a1, a2]� p > 1� (���� ��0����
������ ��������� ����%���� !����	��

ψ1(x, r) =
v∞r2

2
+

a2
∫

a1

q(t)(t − x)
√

(t − x)2 + r2
dt ∀ (x, r) ∈ D, :��??�;

��� q(t) := 1
2πi (F+(t) − F−(t)) ≡ 1

π Im F+(t) ' �	�����
 ������
��	���� ����������� ��������� �� ������� [a1, a2]� &�� ����
�������� ����������
 ���������

a2
∫

a1

q(t) dt = 0. :��???;



?�? ��� �� 
������ ������ ��� ��������������) ����"

I��!��� :��??�; F �'
��	� � ������������ ��'���	�	 :�!� C�?%
M� ?��E;� ��� 6	�! 	����!� ���� ���	 
�'!�&���	� �7������	� 7��	���	�
���7��������� ��	������
 ����' ������� � '������� ����*�� F ��
!��&��	
� ���7��������� ��	������
�

��7���'�� 	����!� ��2�% 	��&� ����� ����'�	� �����)(�) 	����>
!�% �-��	��) � 	����!� �����

�� �� �� � ����� &��
 ��0���� ������ ��������� ����%����
!����	�� :��??�;% ��� q(t) ∈ Lp[a1, a2]� p > 1� � ����	����� ��������
:��???;� (���� ��0���� F ��������� :��??�; �����	%���� �� !�������
��	����!��� ��� ������� [a1, a2]� � �� ��������� �������� F+(t), F−(t)
������	�%�� Lp[a1, a2]� &�� ����

F (z) =

a2
∫

a1

q(t)
t − z

dt ∀ z ∈ C \ [a1, a2]. :��??�;

�� �� �� � ����� &	�����
 �������	���� ����������� ��
�������� q(t) ����%���� ����� �������� !������ :��??�; �� ���%��
��� (−∞, b1)∪(b2,∞) � ���� ���������� �������	� :��� �	����� ���
�� �#������;

q(t) =
b2 − b1

2π2
√

(b2 − t)(t − b1)

∞
∫

−∞
A(t, ξ)

∞
∫

−∞
B(ξ, τ) dτ dξ :��??4;

��� ��� t ∈ [b1, b2]� ��� A(t, ξ) := ch(πξ) exp
(

iξ ln t−b1
b2−t

)

�

B(ξ, τ) :=
F
(

b1 + (b2 − b1)(cth τ
2 + 1)/2

)

exp(τ) − 1
exp(−iτξ) .

	�
 � � � � �  � � � � �� 1���!�	��! ��	��������� ���
�����
:��??�;% 
 ��	���! a1 = b1% a2 = b2 � z ∈ (−∞, b1) ∪ (b2,∞)� + 7�!�(�)
'�!�� 7���!��� 5 t = b1 + (b2 − b1) τ

τ+1 , z = b1 + (b2 − b1) ξ
ξ−1 ���

7��
���	�� � ��	��������!� ���
����)

∞
∫

0

q∗(τ)
τ + ξ

dτ = F∗(ξ), ξ > 0, :��??D;


 ��	���!

F∗(ξ) := F
(

b1 + (b2 − b1)
ξ

ξ − 1

)

/(ξ − 1) ,



� �	� ������ ����
���� ��������������) ��� ?��

q∗(τ) := q
(

b1 + (b2 − b1)
τ

τ + 1

)

/(τ + 1) .

0��
����� :��??D; ��'��2�!� 
 �
��! 
��� C?�% �� ��E� � ��'���	�	� �-��>
(���� ��	���������� �7���	��� 
 ���
����� :��??D; 7������! 
 ��&�>
��� :��??4; ��� 7��	���	� ���7��������� ��	����
���	� ��	������
 ��
�	��'�� [b1, b2]�

����� 6����������� ��:���� ������ ����
���� ����� ��� ��%

������ �� ��$ �� ���� 9�7���% ���7���&��� � �� ��� Ox 
 	����
(x0, 0)% � !�!��	�! p% ��7��
���� ! 
���� ��� Ox :��'�
�! ��� 	��&�
��	����
���	�) ��7���;% !��������	�� � 7�!�(�) ����!������ ����>
*�� F (t) = p/(t−x0)2% ��	���� 7� ���!��� :?���; ���	
�	�	
��	 ����*��
	���

ψ(x, r) = p
r2

((x − x0)2 + r2)3/2
.

�'
��	��% �	� 
 ��'���	�	� 
'��!�����	
�� ��-���)(��� 7�	��� ���>
������ ���&�!��!�� &�����	�% ������	� ��	����� v∞ > 0% � ��7���!
��	����
���	� p% ���7���&��� ! 
 	���� (0, 0)% 7������	�� ���	���

�-	������ 2��� ������� R = 3

√

2p
v∞

� *��	��! 
 ������ ��������	

:M!�% ��7��!��% C�?% �� ?��E; � ��� 6	�! ����� 	��� '���)	�� ���
��>
���!�

ψ1(x, r) =
v∞ r2

2
− p

r2

(x2 + r2)3/2
= const.

� ������ ��7��� 
�� ���7�������� 5 �� ��� Ox ��7���� �7��
��>
��
 �����)(�� 	����! % ��	�� � ����' 
�)	�� ���������� 	����!�!
���� 3 ���?�

�� �� �� � ����� &��
 ��0���� F ��������� :��??�; ����� �
��	��� Dz ������������" F � ������� �����	%���� �� !�������
��	����!��� ��� ������� [a1, a2]� � �� ��������� �������� F+(t),F−(t)
������	�%�� Lp[a1, a2]� p > 1� (���� ��0���� ������ ���������
����%���� !����	��

ψ1(x, r) =
v∞r2

2
− r2

a2
∫

a1

p(t)
((t − x)2 + r2)3/2

dt ∀ (x, r) ∈ D, :��??�;

��� p(t) := 1
2πi (F+(t) − F−(t)) ≡ 1

π ImF+(t) ' �	�����
 �������	��
��� ����������� ����	�� �� ������� [a1, a2]�



?�4 ��� �� 
������ ������ ��� ��������������) ����"

�� �� �� � ����� &��
 ��0���� ������ ��������� ����%����
!����	�� :��??�;% ��� p(t) ∈ Lp[a1, a2]� p > 1� (���� ��0���� F
��������� :��??�; ����� � ��	��� Dz ������������" F � �������
�����	%���� �� !������� ��	����!��� ��� ������� [a1, a2]� � ��
��������� �������� F+(t),F−(t) ������	�%�� Lp[a1, a2]� &�� ����

F(z) =

a2
∫

a1

p(t)
t − z

dt ∀ z ∈ C \ [a1, a2]. :��??,;

�� �� �� � ���*� &	�����
 �������	���� �����������
����	�� p(t) ����%���� ����� �������� !������ :��??,; �� ���%��
��� (−∞, b1)∪(b2,∞) � ���� ���������� �������	� :��� �	����� ���
�� �#������;

p(t) =
b2 − b1

2π2
√

(b2 − t)(t − b1)

∞
∫

−∞
A(t, ξ)

∞
∫

−∞
C(ξ, τ) dτ dξ ∀ t ∈ [b1, b2],

��� !������ A(t, ξ) ������	��� � ������� ���?% �

C(ξ, τ) :=
F
(

b1 + (b2 − b1)(cth τ
2 + 1)/2

)

exp(τ) − 1
exp(−iτξ) .

J�!�	�!% �	� 
����� ��2���� '����� �-	������ 
��� :��??�; 7���>
�	�
���	�� 	��&� ���!���� :��??�;% ���

p(t) =

t
∫

a1

q(τ) dτ .

/� ����� �-���	�� D% ��� ��	�� 5 ��2���� '����� �-	������ 7���>
�	�
���	�� ���!���� :��??�;% �!�)	�� �-���	�% ��� ��	�� 5 ����*��
ψ1 �� !�&�	 - 	� 7����	�
���� 
 
��� :��??�;� ���������% ��7��!��%
�7��
����
� 
 ������% ���� ����*�� p(t)% 
5���(�� 
 ���!��� :��??�;%
���
��	
����	 ����
���	
� p(a1) 	= p(a2)� "���! �-��'�!% ���!���
:��??�; '����	 ��2���� '����� �-	������ ��� -���� 2������� ������
�-���	�� D% ��! ���!��� :��??�;�

J�!�	�!% �	� ���� ����*�� :��??�; �
���	�� ��2����! '�����
�-	������ � 7�� 6	�! p(t) ≥ 0 ��� 
��5 t ∈ [a1, a2]% 	� ��7�������
� '�! ����) �-���	� D �
���	�� 7��
������ 
 ��7��
����� ���
Or �-���	�)� B	� ���
��� ! �-��'�! ������	 �' !���	�����	� 7�
����!��	� r2 ��	������ 
 ���!��� :��??�;�



� �	� ������ ����
���� ��������������) ��� ?�D

1��� �� =-	������ P���2�P

����� 6��������� ����� ��$ 
  ��������9 ��:���$ ������

����
����� +�(��	
�)	 	��&� �-���	�% ��� ��	�� 5 7�� ��2����
'����� �-	������ ���-5���!� ��7���'�
�	� !���	�7��� ������ � ���>
7�������� !� ��	������!� � ��7���!��

/� ���� � �'�-��&��� �-	������ P���2�P� � 6	�! ������ ����� 	���
'���)	�� ���
�����!�

ψ1(x, r) = r2

(

1, 7 − 44(x + 2)
((x + 2)2 + r2)5/2

− 20
((x + 2, 245)2 + r2)3/2

−

− 1
((x − 1)2 + r2)3/2

− 1
((x − 2)2 + r2)3/2

)

= const.

J���� ��2���� ψ1 7������� 7�� 7�!�(� 	��5 ��7����% ���7���&��� 5

 	����5 (−2, 245; 0)% (1; 0)% (2; 0)% � ������ �
����7���% ���7���&������

 	���� (−2; 0)� ��� 7��	������ 6	��� ��2���� ��7���'�
��� ���!���
:?���;% 
 ��	���� ����*�� 	��� ��� �
����7���

ψ(x, r) = − 44(x + 2)r2

((x + 2)2 + r2)5/2

���	
�	�	
��	 ����!������ ����*��

F (t) = − 88
3(t + 2)3

.



?�� ��� �� 
������ ������ ��� ��������������) ����"

1��� ?� =-	������ P!�	��2��P

J�!�	�!% �	� 
 6	�! ������ ��7������� � '�! ����) �-���	� D ��
�
���	�� 7��
������ 
 ��7��
����� ��� Or �-���	�)�

/� ���� ? �'�-��&��� �-	������ P!�	��2��P� � 6	�! ������ ��7����>
��� � '�! ����) �-���	� D �&� 7������	�� 7��
������ 
 ��7��
�����
��� Or �-���	�)� <���� 	��� '���)	�� ���
�����!�

ψ1(x, r) = r2

(

1, 7 − 44(x + 2)
((x + 2)2 + r2)5/2

− 20
((x + 2, 5)2 + r2)3/2

−

− 1
((x − 1)2 + r2)3/2

− 1
((x − 2)2 + r2)3/2

)

= const.

�'!������ ���	�� �-	������ 7������� '� ���	 �!�(���� ��7��� �'
	���� (−2, 245; 0) 
 	���� (−2, 5; 0)�

+�(��	
��� ! !�!��	�! � 	���� '����� 7����&���� �
���	��
	�	 ���	% �	� 7��
������� !���	�7���� 
 �����	
� ���-�����	�� ��
�-�'�	����� 7��
���	 � ��2���) '����� �-	������� ��!-���*�� ��7�>
��� � !���	�7���� ���	 ���	��� �-	������ 	����� 7�� �7�������� 5
���	��2����5 !�&�� ��	����
���	�!� '����� 5 ���-�����	���

1���!�	��! 
'��!�����	
�� ��-���)(��� 7�	��� ��������� ���&�>
!��!�� &�����	�% ������	� ��	����� v∞ > 0% � ��7���! � �
����7���!%
���7���&��� !� �� ��� Ox�

���	� �
����7��� ��	����
���	� m ���7���&�� 
 	���� (0; 0)% �
��7��� ��	����
���	� p ���7���&�� 
 	���� (x0; 0)% x0 	= 0� 1���!�	��!
�
� ������G x0 > 0 :�!� ���� �; � x0 < 0 :�!� ���� 4;�



� �	� ������ ����
���� ��������������) ��� ?�,

p = c1

p > c1

1��� �� 9�7��� ���7���&�� �7��
� �	 �
����7���

�; � ������ x0 > 0 ��7���'��! ����*�)

ψ(x, r) = −m
3xr2

(x2 + r2)5/2
− p

r2

((x − x0)2 + r2)3/2
, :��??�;

��	���� 7� ���!��� :?���; ���	
�	�	
��	 ����!������ ����*��

F (t) = −2m

t3
− p

(t − x0)2
.

H��� ��	����
���	� ��7��� !��� 7� ���
����) � ��	����
���	�)
�
����7��� :�������	
����� ���	��2���� 7��
���	�� ��&�;% 	� ���-��



?�� ��� �� 
������ ������ ��� ��������������) ����"

	���� (0, 0) ����*�� ψ(x, r) ���' 
��	�� �� �����*� �-���	�% ���
�����
��	����

ψ(x, r)
r2

+
v∞
2

= 0

� ���	�! ��
���	
� :��??�; 7��
���	�� � 
���

v∞
2

− 3xm

(x2 + r2)5/2
− p

((x − x0)2 + r2)3/2
= 0 . :��??�;

��6	�!� ����*��

ψ1(x, r) =
v∞r2

2
− m

3xr2

(x2 + r2)5/2
− p

r2

((x − x0)2 + r2)3/2
:��?��;

�� �
���	�� ��2����! '����� �-	�������
0
�������� ��	����
���	� ��7��� 
 �������! �	��� 7��
���	 �

�-��'�
���) '�!���	��� ���	��� Γ% ��������	 	���� ��	����� ���
>
��	
���)	 ���
����) :��??�;% � 	���� (0, 0) 7�� 6	�! ��&�	 
��	��
�-���	�% ������������ ���	���! Γ� "���� ��
���	
� :��??�; 
 7�����	>
�� 
 ����	���� 	���� (x, 0) 7�� x < 0G

v∞
2

+
3m

x4
− p

(x0 − x)3
= 0 ,

�	���� ��5���!

p =
v∞
2

(x0 − x)3
(

1 +
6m

v∞x4

)

. :��?��;

J�!�	�!% �	� ��
���	
� :��?��; 
 7�����	�� 
 ����	���� 	���� (x, 0)%
x < 0% 	���� � 	����� 	����% �����

p ≥ v∞
2

min
x< 0

(

(x0 − x)3
(

1 +
6m

v∞ x4

))

=: c1 ,

7�� 6	�! ����*�� :��?��; '����	 ��2���� '����� �-	������ ���
�������������� �-���	�% �����*�� ��	���� �
���	�� Γ�

"�7��� !�&�� �	
��&��	�G

�; �	� p ≥ c1� �� !������ :��?��; ��	���� ��0����� ������ ���
������� �	� ��������� ��	��� D-

-; �	� p < c1� �� �� �#������ ��	��� D� �	� ������� !������
:��?��; ��	� �� ��0����� ������ ����������
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���� ��������������) ��� ?��

p = c2

p > c2

1��� 4� 9�7��� ���7���&�� ���
� �	 �
����7���

?; � ������ x0 < 0 �����! 
 
�� � 	�!% �	� ���� 	���� (0, 0) ���>
7���&��� 
��	�� �-���	�% ������������ ���	���! Γ% 	� ��� ��&����
x ∈ [x0, 0] ��(��	
��	 	���� (x, r)% r > 0% 	����% �	� 
 7�����	��
��
���	
� :��??�;% �	���� ��5���!

p =
v∞
2

((x − x0)2 + r2)3/2

(

1 − 6mx

v∞(x2 + r2)5/2

)

. :��?�?;

J�!�	�!% �	� ��� ��&��� �������
����� 	���� x ∈ [x0, 0] ��
���	
�
:��?�?; 
 7�����	�� 
 ����	���� 	���� (x, r)% y > 0% 	���� � 	�����
	����% �����

p ≥ v∞
2

min
r≥0

(

(x − x0)2 + r2)3/2

(

1 − 6mx

v∞(x2 + r2)5/2

))

.
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/�����*% ��� ��&��� 	���� x ∈ [x0, 0] ��(��	
��	 	���� (x, r)% r > 0% 

��	���� 
 7�����	�� ��
���	
� :��?�?;% 	���� � 	����� 	����% �����

p ≥ v∞
2

max
x∈[x0, 0]

min
r≥ 0

(

((x − x0)2 + r2)3/2

(

1 − 6mx

v∞ (x2 + r2)5/2

))

=: c2 .

+����
�	�����% �7��
����
 �����)(�� �	
��&�����G

�; �	� p ≥ c2� �� !������ :��?��; ��	���� ��0����� ������ ���
������� �	� ��������� ��	��� D-

-; �	� p < c2� �� �� �#������ ��	��� D� �	� ������� !������
:��?��; ��	� �� ��0����� ������ ����������

=	!�	�!% �	� �����*� ∂D �
���	�� ������� ������� ���
��% ����
p = c1 
 ������ x0 > 0 :�!� ���� �; ��� p = c2 
 ������ x0 < 0 :�!�
���� 4;�
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C�E .���������
 .�S�% +���
��
 @��� =��� ���!� ��2���� 7��>
�	����	
��� 5 �����!!�	���� 5 '���� 	����� �7�����	� 7��
7�!�(� ����*�� ��!7�������� 7���!������ � ��2���� 6	�5 '����
��� ���� TT ������ !�	�!�	��� � !�5������ F ���?� F �&% U �� F
V� ��� F �4D�

C?E L�-��
 .�.�% +����
 ���� ����
 � '����� � ��������� � ���
>
����� �� �7��!���!�! ���	��� TT �	� '�!�	��� F ���?� F ��%
U 4� F V� D,� F D���

C�E L���� � =���
 ������������ 	����� 7�	��*����� F ���
�G
��% ���4� F ?�? ��

C4E L6	����� 9&� �
������ 
 ����!��� &�����	�� F ���
�G ��%
��,�� F ,D� ��

CDE ��2���� .�.� #������ � �
���	
� ����*�� ������ W 1
2 (α) � �5

7����&���� � ��2���) ����� ����
�� '����� !�	�!�	�������
��'��� TT �'
� ./ +++1% ����� !�	�!� 3 ��D�� 3 ��% U �� 3 V� 4?� 3
4D4�

C�E ��2���� .�.�% <�'����� ���� /���	�� � ����
 � '����� ���
6���7	������5 ���
����� � ����� ! 
 ��&�����! �� �����*� TT
9���� ./ +++1� 3 ����� 3 ��+% U D� 3 V� ���D 3 �����

C,E ����� ��/� =-�-(��� � �����	������� ����*��� F ���
�G
/����% ����� F D�? ��

C�E #�5�
 I�9� ����
 � '������ F ���
�G /����% ��,,� F �4� ��

C�E #������� ���% 1����
 9�.�% $���
 #�H� ��!!�	�	�
� �
���!���
��� � ����*�� F ���
�G I�'!�	��'% ����� F ��� ��
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C��E #�����!�� S�<� = ����	�� 5 �
���	
�5 ����*��% ��7��� 
� 5

 '�!���	�! ����� TT 9���� ./ +++1� F ��D4� F 0/% U �� F
V� ��� F ����

C��E #���� =�I� /���	�� � �*���� !������ �������	� ��	������
 	�7�
��2� TT 0��� !�	� &���� F ��,�� F �1% U D� F V� D�4 F ����

C�?E #���� =�I� = !����� ��7��� 
���	� 	����� 5 7���'
��� 5
��	������ 	�7� ��2� TT 0��� !�	� &���� F ����� F *1% U 4� F
V� 4,� F 4�4�

C��E #�-��� H��� "����� ����������5 � 6���7�������� 5 ����*��� F
���
�G �'�>
� ����	�� ��	�% ��D?� F 4,� ��

C�4E #���'�� #�� #��!�	�������� 	����� ����*�� ��!7��������
7���!������� F ���
�G #��	�5�'��	% ��D?� F D4� ��

C�DE 9����)� ���� =-�-(����� ���!��� ��2� ��� �����!!�	����>
���5 7���� TT +�-� !�	� &���� F ����� F �% U �� F +� 4� F �D�

C��E 9����)� ���� �������
���� 7���	����	
��� 5 �����!!�	����>
���5 ����
 5 '���� TT +�-� !�	� &���� F ����� F �% U �� F
+� �?,� F �����

C�,E 9&����� #��� 0��
����� B����� 3 �������� 3 9��-�� F "-�����G
�'�>
� "-��������� ��>	��% ���4� F �� ��

C��E 9&����� 9� 1�� I���� � ��	�������� � 7�����! � F ���
�G
�'�>
� ����	�� ��	�% ��4�� F ?�� ��

C��E 9'�� � ���� �
������ 
 	����) ��
��!������ 7��-��&����
����*�� 7�����!�!�� F ���
�G /����% ��,,� F D�? ��

C?�E J�-����� ���� � ��� ��	������� � ���
������ F �G /����%
����� F 44� ��

C?�E ��72�
�� =�=� ��� ��'
W�'���� �����!�	�����5 '���� 	���XY
7��&���	X ��� 2��� ' *��X�������) 7���&����) TT �X���� ��Y
�
��>	�� +��� !�	�!�	��� 	� !�5��X��� F ����� F U 4% 
�7� �� F
+� �� F ����

C??E ��72�
 � .�.� =- ����
��! ��	��������! 7����	�
����� x>���>
��	������5 ����*�� � ��� 7��!������ � ��2���) ����	�� 5
��	������� 5 ���
����� TT �	� ��'���� F ��,?� F U �?� F
+� �� F 4��
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C?�E ��72�
 � .�.� J����� � ��!7������! x>�����	������! 7�	��>
*���� ���	�! ���*��	�������5 ����������5 �����
 TT �	�
��'���� F ��,D� F U �,� F +� �?� F �?��

C?4E ���� 2 ��� = ����	�� 5 ������5 
 ��&����� ���
�����
6���7	�������� 	�7� �� �����*� �-���	� TT 9���� ./ +++1� F
��D�� F ++% U ?� F +� ��� F ����

C?DE ��7�����
 ��.� +�������� � 6���7	������� ����
 � '������ F
���
�G /����% ���,� F ?�� ��

C?�E ����� I� <��*�� � ��'
�	�� !�	�!�	��� 
 QZQ �	���	��� F
���
� 3 <��������G =/"�% ���,� F A� �� F 4�? ��

C?,E ���!�����
 .�/�% I�!�� +��� B��!��	 	����� ����*�� �
����*���������� �����'�� F ���
�G /����% ����� F D4� ��

C?�E ���
����
 @��� = ����	���! 7����	�
����� ��2���� ���
�����
B����� 3 �������� 3 9��-� TT 9���� ./ +++1� F ��D,� F ��&%
U �� F +� �D� F �D4�

C?�E ���
����
 @��� J����� D ��� ���
����� B����� 3 �������� 3
9��-� TT �������
���[ 7� !�5����� � 7��������� !�	�!�	����
"��� I"�� F ����� F U D� F +� ��4 F �4D�

C��E �����
*�
 <�9� = ��2���� 
����*���� ! !�	���! 6���7	���>
���5 ���
�����% 
 ��&��)(�5�� �� �����*� �-���	� TT 9����
./ +++1� F ��D�� F �1/% U �� F +� �� F ���

C��E <�
���	��
 �.�% $�-�	 L��� �	�� 	����� ����*�� ��!7����>
���� 7���!������� F ���
�G /����% ���,� F ��� ��

C�?E <�
���	��
 �.�% $�-�	 L��� ���-��! ���������!��� � �5
!�	�!�	������� !������ F ���
�G /����% ��,,� F 4�� ��

C��E <��*������ <�#� �5����� &�����	� � ��'�� F ���
�G /����%
���,� F �4� ��

C�4E �������'� <�#� =- ����! �-�-(���� 	����! ���� ���
���
�
� ��� 7��!������ � ����	�� ! ������� ! '�����! 	�����
����*�� � � ��������� ! ��	������� ! ���
�����! TT 9����
./ +++1� F ��4�� F &/% U 4� F V� �D, F ����
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C�DE ���������� Z���% �X� \�� ��� ���� !�	�� ����&����
�����!�	�����5 	��X� TT 9�7�
X�X ./ 01+1% ���� .� F ��,�� F
U ?� F V� �D? F �DD�

C��E ���������� ����% ��� H�� �
�	������� � ���
����� �
��7����!7����� � 7�	��*��� 
 !�5����� �7��2��� ���� TT
���������� !�5������ F ��,�� F 0% U 4� F V� 4D F D��

C�,E ���������� ����% ��� H�� �
�	������� � 7�	��*��� 
�����!�	�����5 	������ ��������� ���&�!��!�� &�����	� TT
���������� !�5������ F ��,D� F ��% U �� F V� �?D F �?��

C��E ���������� ���� ���!�� ���!��������� ����-� 	��	����
����� TT 9���� ./ 0++1% ��� .� F ��,D� F U �� F V� ?�� F
?���

C��E ���������� ���� = 7����	�
����� !������� !� ����*��!�
���!��������5 �	�-��&���� TT 0��� !�	� &���� F ��,D� F �+%
U D� F V� ��� F ����

C4�E ���������� ���� =- ����! !�	��� �7������ 7�	��*����� 5
7���� � ���
�� ��!!�	���� TT +�
��!��� � 
�7��� 
�(��	
����>
�� � ��!7�������� �����'�� F ���
G ��>	 !�	�!�	��� ./ 0++1%
���4� F +� �� F ��?�

C4�E ���������� ���� �	�� 	����� ����*�� 
 '�����5 �����!!�	>
������� 7�	��*���� TT /���	�� � 
�7��� ��
��!����� 	�����
����*��� F /�
���-����G ��>	 !�	�!�	��� += ./ +++1% ��,�� F
+� �� F ����

C4?E ���������� ���� .���-� ����*��������>��
�����	� 5 ��2�>
��� 	��5!������ ���
����� <�7���� TT 0��� !�	� &���� F ?���� F
**% U �� F +� �?�4 F �?���

C4�E ���������� ����% ������ +�.� ��	��*����� � 7��� � ���
��
��!!�	���� � ����-� !������� 5 ����*�� 
��	������ ����!��>
	�� Z TT 0��� !�	� &���� F ����� F �/% U ��� F V� �D�� F �D?��

C44E ���������� ����% ������ +�.� ��	��*����� � 7��� � ���
��
��!!�	���� � ����-� !������� 5 ����*�� 
��	������ ����!��>
	�� ZZ TT 0��� !�	� &���� F ����� F �/% U �?� F V� ���D F �,���

C4DE ���������� ����% ������ +�.� ��	��*����� � 7��� � ���
��
��!!�	���� � ����-� !������� 5 ����*�� 
��	������ ����!��>
	�� ZZZ TT 0��� !�	� &���� F ���,� F �0% U ?� F V� ??� F ?4��
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C4�E ���������� ����% ������ +�.� �����&���� �����	������5
����*�� � '�����! �-	������ �����!!�	���� 5 	�� ���������
&�����	�) TT 9�7� /./ 0���Y��� F ?���� F U ��� F +� ?? F ?��

C4,E ������ �� 0��
����� � ���	� !� 7���'
��� !� 6���7	������>
�� 	�7�� F �G �'�>
� ����	�� ��	�% ��D,� F ?D� ��

C4�E �5����
 <�#� /�
 � ����� ���- 5 ��	������� 5 ���
����� � ���
7��!������ � ��������*����� ! ���
�����! � ��������� !�
��6���*���	�!�� F 9�2��-�G �'�>
� ./ "��&� ++1% ����� F
��� ��

C4�E �5����
 <�#�% 1��&�-�
 /� .����� ���!�� �������� ���
����	�� 5 ���
����� 
	����� 7������ � ����������� ������ TT
9���� ./ "��&� ++1� F ��,?� F �*% U ��� F V� � F ��

CD�E �5��� +�#� <����� � ���
����� 
 ���	� 5 7���'
��� 5� F
���
�G � �2� 2��% ��,,� F 4�? ��

CD�E ��5���2
��� /��� +�������� � ��	������� � ���
������ F
���
�G /����% ����� F D�� ��

CD?E =��
���� �/� 1�2���� '����� 9���5��% �	����(���� �
���
����)Δu+ p

xn

∂u
∂xn

= ρ ��� 7�������������� �-���	� TT 9����
./ +++1� F ��4�� F &&% U �� F V� ,�, F ,,��

CD�E ��5��R
� /�=�% �X������ /�=� ��� ����X X�	�������X 7���	
������

 ����X xk>����X	����5 ����*X� TT 9�7� ./ 01+1� F ���?� F
U �� F +� ��� F �����

CD4E ������ +�.� ����
�� '����� 1�!��� � -�������� ! �������!
�������!�������� 7������ �� �7������-��'��! ���	���% Z TT 0���
!�	� &���� F ����� F ��% U ��� F V� �D�� F �D�,�

CDDE ������ +�.� = ��!7�'�*�� ������������ � ����������� ��	�>
�����
 �� �7��!���!�� ���
�� TT +�
��!��� � 
�7��� 	�����
7��-��&���� � ��!7�������� �����'�� F ���
G ��>	 !�	�!�	���
./ 0++1% ����� F +� ��4 F ��?�

CD�E ������ +�.� = 7�
	��� 5 ��	������5 7� �7��!���!�� ���
�� TT
��!7����� � �����' � 	����� 7�	��*����� F ���
G ��>	
!�	�!�	��� ./ 0����� % ���?� F +� �? F ����



??� ����������

CD,E ������ +�.� J����� 9���5�� ��� �����!!�	���� 5 7�	��*����>
� 5 7���� 
 ����� !���������� 7������	�� Z TT 0��� !�	� &���� F
?���� F *�% U 4� F +� 4�� F D���

CD�E ������ +�.� J����� 9���5�� ��� �����!!�	���� 5 7�	��*����>
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 ����� !���������� 7������	�� ZZ TT 0��� !�	� &���� F
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CD�E ������ +�.� =- ��	������� 5 7����	�
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C��E ������ +�.� J����� 9���5�� ��� �����!!�	������� 7�	��*���� 
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�'��� �-���	� !���������� 7������	� TT 0��� !�	� &���� F
?���� F *�% U �?� F +� ��?� F ��4��

C�?E ������ +�.� � ��2���) 
��2��� '����� 9���5�� ��� �����!!�	>
������� 7�	��*���� TT 0��� !�	� &���� F ?��?� F *�% U �?� F
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C��E ������ +�.� J����� 9���5�� ��� ����*�� 	��� +	���� 
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