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Проведено групову класифiкацiю в класi еволюцiйних рiвнянь вигля-
ду ut + uu1 = F (un), що iнварiантнi вiдносно перетворень Галiлея i
узагальнюють рiвняння Бюргерса i Кортевега-де Фрiза.

Group classification in the class of evolutionary equations of the form
ut + uu1 = F (un) is carried out. These equations are invariant under
Galilei transformations and generalize the Burgers and Korteweg-de Vries
equations.

1. Вступ. Розглянемо клас еволюцiйних рiвнянь вигляду

ut + uu1 = F (u2, u3, . . . , un), (1)

де u = u(t, x), ut = ∂u/∂t, uk = ∂ku/∂xk, k = 1, n, n ∈ N, n � 2, F —
довiльна гладка функцiя змiнних u2, u3, . . . , un. Важливiсть цього
класу рiвнянь i необхiднiсть його дослiдження обумовлена кiлько-
ма причинами. Перш за все, вiн мiстить як частиннi випадки низку
вiдомих рiвнянь математичної фiзики:

F = 0 — рiвняння простої хвилi;
F = µu2 — рiвняння Бюргерса;
F = νu3 — рiвняння Кортевега-де Фрiза;
F = µu2 + νu3 — рiвняння Кортевега-де Фрiза–Бюргерса;
F = µu2 + γu4 — рiвняння Курамото–Сивашинського.

Крiм того, частинна похiдна по часу входить в рiвняння (1) у складi
“матерiальної похiдної” ∂/∂t + u∂/∂t, яка спiвпадає з повною похi-
дною по часу d/dt у випадку, коли u iнтерпретують як швидкiсть
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перемiщення частинок певного середовища (в ейлерових координа-
тах). Наявнiсть такого агрегату (разом iз структурою функцiї F )
гарантує виконання для всiх рiвнянь з класу (1) принципу вiдносно-
стi Галiлея, тобто iнварiантнiсть вiдносно групи Галiлея G(1, 1), що
породжується перетвореннями зсуву за часом t i просторовою змiн-
ною x (t′ = t+a, x′ = x+b, u′ = u) та перетвореннями Галiлея (t′ = t,
x′ = x+ vt, u′ = u+ v).

В цiй роботi виконано групову класифiкацiю в вужчому, нiж (1),
класi рiвнянь вигляду

ut + uu1 = F (un), Fun
�= 0, (2)

тобто розглянуто випадок, коли функцiя F залежить лише вiд стар-
шої похiдної un. Вперше класифiкацiю таких рiвнянь для n ∈ {2; 3; 4}
проведено в [1, 2], де для них також побудовано класи точних роз-
в’язкiв та отримано узагальнення, що мають широку симетрiю. На
вiдмiну вiд [1, 2], значення n тут не фiксується, що суттєво ускла-
днює доведення класифiкацiйного результату.

2. Результат класифiкацiї. Введемо позначення:

P0 = ∂t, P1 = ∂x, G = t∂x + ∂u,

Dk = (nk − k + 1)t∂t + (2− k)x∂x + (1− nk)u∂u,
D = (n+ 1)D3/(n+1) = 2t∂t + x∂x − u∂u,
Π = t2∂t + tx∂x + (x− tu)∂u,
D′ = 2D − (2n− 1)(t2∂x + 2t∂u), D̂ = 4t∂t + 5x∂x + u∂u,

R1 = u∂x, R2 = (2tu− x)∂x + u∂u, R3 = (tu− x)(t∂x + ∂u).

Результат групової класифiкацiї щодо рiвнянь вигляду (2) сфор-
мульовано у виглядi трьох наступних теорем.

Теорема 1. Ядро основних груп рiвнянь вигляду (2) спiвпадає з гру-
пою Галiлея G(1, 1), алгебра Лi якої Aker = AG(1, 1) = 〈P0, P1, G〉.

Теорема 2. Група еквiвалентностi Gequiv класу рiвнянь (2) поро-
джується операторами P0, P1, G, t∂t+x∂x−F∂F , x∂x+u∂u+F∂F ,
t2∂x + 2t∂u + 2∂F . Дiя будь-якого перетворення еквiвалентностi на
функцiю F має вигляд

F̃ (un) = δ1F (δ2un) + δ0, де δ0, δ1, δ2 ∈ R, δ1δ2 �= 0. (3)
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Зауваження. При виведеннi формули (3) (щоб зняти вимогу дода-
тностi для констант δ1 i δ2) використовувались також два дискретних
перетворення еквiвалентностi рiвнянь (2):

t̃ = −t, x̃ = −x, ũ = u, F̃ = −F та

t̃ = t, x̃ = −x, ũ = −u, F̃ = −F.

Теорема 3. З точнiстю до перетворень з Gequiv для рiвнянь (2)
iснує лише чотири при n = 2 i три при n > 2 випадки розширення
максимальної в сенсi Лi алгебри iнварiантностi Amax = Amax(F )
(нижче наведено лише базиснi оператори з доповнення до AG(1, 1)):

1. F = (un)k, k �= 0, 3
n+1 : Dk;

2. F = lnun: D′;

3. F = (un)
3

n+1 : D, Π;

4. F = (u2)
1
3 (n = 2): D̂, R1, R2, R3.

В доведеннi класифiкацiйного результату використовується така
лема.

Лема 1. Для довiльного еволюцiйного рiвняння

ut = H(t, x, u, u1, u2, . . . , un), де n � 2, Hun
�= 0,

коефiцiєнт ξt при ∂t в будь-якому iнфiнезiмальному операторi, що
породжує однопараметричну групу локальних перетворень симе-
трiї цього рiвняння, не залежить вiд x i u.

Доведення. Перейдемо у вiдповiдному iнфiнiтезiмальному критерiї
iнварiантностi [4, 5] на многовид, заданий рiвнянням в продовжено-
му просторi. Збираючи коефiцiєнти при похiднiй un−1,t в одержанiй
рiвностi, маємо, що nHun

(ξtx + ξtuux) = 0, тобто ξtx = ξtu = 0.

3. Доведення результату класифiкацiї. Випадок n = 2 (доведен-
ня для якого має певнi особливостi порiвняно з загальним випадком)
повнiстю розглянуто в [1, 2]. Тому надалi вважамо, що n > 2.

Скористаємося для класифiкацiї технiкою, запропонованою в [3].
Так як рiвняння (2) еволюцiйне, то в силу леми 1 для будь-якої одно-
параметричної групи локальних перетворень його симетрiї вiдповiд-
ний iнфiнiтезiмальний оператор має вигляд

Q = ξt(t)∂t + ξx(t, x, u)∂x + η(t, x, u)∂u.
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Iнфiнiтезiмальной критерiй iнварiантностi [4, 5] для рiвняння (2) i
оператора Q пiсля переходу на многовид, заданий рiвнянням (2) в
продовженому просторi, набуває вигляду

ηt+uηx+(η−ξxt )u1+(ξtt−ξxx)uu1+(ηu−ξtt−ξxuu1)F = ηnF ′, (4)

де ηn — коефiцiєнт при ∂un
в n-му продовженнi оператора Q [4, 5]:

ηn = un{ηu − nξxx − (n+ 1)ξxuu1}+ un−1{nηxu + nηuuu1−
− 1

2n(n− 1)ξxxxn
2ξxxuu1 − 1

2n(n+ 1)ξxuuu
2
1 − 1

2n(n+ 1)ξxuu2}+ · · ·

(тут наведено лише члени, що мiстять старшi похiднi un та un−1).
Якщо F — довiльна функцiя, то розщеплюючи спочатку по F i

F ′, а потiм по u1, u2, . . . , un, отримаємо, зокрема, такi визначальнi
рiвняння: ξxu = 0, ηu = ξtt = nξxx , η = (ξxx − ξtt)u + ξxt , ηt + uηx = 0,
звiдки ξxu = ξxx = ξtt = 0, η = ξxt , ξ

x
tt = 0. При виконаннi останнього

набору умов рiвняння (4) перетворюється в тотожнiсть, що завершає
доведення теореми 1.

Максимальна група еквiвалентностi рiвнянь (2) (тобто множи-
на локальних перетворень в просторi “незалежних змiнних” t, x, u,
u1, u2, . . . , un та “залежної змiнної” F , що не виводять з класу рiв-
нянь (2), причому перетворення по t, x i u не залежать вiд F [4]) спiв-
падає з групою, породженою сукупнiстю однопараметричних груп
локальних симетрiй системи

ut + uux = F, Ft = Fx = 0, Fuk
= 0, k = 1, n− 1, (5)

iнфiнiтезiмальнi оператори яких мають вигляд

Q̂ = ξ̂t(t, x, u)∂t + ξ̂x(t, x, u)∂x + η̂(t, x, u)∂u + η̂k(t, x, u)∂uk
+

+ χ̂(t, x, u, u1, u2, . . . , un, F )∂F ,

де η̂k = Dk
x(η̂ − ξ̂tut − ξ̂xux) + ξ̂tuk,t + ξ̂xuk+1, Dx = ∂x + u1∂u +∑∞

k=1 uk+1∂uk
— оператор повної похiдної за змiнною x. З iнфiнi-

тезiмального критерiю iнварiантностi для системи (5) пiсля розщеп-
лення за незв’язаними змiнними отримаємо визначальнi рiвняння на
коефiцiєнти оператора Q̂, з яких випливає твердження теореми 2.

Опишемо тепер всi можливi розширення Amax в класi рiвнянь (2).
Якщо dimAmax > dimAker, то (4) є нетотожнiм вiдносно F рiвнянням
загального вигляду

(aun + b)F ′ = cF + d, де a, b, c, d — деякi сталi. (6)
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Таких рiвнянь може одне або два. Функцiя F задовольняє два рiв-
няння вигляду (6) тодi i тiльки тодi, коли вона лiнiйна.

Розглянемо перший випадок — (нелiнiйна) функцiя F задоволь-
няє точно одне рiвняння вигляду (6). Тодi (a, b) �= (0, 0), (c, d) �= (0, 0).
Виразимо F ′ з (6) i пiдставимо в (4). В отриманiй таким чином умовi
F виступає як ще одна незв’язана змiнна. Зберемо послiдовно кое-
фiцiєнти при un−1u2, un−1u1, uu1, u

2, u1, u, unF , un, F в цiй умовi
i прирiвняємо до нуля, враховуючи на кожному кроцi вже знайденi
визначальнi рiвняння. В результатi розщепимо (4) до такої системи
визначальних рiвнянь на коефiцiєнти оператора Q:

ξxu = 0, ηuu = 0 (тодi η = η1(t, x)u+ η0(t, x)),

η1 = ξxx − ξtt , η1
x = 0 (тодi ξxxx = 0), η0 = ξxt ,

η1
t + η0

x = 0 (тодi 2ξxxt = ξttt)

(7)

a(η1 − ξtt) = c(η1 − nξxx), d(η1 − nξxx) = aη0
t ,

b(η1 − ξtt) = 0, bη0
t = 0.

(8)

Рiвняння (8) — класифiкуючi. Необхiдно знайти такi значення пара-
метрiв a, b, c, d, щоб система (7)–(8) мала нетривiальнi розв’язки.

Якщо b �= 0, то η0
t = η1−ξtt = η1−nξxx = 0, тобто розширення Amax

немає. Тому надалi b = 0, звiдки a �= 1. Без обмеження загальностi
можна вважати a = 1.

Якщо c �= 0, то перетворенням еквiвалентностi функцiю F при-
ведемо до вигляду F = (un)k, тобто c = k, d = 0. В залежностi вiд
значення k маємо або перший, або третiй випадок теореми 3.

Коли c = 0, то d = 0, i перетворень еквiвалентностi (3) можна
покласти d = 1. В результатi отримуємо другий випадок теореми 3.

У другому випадку, коли функцiя F лiнiйна, її можна привести
до вигляду F = un. Додаткового розширення порiвняно iз загальною
степеневою функцiєю F = ukn в цьому випадку немає.

4. Висновки. Аналiз результатiв, отриманих в [1, 2] i цiй статтi, по-
казує, що в класi рiвнянь (1) мiститься, крiм наведених в теоремi 3
для класу (2), цiла низка рiвнянь з широкою симетрiєю. Зокрема,
в [1, 2] описано всi рiвняння вигляду (1), що iнварiантнi вiдносно
групи симетрiї рiвняння Бюргерса (узагальненої групи Галiлея), ал-
гебра Лi якої AG2(1, 1) = 〈P0, P1, G,D,Π〉. Питання ж про те, чи
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iснують (i якi) випадки бiльшого розширення групи симетрiї, зали-
шається вiдкритим. Не розглянуто поки i задачi повної групової кла-
сифiкацiї в ширших, нiж (2), класах рiвнянь вигляду (1), зокрема,
коли F = F (un−1, un) (навiть при n = 2, тобто F = F (u1, u2)). Цi-
каво також було б продовжити розпочате в [1] дослiдження рiвнянь,
що мiстять квадрат оператора “матерiальної похiдної”. На нашу дум-
ку, перерахованi проблеми можуть бути розв’язанi з використанням
пiдходу до групової класифiкацiї, запропонованого в [3].

Автори висловлюють щиру подяку Р.О. Поповичу за плiднi обго-
ворення результатiв, що мiстяться в статтi.
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