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Доведена необхiдна i достатня умова лоренц-iнварiантностi рiвняння
неперервностi для електромагнiтного поля, в якому густина енергiї та
вектор Пойтiнга визначаються як функцiї векторних полiв �E, �H.

The necessary and sufficient condition for the Lorentz invariance of the
continuity equation for the electromagnetic field, where energy density and
Poyting vectors depend on the vector fields �E, �H has been proved.

Вiдомо [1, 2], що зображення алгебри Лоренца з базисними елемен-
тами

Jab = xa∂xb
− xb∂xa

+ Ea∂Eb − Eb∂Ea +Ha∂Hb −Hb∂Ha ,

J0a = xa∂x0 + x0∂xa
+ εabc

(
Eb∂Hc −Hb∂Ec

)
,

(1)

де εabc – повнiстю антисиметричний тензор третього порядку, x0 = t,
�x = (x1, x2, x3), реалiзується на множинi розв’язкiв рiвнянь Максвел-
ла

∂ �E

∂t
= rot �H,

∂ �H

∂t
= −rot �E,

div �E = 0, div �H = 0.
(2)

Тут i надалi, iндекси, позначенi латинськими лiтерами, змiнюють-
ся вiд 1 до 3, грецькими – вiд 0 до 3. За iндексами, що повторюються
йде пiдсумовування.
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В роботi [3] нами отриманi новi нелiнiйнi зображення алгебри Ло-
ренца для векторних полiв �E, �H.
Об’єктом дослiдження даної роботи є рiвняння неперервностi

ρ0 + divρ�v = 0, (3)

де ρ0 =
∂ρ

∂x0
; �v = (v1, v2, v3); ρ та ρvk є функцiями вiд �E, �H.

Згiдно Пойтингу, густина енергiї та вектор Пойтiнга для електро-
магнiтного поля визначаються наступним чином:

ρ =
1
2

(
�E2 + �H2

)
,

ρva = εabcE
bHc.

(4)

В роботi [4] показано, що рiвняння неперервностi (3), (4), що ви-
ражає закон збереження енергiї для електромагнiтного поля, не є
iнварiантним вiдносно алгебри Лоренца (1) в класичному розумiн-
нi iнварiантностi диференцiального рiвняння. Воно є лише умовно
iнварiантним вiдносно алгебри Лоренца (1), причому як додаткова
умова виступає система рiвнянь Максвелла (2).
Постає питання, як можна визначити густину енергiї та вектор

Пойтiнга, щоб рiвняння (3) було лоренц-iнварiантним в класичному
розумiннi Лi.
Нехай в рiвняннi (3) ρ, ρ�v – деякi невiдомi функцiї вiд �E та �H,

тобто вважаємо

ρ = F 0
(
�E, �H

)
, ρva = F a

(
�E, �H

)
, a = 1, 3, (5)

де F 0, F a – гладкi функцiї, якi одночасно не є тотожними нулями.
Шукаємо оператори лоренцових поворотiв J0a у виглядi

J0a = xa∂x0 + x0∂xa
+ ηak∂Ek + βak∂Hk , (6)

де ηak, βak – невiдомi функцiї вiд �E, �H, якi будемо визначати з умов
iнварiантностi рiвняння (3), (5) вiдносно операторiв (6).
Оскiльки в (3) ρ, ρ�v можна розглядати як чотиривектор, то побу-

дова операторiв симетрiї J0a (6) для рiвняння (3), (5) еквiвалентна
знаходженню операторiв Joa виду

J0a = xa∂x0 + x0∂xa
+Aa∂A0 +A0∂Aa + ηak∂Ek + βak∂Hk (7)



Лоренц-iнварiантнi рiвняння неперервностi для 45

для системи

∂A0

∂x0
+
∂Aa

∂xa
= 0, (8)

Aµ = Fµ
(
�E, �H

)
, µ = 0, 3. (9)

Очевидно, що рiвняння (8) iнварiантне вiдносно операторiв J0a, тому
дослiдження iнварiантностi системи (8), (9) вiдносно операторiв (7)
зводиться до дослiдження iнварiантностi алгебраїчної системи (9).
Для того, щоб система (9) була iнварiантною вiдносно перетво-

рень, що генеруються операторами J0a, необхiдно i достатньо, щоб
виконувались спiввiдношення

J0a

(
Aµ − Fµ

(
�E, �H

)) ∣∣∣∣∣Aµ = Fµ
(
�E, �H

) ≡ 0. (10)

З (10) отримуємо систему рiвнянь

F a = ηakF 0
Ek + βakF 0

Hk ,

δabF
0 = ηakF b

Ek + βakF b
Hk ,

(11)

де δab – символ Кронекера, F 0
Ek =

∂F 0

∂Ek
, . . .

Таким чином, щоб знайти ηak, βak, нам необхiдно розв’язати лi-
нiйну алгебраїчну систему рiвнянь (11). Очевидно, що (11) можна
розглядати як три незачепленi алгебраїчнi системи розмiрностi 4×6
вiдносно ηak, βak. Запишемо (11) в матричному виглядi

B

(
ηa

βa

)
= ba, a = 1, 3, (12)

де B =
(
Fµ

Ek , F
µ
Hk

)
– матриця Якобi функцiй Fµ розмiрностi 4 × 6,

ηa =

ηa1

ηa2

ηa3

 , βa =

βa1

βa2

βa3

 ,

b1 =


F 1

F 0

0
0

 , b2 =


F 2

0
F 0

0

 , b3 =


F 3

0
0
F 0

 .
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Отже, для знаходження операторiв Лоренца (6) нам потрiбно зна-
йти розв’язки (ηa, βa) алгебраїчних систем (12). Системи (12) сумiснi
лише тодi, коли виконується умова

r(B) = r(B|ba), a = 1, 3. (13)

Умова (13) – умова рiвностi рангiв однорiдної та розширених систем.
Зауважимо, що ранг кожної з систем (12) не перевищує 4 (4 рiв-

няння, 6 невiдомих), причому r(B) ≤ r(B|ba). Отже, якщо розв’язок
iснує, то вiн не єдиний.
Для рангiв однорiдної i розширеної системи можливий один з

п’яти варiантiв r = 0; 1; 2; 3; 4. При r ≤ 3 легко переконатися, що
алгебраїчнi системи (12) не мають розв’язкiв, оскiльки Fµ не є од-
ночасно тотожними нулями.
Таким чином, для систем (12) можна знайти розв’язки лише коли

r(B) = 4. (14)

Умова (14) забезпечує iснування розв’язку систем (12), а отже i iн-
варiантнiсть системи (9) вiдносно операторiв J0a. Але, оскiльки ви-
конуються комутацiйнi спiввiдношення[

J0a, J0b

]
= Jab,

то й оператори Jab є операторами симетрiї системи (8), (9). А тому,
й система (3), (5) є лоренц–iнварiантною з операторами Лоренца (6),
де (ηak, βak) визначаються як деякий розв’язок системи (12).
Таким чином, доведена теорема.

Теорема. Рiвняння неперервностi (3), (5) буде iнварiантним вiд-
носно групи Лоренца тодi i тiльки тодi, коли ранг матрицi Якобi,
що утворена функцiями Fµ, дорiвнює чотирьом.

Тепер наведемо декiлька конкретних прикладiв, що iлюструють
теорему для заданих Fµ (наводимо в кожному випадку лише один
розв’язок з сiм’ї розв’язкiв системи (12)). Явний вигляд операторiв
Jab не наводимо, оскiльки їх легко можна отримати з комутацiйних
спiввiдношень [J0a, J0b] = Jab.

1. F 0 = H1, F a = Ea. Рiвняння (3) матиме вигляд

H1
0 + div �E = 0,
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а оператори лоренцових поворотiв у цьому випадку

J0k = xk∂x0 + x0∂xk
+H1∂Ek + Ek∂H1 .

2. F 0 =
1
2

(
�E2 + �H2

)
, F a = Ea. Рiвняння (3) матиме вигляд

EaEa
0 +HaHa

0 + div �E = 0,

а оператори лоренцових поворотiв у цьому випадку

J0k = xk∂x0 + x0∂xk
+ F 0∂Ek +

Ek(1 − F 0)
Hk

∂Hk ,

щодо k не має пiдсумовування.

3. F 0 =
1
2

(
�E2 + �H2

)
, F k =

1
2

(
Ek2

+Hk2
)
. Оператори лоренцових

поворотiв у цьому випадку

J0k = xk∂x0 + x0∂xk
+
F k + F 0

2Ek
∂Ek +

F k − F 0

2Hk
∂Hk ,

щодо k не має пiдсумовування.
У всiх наведених прикладах зображення алгебри Лоренца не спiв-

падають з алгеброю Лоренца (1), що допускається лiнiйними рiвнян-
нями Максвелла в вакуумi.
В. Бойко висловлює подяку ДФФД України (проект № 1.4/356)

за часткову фiнансову пiдтримку цiєї роботи.
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Galilei algebras and nonlinear equations for electromagnetic fields // J. Nonlin.
Math. Phys. – 1994. – 1, № 2. – P. 210–221.

[4] Цифра I., Бойко В. Умовна симетрiя рiвняння неперервностi для електро-
магнiтного поля // Доп. НАН України. – 1995. – № 5. – C. 35–36.




