
Працi Iнституту математики НАН України 1998, том 19, 32–42

УДК 517.9
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Дослiджено симетрiйнi властивостi узагальнення рiвняння Вахненка,
деяких узагальнень рiвняння Бюргерса та однiєї нелiнiйної системи
гiдродинамiчного типу.

Symmetry properties of a generalization of the Vakhnenko equation, of
some generalizations of the Burgers equation and of a nonlinear system of
hydrodynamic type are investigated.

1. Узагальнення рiвняння Вахненка. В роботi [1] Вахненко для
опису розповсюдження короткохвильових збурень у релаксуючому
середовищi запропонував наступне нелiнiйне рiвняння

∂

∂x

(
∂

∂t
+ u

∂

∂x

)
u+ u = 0. (1)

В цiй же роботi побудованi деякi солiтоннi розв’язки рiвняння (1).
В [2] дослiджена стiйкiсть цих розв’язкiв i запропонована назва рiв-
няння (1), як рiвняння Вахненка. В данiй роботi ми дослiджуємо
симетрiйнi властивостi наступного узагальнення рiвняння (1):

∂

∂x

(
∂

∂t
+ u

∂

∂x

)
u = F (u), (2)

де F (u) – довiльна гладка функцiя.
Очевидно, що при довiльнiй F (u) рiвняння (2) iнварiантне вiд-

носно двовимiрної алгебри трансляцiй з базисними операторами P0 =
∂t, P1 = ∂x. Проведемо симетрiйну класифiкацiю рiвняння (2) в ро-
зумiннi Лi, тобто опишемо всi функцiї F (u), при яких допускається
розширення алгебри iнварiантностi.
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Теорема 1. Максимальною алгеброю iнварiантностi рiвняння (2)
в залежностi вiд F (u) є алгебри

1. 〈P0, P1〉, якщо F (u) – довiльна.

2. 〈P0, P1, Y 〉, якщо F (u) = a(u+ b)p, a, b, p = const, a, p �= 0,

Y = t∂t +
(
p− 2
p

x− 2b
p
t

)
∂x − 2

p
(u+ b)∂u.

3. 〈P0, P1, Z〉, якщо F (u) = a exp(u), a = const, a �= 0,

Z = t∂t + (x− 2t)∂x − 2∂u.

4. 〈P0,D,X〉, якщо F (u) = 1,

D = x∂x + u∂u, X = g(t)∂x + g′(t)∂u,

g(t) – довiльна гладка функцiя.

5. 〈P0,D,D1, A,X〉, якщо F (u) = 0

D1 = t∂t − u∂u, A = t2∂t + tx∂x + (x− tu)∂u.

Доведення всiх результатiв в данiй роботi проводиться за допо-
могою алгоритму Лi [3, 4], через громiздкiсть ми упускаємо всi до-
ведення.

Зауваження. При F (u) = const рiвняння (2) один раз iнтегрується i
зводиться до квазiлiнiйного рiвняння в частинних похiдних (випадки
4, 5 теореми 1).

Слiд зазначити, що кожен з операторiв Y та Z можна предста-
вити як лiнiйну комбiнацiю операторiв дилатацiї та Галiлея, тому
груповi перетворення, що вiдповiдають операторам Y i Z, можна
iнтерпретувати як деяку композицiю дилатацiйних та галiлеївських
перетворень (перехiд вiд однiєї iнерцiальної системи до iншої вiдбу-
вається одночасно з масштабними перетвореннями).
Скiнченнi груповi перетворення, що вiдповiдають операторам Y

та Z, мають вигляд:

Y : t→ t̃ = t exp (θ), x→ x̃ = x exp
(
p− 2
p

θ

)
− bt exp (θ),

u→ ũ = (u+ b) exp
(
−2
p
θ

)
− b,
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Z : t→ t̃ = t exp (θ), x→ x̃ = (x− 2θt) exp (θ),

u→ ũ = u− 2θ.

Наведемо два приклади редукцiї для рiвняння (2) (для випадкiв
2 та 3 теореми 1). Розглянемо рiвняння

∂

∂x

(
∂

∂t
+ u

∂

∂x

)
u = a(u+ b)p. (3)

Анзац, побудований по оператору

Y = t∂t +
(
p− 2
p

x− 2b
p
t

)
∂x − 2

p
(u+ b)∂u,

має вигляд

u = t−2/pϕ(ω) − b, ω = (x+ bt)t(2−p)/p. (4)

Вiн редукує рiвняння (3) до звичайного диференцiального рiвняння
вигляду

ϕϕ′′ +
2 − p

p
ωϕ′′ + (ϕ′)2 − ϕ′ = aϕp. (5)

При p = 1, a = −1, b = 0 розв’язки рiвняння (5) визначатимуть
розв’язки рiвняння Вахненка (1).
Для рiвняння

∂

∂x

(
∂

∂t
+ u

∂

∂x

)
u = a exp(u) (6)

анзац, побудований по оператору

Z = t∂t + (x− 2t)∂x − 2∂u,

має вигляд

u = ϕ(ω) − ln t2, ω =
x

t
+ ln t2. (7)

Вiн редукує рiвняння (6) до звичайного диференцiального рiвняння
вигляду

ϕϕ′′ + (2 − ω)ϕ′′ + (ϕ′)2 − ϕ′ = a exp(ϕ).
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2. Узагальнення рiвнянь Бюргерса та Кортевега-де Фрiза.
Нижче ми проведемо симетрiйну класифiкацiю наступних узагаль-
нень рiвнянь Бюргерса та Кортевега-де Фрiза:

u0 + uu1 = ∂1 (F (u1)) , (8)

u0 + uu1 = ∂1 (F (u11)) , (9)

u0 + uu1 = ∂1 (F (u)u1) , (10)

де u0 =
∂u

∂t
, u1 =

∂u

∂x
, F – довiльна гладка функцiя свого аргументу.

Розгляд рiвнянь (8)–(10) є продовженням дослiджень симетрiй-
них властивостей нелiнiйних узагальнень рiвнянь дифузiйного типу
[5, 6].
Рiвняння (8) можна переписати у виглядi

u0 + uu1 = f(u1)u11, (11)

де f(u1) – довiльна гладка функцiя. Випадок f(u1) = const упускає-
мо з розгляду, оскiльки тодi рiвняння (11) спiвпадає з класичним
рiвнянням Бюргерса.

Теорема 2. Максимальною алгеброю iнварiантностi рiвняння (11)
в залежностi вiд f(u1) є алгебри

1. 〈P0, P1, G〉, якщо f(u1) – довiльна.

2. 〈P0, P1, G,D〉, якщо f(u1) = C(u1)k, де

D = 2t∂t + (1 − k)x∂x − (k + 1)u∂u,

C, k = const, C �= 0, k �= 0,−2.

3. Якщо f(u1) = C(u1)−2, C = const, C �= 0, тодi алгебра iн-
варiантностi нескiнченновимiрна з базисними операторами

X = ξ0∂t + ξ1∂x + η∂u,

де

ξ0 = K1t
2 +K2t+K3,

ξ1 =
(
−K1

4C
u2 − K4

2C
u− K1

2
t+K5

)
x+ q(u, t),

η = 1
2 (2K1t+K2)u+K4t+K6, K1, . . . ,K6 = const,
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q(u, t) – довiльний розв’язок неоднорiдного рiвняння теплопровiднос-
тi

q0 − Cquu =
K1

4C
u3 +

K4

2C
u2 +

(
7
2
K1t+

3
2
K2 −K5

)
u+K4t+K6.

Розглянемо детальнiше випадок 3 теореми 2, тобто рiвняння

u0 + uu1 = C(u1)−2u11. (12)

Наявнiсть нескiнченновимiрної алгебри вказує на можливiсть лiнеа-
ризацiї цього рiвняння. В рiвняннi (12) виконаємо перетворення го-
дографа

u = ω, t = τ, x = v(τ, ω). (13)

При замiнi змiнних (13) похiднi перетворюються наступним чином

u1 =
1
vω
, u0 = − vτ

vω
, u11 = − vωω

(vω)3
.

Виконавши необхiднi перетворення в рiвнянi (12), одержимо рiвнян-
ня теплопровiдностi

vτ − Cvωω = ω. (14)

Якщо в (14) виконати замiну

v = z − 1
6C

ω3, (15)

то приходимо до лiнiйного однорiдного рiвняння теплопровiдностi

zτ − Czωω = 0. (16)

Таким чином, замiни змiнних (13), (15) лiнеаризують рiвняння (12) i
задача побудови його розв’язкiв зводиться до розв’язання лiнiйного
рiвняння теплопровiдностi (16).
Рiвняння (9) перепишемо у виглядi

u0 + uu1 = f(u11)u111, (17)

де f(u11) – довiльна гладка функцiя. Випадок f(u11) = const не роз-
глядаємо, оскiльки (17) у цьому випадку є класичним рiвнянням
Кортевега-де Фрiза.
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Теорема 3. Максимальною алгеброю iнварiантностi рiвняння (17)
в залежностi вiд f(u11) є алгебри

1. 〈P0, P1, G〉, якщо f(u11) – довiльна.

2. 〈P0, P1, G,D〉, якщо f(u11) = C(u11)k, де

D = (k + 3)t∂t + (1 − k)x∂x − (2k + 2)u∂u,

C, k = const; C, k �= 0.

Рiвняння (10) перепишемо у виглядi

u0 + uu1 = f(u)u11 + fu(u)(u1)2, (18)

де f(u) – довiльна гладка функцiя. Випадок f(u) = const не розгля-
даємо, оскiльки у цьому випадку одержимо рiвняння Бюргерса.

Теорема 4. Максимальною алгеброю iнварiантностi рiвняння (18)
в залежностi вiд f(u) є алгебри

1. 〈P0, P1〉, якщо f(u) – довiльна.

2. 〈P0, P1, Y 〉, якщо f(u) = a exp(bu), де

Y = t∂t +
(
x+

1
b
t

)
∂x +

1
b
∂u,

a, b = const, a, b �= 0.

Знову ж таки зазначимо, що оператор Y можна представити як
лiнiйну комбiнацiю операторiв дилатацiї та Галiлея

Y = t∂t + x∂x +
1
b
(t∂x + ∂u) = D +

1
b
G.

Перетворення, що вiдповiдають Y , є комбiнацiєю дилатацiйних i га-
лiлеївських перетворень, хоча рiвняння не є iнварiантним вiдносно
розширеної алгебри Галiлея.

3. Багатовимiрна система рiвнянь гiдродинамiчного типу.
В роботi [7] запропоновано наступне узагальнення рiвняння Нав’є-
Стокса

λ1L�v + λ2L(L�v ) = F
(
�v 2
)
�v + λ4∇p, (19)
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де

L ≡ ∂

∂t
+ vl ∂

∂xl
+ λ3�, l = 1, 2, 3,

�v =
(
v1, v2, v3

)
, vl = vl(t, �x), l = 1, 2, 3, p = p(t, �x), ∇ – градiєнт, � –

оператор Лапласа, λ1, λ2, λ3, λ4 – довiльнi дiйснi параметри, F
(
�v 2
)

– довiльна гладка функцiя, �v 2 =
(
v1
)2

+
(
v2
)2

+
(
v3
)2. Тут i надалi

за iндексами, що повторюються, йде пiдсумовування.
В данiй роботi розглядається рiвняння (19) у випадку λ3, λ4 = 0.

Тодi рiвняння (19) матиме вигляд

λ1L�v + λ2L(L�v ) = F
(
�v 2
)
�v, (20)

де

L ≡ ∂

∂x0
+ vk ∂

∂xk
.

У випадку, коли λ2 = 0, F
(
�v 2
)

= 0, рiвняння (20) є системою
рiвнянь Ейлера.
Якщо λ2 �= 0, то систему (20) можна переписати у виглядi

L (L�v ) + λL�v = F
(
�v 2
)
�v, λ = const, (21)

або в розгорнутому записi

vl
00 + 2vkvl

0k + vk
0v

l
k + vmvk

mv
l
k + vmvkvl

mk+

+λ
(
vl
0 + vkvl

k

)
= F

(
vkvk

)
vl,

де k,m, l змiнюються вiд 1 до 3; верхнi iндекси вiдповiдають компо-
нентам вектора швидкостi �v, а нижнi iндекси визначають диферен-
цiювання по вiдповiднiй незалежнiй змiннiй. Прослiдковуючи анало-
гiю з системою рiвнянь Ейлера, систему (21) будемо називати уза-
гальненням системи Ейлера.
В [8] вивчено симетрiйнi властивостi одновимiрного аналогу си-

стеми (21)

L(Lu) + λLu = F (u), λ = const, (22)

де u = u(t, x), L ≡ ∂t + u∂x.
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Для рiвняння (22) нами одержано новi нелiнiйнi розширення ал-
гебри Галiлея. В [8, 9] для рiвняння (22) при F (u) = const побудовано
класи точних розв’язкiв, що мiстять довiльнi функцiї.
Далi ми проведемо дослiдження симетрiйних властивостей систе-

ми (21). Симетрiйна класифiкацiя (21) проводиться за допомогою
алгоритму Лi в класi диференцiальних операторiв першого порядку.
Очевидно, що для дослiдження симетрiї рiвняння (21) принципово
рiзними будуть випадки λ = 0 та λ �= 0. При λ �= 0, виконавши
замiну змiнних, завжди можна досягти, що λ ≡ 1. Тому ми розгля-
немо окремо два випадки λ = 0 та λ = 1. Наводимо лише результати
симетрiйної класифiкацiї, упускаючи досить громiздкi доведення.

I. Розглядаємо (21) у випадку λ = 0, тобто систему рiвнянь

L (L�v ) = F
(
�v 2
)
�v. (23)

Симетрiйна класифiкацiя системи (23) дає 4 принципово рiзних ви-
падки.
Випадок 1.1. F

(
�v 2
)
– довiльна неперервно-диференцiйовна функ-

цiя. Максимальною алгеброю iнварiантностi системи (23) є 7-вимiрна
алгебра Евклiда AE(1, 3) = 〈Pµ, Jab〉, де

Pµ = ∂xµ
, Jab = xa∂xb

− xb∂xa
+ va∂vb − vb∂va ,

µ = 0, 3; a, b = 1, 3; a < b.
(24)

Випадок 1.2. F
(
�v 2
)

= C
(
�v 2
)n

, C, n = const, C �= 0, n �= 0. Макси-
мальною алгеброю iнварiантностi системи рiвнянь

L (L�v ) = C
(
�v 2
)n

�v (25)

є 8-вимiрна алгебра AE1(1, 3) = 〈Pµ, Jab,D〉 (розширена алгебра Ев-
клiда), де

D = x0∂x0 +
n− 1
n

xb∂xb
− 1
n
vb∂vb .

Випадок 1.3. F
(
�v 2
)

= C, C = const, C �= 0. У цьому випадку
внаслiдок замiни змiнних можна покласти C = 1 або C = −1, тому
ми розглянемо цi випадки окремо.
a) Максимальною алгеброю iнварiантностi системи рiвнянь

L (L�v ) = �v (26)
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є 21-вимiрна алгебра 〈Pµ,Mab, Ra, Za, B1, B2〉, де
Mab = xa∂xb

+ va∂vb ,

Ra = shx0∂xa
+ chx0∂va , Za = chx0∂xa

+ shx0∂va ,

B1 = shx0∂x0 + xachx0∂xa
+ xashx0∂va ,

B2 = chx0∂x0 + xashx0∂xa
+ xachx0∂va .

b) Максимальною алгеброю iнварiантностi системи рiвнянь

L (L�v ) = −�v (27)

є 21-вимiрна алгебра 〈Pµ,Mab, R̃a, Z̃a, B̃1, B̃2〉, де
R̃a = sinx0∂xa

+ cosx0∂va , Z̃a = − cosx0∂xa
+ sinx0∂va ,

B̃1 = sinx0∂x0 + xa cosx0∂xa
− xa sinx0∂va ,

B̃2 = cosx0∂x0 − xa sinx0∂xa
− xa cosx0∂va .

Випадок 1.4. F
(
�v 2
)

= 0. Максимальною алгеброю iнварiантностi
системи рiвнянь

L (L�v ) = 0 (28)

є 21-вимiрна алгебра 〈Pµ,Mab,D0, Ga,Ka, A〉, де
D0 = x0∂x0 − va∂va , Ga = x0∂xa

+ ∂va ,

Ka = (x0)
2
∂xa

+ 2x0∂va , A = (x0)
2
∂x0 + 2x0xa∂xa

+ 2xa∂va .

II. Розглядаємо систему (21) у випадку λ �= 0 (як уже зазначалося,
можна вважати λ = 1), тобто систему рiвнянь

L (L�v ) + L�v = F
(
�v 2
)
�v. (29)

Симетрiйна класифiкацiя системи (29) приводить до 4 принципово
рiзних випадкiв.
Випадок 2.1. F

(
�v 2
)
– довiльна неперервно-диференцiйовна функ-

цiя. Максимальною алгеброю iнварiантностi системи (29) є 7–вимiр-
на алгебра Евклiда AE(1, 3) = 〈Pµ, Jab〉.
Випадок 1.2. F

(
�v 2
)

= C�v 2 −
√

3 + 1
6

, C = const, C �= 0. Макси-
мальною алгеброю iнварiантностi системи рiвнянь

L (L�v ) + L�v =

(
C�v 2 −

√
3 + 1
6

)
�v (30)
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є 8-вимiрна алгебра 〈Pµ, Jab, Q〉, де

Q = exp
(

1√
3
x0

)(
∂x0 −

1√
3
va∂va

)
.

Випадок 2.3. F
(
�v 2
)

= C, C = const, C �= 0. Максимальною алгеб-
рою iнварiантностi системи рiвнянь

L (L�v ) + L�v = C�v (31)

є 19-вимiрна алгебра 〈Pµ,Mab, Y1a, Y2a〉, де
Y1a = exp (αx0) (∂xa

+ α∂va) , Y2a = exp (βx0) (∂xa
+ β∂va) ,

α =
−√

3 − i

2
√

3
, β =

−√
3 + i

2
√

3
.

Випадок 2.4. F
(
�v 2
)

= 0. Максимальною алгеброю iнварiантностi
системи рiвнянь

L (L�v ) + L�v = 0 (32)

є 19-вимiрна алгебра 〈Pµ,Mab, Ga, Ta〉, де
Ta = exp (−x0) (∂xa

− ∂va) .

Таким чином, проведена повна симетрiйна класифiкацiя системи
рiвнянь (21), одержано новi розширення алгебр Евклiда i Галiлея
(див. випадки 1.3, 1.4, 2.3, 2.4). Зауважимо, що при F

(
�v 2
)

= const
система (21) допускає пониження порядку (див. детальнiше [9]).

Автор висловлює подяку ДФФД України (проект № 1.4/356) за
часткову фiнансову пiдтримку цiєї роботи.
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