
Топологiчна еквiвалентнiсть функцiй на поверхнях
Нехай M — гладкий замкнений двовимiрний многовид, f : M → R i g : M → R — гладкi функцiї, тобто {f, g} ⊂

C∞(M, R).

Означення 1. Двi гладкi функцiї f та g на гладкому замкненому многовидi M називаються топологiчно (гладко)
еквiвалентними, якщо iснує гомеоморфiзм (дифеоморфiзм) h : M → M многовиду на себе та гомеоморфiзм (дифео-
морфiзм) l : R → R числової прямої на себе, що зберiгає орiєнтацiю, такi що: l◦f = g◦h. Двi функцiї f та g називаються
право еквiвалентними, якщо iснує дифеоморфiзм h : M → M многовиду на себе, такий що: f = g ◦ h.

Означення 2. Точка x ∈ M називається критичною точкою функцiї f : M → R, якщо диференцiал функцiї f у цiй
точцi рiвний нулю df(x) = 0. Нехай (U, h) —карта в точцi x, h(x) = 0, x1, x2 —локальнi координати. Тодi точка x буде
критичною, якщо ∂f(x)

∂x1
= ∂f(x)

∂x2
= 0. Точки, що не є критичними, називаються регулярними.

Означення 3. Критична точка x ∈ M називається невиродженою, якщо матриця Гесе H =
(

∂2f(x)
∂xi∂xj

)
i, j=1, 2

у деяких
локальних координатах невироджена.

Означення 4. Гладка функцiя f : M → R називається функцiєю Морса, якщо всi її критичнi точки невиродженi.

Лема 1 (Морс). Точка p ∈ M є невиродженою критичною точкою функцiї f тодi i тiльки тодi, коли iснує локальна
система координат x1, x2 в точцi p, в якiй f(x1, x2) = f(p) ± x2

1 ± x2
2.

Наслiдок 1. Всi невиродженi критичнi точки є iзольованими.

Наслiдок 2. Функцiя Морса на компактному многовидi може мати лише скiнченну кiлькiсть критичних точок.

Наслiдок 3. Функцiя на двовимiрному замкненому многовидi може мати невиродженi критичнi точки трьох
типiв: локальний мiнiмум, сiдло, локальний максимум.

Означення 5. Функцiя Морса f , для якої f−1(a) мiстить не бiльше нiж одну критичну точку для довiльного a ∈ R,
називається функцiєю загального положення.

Означення 6. Компоненти зв’язностi f−1(a) називаються шарами.

Означення 7. Двi гладкi функцiї з iзольованими особливостями на поверхнi називаються пошарово еквiвалентними,
якщо iснує гомеоморфiзм поверхнi на себе, який переводить шари однiй функцiї в шари iншої. Двi гладкi функцiї з
iзольованими особливостями на поверхнi називаються оснащено пошарово еквiвалентними, якщо iснує гомеоморфiзм
поверхнi на себе, який переводить шари однiй функцiї в шари iншої зi збереженням напрямку зростання функцiї.

Означення 8. Графом Кронрода–Рiба гладкої функцiї з iзольованими критичними точками на замкненiй поверхнi
називається фактор-простiр M2/ ∼ з ребрами, орiєнтованими у вiдповiдностi до напрямку зростання функцiї, та
з iндукованою топологiєю, де x ∼ y, якщо x та y належать одному шару. Графи Кронрода–Рiба розглядаються з
точнiстю до iзоморфiзму орiєнтованих графiв.

Означення 9. ГрафомКронрода–Рiба функцiї Морса загального положення з нумерацiєю називається граф Кронрода–
Рiба, на множинi вершин якого заданий лiнiйний порядок, що вiдповiдає значенням функцiї у вiдповiдних критичних
точках. Графи Кронрода–Рiба з нумерацiєю розглядаються з точнiстю до iзоморфiзму орiєнтованих графiв, який
зберiгає нумерацiю вершин.

Теорема 1 (Кулiнiч). Двi функцiї Морса загального положення на замкненiй орiєнтовнiй поверхнi топологiчно
еквiвалентнi тодi i тiльки тодi, коли їх графи Кронрода–Рiба з нумерацiєю iзоморфнi.

Задамо довiльним чином на всiх трубках (тобто бiчних поверхнях цилiндрiв, якi складаються з регулярних шарiв
функцiї) орiєнтацiю. Далi задамо орiєнтацiю на всiх сiдлових атомах, якi не є неорiєнтовними сiдловими атомами,
наступним чином. Межа таких сiдлових атомiв складається з трьох компонент зв’язностi (кiл). Двi з них рiвноправнi,
бо значення функцiї на них одночасно бiльшi або меншi за значення функцiї в сiдловiй точцi, а третя вiдрiзняється.
Задамо орiєнтацiю атома згiдно з орiєнтацiєю трубки, що приклеєна до третьою компоненти зв’язностi межi атома.
А поруч iз вершинами графа Кронрода–Рiба, що вiдповiдають таким сiдловим атомам розставимо по два знаки, якi
будуть означати, чи узгоджена орiєнтацiя двох компонент зв’язностi межi атома з орiєнтацiєю трубок, якi приклеєнi
до атома по цим колам.

Означення 10. ГрафомКронрода–Рiба зi знаками функцiї Морса загального положення називається граф Кронрода–
Рiба цiєї функцiї, на кiнцях тих його ребер, якi входять в вершини валентностi три (у випадку, коли два ребра входить,
i одне виходить з цих вершин), i тих ребер, якi виходять з вершин валентностi три (у випадку, коли два ребра
виходять, i одне входить в цi вершини), розставленi знаки за сформульованим вище правилом. Два графи Кронрода–
Рiба зi знаками називаються iзоморфними, якщо вони iзоморфнi як орiєнтованi графи, i iзоморфiзм переводить набiр
знакiв в еквiвалентний. Набори вважаються еквiвалентними, якщо вiд одного до iншого можна перейти за допомогою
скiнченного числа змiни знакiв на обох кiнцях довiльного ребра на протилежнi.
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Якщо поверхня орiєнтовна, то одним iз можливих наборiв знакiв є всi плюси, тому в орiєнтовному випадку знаки
можна не ставити, вважаючи що вiдповiдний граф Кронрода–Рiба зi знаками оснащений лише плюсами.

У випадку графiв Кронрода–Рiба з нумерацiєю вершин оснащення знаками вiдбувається аналогiчно, еквiвален-
тнiсть наборiв знакiв означається так само.

Теорема 2. Двi функцiї Морса загального положення на замкненому двовимiрному многовидi оснащено пошарово
еквiвалентнi тодi i тiльки тодi, коли вiдповiднi їм графи Кронрода–Рiба зi знаками iзоморфнi. Двi функцiї Морса
загального положення на поверхнi топологiчно еквiвалентнi тодi i лише тодi, коли вiдповiднi їм графи Кронрода–
Рiба з нумерацiєю вершин i знаками iзоморфнi.

Теорема 3 (Пришляк). Для кожної iзольованої критичної точки x0 (крiм локального мiнiмуму i максимуму) iснує
окiл, у якому функцiя топологiчно еквiвалентна функцiї Re(x + iy)k для деякого натурального числа k.

Означення 11. Атомом називається окiл P 2 критичного шару, що задається нерiвнiстю c−ε � f � c+ε для досить ма-
лого ε, розшарований на лiнiї рiвня функцiї f i що розглядається з точнiстю до гомеоморфiзму, який шари переводить
в шари. f-Атомом називається пара (P 2, f), що розглядається з точнiстю до оснащеної пошарової еквiвалентностi.

Означення 12. Молекулою функцiї f називається граф, отриманий з поверхнi стягненням шарiв функцiї в точку, в
вершинах якого розташованi атоми вiдповiдних критичних шарiв. Причому вказано взаємно однозначна вiдповiднiсть
мiж граничними колами атома i ребрами графа, що iнцидентнi вершинi, в яку помiщений атом. f-Молекулою функцiї
f називається молекула, ребра якої орiєнтованi згiдно з напрямком зростання функцiї f .

Теорема 4. Гладкi функцiї з iзольованими критичними точками на орiєнтовнiй поверхнi пошарово еквiвалентнi зi
збереженням орiєнтацiї тодi i тiльки тодi, коли вiдповiднi їм молекули еквiвалентнi. Гладкi функцiї з iзольованими
критичними точками на орiєнтовнiй поверхнi оснащено пошарово еквiвалентнi зi збереженням орiєнтацiї тодi i
тiльки тодi, коли вiдповiднi їм f-молекули еквiвалентнi.

Означення 13. fd-Графом називається граф, вершини якого мають валентнiсть 4 i мiстять мiтку-знак, а ребра
орiєнтованi i розфарбованi в два кольори (внутрiшнi i граничнi). Причому, в кожну вершину входить i з кожної
вершини виходить точно по одному ребру кожного кольору, i внутрiшнi ребра утворюють орiєнтованi цикли довжини
kj , j = 1, . . . , n, де n —кiлькiсть критичних точок шара, в околах яких функцiя еквiвалентна Re(x+ iy)kj , j = 1, . . . , n.
Граничним колам вiд’ємних кiлець f-атома вiдповiдають цикли граничних ребер fd-графа. Граничним колам додатних
кiлець f-атома вiдповiдають змiшанi цикли, де внутрiшнi i граничнi ребра чергуються, причому знак вершини визначає
по ребру з якою орiєнтацiєю слiд продовжувати обхiд (якщо плюс, то напрямок наступного ребра повинен спiвпадати з
напрямком попереднього, якщо ж мiнус — то навпаки). Кожне ребро належить точно одному з циклiв, що вiдповiдають
граничним колам додатних кiлець. Еквiвалентнiсть fd-графiв задається iзоморфiзмом, який зберiгає орiєнтацiї ребер i
мiтки вершин, а також операцiєю змiни напрямкiв усiх ребер будь-якого однокольорового циклу з одночасною замiною
знакiв iнцидентних вершин на протилежнi.

Теорема 5. Два f-атоми гладких функцiй з iзольованими критичними точками на поверхнях еквiвалентнi тодi i
лише тодi, коли вiдповiднi fd-графи еквiвалентнi.

Правило задання знакiв. Задамо довiльним чином на всiх трубках (тобто бiчних поверхнях цилiндрiв, якi
складаються з регулярних шарiв функцiї) орiєнтацiю. Далi задамо довiльним чином орiєнтацiю на всiх сiдлових
атомах, якi не є неорiєнтовними сiдловими атомами. I поруч iз кiнцями ребер молекули, якi вiдповiдають граничним
колам таких сiдлових атомiв розставимо по знаку, якi вказують на те, чи узгоджена орiєнтацiя вiдповiдної компоненти
зв’язностi межi атома з орiєнтацiєю трубки, яка приклеєна до атома по цьому колу.

Через довiльний вибiр орiєнтацiї на трубках, розстановка знакiв не буде однозначною. Змiна орiєнтацiї трубки
означає одночасну замiну знакiв на обох кiнцях вiдповiдного ребра на протилежнi. При цьому, якщо на одному з
кiнцiв ребра знака не має (тобто ребро iнцидентне вершиинi, яка вiдповiдає локальному екстремуму або неорiєнтовному
атому), то можна замiнити знак на iншому кiнцi на довiльний. Змiна орiєнтацiї сiдлового атома означає одночасну
замiну знакiв на тих кiнцях ребер, якi iнцидентнi вiдповiднiй вершинi. В орiєнтовному випадку знаки можна не
ставити.

Означення 14. f-Молекулою з нумерацiєю вершин та зi знаками гладкої функцiї з iзольованими критичними точками
називається f-молекула, вершини якої занумерованi згiдно зi значеннями функцiї у вiдповiдних точках, i яка оснащена
знаками у вiдповiдностi до правила задання знакiв.

Означення 15. Двi f-молекули з нумерацiєю вершин та зi знаками називаються iзоморфними, якщо iснує їх гомео-
морфiзм, який продовжується на атоми та зберiгає нумерацiю вершин та еквiвалентнiсть наборiв знакiв, що задається
замiнами, якi вiповiдають змiнам орiєнтацiй трубок або сiдлових атомiв.

Теорема 6. Гладкi функцiї з iзольованими критичними точками на поверхнi топологiчно еквiвалентнi тодi i тiльки
тодi, коли вiдповiднi їм f-молекули з нумерацiєю вершин та зi знаками iзоморфнi.
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