
ФРАКТАЛЬНА РОЗМIРНIСТЬ ГРАФIКIВ НЕПЕРЕРВНИХ

КАНТОРIВСЬКИХ ПРОЕКТОРIВ
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Анотацiя. Неперервнi канторiвськi проектори — це специфiчний клас неперервних нiде не

диференцiйовних функцiй, що був введений у розгляд в роботах [1, 2]. В доповiдi дослiджується

питання про фрактальну розмiрнiсть їх графiкiв.

1. Вступ

Нехай s > 2 i дано вектор Q = ‖ai‖, i = 0, s − 1, елементи якої задовольняють умови ai >

0,
s−1
∑

i=0

ai = 1. Нагадаємо [2, 3], що Q-представленням дiйсного числа x ∈ [0, 1] називається

його подання у виглядi

x = γα1
+

∞
∑

k=2

[

γαk

k−1
∏

j=1

aαj

]

≡ ∆Q
α1α2...αn...,

де αk ∈ N0
s−1 ≡ {0, 1, . . . , s − 1}— цифри числа x, γm =

m−1
∑

i=0

ai. Таке представлення iснує

для всiх чисел з [0, 1], причому деякi мають єдине зображення у виглядi ∆Q
α1α2...αn... (то-

дi такi числа називають Q-iррацiональними), а решта мають два рiзних зображення:

∆Q

α1α2...αn(0) з перiодом 0 та ∆Q

α1α2...[αn−1](s−1) з перiодом s − 1 (такi числа називаються Q-

рацiональними).

З допомогою Q-представлення чисел в роботах [1, 2] означено наступний клас функцiй.

Зафiксуємо вектор Q = ‖ai‖, i = 0, s − 1, ai > 0,
s−1
∑

i=0

ai = 1.

Означення 1. Неперервними канторiвськими проекторами називаються функцiї виду

fp,r(x) =

∞
∑

k=1

βk

2k
≡ ∆2

β1β2...βk..., (1)

де

β1 =

{

p, якщо α1(x) = r

1 − p, якщо α1(x) 6= r,

βk =

{

βk−1, якщо αk(x) = αk−1(x)

1 − βk−1, якщо αk(x) 6= αk−1(x), k > 1,

αk(x) — k-та цифра в Q-зображеннi x, r — фiксований елемент з множини N
0
s−1, p ∈ {0, 1}.

Доведено [1, 2], що: 1) означення 1 коректне в тому смислi, що рiзним Q-зображенням

Q-рацiональних чисел вiдповiдає одне i теж саме значення функцiї; 2) означенi функцiї є

неперервними i нiде не диференцiйовними.
1
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Деякi роботи присвяченi дослiдженню фрактальних властивостей неперервних канто-

рiвських проекторiв [4, 5], а особливо того випадку, коли вектор Q складається з однако-

вих елементiв (тобто аргумент подається s-адичним дробом). Саме для цього типу кан-

торiвських проекторiв доведено [5], що їх графiками є фрактальнi множини з клiтин-

ковою розмiрнiстю αK (Γf) = 2 − logs 2 i розмiрнiстю Хаусдорфа–Безиковича α0 (Γf) =

log2

(

1 + (s − 1)logs 2
)

.

В данiй роботi дослiджується питання про клiтинкову розмiрнiсть означених вище фун-

кцiй.

Основним результатом роботи є:

Теорема 1. Фрактальна клiтинкова розмiрнiсть графiкiв неперервних канторiвських

проекторiв дорiвнює d, де d — єдиний додатнiй корiнь рiвняння
s−1
∑

k=0

ad−1
k = 2.

2. Доведення теореми 1

Для спрощення записiв обмежимось розглядом випадку, коли s = 3; для бiльш загаль-

ного випадку доведення проводиться аналогiчно.

В роботi [5] обґрунтовано специфiчнi самоафiннi властивостi графiкiв неперервних кан-

торiвських проекторiв (рис. 1). На рисунку X0, X1, X2, X3, X4, X5 — графiки функцiй

вiдповiдно f0,0(x), f0,1(x), f0,2(x), f1,0(x), f1,1(x), f1,2(x).
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Рис. 1. Самоафiннiсть графiкiв неперервних канторiвських проекторiв.

Лема 1 ([6, 7]). Нехай E ⊂ R
2, N(ε) — найменша кiлькiсть квадратiв виду [(k−1)ε, kε]×

[(l − 1)ε, lε], k, l ∈ Z, необхiдних для покриття множини E. Якщо iснує границя:

d = lim
ε→0

lg N(ε)

− lg ε
,

то фрактальна клiтинкова розмiрнiсть множини E дорiвнює d.

Нехай NXi(ε) — найменша кiлькiсть квадратiв зi стороною ε, необхiдних для покриття

множини Xi. Нехай також NXi

j (ε) — найменша кiлькiсть квадратiв зi стороною ε, необхi-

дних для покриття множини Xi на цилiндричному вiдрiзку першого рангу ∆Q
j .
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Лема 2. Для кожного ε > 0, i 6= j, мають мiсце спiввiдношення:

∣

∣NXi(ε) − NXj (ε)
∣

∣ <
1

ε
. (2)

Доведення. Передусiм зазначимо, що в силу симетричностi вiдносно прямої y = 1
2

графiкiв

X0 та X3, X1 та X4, X2 та X5, мають мiсце рiвностi NX0(ε) = NX3(ε), NX1(ε) = NX4(ε),

NX2(ε) = NX5(ε) для кожного ε > 0, що не суперечить (2).

Для спрощення доведення нерiвностi (2), розглянемо її для випадку, наприклад, i = 0,

j = 5. Розглянемо графiки цих множин на основi схематичного рисунку 1. На вiдрiзках

[0, a0] та [a0 + a1, 1] графiки цих функцiй повнiстю спiвпадають, i, отже, для їх покриття

на цих вiдрiзках необхiдна однакова кiлькiсть квадратiв. На вiдрiзку [a0, a0 + a1] графiки

вiдрiзняються, але вони симетричнi вiдносно прямої y = 1
2
, тому на цьому вiдрiзку не-

обхiдна також однакова кiлькiсть квадратiв для покриття графiка. Єдине неспiвпадiння

може виявитись для найменшої кiлькостi тих квадратiв, що перетинають прямi x = a0 та

x = a0 + a1. Але їх кiлькiсть не може перевищувати 2 · 1
2ε

= 1
ε
.

Для довiльних i, j доведення проводиться аналогiчно. Лему доведено. �

Аналогiчними мiркуваннями одержуємо таку лему:

Лема 3. Для кожного ε > 0, має мiсце спiввiдношення:

NXi

0 (ε) + NXi

1 (ε) + NXi

2 (ε) − NXi(ε) <
1

ε
.

Нехай здiйснено ефективне покриття множини X0. Для цього використано NX0(ε) ква-

дратiв зi стороною ε. В силу неперервностi графiка X0 цi квадрати можна видiлити

в K(ε) =
⌈

1
ε

⌉

колонок. Занумеруємо цi колонки числами вiд 1 до K(ε) i нехай nj(ε),

j = 1, K(ε) — кiлькiсть квадратiв зi стороною ε, якi мiстяться в j-iй колонцi. Подiємо на

це покриття таким перетворенням: здiйснимо стиск з коефiцiєнтом a0 по горизонталi i 1
2

по

вертикалi. При цьому перетвореннi квадрати зi стороною ε переходять в прямокутники з

шириною a0ε та висотою ε
2
, а j-а колонка (прямокутник з шириною ε i висотою nj(ε) · ε) —

в новий прямокутник з шириною a0ε i висотою
nj(ε)ε

2
. Перейдемо тепер до квадратiв зi сто-

роною a0ε. Для того, щоб покрити j-у колонку, їх необхiдно мiнiмум
⌈

(nj−1)ε

2

⌉

i максимум
⌈njε

2

⌉

. Таким чином, можемо зробити таку оцiнку величини NX0

0 (a0ε):

K(ε)
∑

j=1

nj(ε) − 1

2a0
6

K(ε)
∑

j=1

⌈

(nj(ε) − 1) ε

2a0ε

⌉

6 NX0

0 (a0ε) 6

K(ε)
∑

j=1

⌈

nj(ε)ε

2a0ε

⌉

6

K(ε)
∑

j=1

nj(ε) + 1

2a0
,

звiдки

1

2a0
NX0(ε) −

K(ε)

2a0
=

K(ε)
∑

j=1

nj(ε) − 1

2a0
6 NX0

0 (a0ε) 6

K(ε)
∑

j=1

nj(ε) + 1

2a0
=

1

2a0
NX0(ε) +

K(ε)

2a0
.

Нарештi здiйснимо останню оцiнку:

1

2a0
NX0(ε) −

A

ε
6 NX0

0 (a0ε) 6
1

2a0
NX0(ε) +

B

ε
,
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де A, B — деякi додатнi константи, що залежать вiд a0. Перепишемо останню нерiвнiсть

у такому виглядi:

1

2a0
NX0

(

ε

a0

)

−
A0

ε
6 NX0

0 (ε) 6
1

2a0
NX0

(

ε

a0

)

+
B0

ε
.

Аналогiчними мiркуваннями одержуємо наступнi нерiвностi:

1

2a1

NX4

(

ε

a1

)

−
A1

ε
6 NX0

1 (ε) 6
1

2a1

NX4

(

ε

a1

)

+
B1

ε
,

1

2a2
NX5

(

ε

a2

)

−
A2

ε
6 NX0

2 (ε) 6
1

2a2
NX5

(

ε

a2

)

+
B2

ε
,

де Ai, Bi — деякi фiксованi додатнi числа, що залежать вiд значення ai.

Додамо останнi три подвiйнi нерiвностi i, враховуючи леми 2 i 3, одержуємо:

1

2a0
NX0

(

ε

a0

)

+
1

2a1
NX0

(

ε

a1

)

+
1

2a2
NX0

(

ε

a2

)

−
A

ε
6 NX0 (ε) , (3)

NX0 (ε) 6
1

2a0

NX0

(

ε

a0

)

+
1

2a1

NX0

(

ε

a1

)

+
1

2a2

NX0

(

ε

a2

)

+
B

ε
, (4)

де A, B — деякi фiксованi додатнi константи.

Лема 4. Iснують такi додатнi C1, C2, ε∗, що для будь-якого 0 < ε < ε∗ виконується

нерiвнiсть

C2ε
−d 6 NX0(ε) 6 C1ε

−d, (5)

де d — єдиний додатнiй корiнь рiвняння
s−1
∑

i=0

ad−1
i = 2.

Доведення. Доведення леми складатиметься з двох частин. Спочатку доведемо праву, а

потiм лiву нерiвностi в (5).

В доведеннi леми ми будемо використовувати такi додатковi позначення: amin =

min {a0, a1, . . . , as−1}, amax = max {a0, a1, . . . , as−1}.

1. Оберемо ε0 > 0 i C1 > 0 такими, що нерiвнiсть

NX0(ε) 6 C1ε
−d −

2B

ε
(6)

виконується для всiх ε0 6 ε 6 ε0

amin

. Тодi для amaxε0 6 ε 6 ε0:

ε0 6
amax

ai

ε0 6
ε

ai

6
ε0

ai

6
ε0

amin

,

тобто ε0 6 ε
ai

6 ε0

amin

, i, отже, для таких значень ε нерiвнiсть (6) можна переписати у

виглядi:

NX0

(

ε

ai

)

6 C1

(

ε

ai

)−d

−
2B · ai

ε
.
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Повернемось до нерiвностi (4) для amaxε0 6 ε 6 ε0:

NX0 (ε) 6
1

2a0

NX0

(

ε

a0

)

+
1

2a1

NX0

(

ε

a1

)

+
1

2a2

NX0

(

ε

a2

)

+
B

ε
6

6
1

2a0

(

C1ε
−dad

0 −
2Ba0

ε

)

+
1

2a1

(

C1ε
−dad

1 −
2Ba1

ε

)

+
1

2a2

(

C1ε
−dad

2 −
2Ba2

ε

)

+
B

ε
=

= C1ε
−d

(

1

2
ad−1

0 +
1

2
ad−1

1 +
1

2
ad−1

2

)

−
2B

ε
= C1ε

−d −
2B

ε
.

Таким чином, ми показали, що якщо нерiвнiсть (6) виконується для ε0 6 ε 6 ε0

amin

, то

вона виконується i для amaxε0 6 ε 6 ε0. Позначимо тепер ε1 = amaxε0, тодi для нерiвнiсть

amaxε0 6 ε 6 ε0 можна переписати у виглядi ε1 6 ε 6 ε1

amax
6 ε1

amin

i для ε1 повторити

мiркування, якi проводились для ε0. Продовжимо такi ж мiркування далi, врештi-решт

знаходимо, що нерiвнiсть (6) виконується для всiх ε таких, що (amax)
k
ε0 6 ε 6 ε0

amin

, k ∈ N.

Оскiльки при k → ∞: (amax)
k
ε0 → 0, то стверджуємо, що для всiх ε ∈

(

0, ε0

amin

]

має мiсце:

NX0(ε) 6 C1ε
−d −

2B

ε
< C1ε

−d,

що i доводить праву частину нерiвностi (5).

2. Оскiльки функцiї fp,q(x) нiде не диференцiйовнi [2], то вони є функцiями необмеженої

варiацiї i їх 1-мiрна мiра Хаусдорфа дорiвнює нескiнченностi. Це означає, що lim
ε↓0

NX0(ε)ε =

∞, а значить iснує таке δ0 > 0, що для всiх ε ∈
(

0, δ0
amin

]

:

NX0(ε) · ε > 4A,

де A — константа з (3). Тодi для всiх 0 < C2 6 2Aaminδ
d−1
0 i всiх δ0 6 ε 6 δ0

amin

виконується

нерiвнiсть

NX0(ε) >
2A

ε
+

2A

ε
>

2Aamin

δ0
+

2A

ε
> C2ε

−d +
2A

ε
. (7)

Повторимо тi ж самi мiркування, якi використовувались при доведеннi правої частини

нерiвностi (5), а саме перейдемо до ε ∈ [amaxδ0, δ0]. Тодi δ0 6 ε
ai

6 δ0
amin

i перепишемо

нерiвнiсть (7) у виглядi

NX0

(

ε

ai

)

> C2ε
−dad

i +
2A · ai

ε
.

Знову розглянемо нерiвнiсть (3) для δ0 6 ε
ai

6 δ0
amin

:

NX0 (ε) >
1

2a0
NX0

(

ε

a0

)

+
1

2a1
NX0

(

ε

a1

)

+
1

2a2
NX0

(

ε

a2

)

−
A

ε
>

>
1

2a0

(

C2ε
−dad

0 +
2Aa0

ε

)

+
1

2a1

(

C2ε
−dad

1 +
2Aa1

ε

)

+
1

2a2

(

C2ε
−dad

2 +
2Aa2

ε

)

−
A

ε
=

= C2ε
−d

(

1

2
ad−1

0 +
1

2
ad−1

1 +
1

2
ad−1

2

)

+
2A

ε
= C2ε

−d +
2A

ε
.

Отже, ми показали, що iснують такi δ0 > 0 i C2 > 0, що виконується нерiвнiсть (7) для

ε ∈
[

amaxδ0,
δ0

amin

]

. Позначивши δ1 = amaxδ0 знаходимо, що аналогiчнi мiркування можна
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повторити замiнивши δ0 на δ1. Таким чином, нерiвнiсть (7) має мiсце для ε ∈
[

ak
maxδ0,

δ0
amin

]

,

k ∈ N, а оскiльки ak
max → 0 (при k → ∞), то i для всiх ε ∈

(

0, δ0
amin

]

:

NX0(ε) > C2ε
−d +

2A

ε
> C2ε

−d.

Отже, при ε∗ = min
{

ε0

amin

, δ0
amin

}

має мiсце (5) для всiх ε ∈ (0, ε∗). �

З лем 1 та 4 випливає твердження теореми 1, оскiльки:

lim
ε↓0

lg N(ε)

− lg ε
6 lim

ε↓0

lg C1ε
−d

− lg ε
= d,

lim
ε↓0

lg N(ε)

− lg ε
> lim

ε↓0

lg C2ε
−d

− lg ε
= d,

тобто αK (X0) = lim
ε↓0

lg N(ε)
− lg ε

= d. Теорему доведено.
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