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Анотацiя. Для рiзних послiдовностей дiйсних чисел (an) таких, що
∞
∑

k=1

|ak|
2k < ∞ розгляда-

ються функцiї виду:

f(x) =
∞
∑

k=0

ak+1ϕ(2kx)

2k
,

де ϕ(x) = inf
m∈Z

|x − m|, якi ми називаємо функцiями типу Такаґi–Ван дер Вардена. Дослiджено

(частково) питання про розмiрнiсть Хаусдорфа–Безиковича графiкiв цих функцiй, а також

деякi iншi фрактальнi та арифметичнi властивостi.

Abstract. For different sequences (an) of real numbers such that
∞
∑

k=1

|ak |
2k < ∞ we consider the

next family of functions:

f(x) =

∞
∑

k=0

ak+1ϕ(2kx)

2k
,

where ϕ(x) = inf
m∈Z

|x − m|, which we call the Takagi–Van der Waerden-like functions. We in-

vestigate (partly) the Hausdorff–Besicovitch dimension of its graphs and some other fractal and

arithmetical properties.

1. Вступ

Одним з класичних прикладiв неперервної функцiї без скiнченної похiдної є функцiя,
що була запропонована голландським математиком Б. Л. Ван дер Варденом у 1930 роцi
[1]. Вона задається як сума наступного ряду:

FW (x) =

∞
∑

n=0

1

10n
ϕ(10nx), (1)

де ϕ(x) = inf
m∈Z

|x − m| — вiдстань до найближчого цiлого числа —перiодична з перiодом

1 функцiя, яка на
[

0, 1
2

]

рiвна x, а на
[

1
2
, 1
]

— (1−x). Традицiйно в вiтчизнянiй лiтературi
ця функцiя та певнi її модифiкацiї так i називається — функцiя Ван дер Вардена [2].
Втiм до аналогiчної iдеї побудови неперервних нiде не диференцiйовних функцiй ще у
1903 роцi прийшов японський математик Т. Такаґi [3]. Приклад Такаґi мав вигляд:

FT (x) =

∞
∑

n=0

1

2n
ϕ(2nx). (2)

Беручи останнє до уваги, ми дещо змiнимо традицiї i називатимемо усi функцiї виду

Fb(x) =
∞
∑

n=0

1

bn
inf
m∈Z

|bnx − m| ,

1
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де b — парне, функцiями Такаґi–Ван дер Вардена. Проте в бiльшостi випадкiв, якщо
iнше окремо не зауважено, пiд функцiєю Такаґi–Ван-вер-Вардена ми будемо розумiти
функцiю (2).

Вивченням властивостей цих функцiй займались чимало дослiдникiв. Крiм цього
дослiджувались i бiльш широкi класи функцiй. Одне з узагальнень бере свiй початок
вiд К. Кноппа (1918) [4]. Розглянемо функцiї виду

F (x) =

∞
∑

n=0

anϕ(bnx),

де, як i ранiше, ϕ(x) = inf
m∈Z

|x − m|, a ∈ (0, 1), ab > 1. В роботi [5] доведено, що функцiї

цього класу неперервнi та нiде не диференцiйовнi.
В роботi [6], зокрема, розглядаються фрактальнi властивостi класу функцiй виду:

Fb(x) =
∞
∑

n=0

b−αnΦ(bnx + θn),

де 0 6 θn < 1, b > 1, 0 < α 6 1, Φ(x) — перiодична функцiя з перiодом 1. Автори Р.
Молдiн та С. Вiльямс в цiй працi ввели нову геометричну властивiсть функцiй: опукла
лiпшицева порядку α, i використали це для оцiнок фрактальної розмiрностi графiкiв
описаного класу функцiй та довели, що розмiрнiсть Хаусдорфа–Безиковича функцiї
Такаґi–Ван дер Вардена дорiвнює 1.

Об’єктом дослiдження цiєї роботи є клас функцiй, що був введений в роботах [7, 8].

2. Клас неперервних функцiй

Розглянемо систему функцiй Радемахера:

Rk(x) =

{

1 якщо αk = 0,

−1 якщо αk = 1,

де αk — k-та двiйкова цифра x. Для коректностi такого означення в двiйково-рацiональнiй

точцi x =
n
∑

k=1

αk

2k , покладемо Rm(x) = 0 для всiх m > n. Зафiксуємо довiльну послiдов-

нiсть дiйсних чисел (an)∞n=1 i введемо у розгляд наступну послiдовнiсть функцiй:

Tk(x) = ak ·

x
∫

0

Rk(t)dt.

Об’єктом нашого дослiдження є функцiя, що задається як сума ряду:

f(x) =

∞
∑

k=1

Tk(x). (3)

Дамо геометричну iнтерпретацiю побудови вказаних функцiй. Функцiї Rk(x) та Tk(x)

перiодичнi з перiодом 2−(k−1), причому друга є неперервною на [0, 1] функцiєю, що
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лiнiйна з кутовим коефiцiєнтом (−1)lak на кожному з промiжкiв виду
[

l
2k , l+1

2k

]

, l =

0, 1, . . . , 2k − 1. Тому частковi суми ряду (3)

fn(x) =

n
∑

k=1

Tk(x).

є неперервними функцiями, графiком кожної з яких є ламана, що складається з 2n ла-
нок. Геометрично, графiк функцiї fn+1(x) може бути одержаний з графiка функцiї fn(x)

замiною кожної її лiнiйної ланки на ламану, що складається з двох частин, причому її
початок та кiнець спiвпадають з кiнцями ланки, що замiнюється.

Ми будемо розглядати описаний клас функцiй також з дещо iншої точки зору, а саме,
функцiя (3) може бути представлена у виглядi

f(x) =

∞
∑

n=0

an+1ϕ(2nx)

2n
, (4)

де ϕ(x) = inf
m∈Z

|x − m|, оскiльки
x
∫

0

Rk(t) dt = 1
2k−1 inf

m∈Z

∣

∣2k−1x − m
∣

∣.

Таким чином, кожна нескiнченна послiдовнiсть (an) дiйсних чисел визначає функцiю
f(x) за формулою (3). Для з’ясування умов, коли ряд в (3) рiвномiрно збiжний, вико-
ристаємо наступну ознаку Вейєрштрасса:

Лема 1. Нехай маємо два ряди: функцiональний
∞
∑

k=1

uk(x), членами якого є функцiї

визначенi на множинi E, та числовий
∞
∑

k=1

bk, bk > 0 (k = 1, 2, . . . ). Якщо цей число-

вий ряд збiжний i для кожного k: |uk(x)| 6 bk, то функцiональний ряд абсолютно i
рiвномiрно збiгається на множинi E.

Теорема 1. Якщо послiдовнiсть (an) така, що числовий ряд
∞
∑

k=1

|ak|

2k
(5)

збiжний, то функцiя (3) неперервна на [0, 1].

Доведення. Оцiнимо k-й член функцiонального ряду в (3):

|Tk(x)| = |ak| ·

∣

∣

∣

∣

∣

∣

x
∫

0

Rk(t) dt

∣

∣

∣

∣

∣

∣

6
|ak|

2k
(6)

Отже, з леми 1 слiдує рiвномiрна збiжнiсть ряду в правiй частинi рiвностi (3) за умови,
коли ряд (5) збiжний, а оскiльки всi члени ряду — неперервнi функцiї на [0, 1], то такою
буде i сума ряду. �

Означення 1. Нехай (an) — фiксована послiдовнiсть дiйсних чисел така, що ряд (5) збi-
гається. Функцiю, яка задається формулою (3), називатимемо функцiєю типу Такаґi–
Ван дер Вардена, що визначається послiдовнiстю (an).
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Зауваження 1. Назва зумовлена тим, що у випадку коли всi члени послiдовностi (an)

рiвнi 1, то функцiя (3) є прикладом Такаґi (2). Якщо, наприклад, a2n−1 = 1, a2n = 0, n ∈

N, то f(x) є модифiкованим прикладом функцiї Ван дер Вардена, який розглядається
в [2].
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Рис. 1. Графiки функцiй типу Такаґi–Ван дер Вардена, що вiдповiдають
рiзним послiдовностям: лiворуч для an = 1, n ∈ N; в центрi для an =

(−1)n+1, n ∈ N; праворуч для a2n−1 = 1, a2n = −2, n ∈ N.

Умову нiде не диференцiйовностi функцiї типу Такаґi–Ван дер Вардена f(x), що
визначається послiдовнiстю (an), дає наступна теорема.

Теорема 2 ([8]). Якщо послiдовнiсть (an) така, що lim
n→∞

an 6= 0, то функцiя (3) нiде не

диференцiйовна. Якщо lim
n→∞

an = 0, але
∞
∑

n=1

a2
n = ∞, то функцiя (3) недиференцiйовна

майже скрiзь.

Iншi, бiльш загальнi, диференцiальнi властивостi функцiй вказаного класу дослiдже-
но в [7].

3. Фрактальна розмiрнiсть графiка

Слiдуючи [9], сформулюємо означення клiтинкової розмiрностi та розмiрностi Хаусдорфа–
Безиковича множини.

Клiтинковою розмiрнiстю множини E ⊂ Rn називається число

αK(E) = lim
δ→0

lg Nδ(E)

− lg δ
, (7)

(якщо границя iснує), де Nδ(E) — число n-мiрних кубiв зi стороною δ, якi покривають
E i мають вигляд [m1δ, (m1 + 1)δ] × · · · × [mnδ, (mn + 1)δ], де m1, m2, . . . , mn — цiлi.

Зауважимо, що границя (7) залишається незмiнною, якщо замiсть неперервної змiнної
δ розглянути довiльну фiксовану послiдовнiсть покриттiв множини кубами зi стороною
δn, таких що lim

n→∞
δn = 0 i lim

n→∞

lg δn+1

lg δn
= 1, i розглянути вiдповiдну границю в (7) при

n → ∞.
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Сiм’я пiдмножин (Ei) називається ε-покриттям множини E, якщо E =
∞
⋃

i=1

Ei i дiа-

метр |Ei| < ε для всiх i. Для заданої множини E та довiльного ε > 0 означимо функцiю

mε
α(E) = inf

{

∞
∑

i=1

|Ei|
α :
⋃

i

Ei ⊃ E

}

,

де iнфiмум береться за всiма можливими ε-покриттями множини E. α-мiрною мiрою
Хаусдорфа множини E називається число

Hα(E) = lim
ε↓0

mε
α(E).

Мiра Hα(E), взагалi кажучи, може бути нулем, нескiнченнiстю або додатнiм числом.
Число

α0(E) = sup{α : Hα(E) 6= 0} = inf{α : Hα(E) = 0}

називається розмiрнiстю Хаусдорфа–Безиковича множини E (деякi автори називають
його розмiрнiстю Хаусдорфа множини E).

Для довiльної множини E має мiсце нерiвнiсть:

α0(E) 6 αK(E). (8)

Теорема 3. Якщо послiдовнiсть (an) дiйсних чисел обмежена, то клiтинкова розмiр-
нiсть та розмiрнiсть Хаусдорфа–Безиковича графiка функцiї (3) дорiвнюють 1.

Доведення. Нехай

f(x) =

∞
∑

k=1

Tk(x) =

n
∑

k=1

Tk(x) +

∞
∑

k=n+1

Tk(x),

де Tk(x) = ak ·
x
∫

0

Rk(t) dt i Rk(x) — система функцiй Радемахера.

Спочатку доведемо, що клiтинкова розмiрнiсть графiка дорiвнює 1. З цiєю метою
використаємо покриття графiка функцiї квадратами зi стороною 2−n, n ∈ N.

Зауважимо, що графiком функцiї
n
∑

k=1

Tk(x) є ламана, що складається з 2n ланок,

довжина проекцiй кожної з яких на вiсь Ox дорiвнює 2−n, а на вiсь Oy — не перевищує

число 2−n ·
n
∑

k=1

|ak|.

Згiдно з (6),
∞
∑

k=n+1

Tk(x) 6
∞
∑

k=n+1

|ak |
2k . Таким чином, графiк функцiї f(x) може бути

покритий 2n прямокутниками, сторони якого паралельнi осям координат, iз шириною

2−n та висотою 2−n ·
n
∑

k=1

|ak| +
∞
∑

k=n+1

|ak|
2k .

Перейдемо вiд покриття прямокутниками до покриття квадратами зi стороною δn =

2−n. Нехай Nδn
— найменша кiлькiсть квадратiв зi стороною δn, необхiдних для цього.

Маємо:

N2−n 6 2n ·

2−n ·
n
∑

k=1

|ak| +
∞
∑

k=n+1

|ak |
2k

2−n
+ 2n = 2n ·

(

n
∑

k=1

|ak| +
∞
∑

k=1

|an+k|

2k
+ 1

)

.
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Оскiльки послiдовнiсть (an) обмежена, то iснує таке M > 0, що для всiх k ∈ N: |ak| 6 M .
Маємо:

αK(Γf) = lim
n→∞

lg(N2−n)

− lg 2−n
6 lim

n→∞

lg

(

2n ·

(

n
∑

k=1

|ak| +
∞
∑

k=1

|an+k|

2k + 1

))

lg 2n
6

6 1 + lim
n→∞

lg (Mn + M + 1)

lg 2n
= 1.

(9)

Загальновiдомо, що фрактальна розмiрнiсть (клiтинкова, розмiрнiсть Хаусдорфа–
Безиковича) графiка неперервної функцiї не менша 1. Отже, αK (Γf) = 1. В силу не-
рiвностi (8) стверджуємо, що i розмiрнiсть Хаусдорфа–Безиковича графiка функцiї (3)
дорiвнює 1. �

Наслiдок 1. Розмiрнiсть Хаусдорфа–Безиковича прикладу Такаґi (2) дорiвнює 1.

Наслiдок 2. Розмiрнiсть Хаусдорфа–Безиковича модифiкованої функцiї Ван дер Вар-
дена з [2] дорiвнює 1.

Теорему 3 можна ще бiльше узагальнити, дещо замiнивши умову обмеженостi послi-
довностi (an).

Теорема 4. Нехай послiдовнiсть (an) така, що для кожного q > 1 lim
n→∞

|an|
qn = 0. Тодi

клiтинкова розмiрнiсть та розмiрнiсть Хаусдорфа–Безиковича графiка функцiї (3),
що визначається послiдовнiстю (an), дорiвнюють 1.

Доведення. Умова, що накладається на послiдовнiсть (an), фактично означає, що абсо-
лютнi величини членiв цiєї послiдовностi прямують до нескiнченностi „повiльнiше“, нiж
будь-яка зростаюча показникова функцiя. Це означає, що для кожного q ∈ (1, 2) iснує
своє C > 0 таке, що |an| < C · qn для кожного n.

Розглянемо довiльну спадну послiдовнiсть (qi)
∞
i=1 таку, що qi ∈ (1, 2) i lim

i→∞
qi = 1,

а разом з нею i послiдовнiсть (ci) таку, що |ak| 6 ci · qk
i , але lim

qi→1
lim
k→∞

|ak|

ciq
k
i

= 1. Така

послiдовнiсть (ci) iснує; остання умова лише визначає її певну „мiнiмальнiсть“, i з неї
слiдує, що:

lim
qi→1

lim
k→∞

ci

qk
i

= 0. (10)

Повторивши мiркування, якi використовувались при доведеннi теореми 3, оцiнимо
суми:

n
∑

k=1

|ak| 6

n
∑

k=1

ciq
k
i 6 ci · nqn

i ;

∞
∑

k=1

|an+k|

2k
<

∞
∑

k=1

ciq
n+k
i

2k
= ciq

n
i

∞
∑

k=1

(qi

2

)k

= ciq
n
i ·

qi

2 − qi

.
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Враховуючи, що qi > 1 одержуємо:

αK(Γf) = lim
n→∞

lg(N2−n)

− lg 2−n
6 lim

n→∞

lg

(

2n ·

(

n
∑

k=1

|ak| +
∞
∑

k=1

|an+k|

2k + 1

))

lg 2n
6

6 1 + lim
n→∞

lg
(

cinqn
i + ciq

n
i · qi

2−qi
+ 1
)

lg 2n
=

= 1 + lim
n→∞

lg ci

lg 2n
+ log2 qi.

(11)

Оскiльки послiдовнiсть (qi) спадна, а (ci), очевидно, зростаюча, то продовжимо ланцю-
жок оцiнок перейшовши до границi при qi → 1, врахувавши разом з тим (10):

αK(Γf ) 6 lim
qi→1

(

1 + lim
n→∞

lg ci

lg 2n
+ log2 qi

)

= 1. (12)

Отже, маємо αK(Γf) 6 1, а оскiльки Γf — графiк неперервної функцiї, то αK(Γf) =

α0(Γf ) = 1. �

4. Деякi арифметичнi властивостi

Iз симетрiї графiкiв функцiй Радемахера вiдносно прямої x = 1
2

слiдує i симетричнiсть
графiка функцiї типу Такаґi–Ван дер Вардена вiдносно цiєї прямої, тому f(x) = f(1−x).
Нехай x = ∆α1α2...αn.... Тодi якщо x̄ = ∆ᾱ1ᾱ2...ᾱn..., де ᾱk = 1 − αk, k ∈ N, то f(x) = f(x̄).

Лема 2. Якщо (an) — послiдовнiсть рацiональних чисел, то функцiя типу Такаґi–Ван
дер Вардена (3) вiдображає двiйково-рацiональнi точки в рацiональнi.

Доведення. Скористаємось методом математичної iндукцiї. База iндукцiї: f(0) = f(1) =

0, f(1
2
) = a1

2
— рацiональнi числа.

Нехай твердження леми справедливе для всiх двiйково-рацiональних чисел виду
∆α1α2...αn−1(0). Доведемо, що значення функцiї f(x) в точцi ∆α1α2...αn(0) є також рацiо-
нальним числом.

Маємо:

f
(

∆α1α2...αn(0)

)

=
1

2
f
(

∆α1α2...αn−1(0)

)

+
1

2
f
(

∆α1α2...αn−1(1)

)

+
an

2n
=

=
1

2
f
(

∆α1α2...αn−1(0)

)

+
1

2
f
(

∆ᾱ1ᾱ2...ᾱn−1(0)

)

+
an

2n
.

Число в правiй частинi є рацiональним, отже таким є i f
(

∆α1α2...αn(0)

)

. Таким чином,
образом двiйково-рацiонального числа є число рацiональне. �

Попередню лему в загальному випадку не можна посилити замiнивши слово „двiйково-
рацiональне“ на „рацiональне“. Проте, наклавши додатковi умови на послiдовнiсть (an),
це можна досягнути.

Теорема 5. Нехай (an) — перiодична з перiодом k послiдовнiсть рацiональних чисел,
тобто an+k = an для всiх n. Тодi функцiя (3) вiдображає рацiональнi точки в рацiо-
нальнi.
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Доведення. Якщо x — двiйково-рацiональне число, то те, що f(x) також рацiональне, є
наслiдком леми 2. Нехай x — рацiональне число, що не є двiйково-рацiональним. Тодi
x має перiодичне двiйкове представлення ∆α1...αl(αl+1...αl+p), p > 1.

f(x) =

∞
∑

n=0

an+1 · ϕ(2nx)

2n
=

l−1
∑

n=0

an+1 · ϕ(2nx)

2n
+

∞
∑

n=l

an+1 · ϕ(2nx)

2n
.

Перший доданок правої частини останньої рiвностi є число рацiональне, оскiльки
an+1

2n ∈ Q i функцiя ϕ(x) вiдображає рацiональнi точки в рацiональнi. Розглянемо другий
доданок.
∞
∑

n=l

an+1 · ϕ(2nx)

2n
=

al+1ϕ
(

∆(αl+1...αl+p)

)

2l
+

al+2ϕ
(

∆αl+2...αl+p(αl+1...αl+p)

)

2l+1
+ · · · =

= ϕ
(

∆(αl+1...αl+p)

)

(al+1

2l
+

al+p+1

2l+p
+ . . .

)

+ ϕ
(

∆αl+2...αl+p(αl+1...αl+p)

)

(al+2

2l+1
+

al+p+2

2l+p+1
+ . . .

)

+ · · ·+

+ ϕ
(

∆αl+p(αl+1...αl+p)

)

( al+p

2l+p−1
+

al+2p

2l+2p−1
+ . . .

)

.

З того, що послiдовнiсть (an) є перiодичною, слiдує, що кожну iз p нескiнченних сум
у дужках можна представити у виглядi суми скiнченного числа нескiнченно спадних
геометричних прогресiй з рацiональними знаменниками. Сума кожної такої прогресiї
рацiональна, отже i вся сума є рацiональним числом. �

Теорема 6. Якщо f(x) — функцiя (3), що визначається послiдовнiстю (an), то
1
∫

0

f(x) dx =
∞
∑

k=1

ak

2k+1 .

Доведення. Маємо
1
∫

0

f(x) dx =
1
∫

0

∞
∑

k=1

Tk(x) dx =
∞
∑

k=1

(

1
∫

0

Tk(x) dx

)

=
∞
∑

k=1

1
2
ak2

−k, оскiльки

1
∫

0

Tk(x) dx дорiвнює сумi площ 2k−1 трикутникiв з основою 2−(k−1) i висотою ak

2k . �

5. Глобальнi максимуми та мiнiмуми

В цьому роздiлi ми передусiм розглядатимемо функцiї типу Такаґi–Ван дер Вардена,
що вiдповiдають перiодичним послiдовностям.

Нехай послiдовнiсть (an) стала (a1 6= 0). Тодi, очевидно, функцiя, що вiдповiдає цiй
послiдовностi є a1 ·FT (x), де FT (x) — функцiя (2). Глобальний екстремум функцiї FT (x)

дослiджувався в роботi [10], тому без доведення сформулюємо таку теорему:

Теорема 7. Найбiльше значення функцiї f(x) дорiвнює 2
3
a1. Його функцiя набуває на

множинi точок виду x = ∆2
α1α2...αn..., де α2i−1 + α2i = 1, i ∈ N, причому розмiрнiсть

Хаусдорфа–Безиковича цiєї множини дорiвнює 1
2
.

Розглянемо тепер функцiї, що вiдповiдають послiдовностям виду

a1, a2, a1, a2, . . . , a1 > a2 > 0, ak+2 = ak. (13)

Теорема 8. Найбiльше значення функцiї f(x) дорiвнює 8a1+2a2

15
, причому його функцiя

набуває на множинi точок розмiрностi Хаусдорфа–Безиковича 1
4
, кожна з яких має

вигляд x = ∆2
L1L2...Ln..., де Li — група цифр виду 0110 або 1001 для всiх i ∈ N.
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Доведення. Спочатку доведемо, що f(x) 6 8a1+2a2

15
для всiх x ∈ [0, 1]. Нехай f(x) =

∞
∑

k=1

Tk(x). Розглянемо графiк функцiї T4k+1(x) + T4k+2(x) + T4k+3(x) + T4k+4(x), який

перiодичний з перiодом 2−4k (рис. 2), врахувавши (13). Маємо:

T4k+1(x) + T4k+2(x) + T4k+3(x) + T4k+4(x) 6
a1

24k+1
+

a2

24k+3
, k = 0, 1, . . . .

Тодi f(x) 6
∞
∑

k=0

(

a1

24k+1 + a2

24k+3

)

= 8a1+2a2

15
.

x

y

2−4kO

a12
−(4k+1) + a22

−(4k+3)

a12
−(4k+1)

2−(4k+1)

Рис. 2. Графiк функцiї
4
∑

i=1

T4k+i на вiдрiзку
[

0, 2−4k
]

Покажемо, що якщо x = ∆2
(0110) = 2

5
, то f(x) = 8a1+2a2

15
. Скористаємось формулою (4)

для обчислення значення функцiї:

f(x) = a1ϕ(∆(0110)) +
a2

2
ϕ(∆(1100)) +

a1

22
ϕ(∆(1001)) +

a2

23
ϕ(∆(0011)) + · · · =

= ∆(0110)

(

a1 +
a1

22
+ . . .

)

+ ∆(0011)

(a2

2
+

a2

23
+ . . .

)

=
2

5
·
4a1

3
+

1

5
·
2a2

3
=

8a1 + 2a2

15

(ми використали той факт, що ϕ(∆α1α2...) = ϕ(∆ᾱ1ᾱ2...) = min{∆α1α2..., ∆ᾱ1ᾱ2...}).

Як i ранiше суму
∞
∑

k=1

Tk(x) „розiб’ємо“ по чотири доданки. З графiкiв функцiй

T4k+1(x) + T4k+2(x) + T4k+3(x) + T4k+4(x) (рис. 2) видно, що максимального значення
сума досягає для k = 1 при всiх x ∈ ∆0110

⋃

∆1001; для k = 2 якщо x належить одному
з цилiндричних вiдрiзкiв виду ∆α1α2α3α40110 або ∆α1α2α3α41001 i т. д. Таким чином, су-

ма
8
∑

k=1

Tk(x) приймає максимального значення для всiх x ∈ ∆L1L2
, де Li — одна з груп

цифр 0110 або 1001. Продовжуючи мiркування далi знаходимо, що свого максимального
значення функцiя f(x) досягає в точках виду x = ∆L1L2...LN ....

Нехай E =
{

x = ∆L1L2... : Li = 0110 або 1001
}

. Ця множина є самоподiбною множи-
ною канторiвського типу. Вона складається з двох частин, кожна з яких подiбна до
E з коефiцiєнтом 1

16
. Тодi її розмiрнiсть Хаусдорфа–Безиковича є розв’язком рiвняння

(

1
16

)s
+
(

1
16

)s
= 1, звiдки α0(E) = 1

4
. �
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Розглянемо тепер функцiї, що вiдповiдають послiдовностям виду

a1, a2, a1 − a2, a1, a2, a1 − a2, . . . , a1 > a2 > 0, ak+3 = ak.

Теорема 9. Найбiльше значення функцiї f(x) дорiвнює 4
7
a1. Його функцiя набуває на

множинi точок виду x = ∆2
L1L2...Ln..., де Li — група цифр 011 або 100, причому розмiр-

нiсть Хаусдорфа–Безиковича цiєї множини дорiвнює 1
3
.

Доведення. Iдея доведення аналогiчна до доведення попередньої теореми. Перепишемо

суму f(x) =
∞
∑

k=1

Tk(x) у виглядi

f(x) =

∞
∑

k=0

(T3k+1(x) + T3k+2(x) + T3k+3(x)) (14)

i дослiдимо поведiнку функцiй виду fk(x) = T3k+1(x) + T3k+2(x) + T3k+3(x). Аналiз їх
графiкiв показує, що fk(x) 6 a1

23k+1 . Повернувшись до (14), знаходимо, що f(x) 6 4
7
a1.

Подальшi мiркування цiлком аналогiчнi як i при доведеннi теореми 8. �

Подiбним чином можна дослiджувати iншi функцiї типу Такаґi–Ван дер Вардена, що
вiдповiдають перiодичним послiдовностям. Доведемо таку бiльш загальну теорему.

Теорема 10. Нехай послiдовнiсть (an) перiодична з перiодом t. Якщо iснує таке число

k, що функцiя
kt
∑

i=1

Ti(x) досягає свого максимуму (мiнiмуму) на континуальнiй множи-

нi точок, а для всiх менших k це не виконується, то функцiя f(x) =
∞
∑

i=1

Ti(x) досягає

свого максимуму (мiнiмуму) на множинi точок канторiвського типу, розмiрностi
Хаусдорфа–Безиковича 1

kt
. Якщо ж такого k не iснує, то функцiя досягає свого ма-

ксимуму (мiнiмуму) лише в двох точках, симетричних вiдносно прямої x = 1
2

(або
тiльки в точцi x = 1

2
).

Доведення. Перепишемо суму f(x) =
∞
∑

i=1

Ti(x) у виглядi

f(x) =

∞
∑

i=0

(Tkti+1(x) + Tkti+2(x) + · · ·+ Tkti+kt(x)) . (15)

З умови теореми слiдує, що, по-перше, графiки функцiй
kt
∑

j=1

Tkti+j, i > 0 геометрично

подiбнi мiж собою, i, по-друге, вони досягають свого максимуму (мiнiмуму) на конти-

нуальнiй множинi точок. В силу цього розглянемо лише функцiю
kt
∑

j=1

Tj . Оскiльки її

графiком є ламана, що симетрична вiдносно прямої x = 1
2
, то тодi максимум (мiнi-

мум) досягається рiвно на двох вiдрiзках довжиною 2−kt (бiльше не може бути в силу

специфiки цiєї ламаної — для кожної функцiї виду
n
∑

j=1

Tj рiвно два вiдрiзки „вищi“ за

iншi).
Таким чином, маємо алгоритм побудови чисел, в яких функцiя досягає свого макси-

муму (мiнiмуму). Дiлимо вiдрiзок на 2−kt рiвних частин, вилучаємо усi вiдрiзки, крiм
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двох, над якими виконуємо тi ж самi дiї i т.д. до нескiнченностi. Залишкова множина
є множиною канторiвського типу, i на нiй функцiя досягає свого максимального (мi-
нiмального) значення. Її розмiрнiсть Хаусдорфа–Безиковича спiвпадає з самоподiбною
розмiрнiстю i дорiвнює кореню рiвняння 2−ktx + 2−ktx = 1, тобто 1

kt
.

Якщо ж не iснує такого числа k, то це означає, що кожна функцiя виду
n
∑

i=1

Ti досягає

свого максимуму (мiнiмуму) в двох точках, симетричних вiдносно прямої x = 1
2

(або

тiльки в точцi x = 1
2
), а значить аналогiчний висновок стосується i функцiї

∞
∑

i=1

Ti. �
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