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1. Вступ

Дослiдження фрактальних об’єктiв на предмет обчислення їх фрактальної розмiрностi

(клiтинкової, Хаусдорфа–Безиковича, Хаусдорфа–Бiллiнгслi та iн.) сьогоднi є актуальною

проблемою фрактального аналiзу. Особливої уваги завжди заслуговували в цьому питан-

нi самоподiбнi та самоафiннi множини, оскiльки вони є зручними для вивчення. Проте,

незважаючи на значний прогрес у вивченнi фрактальних властивостей таких об’єктiв, го-

ворити про те, що задача обчислення розмiрностi таких множин є розв’язаною, поки що

не доводиться. Це ж стосується i фрактальних неперервних функцiй. Бiльше того, клас

добре вивчених самоафiнних множин в базових роботах [1, 4, 5] не мiстить неперервних

функцiй. Найбiльш продуктивною в цьому планi є робота [3], де дослiджуються фракталь-

нi властивостi так званих афiнно-iнварiантних множин, якi серед iншого мiстять i досить

широкий клас неперервних функцiй.

2. Клас неперервних функцiй

В роботах [7, 10] дослiджується один клас функцiй, який формально просто задається

за допомогою перетворень цифр аргументу. Такi функцiї названо канторiвськими прое-

кторами. В цих роботах бiльша увага придiляється неперервним функцiям з цього класу,

а в роботi [8] окрiм iншого дослiджуються i фрактальнi властивостi однiєї функцiї з цього

класу. Вона означається наступним чином:

y = f(x) =

∞∑

k=1

βk

2k
≡ ∆2

β1β2...βk...,

де

β1 =

{

0, якщо α1(x) = 0

1, якщо α1(x) 6= 0,

βk =

{

βk−1, якщо αk(x) = αk−1(x)

1 − βk−1, якщо αk(x) 6= αk−1(x), k > 1,

αk(x) — k-та трiйкова цифра x. Фрактальнi властивостi цiєї функцiї, як i всього класу непе-

рервних канторiвських проекторiв, вiдносно добре вивченi [8, 6]. Доведено, що вищеозначе-

на функцiя є неперервною та нiде не диференцiйовною, графiк якої є фрактальною множи-

ною з клiтинковою розмiрнiстю αK (Γf ) = 2− log3 2 i розмiрнiстю Хаусдорфа–Безиковича

α0 (Γf) = log2

(
1 + 2log3 2

)
. Ми ж розглянемо iнший клас функцiй f

(q)
i (x) : [0, 1] → [0, 1],

який, однак, мiстить дану нiде не диференцiйовну функцiю.
1
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Нехай s > 2 i дано „вектор“ Q = ‖qi‖, i = 0, s − 1, елементи якої задовольняють умови

qi > 0,
s−1∑

i=0

qi = 1. Нагадаємо [9], що Q-представленням дiйсного числа x ∈ [0; 1] називається

його розклад у виглядi

x = γα1
+

∞∑

k=2

[

γαk

k−1∏

j=1

qαj

]

≡ ∆Q
α1α2...αn...,

де γm =
m−1∑

i=0

qi, αk ∈ N0
s−1. Деякi точки мають по два рiзних представлення (з перiодом 0 та

s− 1) i називаються Q-рацiональними, решта — єдине, i називаються Q-iррацiональними.

Нехай Q = {q, 1 − q}, q ∈
[

1
3
; 2

3

]
i для трiйкового представлення аргумента x = ∆3

α1α2...αk ...

значення функцiї має наступний Q-розклад:

y = f
(q)
i (x) = γβ1

+
∞∑

k=2

[

γβk

k−1∏

j=1

qβj

]

≡ ∆Q
β1β2...βk..., (1)

де γ0 = 0, γ1 = q, q0 = q, q1 = 1 − q, i ∈ {0, 1, 2, 3, 4, 5}, причому

β1 =

{[
i
3

]
, якщо α1(x) = i

1 −
[

i
3

]
, якщо α1(x) 6= i,

(тут пiд [x] розумiється найбiльше цiле число, яке не перевищує x),

βk =

{

βk−1, якщо αk(x) = αk−1(x)

1 − βk−1, якщо αk(x) 6= αk−1(x), k > 1.

Спочатку обґрунтуємо коректнiсть так означених функцiй. Для цього покажемо, що

рiзнi трiйковi зображення одного i того ж трiйково-рацiонального аргумента дають одне

i те ж значення функцiї. Нехай

x = ∆3
α1α2...αk(0), x∗ = ∆3

α1α2...(αk−1)(2), αk 6= 0.

Доведемо, що y = f
(q)
i (x) = f

(q)
i (x∗) = y∗.

Оскiльки αk 6= 0, то αk−1 ∈ {0; 1}. З означення функцiй видно, що Q-зображення чисел

y та y∗ такi, що мають мiсце рiвностi:






βi(y) = βi(y
∗), i = 1, k − 1,

βk+j(y) = 1 − βk(y), j ∈ N,

βk+j(y
∗) = 1 − βk(y

∗), j ∈ N.

Можливi наступнi випадки

1.

{

αk−1 = αk,

αk−1 6= αk − 1;
2.

{

αk−1 6= αk,

αk−1 = αk − 1;
3.

{

αk−1 6= αk,

αk−1 6= αk − 1,

i для кожного з них мiркування проведемо окремо.

У випадку 1:
{

βk(y) = βk−1(y) ⇒ βk+j(y) = 1 − βk−1(y), ∀j ∈ N,

βk(y
∗) = 1 − βk−1(y

∗) ⇒ βk+j(y
∗) = βk−1(y), ∀j ∈ N.
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Тодi

y − y∗ =
∞∑

i=k

[

γβi(y)

i−1∏

j=1

qβj(y) − γβi(y∗)

i−1∏

j=1

qβj(y∗)

]

=

=
k−1∏

j=1

qβj(y) ·
(

γβk(y) − γβk(y∗) +
∞∑

i=1

(

γβk+i(y)

i−1∏

j=0

qβk+j(y) − γβk+i(y∗)

i−1∏

j=0

qβk+j(y∗)

))

=

=
k−1∏

j=1

qβj(y) ·
(

γβk−1(y) − γ1−βk−1(y) + γ1−βk−1(y)

∞∑

i=1

qβk−1(y)q
i−1
1−βk−1(y)−

− γβk−1(y)

∞∑

i=1

q1−βk−1(y)q
i−1
βk−1(y)

)

=

=
k−1∏

j=1

qβj(y) ·
(

γβk−1(y) − γ1−βk−1(y) +
γ1−βk−1(y)qβk−1(y)

1 − q1−βk−1(y)

− γβk−1(y)q1−βk−1(y)

1 − qβk−1(y)

)

=

=
k−1∏

j=1

qβj(y) ·
(

γβk−1(y) − γ1−βk−1(y) +
γ1−βk−1(y)qβk−1(y)

qβk−1(y)

− γβk−1(y)q1−βk−1(y)

q1−βk−1(y)

)

= 0.

Випадок 2 розглядається аналогiчно i, очевидно, також приводить до рiвностi y = y∗.

Якщо має мiсце випадок 3, то
{

βk(y) = 1 − βk−1(y) ⇒ βk+j(y) = βk−1(y), ∀j ∈ N,

βk(y
∗) = 1 − βk−1(y

∗) ⇒ βk+j(y
∗) = βk−1(y), ∀j ∈ N,

звiдки досить очевидно, що y = y∗. Таким чином, функцiї означенi коректно.

3. Диференцiальнi властивостi дослiджуваних функцiй

Теорема 1. Функцiї f
(q)
i (x) неперервнi в кожнiй точцi вiдрiзка [0; 1].

Доведення. Нехай x0 — довiльна точка вiдрiзка [0; 1]. Для доведення неперервностi функцiї

f
(q)
i (x) в точцi x0 досить показати, що lim

x→x0

|f(x) − f(x0)| = 0.

Спочатку розглянемо випадок, коли x0 — трiйково-iррацiональна точка. Для довiльного

x ∈ [0; 1] iснує m = m(x) таке, що
{

αi(x) = αi(x0), i = 1, m − 1,

αm(x) 6= αm(x0);

причому умова x → x0 рiвносильна умовi m → ∞. Тодi

|f(x) − f(x0)| =

∣
∣
∣
∣
∣

∞∑

i=m

[

γβi(y)

i−1∏

j=1

qβj(y) − γβi(y0)

i−1∏

j=1

qβj(y0)

]∣
∣
∣
∣
∣
6

6

∞∑

i=m

∣
∣
∣
∣
∣
γβi(y)

i−1∏

j=1

qβj(y) − γβi(y0)

i−1∏

j=1

qβj(y0)

∣
∣
∣
∣
∣
6

∞∑

i=m

∣
∣
∣
∣
∣
γβi(y)

i−1∏

j=1

qβj(y)

∣
∣
∣
∣
∣
6

6 q

m−1∏

j=1

qβj(y) ·
∞∑

j=0

(max{q, 1 − q})j = q

m−1∏

j=1

qβj(y) ·
1

min{q, 1 − q} → 0 (m → ∞),
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де y = f(x), y0 = f0(x). Отже, f(x) неперервна в трiйково-iррацiональних точках.

Нехай тепер x0 — трiйково-рацiональне число, тобто

x0 ≡ ∆α1α2...αk(0), αk 6= 0.

Доведемо, що f(x) неперервна злiва i неперервна справа в точцi x0. Для доведення не-

перервностi злiва досить використати трiйкове представлення x0, що мiстить перiод (2),

а неперервностi справа — трiйкове представлення x0, яке мiсить перiод (0), i повторити

мiркування, якi проводились для трiйково-iррацiональної точки. �

Теорема 2. Функцiї f
(q)
i (x) при q ∈

[
1
3
; 2

3

]
нiде не диференцiйовнi.

Доведення. Нехай i та q фiксованi i f(x) = f
(q)
i (x). Спочатку покажемо, що f ′(x0) не iснує,

якщо трiйкове представлення точки x0 має простий перiод (τ), тобто

x0 = ∆α1α2...αk(τ), αk 6= τ.

Розглянемо послiдовнiсть (xm), для якої

xm = ∆α1α2...αk τ ...τ
︸︷︷︸

m

cτ , c ∈ {0; 1; 2} \ {τ} .

Очевидно, що xm → x0 (m → ∞) i

x0 − xm = (τ − c) · 3−(k+m+1),

f(x0) = ∆Q

β1β2...βk(1−βk)(1−βk)...,

f(xm) = ∆Q

β1β2...βk (1−βk)...(1−βk)
︸ ︷︷ ︸

m

βk(1−βk)....

Маємо:

f(x0) − f(xm) =
∞∑

i=k+m+1

[

γ1−βk

i−1∏

j=1

qβj

]

−
(

γβk

k+m∏

j=1

qβj
+

∞∑

i=k+m+2

[

γ1−βk

i−1∏

j=1

qβj
· qβk

q1−βk

])

=

= γ1−βk

k+m∏

j=1

qβj

∞∑

i=0

qi
1−βk

− γβk

k+m∏

j=1

qβj
− γ1−βk

k+m∏

j=1

qβj

qβk

q1−βk

∞∑

i=1

qi
1−βk

=

=
γ1−βk

q1−βk
− γβk

qβk

k+m∏

j=1

qβj
= C ·

k+m∏

j=1

qβj
,

де

C =

{

(1 − q), якщо βk = 0,
q

q−1
, якщо βk = 1.

Тодi для q ∈
(

1
3
; 2

3

)
:

f(x0) − f(xm)

x0 − xm

=

C ·
k+m∏

j=1

qβj

(τ − c) · 3−(k+m+1)
>

3C

(τ − c)
· min{q, 1 − q}k+m3k+m =

=
3C

(τ − c)
· min{3q, 3(1 − q)}k+m →

{

∞, якщо βk = 0

−∞, якщо βk = 1,
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якщо τ > c i навпаки, якщо τ < c (при m → ∞), оскiльки min{3q, 3(1− q)} > 1.

У випадку, коли q = 1
3

одержуємо:

lim
m→∞

f(x0) − f(xm)

x0 − xm

= lim
m→∞

C ·
k∏

j=1

qβj
· qm

1−βk

(τ − c) · 3−(k+m+1)
=

=







∞, якщо βk = 0

3q·
k

Q

j=1

3qβj

(τ−c)(q−1)
, якщо βk = 1

Рiвнiсть границi нескiнченностi у випадку, коли βk = 0 свiдчить про недиференцiйов-

нiсть функцiї в точцi, трiйкове зображення якої мiстить перiод (1). Умова βk = 1 вiдповiдає

трiйково-рацiональнiй точцi x0. Взявши спочатку c = 1, а потiм c = 2 дiстаємо рiзнi значе-

ння останньої границi, що свiдчить про недиференцiйовнiть функцiї в точцi x0. Доведення

для q = 2
3

проводиться аналогiчно.

Нехай x0 = ∆3
α1α2...αk... — довiльне трiйково-iррацiональне число. Тодi iснує нескiнченна

послiдовнiсть (mk) така, що αmk−1 6= αmk
. Розглянемо наступну послiдовнiсть (xk), яка

задовольняє рiвностi:

αi(xk) = αi(x0), для i = 1, mk − 1,

а для i > mk:
{

αi(xk) = αi−1(xk), якщо αi(x0) = αi−1(x0),

αi(xk) = |1 − αi(xk)| , якщо αi(x0) 6= αi−1(x0)

(пiд αi(xk) розумiється i-а цифра трiйкового представлення числа xk). Очевидно, що xk →
x0 при k → ∞ i f(xk) = f(x0) для кожного k. Таким чином, якщо похiдна функцiї в точцi

x0 iснує, то вона дорiвнює нулю.

Далi скористаємось такою лемою, яку легко довести:

Лема 1. Нехай g(x) — деяка функцiя дiйсної змiнної визначена на [0, 1]. Нехай x0 ∈ [0, 1]

i (x′

k) i (x′′

k) — двi послiдовностi дiйсних чисел такi, що x′

k 6 x0 6 x′′

k для кожного k i

lim
k→∞

x′

k = x0, lim
k→∞

x′′

k = x0. Якщо g(x) диференцiйовна в точцi x0 ∈ [0, 1], то

lim
k→∞

g(x′′

k) − g(x′

k)

x′′

k − x′

k

= g′(x0).

Для кожного k розглянемо три числа: xk,0 = ∆α1...αk(0), xk,1 = ∆α1...αk(1), xk,2 = ∆α1...αk(2).

Легко бачити, виходячи з означення (1), що значення функцiї f(x) в цих точках, по-перше,

є Q-рацiональними числами, i, по-друге, в деяких двох з цих точок (залежно вiд того, яки-

ми є цифри α1 . . . αk) спiвпадають. Тодi якими б не були числа xk,0, xk,1, xk,2 завжди iснує

вiдрiзок з кiнцями в цих точках, якому, з одного боку, належить точка x0, а з iншого —

дослiджувана функцiя на кiнцях вiдрiзка набуває рiзних значень. Позначимо такий вiд-

рiзок через [xk,p; xk,q], p ∈ {0; 1}, q ∈ {1; 2}. Нехай (x′

k) — послiдовнiсть лiвих кiнцiв таких

вiдрiзкiв, (x′′

k) — послiдовнiсть їх правих кiнцiв, k ∈ N. Очевидно, що послiдовностi (x′

k)
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та (x′′

k) задовольняють умову леми 1. Складемо границю:

lim
k→∞

|f(x′′

k) − f(x′

k)|
x′′

k − x′

k

= lim
k→∞

∣
∣∆β1...βk(βk) − ∆β1...βk(1−βk)

∣
∣

x′′

k − x′

k

= lim
k→∞

k∏

j=1

qβk

x′′

k − x′

k

>

> lim
k→∞

k∏

j=1

qβk

3−k
> lim

k→∞

min{3q, 3(1 − q)}k > 1,

що суперечить доведеному попереду, що значення похiдної може бути лише нулем. Таким

чином, функцiя f(x) в трiйково-iррацiональних точках не має нi скiнченної, нi нескiнченної

похiдної. �

4. Самоафiннiсть дослiджуваних функцiй

Позначимо графiки функцiй f
(q)
i (x) через Xi. Аналiз зв’язку мiж трiйковими зображе-

ннями аргументу i Q-зображеннями значень функцiй приводить до наступної структури

множин Xi (рис. 1). Вони конструюються за допомогою афiнних вiдображень одиничного

квадрата у прямокутники шириною 1
3

i висотою q або 1 − q, з кожним з яких робляться

перетворення так, як показано на рисунку 1.
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Рис. 1. Структура графiкiв функцiй f
(q)
i (x).

5. Фрактальнi властивостi дослiджуваних функцiй

Слiдуючи [2], сформулюємо означення клiтинкової розмiрностi множини.

Нижньою та верхньою клiтинковою розмiрнiстю множини F простору R
n називаю-

ться вiдповiдно

αK = lim
k→∞

lg Nδ(F )

− lg δ
, αK = lim

k→∞

lg Nδ(F )

− lg δ
,
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а клiтинковою розмiрнiстю (розмiрнiстю Мiнковського) називається число

αK = lim
k→∞

lg Nδ(F )

− lg δ
,

(якщо остання границя iснує), де Nδ(F ) — число n-мiрних кубiв зi стороною δ виду

[m1δ, (m1 + 1)δ] × · · · × [mnδ, (mn + 1)δ], де m1, m2, . . . , mn — цiлi, якi перетинають F .

Теорема 3. 1) Якщо y0 — Q-рацiональне число вiдрiзка [0; 1], то множина f−1(y0) є скiн-

ченною, а отже, α0 (f−1(y0)) = 0.

2) Фрактальна розмiрнiсть множини прообразiв Q-iррацiонального значення y0 обчислю-

ється за формулою

α0

(
f−1(y0)

)
= B log3 2,

де B = lim
k→∞

dk

k
, dk — кiлькiсть пар послiдовних цифр Q-зображення числа y0 (до k-го

мiсця включно), в яких компоненти рiзнi.

Доведення проводиться аналогiчно як i в роботi [8] (теорема 5).

Теорема 4. Фрактальна клiтинкова розмiрнiсть графiкiв функцiй f
(q)
i (x) дорiвнює

αK
(
Γfq

)
= 1 + log3

1 +
√

1 + 12q(1 − q)

2
. (2)

Доведення. Казатимемо, що множини X0, X1, X2 належать класу K1, а множини X3, X4,

X5 — класу K2. Очевидно, що усi множини класiв Ki мають однакову фрактальну клiтин-

кову розмiрнiсть αK
i , оскiльки для їх покриття необхiдна однакова кiлькiсть квадратiв зi

стороною 3−k.

Для доведення твердження теореми слiд побудувати клас покриттiв графiка функцiї

квадратами, визначити найменшу кiлькiсть квадратiв, необхiдних для цього, i скориста-

тись формулою розмiрностi Мiнковського. Розглянемо покриття графiка функцiї квадра-

тами зi стороною 3−k, k ∈ N.

Доведемо спочатку таку допомiжну лему:

Лема 2. Нехай найменша кiлькiсть квадратiв зi стороною 3−k, необхiдних для покри-

ття множини Xi, дорiвнює Nk, а найменша кiлькiсть квадратiв зi стороною 3−(k+1),

необхiдних для покриття множини X∗

i =
{(

x
3
, ay
)

: (x, y) ∈ Xi

}
, a ∈

[
1
3
; 2

3

]
, дорiвнює

N∗

k+1. Тодi lim
k→∞

N∗

k+1 = 3a · lim
k→∞

Nk.

Доведення. Спочатку припустимо, що a ∈
(

1
3
; 2

3

)
.

Розглянемо одиничний квадрат [0, 1]× [0, 1] i множину Xi. Проведемо 3k−1 вертикальнi

прямi, якi розiб’ють одиничний квадрат на 3k однакових прямокутникiв зi сторонами 3−k

i 1. Очевидно, що множина Xi з кожним таким прямокутником має непорожнiй перерiз.

Занумеруємо прямокутники злiва направо числами вiд 0 до 3k − 1 i позначимо через nl —

найменшу кiлькiсть квадратiв зi стороною 3−k, необхiдних для покриття Xi, i якi належать

l-му прямокутнику Rl. Оскiльки кожна з множин Xi є графiком неперервної функцiї,

то в кожному прямокутнику Rl квадрати, якими здiйснюється покриття, мають спiльну

сторону. Нехай VRl
= sup

x1,x2∈[ l

3k
; l+1

3k ]
{f (q)

i (x1)−f
(q)
i (x2)} — розмах функцiї f

(q)
i в прямокутнику
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Rl. Очевидно, що nl =
⌈

VRl

3−k

⌉

= dVRl
3ke (тут пiд dxe розумiється „округлення зверху“, тобто

найменше число, яке не менше за x). Зауважимо, що при збiльшеннi k прямокутники зi

сторонами VRl
i 3−k, якi покривають множину Xi, стають „вузькими“, тобто вiдношення

висоти до ширини кожного такого прямокутника прямує до нескiнченностi, i тому кожне

nl → ∞ при k → ∞. Справдi, це слiдує з того, що VRl
= ap(1 − a)k−p > (min{a, 1 − a})k >

(
1
3

)k
. Таким чином, nl = VRl

3k + εl, де εl ∈ [0; 1). Тодi Nk =
3k

−1∑

l=0

nl =
3k

−1∑

l=0

(
VRl

3k + εl

)
. Але

оскiльки
3k

−1∑

l=0

εl прямує до нескiнченностi значно повiльнiше, нiж
3k

−1∑

l=0

VRl
3k, то lim

k→∞

Nk =

lim
k→∞

3k
−1∑

l=0

VRl
3k.

Розглянемо тепер множину X∗

i , яка одержується з Xi стиском в 3 рази по горизонталi i в

a−1 по вертикалi. Аналогiчним чином розiб’ємо прямокутник
[
0, 1

3

]
× [0, a] на 3k однакових

прямокутника зi сторонами 1
3k+1 i a. Кожному прямокутнику Rl множини Xi вiдповiда-

тиме прямокутник R∗

l множини X∗

i . Розмах функцiї в прямокутнику R∗

l дорiвнює a · VRl
.

Тодi найменша кiлькiсть квадратiв зi стороною 3−(k+1), необхiдних для покриття множини

X∗

i

⋂
R∗

l , дорiвнює

n∗

l =

⌈
a · VRl

3−(k+1)

⌉

=
⌈
3a · VRl

3k
⌉

= 3a · VRl
3k + ε∗l ,

де ε∗l ∈ [0; 1). Тодi: N∗

k+1 =
3k

−1∑

l=0

n∗

l = 3a ·
3k

−1∑

l=0

nl +
3k

−1∑

l=0

ε∗l → 3a ·Nk при k → ∞ оскiльки
3k

−1∑

l=0

ε∗l

прямує до нескiнченностi значно повiльнiше, нiж 3a ·
3k

−1∑

l=0

nl, що i доводить твердження

леми.

У випадку, коли a = 1
3

та a = 2
3
, твердження леми стає очевидним з урахуванням

попереднiх мiркувань та зауваживши, що в цьому випадку усi εl та ε∗l рiвнi 0 для кожного

k ∈ N. �

Позначимо через Nk та Mk найменшу кiлькiсть квадратiв зi стороною 3−k, необхiдних

для покриття множин класiв K1 i K2 вiдповiдно. Тодi iз структури цих множин (рис. 1)

та з леми 2 слiдує, що при k → ∞ виконуються рiвностi:
{

Nk = 3q · Nk−1 + 3(1 − q)Mk−1 + 3(1 − q)Mk−1,

Mk = 3(1 − q)Mk−1 + 3q · Nk−1 + 3q · Nk−1;

{

Nk = 3q · Nk−1 + 6(1 − q)Mk−1,

Mk = 3(1 − q)Mk−1 + 6q · Nk−1.

Маємо систему рiзницевих рiвнянь. З її першого рiвняння слiдує, що Mk =
Nk+1−3q·Nk

6(1−q)
. З

iншого боку, помноживши друге рiвняння системи на −2 i додавши до першого знаходимо,

що Mk =
Nk+9q·Nk−1

2
. Прирiвнявши одержанi вирази дiстаємо:

Nk+1 − 3q · Nk − 27q(1 − q)Nk−1 = 0. (3)
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Характеристичне рiвняння цього рiзницевого рiвняння:

λ2 − 3λ − 27q(1 − q) = 0

має два дiйсних коренi λ1 =
3+3

√
1+12q(1−q)

2
, λ2 =

3−3
√

1+12q(1−q)

2
. Таким чином, загальний

розв’язок рiвняння (3) має вигляд:

Nk = C1

(

3 + 3
√

1 + 12q(1 − q)

2

)k

+ C2

(

3 − 3
√

1 + 12q(1 − q)

2

)k

.

Оскiльки |λ1| > |λ2| незалежно вiд q, то lim
k→∞

Nk

C1λk
1

= 1. Тодi

αK(K1) = lim
k→∞

lg Nk

− lg 3−k
= lim

k→∞

lg(C1λ
k
1)

lg 3k
= log3

3 + 3
√

1 + 12q(1 − q)

2
.

Аналогiчно знаходимо, що послiдовнiсть Mk повинна задовольняти наступне рiзницеве

рiвняння:

Mk+1 − 3q · Mk − 27q(1 − q)Mk−1 = 0,

що i приводить до такого ж результату клiтинкової розмiрностi графiкiв функцiй класу

K2. �
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