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ПЕРЕЛIК УМОВНИХ ПОЗНАЧЕНЬ

∂x оператор диференцiювання за змiнною x

∂i, ∂xi оператор диференцiювання за змiнною xi

Dx оператор повного диференцiювання за змiнною x

Di, Dxi оператор повного диференцiювання за змiнною xi

2 оператор Даламбера
εµνρσ абсолютно симетричний одиничний тензор
[X, Y ] комутатор операторiв X та Y
B вектор магнiтного поля
E вектор електричного поля
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Вступ

Актуальнiсть теми. Переважна бiльшiсть реальних фiзичних систем
мають тi чи iншi властивостi регулярностi чи симетрiї. Тому природньо,
що диференцiальнi рiвняння, якi вивчаються в математичнiй фiзицi та
моделюють реальнi фiзичнi процеси, зазвичай також мають широку си-
метрiю. Бiльш того, наявнiсть широкої симетрiї може бути одним з кри-
терiїв вибору оптимальної математичної моделi серед деякої множини
рiвнянь.

Норвежський математик Софус Лi [64, 66] розробив основи апарату
неперервних груп перетворень, який використовується для симетрiйно-
го аналiзу диференцiальних рiвнянь як звичайних, так i з частинними
похiдними. Первинною метою Лi було створення теорiї iнтегрування ди-
ференцiальних рiвнянь, аналогiчної теорiї Абеля для алгебраїчних рiв-
нянь. Проте, роль симетрiї диференцiальних рiвнянь виявляється значно
бiльш широкою. Вивчення груп перетворень, вiдносно яких iнварiант-
на фiзична система, дозволяє отримати важливу iнформацiю про сис-
тему без розв’язку описуючих її рiвнянь. Знання групи, яку допускає
рiвняння або система рiвнянь, дозволяє приводити їх до бiльш зручного
для розв’язку вигляду, знаходити закони збереження, будувати сiмейства
розв’язкiв за одним вiдомим розв’язком. Особливу актуальнiсть методи
симетрiйного аналiзу набувають для нелiнiйних рiвнянь, до яких важко
або неможливо застосувати класичнi методи математичної фiзики.

Роботи С. Лi та його учнiв поклали початок регулярному викорис-
танню методу симетрiйної редукцiї для розв’язування диференцiаль-
них рiвнянь з частинними похiдними. Подальший розвиток теоретико-
групових методiв продовжили Г. Бiркгоф [3], Л.I. Сєдов [20], Н.Х. Iбра-
гiмов [1,6–8,36,37], Л.В. Овсяннiков [15–17], П. Вiнтернiтц [86,87], Д. Блу-
мен, Ю. Коул [32, 33] та iншi. Саме Л.В. Овсяннiков запропонував наз-
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вати цей важливий напрямок в математичнiй фiзицi “Груповий аналiз
диференцiальних рiвнянь”. Значний вклад в розвиток групового аналiзу
диференцiальних рiвнянь внесли i такi вiтчизнянi вченi, як В.I. Фущич
та його учнi — А.Г. Нiкiтiн, Р.З. Жданов, Л.Ф. Баранник, М.I. Сєров,
Р.О. Попович та iншi [22–27,50–53].

На сьогоднiшнiй день вивчено симетрiйнi властивостi багатьох важ-
ливих диференцiальних рiвнянь математичної фiзики. Особлива акту-
альнiсть та ефективнiсть методiв симетрiйного аналiзу полягає у тому,
що їх можна застосовувати не тiльки до лiнiйних диференцiальних рiв-
нянь з частинними похiдними, але й до нелiнiйних. Iнколи використан-
ня групового аналiзу є практично єдиною можливiстю побудувати точнi
розв’язки складної моделi математичної фiзики.

У дисертацiї проведена групова класифiкацiя та знайденi точнi
розв’язки певних класiв диференцiальних рiвнянь та рiвнянь матема-
тичної фiзики, а саме: описанi всi нормальнi системи двох звичайних
диференцiальних рiвнянь першого та другого порядку, iнварiантних вiд-
носно дiйсних алгебр Лi розмiрностей три та чотири. Актуальнiсть опису
таких систем полягає в тому, що вони є базовими у класичнiй механiцi,
механiцi рiдини та у загальнiй теорiї вiдносностi.

Проведено груповий аналiз складних систем математичної фiзики: мо-
делi Фрьолiха–Пайерлса i моделей аксiонної електродинамiки. Задача по-
будови групових розв’язкiв моделi Фрьолiха–Пайерлса була поставлена
Д.Я. Петриною. Вiн побудував частинний розв’язок цiєї моделi. У дисер-
тацiї описанi всi розв’язки, якi можуть бути отриманi в рамках групового
аналiзу. Моделi аксiонної електродинамiки є складним i цiкавим об’єктом
для групового аналiзу, оскiльки це досить складна система, дослiдження
якої вимагає певного узагальнення вiдомих пiдходiв. Результати аналiзу
цiєї системи можуть мати важливе прикладне значення, тому що, хоча
iснування аксiонiв поки що немає надiйних експериментальних пiдтверд-
жень, вони затребуванi одразу в трьох абсолютно незалежних областях
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сучасної науки таких, як космологiя, фiзика твердого тiла та квантова
хромодинамiка.

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, темами.
Дисертацiю виконано у вiддiлi прикладних дослiджень Iнституту мате-
матики НАН України в рамках тем “Теоретико-груповий аналiз нелiнiй-
них проблем математичної фiзики, хiмiї, бiологiї та економiки” (номер
держреєстрацiї 0101U000098) та “Симетрiя та iнтегровнiсть нелiнiйних
моделей” (номер держреєстрацiї 0106U000436).

Мета i завдання дослiдження. Метою даної роботи є класифiкацiя
систем двох звичайних диференцiальних рiвнянь першого i другого по-
рядку, iнварiантних вiдносно дiйсних алгебр Лi розмiрностi не вище за
чотири, а також груповий аналiз i побудова точних розв’язкiв моделi
Фрьолiха–Пайерлса та моделей аксiонної електродинамiки.

Об’єктом дослiдження є системи звичайних диференцiальних рiв-
нянь першого та другого порядкiв, модель Фрьолiха–Пайерлса та моделi
аксiонної електродинамiки, якi описуються системами диференцiальних
рiвнянь з частинними похiдними.

Предметом дослiдження є групи симетрiї, закони збереження i точнi
розв’язки таких рiвнянь.

Методи дослiдження. У роботi використаний апарат групового аналi-
зу диференцiальних рiвнянь, а також сучаснi результати вiдносно кла-
сифiкацiї реалiзацiй низькорозмiрних алгебр Лi, отриманих у роботi [93].
У деяких випадках довелося зробити певнi узагальнення класичних ал-
горитмiв, якi можуть бути корисними i для iнших моделей математичної
фiзики.

Наукова новизна одержаних результатiв. Основнi результати, якi
визначають наукову новизну та виносяться на захист, такi:
1. Проведено групову класифiкацiю cистем двох звичайних диферен-

цiальних рiвнянь першого порядку в нормальнiй формi вiдносно до-
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пустимих груп лiнiйних перетворень для залежних змiнних та нелi-
нiйних перетворень для незалежної змiнної.

2. Отримано вичерпний опис систем двох звичайних диференцiальних
рiвнянь другого порядку, iнварiантних вiдносно дiйсних алгебр Лi,
розмiрностi яких не вищi за чотири.

3. Проведено груповий аналiз моделi Фрьолiха–Пайерлса для елект-
ронiв, що взаємодiють з фононами при певних дискретних модах.
Знайдено всi можливi редукцiї до звичайних диференцiальних рiв-
нянь для системи рiвнянь, що описує нерiвноважнi стани цiєї моделi,
та побудовано вiдповiднi точнi розв’язки.

4. Проведено групову класифiкацiю та знайдено точнi розв’язки моде-
лей аксiонної електродинамiки, що вiдповiдають усiм нееквiвалент-
ним тривимiрним пiдалгебрам алгебри Пуанкаре.

Практичне значення одержаних результатiв. Дисертацiйна робо-
та носить теоретичний характер. Отриманi результати є новими i мо-
жуть бути використаними для розв’язування конкретних задач теорiї
диференцiальних рiвнянь, а також при побудовi моделей математичної
фiзики з наперед заданою симетрiєю.

Особистий внесок здобувача. Визначення загального плану дiяль-
ностi та постановка задач належать науковому керiвнику — А.Г. Нiкiтiну.
У роботах, якi опублiковано разом зi спiвавторами, особистий внесок ди-
сертанта такий. У роботах [4, 55] М.О. Нестеренко належить уточнення
постановки задач, розробка методiв дослiдження, дисертанту — опис сис-
тем двох звичайних диференцiальних рiвнянь другого порядку, iнварi-
антних вiдносно дiйсних алгебр Лi розмiрностi не вище за чотири. У [78]
дисертанту належить отримання точних розв’язкiв моделi Максвелл–
Шерн–Саймона. У статтях [79, 81, 82] — проведення групового аналiзу
та побудова iнварiантних розв’язкiв моделей аксiонної електродинамiки.
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Доведення всiх результатiв дисертацiї, винесених на захист, проведено
дисертантом самостiйно.

Апробацiя результатiв дисертацiї. Результати дисертацiйної роботи
доповiдалися i обговорювалися на семiнарах вiддiлу прикладних дослiд-
жень Iнституту математики НАН України (2006–2012, керiвник семi-
нару — член-кореспондент НАН України, професор А.Г. Нiкiтiн), на
науково–практичному семiнарi “Українська школа групового аналiзу ди-
ференцiальних рiвнянь: здобутки i перспективи (до 70-рiччя з дня наро-
дження В.I. Фущича)” (Полтава, 2006), на конференцiї “Симетрiя i iнте-
гровнiсть рiвнянь математичної фiзики” (Київ, 2006), на семiнарi “Мате-
матичнi методи у статистичнiй механiцi”, присвячений пам’ятi академiка
Д.Я. Петрини (Київ, 2007), на науково-методичних конференцiях “Моги-
лянськi читання” (Миколаїв, 2006–2012), на VII та VIII Мiжнародних
конференцiях “Symmetry in Nonlinear Mathematical Physics” (Київ, 2007,
2009), на V форумi з математичної фiзики: Лiтня школа та конференцiя
з сучасної математичної фiзики (Белград, 2008), на Мiжнародному се-
мiнарi до 75-рiччя В.I. Фущича “Symmetry and Integrability of Equations
of Mathematical Physics” (Київ, 2011), на Науковiй конференцiї “Young
Women in PDE” (Бонн, Германiя, 2012), на Мiжнароднiй математичнiй
конференцiї присвяченiй 70-ти рiччю професора В.В. Кириченка (Ми-
колаїв, 2012), на VII форумi з математичної фiзики: Лiтня школа та
конференцiя з сучасної математичної фiзики (Белград, 2012).

Публiкацiї. Основнi результати дисертацiї опублiковано у дев’яти ро-
ботах [4, 9, 10, 55, 61, 78, 79, 81, 82], шiсть з яких — у фахових наукових
виданнях України та iнших держав, що включенi до перелiку фахових
видань, затверджених МОН України. Три роботи опублiкованi без спiв-
авторiв.

Структура, обсяг та змiст дисертацiї. Дисертацiя складається iз
змiсту, вступу, чотирьох роздiлiв, висновкiв i списку використаних дже-
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рел, який мiстить 112 найменувань. Повний обсяг дисертацiї 132 сторiн-
ка, з них 12 сторiнок займає список використаних джерел.

Короткий змiст основної частини роботи. Основна частина роботи
складається з чотирьох роздiлiв. На початку кожного роздiлу подається
короткий змiст цього роздiлу за пiдроздiлами.

У першому роздiлi проводиться докладний огляд лiтератури, пов’яза-
ної з темою дисертацiї, та викладаються основнi елементи апарату гру-
пового аналiзу, що використовуються в наступних роздiлах.

У другому роздiлi дисертацiї проведено групову класифiкацiю систем
двох звичайних диференцiальних рiвнянь першого та другого порядку.
Вiн складається з двох пiдроздiлiв. У першому пiдроздiлi вивчено симет-
рiйнi властивостi систем звичайних диференцiальних рiвнянь першого
порядку наступного вигляду:

u̇1 = f1(u1, u2), u̇2 = f2(u1, u2),

де ua — невiдомi функцiї вiд t, u̇a = dua/dt, a = 1, 2. Для класу таких
рiвнянь проведено повну групову класифiкацiю вiдносно перетворень,
лiнiйних за залежними змiнними. При цьому незалежна змiнна може
допускати довiльнi, у тому числi i нелiнiйнi перетворення. Знайдено всi
нееквiвалентнi дво- та тривимiрнi алгебри симетрiї для таких систем.
Описаний алгоритм вiдшукання нелiнiйностей fa та наведенi результати
обчислень. Отриманi класи систем можуть допускати однопараметричнi
групи перетворень, якi не виводять систему з цього класу.

У другому пiдроздiлi представлено опис систем двох звичайних ди-
ференцiальних рiвнянь другого порядку, iнварiантних вiдносно дiйсних
алгебр Лi розмiрностi не вище за чотири. Систему звичайних диферен-
цiальних рiвнянь iнварiантну вiдносно алгебри g можна локально зоб-
разити як об’єднання рiвнянь, записаних у термiнах диференцiальних
iнварiантiв g (“регулярна” частина системи) та умов виродження рангiв
вiдповiдних продовжених генераторiв (“сингулярна” частина). У дисер-
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тацiї розглянуто i регулярнi, i сингулярнi системи.
Дослiджується питання: коли iнварiантну регулярну систему двох зви-

чайних диференцiальних рiвнянь другого порядку можна записати в
нормальному виглядi

ẍ = F (t, x, y, ẋ, ẏ), ÿ = G(t, x, y, ẋ, ẏ). (0.1)

У цьому пiдроздiлi доводиться теорема, яка дає необхiдний i достатнiй
критерiй iснування системи (0.1), iнварiантної вiдносно заданої алгеб-
ри Лi. Також розглядаються реалiзацiї алгебр Лi, для яких регулярна
iнварiантна система не може бути записана в нормальнiй формi.

У третьому роздiлi розглядається модель Фрьолiха–Пайерлса, яка в
одновимiрному випадку описується системою зачеплених рiвнянь

− ∂
2

∂t2
W (t, x) + ω2

0

∂2

∂x2
W (t, x) = −4α

∂2

∂x2
|Ψ(t, x)|2,

i
∂

∂t
Ψ(t, x) =

(
− 1

2m

∂2

∂x2
− µ

)
Ψ(t, x) +W (t, x)Ψ(t, x),

де ω0, m, µ, α — дiйснi параметри.
Для цiєї моделi проведено групову класифiкацiю та знайдено всi точнi

розв’язки, якi можна отримати класичними груповими методами.
У четвертому роздiлi дисертацiї представлена групова класифiкацiя

моделей аксiонної електродинамiки. Узагальнений лагранжiан аксiонної
електродинамiки має вигляд:

L =
1

2
pµp

µ − 1

4
FµνF

µν +
κ

4
θFµνF̃

µν − V (θ). (0.2)

Тут Fµν = ∂µAν − ∂νAµ, Aµ — вектор-потенцiал електромагнiтного поля,
F̃µν = 1

2εµνρσF
ρσ, θ — аксiонне поле, pµ = ∂µθ, V (θ) — функцiя вiд θ та

κ — безрозмiрна ненульова стала.
Рiвняння Ейлера–Лагранжа, якi вiдповiдають лагранжiану (0.2), ма-
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ють наступний вигляд:

∇ · E = κp ·B,

∂0E−∇×B = κ(p0B + p× E),

∇ ·B = 0,

∂0B +∇× E = 0,

(0.3)

2θ = −κE ·B + F. (0.4)

ТутB таE— вектори магнiтного та електричного полiв, якi наступним
чином пов’язанi з компонентами тензора електромагнiтного поля: Ea =

F 0a, Ba = −1
2ε

0abcFbc та F = −∂V
∂θ , 2 = ∂2

0 − ∂2
1 − ∂2

2 − ∂2
3 , ∇a = ∂a = ∂

∂xa
,

a = 1, 3.
Система (0.3), (0.4) мiстить сiм залежних функцiй B1, B2, B3, E1, E2,

E3, θ i один довiльний елемент F , який залежить вiд θ, тобто вона є до-
сить складною. У результатi проведення групового аналiзу знайдено, що
максимальною неперервною групою iнварiантностi системи (0.3), (0.4) з
довiльною функцiєю F (θ) є група Пуанкаре. У випадках, коли F = c та
F = beaθ, де c, a та b— ненульовi сталi, ця симетрiя задається розширени-
ми 11-параметричними групами Пуанкаре, у той час як для тривiального
F група симетрiй є 12-параметричною.

Використовуючи тривимiрнi пiдалгебри алгебри Лi групи Пуанкаре,
отримано широкий клас точних розв’язкiв для електромагнiтного та
аксiонного полiв. Цi розв’язки включають довiльнi параметри, а деякi
i довiльнi функцiї. Найбiльш загальнi з них мiстять шiсть таких функ-
цiй.

У кiнцi основної частини дисертацiї наведено загальнi висновки.

Подяки. Автор висловлює щиру вдячнiсть своєму науковому керiвни-
ку члену-кореспонденту НАН України, доктору фiзико-математичних
наук, професору Нiкiтiну Анатолiю Глiбовичу за постановку за-
дач, постiйну увагу та допомогу в роботi, доктору фiзико-математичних
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наук Поповичу Роману Омеляновичу та кандидатам фiзико-
математичних наук Нестеренко Маринi Олександрiвнi, Ванєєвiй
Оленi Олександрiвнi та Бойко В’ячеславу Миколайовичу за
плiдну спiвпрацю, пiдтримку та допомогу. Автор також вдячний усiм
учасникам наукового семiнару вiддiлу прикладних дослiджень Iнститу-
ту математики НАН України за цiннi зауваження, зробленi пiд час обго-
ворення результатiв.
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РОЗДIЛ 1

Огляд лiтератури

У даному роздiлi проведено огляд та аналiз лiтератури, пов’язаної з те-
мою дисертацiї. Також сформульовано алгоритми групової класифiка-
цiї та побудови групових розв’язкiв диференцiальних рiвнянь. Резуль-
тати дослiдження та класифiкацiї реалiзацiй алгебр Лi наведено у пiд-
роздiлi 1.1. Огляд лiтератури, в якiй розглядається груповий аналiз
систем двох звичайних диференцiальних рiвнянь, виконано у пiдроздi-
лi 1.2. У пiдроздiлi 1.3 проаналiзовано роботи, якi пов’язанi з рiвнян-
нями аксiонної електродинамiки та моделлю Фрьолiха–Пайерлса. Алго-
ритм пошуку групових розв’язкiв представлений у пiдроздiлi 1.4.

1.1. Реалiзацiї алгебр Лi

Вперше питання опису реалiзацiй алгебр Лi векторними полями поста-
вив ще С. Лi, ним же отримано багато фундаментальних результатiв в
цiй областi. Реалiзацiї алгебр Лi векторними полями має дуже широкий
спектр застосувань, наприклад, до iнтегрування звичайних диференцi-
альних рiвнянь, групової класифiкацiї рiвнянь з частинними похiдними,
класифiкацiї гравiтацiйних полiв, тощо. Побудова таких реалiзацiй зали-
шається i досi актуальною (та при цьому досить складною) математич-
ною задачею.

С. Лi провiв класифiкацiю несингулярних алгебр Лi векторних полiв,
що дiють у просторi однiєї змiнної, а також однiєї та двох комплексних
змiнних [65,67]. У роботi [68] вiн вказав шлях до отримання класифiкацiї
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реалiзацiй алгебр Лi векторними полями, якi дiють на дiйснiй площинi,
використовуючи оригiнальнi геометричнi аргументи.

На початку XX столiття дослiдження реалiзацiй алгебр Лi векторними
полями скiнченної розмiрностi продовжив У. Амалдi [28, 29]. Вiн провiв
класифiкацiю алгебр Лi векторних полiв у просторi трьох змiнних, але
питання повноти отриманих ним реалiзацiй i досi залишається вiдкри-
тим.

А. Гонзалес-Лопес, Н. Камран та П. Олвер прокласифiкували скiн-
ченновимiрнi алгебри Лi диференцiальних операторiв першого порядку
Q = ξi(x)∂xi + f(x) вiд двох комплексних змiнних [56]. У роботi [57]
автори впорядкували класифiкацiю реалiзацiй алгебр Лi векторних по-
лiв вiд двох комплексних змiнних та розширили її до дiйсного випадку.
М. Нестеренко [75] доповнила та уточнила класифiкацiю отриману в [57].

Ф.М. Махмуд та П. Лiч вивчали реалiзацiї тривимiрних дiйсних алгебр
Лi векторними полями двох змiнних та застосовували їх для iнтегруван-
ня звичайних диференцiальних рiвнянь третього порядку [74]. А. Шму-
кер та Г. Чiховскi розглянули реалiзацiї чотиривимiрних алгебр Лi, що
не мiстять абелевого iдеалу [100].

Реалiзацiї алгебри so(3) вперше прокласифiковано В.I. Лагном та
Р.З. Ждановим [63,112]. Коварiантнi реалiзацiї цiкавих з фiзичної точки
зору алгебр Лi побудовано в роботах [5,46–50,63,70,71,110,112]. Повний
опис реалiзацiй алгебри Галiлея у просторi двох залежних i двох неза-
лежних змiнних знайдено в [49,99]. Скiнченновимiрнi векторнi реалiзацiї
алгебри Галiлея описанi у роботi [39].

Скiнченновимiрнi алгебри полiномiальних векторних полiв вiд n дiйс-
них змiнних розмiрностi не вище трьох, якi мiстять векторнi поля ∂xi (i =

1, n) описанi у роботi [60]. Скiнченновимiрнi алгебри Лi полiномiальних
векторних полiв вiд n змiнних, якi мiстять векторнi поля ∂xi(i = 1, n) та
xi∂xi були розглянутi Г. Постом [94–96].

Попереднi класифiкацiї реалiзацiй дiйсних тривимiрних та чотири-
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вимiрних алгебр Лi були зробленi у роботах [72,76]. Повну класифiкацiю
таких реалiзацiй векторними полями з довiльною фiксованою кiлькiстю
змiнних отримано в [12,14,93], детальна класифiкацiя реалiзацiй дiйсних
нерозв’язних алгебр Лi розмiрностей до чотирьох включно з повними
доведеннями наведена у статтi [77].

Реалiзацiї алгебр Лi векторними полями широко застосовуються у за-
гальнiй теорiї диференцiальних рiвнянь, iнтегруваннi диференцiальних
рiвнянь та їх систем [15,18], у груповiй класифiкацiї звичайних диферен-
цiальних рiвнянь та рiвнянь з частинними похiдними [31], у класифiкацiї
гравiтацiйних полiв загального вигляду вiдносно груп рухiв [19], у гео-
метричнiй теорiї керування та у теорiї систем, що допускають принципи
суперпозицiї [35, 101].

Реалiзацiї алгебр Лi пов’язанi з теорiєю квазi-точно розв’язних задач
квантової механiки через так званий алгебраїчний пiдхiд до теорiї розсiю-
вання та молекулярної динамiки. Такi реалiзацiї можна застосовувати
до побудови рiзницевих схем для чисельних розв’язкiв диференцiальних
рiвнянь [34].

Перелiк можливих застосувань реалiзацiй алгебр Лi векторними по-
лями не вичерпується наведеними.

1.2. Груповий аналiз звичайних диференцiальних
рiвнянь

Груповий аналiз є ефективним iнструментом при дослiдженi диферен-
цiальних рiвнянь. Зокрема, вiн надає регулярну процедуру опису класiв
еквiвалентностi, для яких можуть бути справедливi тi чи iншi загаль-
нi твердження теорiї диференцiальних рiвнянь. Найбiльш вражаючi до-
сягнення групового аналiзу пов’язанi зi звичайними диференцiальними
рiвняннями. Майже усi спецiальнi методи iнтегрування таких рiвнянь
(замiна змiнних, метод iнтегруючого множника, тощо) насправдi є част-
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ковими випадками загальної процедури, яка є складовою групового ана-
лiзу.

Основнi iдеї групового аналiзу сформульованi Софусом Лi ще у XIX
столiттi [68], ним же введене поняття “диференцiального iнварiанта”, яке
є важливим при вивченi диференцiальних рiвнянь груповими методами.
У роботi [69] Лi довiв, що кожну невироджену iнварiантну систему ди-
ференцiальних рiвнянь можна зобразити у термiнах диференцiальних
iнварiантiв вiдповiдної групи симетрiй. У цiй роботi Лi застосував дифе-
ренцiальнi iнварiанти до iнтегрування звичайних диференцiальних рiв-
нянь. Внаслiдок цього теорiя диференцiальних iнварiантiв стала важ-
ливою складовою групового аналiзу диференцiальних рiвнянь. Пiзнiше
теорiя диференцiальних iнварiантiв та вiдповiдний понятiйний апарат
були розвинутi у роботах Тресе [102,103], Овсяннiкова [15] та Олвера [41,
42,85].

Диференцiальнi iнварiанти усiх локальних скiнченновимiрних груп пе-
ретворень у просторi двох комплексних змiнних описано самим Лi [66].
Сучасне трактування цих результатiв запропоновано у [84]. А саме, для
усiх нееквiвалентних реалiзацiй точкових та контактних скiнченновимiр-
них груп перетворень на комплекснiй площинi побудовано функцiональнi
базиси диференцiальних iнварiантiв та оператори iнварiантного дифе-
ренцiювання.

Дiйснi скiнченновимiрнi алгебри Лi контактних векторних полiв та
їх диференцiальнi iнварiанти повнiстю прокласифiковано Дубровим та
Комраковим [40]. Диференцiальнi iнварiанти однопараметричних груп
локальних перетворень у випадку довiльної кiлькостi залежних та неза-
лежних змiнних дослiджено Поповичем i Бойко у роботi [91].

У дисертацiйнiй роботi теорiю диференцiальних iнварiантiв застосова-
но для вичерпного опису регулярних нормальних систем двох звичайних
диференцiальних рiвнянь другого порядку, iнварiантних вiдносно дiй-
сних алгебр Лi розмiрностей три та чотири. А саме, однiєю з задач, що
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розв’язанi у дисертацiї, є знаходження усiх систем вигляду

ẍ = F (t, x, y, ẋ, ẏ), ÿ = G(t, x, y, ẋ, ẏ), (1.1)

якi iнварiантнi вiдносно дiйсних три- та чотиривимiрних алгебр Лi.
Зокрема, серед рiвнянь вигляду (1.1) мiстяться усi ньютонiвськi i

геодезичнi системи [43, 73]. Дослiдження усiх можливих симетрiй таких
систем є надзвичайно складною задачею. Тому у багатьох роботах вико-
нувалася групова класифiкацiя лише часткових випадкiв системи (1.1).

Дамiану та Софоклеус в [38] знайшли групи точкових перетворень ав-
тономних гамiльтонових систем з двома степенями вiльностi. Вони розг-
лядали системи, записанi у Ньютонiвськiй формi

ẍ = −∂V
∂x

, ÿ = −∂V
∂y

з потенцiал-функцiєю V = V (x, y).
Вперше точковi симетрiї систем двох лiнiйних рiвнянь другого порядку

були розглянутi Горрiнгом та Лiчем [58], пiзнiше Вафо Сохом та Махму-
дом [106]. Вафо Сох та Махмуд розглядали критерiй лiнеаризацiї [105]
та канонiчнi форми [104] систем вигляду (1.1), але, на жаль, їх роботи
базуються на помилковiй класифiкацiї векторних полiв i внаслiдок цього
мiстять ряд хибних тверджень. Детальний аналiз цих помилок можна
знайти в [92].

1.3. Рiвняння аксiонної електродинамiки
та модель Фрьолiха–Пайерлса

Груповий аналiз диференцiальних рiвнянь є фундаментальною гiлкою
математики, яка включає багато важливих i змiстовних внутрiшнiх проб-
лем. Але, можливо, найбiльш приваблива риса групового аналiзу полягає
у тому, що вiн включає потужнi методи дослiдження i побудови точних
розв’язкiв складних моделей математичної фiзики. Iнколи використан-
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ня групового аналiзу є практично єдиною можливiстю побудувати такi
розв’язки.

Основи групового аналiзу були закладенi великим норвежським ма-
тематиком С. Лi [64–69]. Друге життя цiєї теорiї почалося завдяки зу-
силлям Л.В. Овсяннiкова [15–17] та його численних учнiв, якi створили
сучаснi потужнi методи групового аналiзу. Важливий внесок у розвиток
групового аналiзу зроблено школою В.I. Фущича [22–27,45,46,48–53].

Слiд пiдкреслити, що класичний алгоритм Лi не дає можливостi знай-
ти всi груповi розв’язки диференцiальних рiвнянь. Зокрема можливiсть
побудови таких розв’язкiв пов’язана з певними умовами на ранг предс-
тавлення алгебр Лi, що вiдповiдає симетрiї заданого рiвняння. Були
створенi методи подолання цих труднощiв (метод частинно iнварiантних
розв’язкiв Овсяннiкова та умова слабкої трансверсальностi, запропонова-
на Грюндландом, Темпестою та Вiнтернiцем [59]). Цi методи значно роз-
ширили можливостi побудови точних розв’язкiв, але для деяких склад-
них систем диференцiальних рiвнянь з частинними похiдними вони ви-
являються недостатньо ефективними.

У дисертацiї проведено групову класифiкацiю та побудовано точнi
розв’язки складної моделi математичної фiзики, що має назву аксiонна
електродинамiка. Важливiсть цiєї моделi може бути обгрунтована нас-
тупними мiркуваннями. Фундаментальна теорiя мiкросвiту, що зветься
квантовою хромодинамiкою передбачає порушення симетрiї вiдносно пе-
ретворень комбiнованої iнверсiї СР при взаємодiї кваркiв. Оскiльки це
порушення нiколи не було пiдтверджено експериментально, довелося шу-
кати можливi корекцiї цiєї теорiї. У роботi [89] було побудовано таку ко-
рекцiю, яка передбачала iснування додаткового псевдоскалярного поля,
що було названо полем аксiонiв. Надалi аксiонна електродинамiка була
предметом дослiдження в роботах [98,107–109].

Зараз аксiони є основними кандидатами на роль частинок, що форму-
ють темну матерiю. Додатковi аргументи на користь iснування аксiонiв
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були знайденi у фiзицi твердого тiла [97]. Таким чином, хоча iснування
аксiонiв поки що не має надiйних експериментальних пiдтверджень, во-
ни затребуванi одразу в трьох абсолютно незалежних областях сучасної
науки: космологiї, квантової хромодинамiцi та фiзицi твердого тiла.

Рiвняння аксiонної електродинамiки виявились також досить цiкавим
об’єктом групового аналiзу. Побудова їх точних розв’язкiв стала можли-
вою тiльки пiсля певного узагальнення iснуючих пiдходiв, запропонова-
ного у дисертацiї, яке може бути застосоване також до iнших моделей
математичної фiзики.

Ще одним об’єктом групового аналiзу, що вивчається в дисертацiї є
модель Фрьолiха–Пайерлса, яка описує взаємодiю електронiв з фонона-
ми. У роботi Д.Я. Петрини [90] було знайдено частинний розв’язок цiєї
моделi, причому це розв’язок солiтонного типу. У дисертацiї знайдено всi
можливi редукцiї до звичайних диференцiальних рiвнянь цiєї моделi, якi
можна отримати класичними груповими методами та побудовано сiм’ї
точних розв’язкiв. Вони включають частинний точний розв’язок, отри-
маний Д.Я. Петриною, а також досить широкий клас нових розв’язкiв.
Зауважимо, що задача вiдшукання групових розв’язкiв була поставлена
самим Д.Я. Петриною незадовго до його смертi.

1.4. Алгоритм пошуку групових розв’язкiв

Алгоритм побудови групових розв’язкiв диференцiальних рiвнянь з час-
тинними похiдними започаткував Софус Лi. Його можна сформулювати
наступним чином [11,15,18]:

• Знайти базис максимальної алгебри Лi Am, яка вiдповiдає неперерв-
ним локальним симетрiям рiвняння.

• Знайти оптимальну систему пiдалгебр SAµ алгебри Am. У ви-
падку диференцiальних рiвнянь з частинними похiдними з чо-
тирма незалежними змiнними доцiльно обмежитися тривимiрни-
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ми пiдалгебрами. Їх базиснi елементи мають унiфiковану форму
Qi = ξµi ∂µ + ϕki ∂uk, i = 1, 2, 3, де uk — залежнi змiннi.

• Будь-яка тривимiрна пiдалгебра SAµ, базиснi елементи якої задо-
вольняють умови

rank{ξµi } = rank{ξµi , ϕ
k
i } (1.2)

та

rank{ξµi } = 3 (1.3)

може бути використана для отримання замiни змiнних, яка редукує
систему диференцiальних рiвнянь з частинними похiдними до сис-
теми звичайних диференцiальних рiвнянь. Новi змiннi включають
всi iнварiанти трипараметричних груп Лi, вiдповiдних оптимальним
пiдалгебрам SAµ.

• Розв’язуючи, якщо це можливо, отриманi звичайнi диференцiальнi
рiвняння, дiстаємо точний (частинний) розв’язок вихiдних диферен-
цiальних рiвнянь з частинними похiдними.

• Застосовуючи до цього розв’язку загальнi перетворення групи си-
метрiй можна отримати множину точних розв’язкiв, залежних вiд
додаткових довiльних параметрiв.

Практична реалiзацiя цього алгоритму включає кiлька нетривiальних
крокiв. По-перше, знаходження групи симетрiї для системи iз семи ди-
ференцiальних рiвнянь з частинними похiдними, яка включає довiльну
функцiю. По-друге, не всi пiдалгебри отриманої алгебри задовольняють
умову (1.3), для таких випадкiв потрiбно накласти такi додатковi умови
на залежнi змiннi, при яких рiвняння (1.2) буде виконуватися. Ця iдея
використовується в пiдходi слабкої трансверсальностi, запропонованому
у роботi [59].

Алгоритм цього пiдходу коротко можна подати в наступному виглядi:
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• Рiвняння (1.2) розглядається як додаткова умова, яка додається до
вихiдної системи.

• Розв’язуючи (1.2), отримаємо певнi умови для функцiй uk.

• Пiдставляємо отриманi вирази в Qi та вимагаємо, щоб умова (1.2)
задовольнялась. При цьому отримуємо додатковi обмеження для
функцiй uk.

• Пiдставляємо отриманi вирази у вихiдну систему. Оскiльки тепер
умова (1.2) буде виконуватись, отримане рiвняння редукується до
рiвняння з меншою кiлькiстю змiнних.

Метод слабкої трансверсальностi є частинним випадком бiльш загаль-
ного пiдходу Л.В. Овсяннiкова, в якому використовуються так званнi
частинно iнварiантнi розв’язки. Цей метод є конструктивним, але дозво-
ляє отримати далеко не всi розв’язки, якi можуть бути знайденi групови-
ми методами. У дисертацiї запропонований i використаний узагальнений
метод слабкої трансверсальностi.
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РОЗДIЛ 2

Груповий аналiз систем двох звичайних
диференцiальних рiвнянь

Цей роздiл присвячено груповому аналiзу систем двох звичайних дифе-
ренцiальних рiвнянь першого та другого порядку.

У пiдроздiлi 2.1 вивчено симетрiйнi властивостi систем звичайних ди-
ференцiальних рiвнянь першого порядку наступного вигляду:

u̇1 = f1(u1, u2), u̇2 = f2(u1, u2), (2.1)

де ua — невiдомi функцiї вiд t, u̇a = dua/dt, a = 1, 2.
Для класу рiвнянь (2.1) проведено повну групову класифiкацiю вiднос-

но перетворень, лiнiйних за залежними змiнними. При цьому незалежна
змiнна може допускати нелiнiйнi перетворення. У пiдроздiлi 2.1.1 знай-
дено всi нееквiвалентнi дво- та тривимiрнi алгебри симетрiї для систе-
ми (2.1). У пiдроздiлi 2.1.2 описаний алгоритм вiдшукання нелiнiйностей
fa та наведенi результати обчислень. Отриманi класи систем можуть до-
пускати додатковi однопараметричнi групи перетворень еквiвалентностi,
якi не виводять систему з цього класу. Такi перетворення розглядаються
у пiдроздiлi 2.1.3. Приклад iнтегрування систем вигляду (2.1), що допус-
кають груповi перетворення, розглянуто у пiдроздiлi 2.1.4.

У пiдроздiлi 2.2 представлено опис систем двох звичайних диферен-
цiальних рiвнянь другого порядку, iнварiантних вiдносно дiйсних ал-
гебр Лi розмiрностi не вище за чотири. У пiдроздiлi 2.2.1 наведено не-
обхiднi поняття та твердження, що стосуються диференцiальних iнварi-
антiв. У пiдроздiлi 2.2.2 представлено частину класифiкацiї реалiзацiй
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низькорозмiрних алгебр Лi векторними полями у просторi трьох змiн-
них вiдповiдно до класифiкацiї представленої у роботi [92]. У пiдроздiлi
2.2.3 розглянуто приклад побудови iнварiантної системи. У пiдроздiлах
2.2.4–2.2.6 представленi системи двох звичайних диференцiальних рiв-
нянь другого порядку, що iнварiантнi вiдносно алгебр розмiрностей не
вище за чотири.

У пiдроздiлi 2.3 пiдсумовано отриманi результати та наведено деякi
фiзично важливi системи, що зводяться до описаних.

2.1. Системи двох звичайних диференцiальних
рiвнянь першого порядку, iнварiантнi
вiдносно лiнiйних реалiзацiй алгебр Лi

2.1.1. Лiївськi симетрiї. Добре вiдомо, що рiвняння (2.1) мають нес-
кiнчену симетрiю, яка, на жаль, не може бути описана конструктив-
но [15]. Проте, можна провести групову класифiкацiю таких рiвнянь,
якщо накласти певнi апрiорнi обмеження на клас симетрiй.

Ми провели повну групову класифiкацiю рiвнянь вигляду (2.1) вiд-
носно допустимих груп лiнiйних перетворень для залежних змiнних ua.
При цьому незалежна змiнна може допускати довiльнi, у тому числi i
нелiнiйнi перетворення.

Задача опису можливих груп симетрiй та вiдповiдних нелiнiйних чле-
нiв fa навiть у випадку лiнiйних перетворень залишається дуже склад-
ною. Використовуючи iдеї, якi запропоновано та реалiзовано у робо-
тах [54,80,111], для розв’язання цiєї задачi спочатку визначимо загальний
вигляд базисних елементiв алгебр Лi, якi вiдповiдають цим симетрiям,
а потiм використовуємо умову iнварiантностi вiдносно цих алгебр для
обчислення fa.

Оскiльки обидвi частини рiвнянь (2.1) не залежать вiд t явно, то цi рiв-
няння з довiльними функцiями f1 та f2 допускають очевидну симетрiю
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вiдносно зсуву по незалежнiй змiннiй t. Вiдповiдний iнфiнiтезимальний
оператор X0 є оператором диференцiювання за цiєю змiнною:

X0 = ∂t. (2.2)

Iншi оператори симетрiї будемо шукати у виглядi:

X = η∂t + πa∂ua, (2.3)

де πa = πabub + ωa, а η, πab, ωa — функцiї вiд незалежної змiнної t. Тут i
надалi по iндексам, що повторюються вiдбувається сумування.

Наша задача полягає в тому, щоб знайти всi нееквiвалентнi двовимiр-
нi алгебри симетрiї для системи (2.1), що включають iнфiнiтезимальнi
оператори X0 та X. За умовою

[X0, X] = αX0 + βX, (2.4)

де α i β — дiйснi сталi.
Перетворення еквiвалентностi, що зберiгають форму рiвнянь (2.1) за-

даються наступною формулою:

ua → Λabub + ϕa, (2.5)

де ϕa — довiльнi сталi, та Λab — постiйна невироджена матриця.
Пiдставивши (2.3) у (2.4) отримаємо визначальну систему рiвнянь:

η̇ = α + βη,

π̇ab = βπab,

ω̇a = βωa.

Розв’язуючи цю систему, знаходимо функцiї η, πab та ωa, якi визначають
iнфiнiтезимальний оператор X вигляду (2.3). Результат сформулюємо у
виглядi наступного твердження.

Теорема 2.1. З точнiстю до перетворень (2.5) iснує тiльки шiсть
нееквiвалентних iнфiнiтезимальних операторiв X, що задовольняють
умовi (2.4):

X1 = µt∂t − u1∂u1 − νu2∂u2,
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X2 = µt∂t − ∂u1 − u2∂u2,

X3 = µt∂t − ν∂u1 − ∂u2, (2.6)

X4 = eλt (u1∂u1 + νu2∂u2) ,

X5 = eλt (∂u1 + u2∂u2) ,

X6 = eλt(µ∂u1 + ∂u2),

де µ, ν та λ — довiльнi константи.
Наступний крок — це побудова тривимiрних алгебр Лi, що включа-

ють iнфiнiтезимальний оператор X0 та два iнфiнiтезимальнi оператори
загального вигляду (2.3) за умови

[X0, Xa] = αaX0 + βabXb, [X1, X2] = α0X0 + β0bXb. (2.7)

Аналогiчно, пiдставивши цi два iнфiнiтезимальнi оператори загально-
го вигляду (2.3) в умови (2.7), отримаємо визначальну систему рiвнянь,
розв’язавши яку знайдемо функцiї η, πab та ωa. В результатi приходимо
до такого твердження.

Теорема 2.2. Iснує 42 нееквiвалентнi реалiзацiї тривимiрних алгебр
Лi у класi (2.2), (2.3) для систем звичайних диференцiальних рiвнянь
вигляду (2.1). Базиснi елементи цих реалiзацiй включають iнфiнiте-
зимальний оператор X0 та одну з наступних пар iнфiнiтезимальних
операторiв:

R1 : µt∂t + u1∂u1 + νtu2∂u2, X7 = u2∂u2;

R2 : X8 = µt∂t − u1∂u1, X9 = νt∂t − u2∂u2;

R3 : F1u1∂u1 +G1u2∂u2, F2u1∂u1 +G2u2∂u2;

R4 : X10 = µt∂t + u1∂u1 + νt∂u2, X11 = ∂u2;

R5 : µt∂t + νtu1∂u1 + ∂u2, X12 = u1∂u1;

R6 : (F1 +G1u1)∂u2, (F2 +G2u1)∂u2;

R7 : F1u1∂u1 +G1∂u2, F2u1∂u1 +G2∂u2;

R8 : X11, X13 = µt∂t + ∂u1 + νt∂u2;
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R9 : X14 = ∂u1 + u1∂u2, µt∂t +X11 + νtX14;

R10 : X11, X15 = µt∂t + (νt+ u1)∂u2;

R11 : F1X11 +G1X14, F2X11 +G2X14;

R12 : µt∂t + (u1 + νt)∂u1 + λu2∂u2, X16 = ∂u1;

R13 : X17 = (µu1 − u2)∂u1 + (u1 + µu2)∂u2, λt∂t +X18 + νtX17;

R14 : X18 = u1∂u1 + u2∂u2, λt∂t +X17 + νtX18;

R15 : X19 = u1∂u2, µt∂t +X20 + νtX19;

R16 : X19, µt∂t + u1∂u1 + (λu2 + νtu1)∂u2, λ 6= 1;

R17 : µt∂t +X14 + νt(X7 +X18), X7 +X18;

R18 : −X19, µt∂t + u1∂u1 + (1− νtu1)∂u2;

R19 : X1|ν=1 −X19, X21 = νt∂t − u1∂u2;

R20 : F1X20 +G1X19, F2X20 +G2X19;

R21 : F1X18 +G1X17, F2X18 +G2X17;

R22 : X8, X22 = νt∂t − ∂u2;

R23 : X22, X23 = µt∂t − ∂u1;

R24 : X21, X23; R25 : X11, X13 +X19;

R26 : X22, X23 −X19; R27 : X1, X16;

R28 : X1|ν=1 , X24 = λ∂u1 + ∂u2;

R29 : X24, µt∂t + νtX24 +X18; R30 : X2, X11;

R31 : X1|ν=1 , νt∂t −X17;

R32 : F1∂u1+G1∂u2, F2∂u1+G2∂u2;

R33 : X1|ν 6=1 , X19; R34 : X7 +X13, X11;

R35 : X8 −X11, −X19; R36 : X9, X19;

R37 : X18, X23 −X19;

R38 : X20 = u1∂u1 + (u1 + u2)∂u2, µt∂t + νtX20 +X19;

R39 : X19, µt∂t + (νtu1 + u2)∂u2;



29

R40 : X1|ν=1 −X19, X11; R41 : X11, X15 +X18;

R42 : X19, µt∂t + (1 + νtu1)∂u2.

Тут (F1, G1), (F2, G2) — набори фундаментальних розв’язкiв системи
Ft = λF + νG, Gt = σF + γG, де λ, ν, σ, γ — довiльнi сталi.

2.1.2. Алгоритм пошуку нелiнiйностей fa. Запишемо систему зви-
чайних диференцiальних рiвнянь (2.1) у виглядi

Fa(u1, u2, u̇1, u̇2) = u̇a − fa(u1, u2) = 0. (2.8)

Iнфiнiтезимальний оператор X є оператором симетрiї рiвняння (2.8),
якщо вiн задовольняє критерiй iнварiантностi [15]:

X(1)F
∣∣∣
[F ]

= 0,

де [F ] — многовид, що задає рiвняння (2.8) у просторi джетiв першого
порядку над змiнними t, u1, u2, а X(1) = X + ξa∂u̇a — перше продовжен-
ня iнфiнiтезимального оператора X. Коефiцiєнти ξa обчислюються за
формулою ξa = Dt(π

a) − u̇aDt(η), де Dt = ∂t + u̇a∂ua + üa∂u̇a + · · · —
iнфiнiтезимальний оператор повного диференцiювання по змiннiй t.

Отже, дiємо продовженим iнфiнiтезимальним оператором X(1) на
функцiю F = (F1, F2) та прирiвнюємо отриманий вираз до нуля:

X(1)F = 0, або π̇abub + πabu̇b + ω̇a − η̇u̇a =
(
πcbub + ωc

) ∂fa
∂uc

.

Переходимо на многовид [F ], тобто в отриманiй рiвностi замiнюємо u̇a
на fa. У такий спосiб дiстаємо визначальнi рiвняння на нелiнiйностi fa:

π̇abub + πabfb + ω̇a − η̇fa =
(
πcbub + ωc

) ∂fa
∂uc

. (2.9)

Для кожного випадку з формули (2.6) або теореми 2.2 пiдставимо ви-
рази для коефiцiєнтiв πab, ωa та η у (2.9). У результатi отримуємо систе-
му визначальних рiвнянь на довiльнi елементи fa. Якщо ця система має
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розв’язки, то система (2.1) з такими довiльними елементами fa допускає
вiдповiдну алгебру симетрiї. Нижче наведемо результати обчислень, якi
подамо у виглядi двох теорем. Вони не включають лiнiйнi i незачепле-
нi системи (2.1), а також системи, що вiдповiдають випадкам f1f2 = 0,
оскiльки такi системи є iнтегровними незалежно вiд їх симетрiй.

Теорема 2.3. Нееквiвалентнi системи вигляду (2.1), iнварiантнi вiд-
носно двовимiрних алгебр Лi, перерахованих в теоремi 2.1, задаються
наступними формулами:

X1 : u̇1 = u1+µ
1 F1

(
u2u

−ν
1

)
, u̇2 = uν+µ

1 F2

(
u2u

−ν
1

)
;

X2 : u̇1 = uµ2F1

(
u2e

−u1
)
, u̇2 = uµ+1

2 F2

(
u2e

−u1
)

;

X3 : u̇1 = eµu2F1 (νu2 − u1) , u̇2 = eµu2F2 (νu2 − u1) ;

X4 : u̇1 = u1

(
λln|u1|+F1

(
u2u

−ν
1

))
, u̇2 = u2

(
λln|u2|+F2

(
u2u

−ν
1

))
;

X5 : u̇1 = λu1 + F1

(
u2e

−u1
)
, u̇2 = λu1u2 + u2F2

(
u2e

−u1
)

;

X6 : u̇1 = λu1 + F1 (νu2 − u1) , u̇2 = λu2 + F2 (νu2 − u1) .

Теорема 2.4. Нееквiвалентнi системи вигляду (2.1), iнварiантнi вiд-
носно тривимiрних алгебр Лi, вичерпуються наступним перелiком. Пе-
ред кожною системою наведена реалiзацiя Rn алгебр Лi з теореми 2.2.

R2 : u̇1 = C1u
1+µ
1 uν2, u̇2 = C2u

µ
1u

1+ν
2 ;

R3 : u̇1 = u1(λ lnu1+ν lnu2+C1) , u̇2 = u2(σ lnu1+γ lnu2+C2) ;

R7 : u̇1 = u1 (λ lnu1 + νu2 + C1) , u̇2 = σ lnu1 + γu2 + C2;

R9 : при µ 6= 0 : u̇1 =
ν

µ
+ C1e

µ
2u

2
1−µu2,

u̇2 =
ν

µ
u1 + (C1u1 + C2)e

µ
2u

2
1−µu2;

при µ = 0 : u̇1 = ν(2u2 − u2
1) + C1,

u̇2 = 2νu1(2u2 − u2
1) + u1 + C2;

R11 : u̇1 = −σ
2
u2

1 + γu1 + σu2 + C1,

u̇2 = −σ
2
u3

1 +

(
γ − λ

2

)
u2

1 + (ν + C1 + σu2)u1 + λu2 + C2;
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R13, λ = 0 :

u̇1=
ν

2
(µu1−u2)ln

(
u2

1+u2
2

)
+C1u1−µν(µu1−u2)arctg

u2

u1
+(C2+ν)u2,

u̇2=
ν

2
(µu2+u1)ln

(
u2

1+u2
2

)
+C1u2−µν(µu2+u1)arctg

u2

u1
−(C2+ν)u1;

R14, λ = 0 :

u̇1 =νu1 arctg
u2

u1
+C1u1+C2u2, u̇2 =νu2 arctg

u2

u1
+C1u2−C2u1;

R17, µ = ν = 0 : (2.10)

u̇1 = C1

√
u2

1 − 2u2, u̇2 = C1u1

√
u2

1 − 2u2 + C2(u
2
1 − 2u2);

R19 : u̇1 = C1u
µ−ν+1
1 eν

u2
u1 , u̇2 =

(
C1u

µ−ν
1 u2 + C2u

µ−ν+1
1

)
eν

u2
u1 ;

R20 : u̇1 = u1 ((λ− ν) lnu1 + C1) + νu2,

u̇2 =u1((λ−ν−γ+σ)lnu1+C2)+u2

(
ν+γ+(λ−ν)lnu1+C1+ν

u2

u1

)
;

R21 : u̇1 = u1g1 + u2g2, u̇2 = u2g1 − u1g2,

де g1 =
µσ + λ

2
ln
(
u2

1+u2
2

)
+
(
ν+µ(γ−λ)−σµ2

)
arctg

u2

u1
+C1,

g2 = −σ
2

ln
(
u2

1 + u2
2

)
+ (µσ − γ) arctg

u2

u1
+ (C2 + σ);

R22 : u̇1 = C1u
1+µ
1 eνu2, u̇2 = C2u

µ
1e

νu2;

R26 : u̇1 = C1e
u1
2 (2ν−µu1)+µu2, u̇2 = (C1u1 + C2)e

u1
2 (2ν−µu1)+µu2;

R38, µ 6= 0 : u̇1 =
ν

µ
u1 + C1u

µ+1
1 e−

µu2
u1 ,

u̇2 =
ν

µ
(u1 + u2) + (C1u2 + C2u1)u

µ
1e
−µu2u1 ;

µ = 0 : u̇1 = νu2 + u1(C1 − ν ln |u1|),

u̇2 = C2u1 − ν(u1 + u2) ln |u1|+ (ν + C1 +
νu2

u1
)u2.

2.1.3. Перетворення еквiвалентностi. Ми знайшли повний список
систем рiвнянь вигляду (2.1), iнварiантних вiдносно дво- та тривимiрних
алгебр Лi. Деякi з цих рiвнянь можуть бути спрощенi за допомогою пе-
ретворень еквiвалентностi, якi не виводять систему з цього класу. Цi пе-
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ретворення породжуються iнфiнiтезимальними операторами наступного
загального вигляду

Q = ϕ(t)∂t + (αab(t)ub + βa(t))∂ua.

Оператор Q генерує перетворення еквiвалентностi тодi i тiльки тодi,
коли комутатори його першого продовження Q(1) з першими продовжен-
нями знайдених (лiнiйно незалежних) iнфiнiтезимальних операторiв лi-
ївської симетрiї Ys, s = 1, l, систем з класу є лiнiйними комбiнацiями
тих же iнфiнiтезимальних операторiв з функцiональними коефiцiєнта-
ми, тобто

[Q(1), Ys] = γss′(t, u1, u2)Ys′, s = 1, l. (2.11)

Як приклад розглянемо такi перетворення для системи, iнварiантної
вiдносно реалiзацiї R14, (див. (2.10)):

u̇1 = νu1 arctg
u2

u1
+ C1u1 + C2u2,

u̇2 = νu2 arctg
u2

u1
+ C1u2 − C2u1.

(2.12)

Вважаємо, що ν 6= 0, оскiльки в протилежному випадку маємо лiнiйну
систему звичайних диференцiальних рiвнянь зi сталими коефiцiєнтами.
Система (2.12) допускає тривимiрну алгебру Лi з iнфiнiтезимальними
операторами

X0 = ∂t, X1 = u1∂u1 + u2∂u2, X2 = νtX1 − u2∂u1 + u1∂u2. (2.13)

Запишемо їх першi продовження

Y0 = ∂t, Y1 = X1 + u̇1∂u̇1 + u̇2∂u̇2,

Y2 = X2 + (νu1 + νtu̇1 − u̇2)∂u̇1 + (νu2 + νtu̇2 + u̇1)∂u̇2.

Перше продовження iнфiнiтезимального оператора Q має вигляд

Q(1) = Q+ (α̇ab(t)ub + αab(t)u̇b + β̇a(t)− u̇aϕ̇(t))∂u̇a.
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З рiвнянь, отриманих з умови (2.11) для s = 1, дiстаємо

α11 = κ11 + γ2t+
νγ3

2
t2, α12 = κ12 − γ3t,

α21 = κ21 + γ3t, α22 = κ22 + γ2t+
νγ3

2
t2,

ϕ = κ0 + γ1t, γa = const, βa = const.

Розглянувши умову (2.11) для s = 2, 3 маємо, що

βa = 0, κ11 = κ22, κ12 = −κ21.

Отже, iнфiнiтезимальний оператор Q є лiнiйною комбiнацiєю iнфiнiте-
зимальних операторiв

∂t, u1∂u1 + u2∂u2, t(u1∂u1 + u2∂u2)− u2∂u1 + u1∂u2,

t∂t, −u2∂u1 + u1∂u2,
νt2

2
(u1∂u1 + u2∂u2) + t(−u2∂u1 + u1∂u2).

Першi три iнфiнiтезимальнi оператори є операторами лiївської симет-
рiї системи (2.12). Тому групи перетворень, якi вiдповiдають цим iнфi-
нiтезимальним операторам, не змiнюють систему. Останнiй iнфiнiтези-
мальний оператор є нелiївським, але породжує перетворення з групи ек-
вiвалентностi.

Iнфiнiтезимальний оператор t∂t вiдповiдає групi масштабних перет-
ворень змiнної t. Групу масштабних перетворень можна розширити за
допомогою дискретних перетворень замiною знаку t на протилежний.
За допомогою перетворення t→ νt, можна звести константу ν до 1. Тодi
система (2.12) набуде вигляду

u̇1 = u1 arctg
u2

u1
+ C̃1u1 + C̃2u2,

u̇2 = u2 arctg
u2

u1
+ C̃1u2 − C̃2u1,

(2.14)

де C̃a = ν−1Ca.
Iнфiнiтезимальний оператор −u2∂u1 +u1∂u2 вiдповiдає групi поворотiв

залежних змiнних. Поворот

u1 → u1 cos C̃1 + u2 sin C̃1, u2 → u2 cos C̃1 − u1 sin C̃1
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вiдображає систему (2.14) у систему такого ж вигляду, де C̃1 = 0.
Розглянемо тепер iнфiнiтезимальний оператор νt2

2 (u1∂u1 + u2∂u2) +

t(−u2∂u1 +u1∂u2). Йому вiдповiдає однопараметрична група перетворень
залежних змiнних

u1 → e
εt2

2 (u1 cos εt− u2 sin εt), u2 → e
εt2

2 (u2 cos εt+ u1 sin εt).

Перетворення довiльних елементiв ν, Ca класу (2.12) задаються форму-
лами ν → ν, C1 → C1, C2 → C2 − ε. Якщо вибрати параметр ε = C̃2,
то система рiвнянь (2.14) зведеться до вигляду:

u̇1 = u1 arctg
u2

u1
, u̇2 = u2 arctg

u2

u1
. (2.15)

Отже, з точнiстю до отриманих перетворень еквiвалентностi замiсть
класу систем (2.12) достатньо розглянути їх простий представник (2.15),
що не включає довiльних сталих. Таким же чином можна звести до бiльш
простих й iншi системи наведенi у пiдроздiлi 2.1.2, але ми надали пере-
вагу заданню систем у бiльш загальнiй формi (2.10).

2.1.4. Iнтегрування систем, що допускають груповi перетворен-
ня. Якщо система звичайних диференцiальних рiвнянь допускає три-
вимiрну алгебру Лi, то вона може бути проiнтегрована у квадратурах
з використанням стандартного алгоритму Лi. Системи, що допускають
двовимiрнi алгебри Лi, можна звести до напiвзачепленої системи, яка
також iнтегрується у квадратурах. Процедура iнтегрування звичайних
диференцiальних рiвнянь, якi допускають алгебри лiївських симетрiї, вi-
дома i описана в монографiях [15, 18, 68]. Наведемо приклад її викорис-
тання.

Розглянемо систему (2.12), що допускає iнфiнiтезимальнi оператори
лiївської симетрiї (2.13).

Введемо новi змiннi ũ1 = ũ1(u1, u2) та ũ2 = ũ2(u1, u2) таким чином, щоб
iнфiнiтезимальнi оператори X1 i X2 перетворилися на iнфiнiтезимальнi
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оператори зсувiв по новим змiнним. Такi змiннi є розв’язками наступної
системи рiвнянь:

X1ũ1 = 1, X1ũ2 = 0, X2ũ1 = 0, X2ũ2 = 1,

звiдки ũ1 = 1
2 ln(u2

1 + u2
2) − νt arctg u2

u1
, ũ2 = arctg u2

u1
. Тодi система рiв-

нянь (2.12) та iнфiнiтезимальнi оператори (2.13) приймають вигляд:

˙̃u1 = C1 + C2νt, ˙̃u2 = −C2,

X̃1 = ∂ũ2, X̃2 = ∂ũ1.

Отриману систему звичайних диференцiальних рiвнянь можна легко
проiнтегрувати:

ũ1 = C1t+
C2ν

2
t2 + C3, ũ2 = −C2t+ C4.

Повертаючись до функцiй u1 та u2 отримуємо розв’язок системи (2.12):

u1 = e−
C2ν
2 t2+(C4ν+C1)t+C3 cos (C2t− C3),

u2 = −e−
C2ν
2 t2+(C4ν+C1)t+C3 sin (C2t− C3).

Аналогiчним чином iнтегруються всi системи з перелiку (2.10).

2.2. Системи звичайних диференцiальних
рiвнянь другого порядку, iнварiантнi
вiдносно низькорозмiрних алгебр Лi

2.2.1. Диференцiальнi iнварiанти. Задача опису диференцiальних
рiвнянь, iнварiантних вiдносно деякої алгебри Лi, еквiвалентна знаход-
женню диференцiальних iнварiантiв вiдповiдної групи, оскiльки довiль-
на функцiя вiд таких iнварiант задає диференцiальне рiвняння. Розгля-
немо r-вимiрну алгебру Лi g векторних полiв з базисними iнфiнiтези-
мальними операторами

ei = ξi(t, x, y)∂t + ηi(t, x, y)∂x + ζi(t, x, y)∂y.
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Продовжену алгебру pr(n)g породжують диференцiальнi оператори

e
(n)
i = ξi(t, x, y)∂t + ηi(t, x, y)∂x + ζi(t, x, y)∂y +

+
n∑
k=1

(
ηki (t, x(k), y(k))∂x(k) + ζki (t, x(k), y(k))∂y(k)

)
.

Тут i надалi n ≥ 0, i = 1, . . . , r, символи x(k) та y(k) позначають набори
(x, x′, . . . , x(k)) та (y, y′, . . . , y(k)) iз залежних змiнних x, y та їх похiдних
по t порядкiв не вище k.

Означення 2.1. Гладку функцiю I = I(t, x(n), y(n)) : R(2n+3) → R на-
зивають диференцiальним iнварiантом порядку n алгебри Лi g, якщо
e

(n)
i I(t, x(n), y(n)) = 0 для продовженого базису {e(n)

i } алгебри pr(n)g.

Розглянемо ранги

rk = rank{(ξi, ηi, η1
i , . . . , η

k
i , ζi, ζ

1
i , . . . , ζ

k
i ), i = 1, . . . , r}.

Оскiльки послiдовнiсть {rk} не спадає, обмежена значенням r та досягає
його, то iснує число ν = min{k ∈ Z+ | rk = r} та мають мiсце спiввiдно-
шення rν = rν+1 = · · · = r.

Важливiсть диференцiальних iнварiантiв пояснюється наступним фак-
том. Нехай система звичайних диференцiальних рiвнянь iнварiантна вiд-
носно алгебри g. Тодi локально її можна зобразити як об’єднання рiв-
нянь, записаних у термiнах диференцiальних iнварiантiв g (“регулярна”
частина системи) та умов виродження рангiв вiдповiдних продовжених
генераторiв (“сингулярна” частина).

Природнiм є питання чи можна вибрати мiнiмальний набiр диферен-
цiальних iнварiантiв, який дозволяє отримати усi диференцiальнi iнва-
рiанти заданого порядку за допомогою скiнченої кiлькостi визначених
операцiй. Вiдповiдь на це питання позитивна.

Означення 2.2.Максимальний набiр In функцiонально незалежних ди-
ференцiальних iнварiантiв порядку не вище n (тобто iнварiантiв продов-
женої алгебри pr(n)g) називається унiверсальним диференцiальним iнва-
рiантом порядку n алгебри g.
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У випадку однiєї незалежної та двох залежних змiнних розмiрнiсть
простору потокiв порядку n дорiвнює 2n + 3. Отже кiлькiсть функцiо-
нально незалежних диференцiальних iнварiантiв порядку n алгебри g

обчислюється за формулою

dn = 2n+ 3− rn.

Будь-який диференцiальний iнварiант I порядку n алгебри g з необ-
хiднiстю є диференцiальним оператором порядку n + l цiєї ж алгебри,
l ≥ 0. Отже, унiверсальний диференцiальний iнварiант In+l можна отри-
мати доповненням унiверсального диференцiального iнварiанта In дифе-
ренцiальними iнварiантами вищих порядкiв.

Необхiдним етапом вивчення регулярних нормальних систем двох зви-
чайних диференцiальних рiвнянь другого порядку є побудова унiвер-
сальних диференцiальних iнварiантiв другого порядку вiдповiдних ал-
гебр. Зокрема, виникає проблема: коли iнварiантну регулярну систему
двох звичайних диференцiальних рiвнянь другого порядку можна запи-
сати в нормальному виглядi

ẍ = F (t, x, y, ẋ, ẏ), ÿ = G(t, x, y, ẋ, ẏ). (2.16)

Наступна теорема дає необхiдний i достатнiй критерiй iснування сис-
тем (2.16), iнварiантної вiдносно заданої алгебри Лi.

Теорема 2.5. Алгебра Лi векторних полiв допускається нормальною
регулярною системою типу (2.16) тодi i тiльки тодi, коли r1 = r2.

Доведення. Нехай для алгебри Лi g виконується рiвнiсть r1 = r2. Тодi
(оскiльки d2−d1 = 2) унiверсальний диференцiальний iнварiант другого
порядку I2 мiстить рiвно два диференцiальнi iнварiанта Ĩ(t, x, y, ẋ, ẏ, ẍ, ÿ)

та Î(t, x, y, ẋ, ẏ, ẍ, ÿ), якi явно залежать вiд других похiдних. Iншими сло-
вами I2 = {I1, Ĩ , Î} та для функцiональної незалежностi вищевказаного
набору має виконуватися наступна умова

det

(
Ĩ ′ẍ Î ′ẍ
Ĩ ′ÿ Î ′ÿ

)
6= 0. (2.17)
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Помiтимо, що регулярна система другого порядку, iнварiантна вiдносно
даної алгебри Лi, запишеться у виглядi

F (I1, Ĩ , Î) = 0, G(I1, Ĩ , Î) = 0.

Умова (2.17) гарантує, що система локально може бути розв’язана вiд-
носно змiнних ẍ та ÿ

ẍ = f(t, x, y, ẋ, ẏ), ÿ = g(t, x, y, ẋ, ẏ),

останнє доводить достатнiсть.
Навпаки, нехай регулярна система, iнварiантна вiдносно алгебри

Лi g, має вигляд (2.16), тодi функцiї Ĩ = ẍ − F (t, x, y, ẋ, ẏ) i
Î = ÿ−G(t, x, y, ẋ, ẏ) є диференцiальними iнварiантами другого порядку,
причому видно, що для цих iнварiантiв виконується умова (2.17). Так,
d2 − d1 = 2 та, беручи до уваги, що у випадку двох залежних та однiєї
незалежної змiнних d2 − d1 = (2 + r1 − r2), ми отримуємо r1 = r2, що i
треба було довести.

Для повного опису диференцiальних iнварiантiв фiксованої реалiзацiї
алгебри Лi досить побудувати функцiональний базис диференцiальних
iнварiантiв та оператори iнварiантного диференцiювання. Базиси дифе-
ренцiальних iнварiантiв можна знайти як частину унiверсального iнва-
рiанта порядку (ν + 1). Конструктивна процедура побудови операторiв
iнварiантного диференцiювання виводиться безпосередньо з умови їх ко-
мутування з формально нескiнченно продовженими елементами алгебри
(див. [15]).

У даному роздiлi використано реалiзацiї низькорозмiрних алгебр Лi
векторними полями у просторi не бiльше трьох змiнних, якi є частиною
класифiкацiї отриманої у [92]. Залежнi та незалежну змiннi було виб-
рано з мiркувань максимального спрощення обчисленнь та зовнiшнього
вигляду систем звичайних диференцiальних рiвнянь. Системи, якi вiд-
повiдають рiзним виборам залежних i незалежної змiнних у фiксованiй
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реалiзацiї, еквiвалентнi з точнiстю до перетворень годографа та перепоз-
начення змiнних.

Зауважимо також, що не всi iнварiантнi регулярнi системи звичайних
диференцiальних рiвнянь другого порядку можуть бути представленi у
нормальнiй формi. Для вiдокремлення таких випадкiв була використана
теорема 2.5.

Пiдсумовуючи вище сказане, запишемо алгоритм побудови систем зви-
чайних диференцiальних рiвнянь другого порядку, iнварiантних вiднос-
но низькорозмiрних алгебр Лi. Вiн складається з наступних етапiв:

• Будуємо продовженi базиснi елементи для алгебри, яка розгляда-
ється. Оскiльки необхiдно побудувати системи звичайних диферен-
цiальних рiвнянь другого порядку, то шукаємо другi продовження
базисних елементiв.

• Шукаємо iнварiанти отриманої алгебри, тобто диференцiальнi iнва-
рiанти до другого порядку включно для вихiдної алгебри.

• Використовуючи отриманi диференцiальнi iнварiанти, записуємо
вiдповiдну регулярну систему двох звичайних диференцiальних рiв-
нянь другого порядку. При цьому отримана система або може бути
записана в нормальнiй формi, якщо виконується умова теореми 2.5,
або не може бути записана в нормальнiй формi, якщо ця умова не
виконується. Такi випадки розглянутi в дисертацiї окремо.

• Щоб записати сингулярну iнварiантну систему для даної реалiзацiїї,
необхiдно розглянути умови виродження рангiв вiдповiдних продов-
жених генераторiв. Розв’язуючи цi умови, отримуємо шуканi сингу-
лярнi системи.

2.2.2. Реалiзацiї низькорозмiрних алгебр Лi. У даному пiдроздiлi
представимо потрiбну нам частину класифiкацiї реалiзацiй низькороз-
мiрних алгебр Лi векторними полями у просторi трьох змiнних отриманої
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в роботi [92]. Вiдповiднi алгебри записанi в термiнах незалежної змiнної t
та двох залежних змiнних x, y.
Реалiзацiї одно- та двовимiрних дiйсних алгебр Лi. Iснує три

такi алгебри: одновимiрна алгебра A1 та двовимiрнi 2A1 та A2.1. Тут
i надалi nA є прямою сумою n однакових алгебр A. Алгебра 2A1 абе-
лева, а A2.1 характеризується наступним нетривiальним комутацiйним
спiввiдношенням [e1, e2] = e1. Вiдповiднi реалiзацiї можуть бути заданi
наступними диференцiальними операторами:

A1 : 1) ∂t;

2A1 : 1) ∂t, ∂x;

2) ∂t, x∂t;

A2.1, [e1, e2] = e1 :

1) ∂t, t∂t + ∂x;

2) ∂t, t∂t.

Далi ми наводимо нетривiальнi комутацiйнi спiввiдношення базисних
елементiв три- та чотиривимiрних алгебр та їх реалiзацiї.
Нетривiальнi комутатори базисних елементiв тривимiрних

розв’язних алгебр Лi та їх реалiзацiї.

3A1, нетривiальних комутаторiв немає:

1) ∂t, ∂x, ∂y;

2) ∂t, ∂x, y∂t + ϕ(y)∂x;

3) ∂t, x∂t, y∂t;

4) ∂t, x∂t, ϕ(x)∂t;

A2.1 ⊕ A1, [e1, e2] = e1 :

1) ∂t, t∂t + ∂y, ∂x;

2) ∂t, t∂t + y∂x, ∂x;

3) ∂t, t∂t, ∂x;
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4) ∂t, t∂t + x∂x, x∂t;

A3.1, [e2, e3] = e1 :

1) ∂t, ∂x, x∂t + ∂y;

2) ∂t, ∂x, x∂t + y∂x;

3) ∂t, ∂x, x∂t;

A3.2, [e1, e3] = e1, [e2, e3] = e1 + e2 :

1) ∂t, ∂x, (t+ x) ∂t + x∂x + ∂y;

2) ∂t, ∂x, (t+ x) ∂t + x∂x;

3) ∂t, x∂t, t∂t − ∂x;

A3.3, [e1, e3] = e1, [e2, e3] = e2 :

1) ∂t, ∂x, t∂t + x∂x + ∂y;

2) ∂t, ∂x, t∂t + x∂x;

3) ∂t, x∂t, t∂t + ∂y;

4) ∂t, x∂t, t∂t;

Aa
3.4, |a|≤1, a 6=0, 1, [e1, e3] = e1, [e2, e3] = ae2 :

1) ∂t, ∂x, t∂t + ax∂x + ∂y;

2) ∂t, ∂x, t∂t + ax∂x;

3) ∂t, x∂t, t∂t + (1− a)x∂x;

Ab
3.5, b ≥ 0, [e1, e3] = be1 − e2, [e2, e3] = e1 + be2 :

1) ∂t, ∂x, (bt+ x)∂t + (−t+ bx)∂x + ∂y;

2) ∂t, ∂x, (bt+ x)∂t + (−t+ bx)∂x;

3) ∂t, x∂t, (b− x)t∂t − (1 + x2)∂x.

Нетривiальнi комутатори базисних елементiв дiйсних нероз-
в’язних тривимiрних алгебр Лi та їх реалiзацiї.

sl(2,R), [e1, e2] = e1, [e2, e3] = e3, [e1, e3] = 2e2 :

1) ∂t, t∂t + x∂x, t2∂t + 2tx∂x + x∂y;

2) ∂t, t∂t + x∂x, (t2 − x2)∂t + 2tx∂x;
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3) ∂t, t∂t + x∂x, (t2 + x2)∂t + 2tx∂x;

4) ∂t, t∂t + x∂x, t2∂t + 2tx∂x;

5) ∂t, t∂t, t2∂t;

so(3), [e2, e3] = e1, [e3, e1] = e2, [e1, e2] = e3 :

1) − sin t tg x∂t − cos t∂x, − cos t tg x∂t + sin t∂x, ∂t;

2) − sin t tg x∂t − cos t∂x + sin t secx∂y,

− cos t tg x∂t + sin t∂x + cos t secx∂y, ∂t.

Нетривiальнi комутатори базисних елементiв дiйсних роз-
кладних розв’язних чотиривимiрних алгебр Лi та їх реалiзацiї.

4A1, нетривiальних комутаторiв немає:

1) ∂t, ∂x, y∂t + ϕ(y)∂x, θ(y)∂t + ψ(y)∂x;

2) ∂t, x∂t, y∂t, θ(x, y)∂t;

3) ∂t, x∂t, ϕ(x)∂t, ψ(x)∂t;

A2.1 ⊕ 2A1, [e1, e2] = e1 :

1) ∂t, t∂t, ∂x, ∂y;

2) ∂t, t∂t + y∂y, ∂x, y∂t;

3) ∂t, t∂t + ϕ(y)∂x, ∂x, y∂x;

4) ∂t, t∂t + x∂x + y∂y, x∂t, y∂t;

2A2.1, [e1, e2] = e1, [e3, e4] = e3 :

1) ∂t, t∂t + ∂y, ∂x, x∂x + C∂y;

2) ∂t, t∂t + y∂x, ∂x, x∂x + y∂y;

3) ∂t, t∂t, ∂x, x∂x;

4) ∂t, t∂t + x∂x, x∂t, −x∂x + ∂y;

5) ∂t, t∂t + x∂x, x∂t, −x∂x;

A3.1 ⊕ A1, [e2, e3] = e1 :

1) ∂t, ∂y, y∂t, ∂x;
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2) ∂t, ∂y, y∂t + ϕ(x)∂y, x∂t;

A3.2 ⊕ A1, [e1, e3] = e1, [e2, e3] = e1 + e2 :

1) ∂t, ∂x, (t+ x)∂t + x∂x, ∂y;

2) ∂t, ∂x, (t+ x)∂t + x∂x + ∂y, ey(y∂t + ∂x);

3) ∂t, ∂x, (t+ x)∂t + x∂x + ∂y, ey∂t;

4) ∂t, x∂t, t∂t − ∂x, ∂y;

5) ∂t, x∂t, t∂t − ∂x, ye−x∂t;

6) ∂t, x∂t, t∂t − ∂x, e−x∂t;

A3.3 ⊕ A1, [e1, e3] = e1, [e2, e3] = e2 :

1) ∂t, ∂x, t∂t + x∂x, ∂y;

2) ∂t, ∂x, t∂t + x∂x + ∂y, ey∂t;

3) ∂t, x∂t, t∂t + ∂y, ϕ(x)∂y;

4) ∂t, x∂t, t∂t + ∂y, ey∂t;

Aa
3.4 ⊕ A1, |a|≤1, a 6=0, 1, [e1, e3] = e1, [e2, e3] = ae2 :

1) ∂t, ∂x, t∂t + ax∂x, ∂y;

2) ∂t, ∂x, t∂t + ax∂x + ∂y, ey∂t + eay∂x;

3) ∂t, ∂x, t∂t + ax∂x + ∂y, ey∂t;

4) ∂t, x∂t, t∂t + (1− a)x∂x, ∂y;

5) ∂t, x∂t, t∂t + (1− a)x∂x, y|x|
1

1−a∂t;

6) ∂t, x∂t, t∂t + (1− a)x∂x, |x|
1

1−a∂t;

якщо a 6= −1:

7) ∂t, ∂x, t∂t + ax∂x + ∂y, eay∂x;

Ab
3.5 ⊕ A1, b ≥ 0, [e1, e3] = be1 − e2, [e2, e3] = e1 + be2 :

1) ∂t, ∂x, (bt+ x)∂t + (−t+ bx)∂x, ∂y;

2) ∂t, ∂x, (bt+ x)∂t + (−t+ bx)∂x + ∂y,

eby(cos y∂t − sin y∂x);
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3) ∂t, x∂t, (b− x)t∂t − (1 + x2)∂x, ∂y;

4) ∂t, x∂t, (b− x)t∂t − (1 + x2)∂x,

y
√

1 + x2 e−b arctg x∂t;

5) ∂t, x∂t, (b− x)t∂t − (1 + x2)∂x,√
1 + x2 e−b arctg x∂t.

Нетривiальнi комутатори базисних елементiв дiйсних нероз-
в’язних чотиривимiрних алгебр Лi та їх реалiзацiї.

sl(2,R)⊕ A1, [e1, e2] = e1, [e2, e3] = e3, [e1, e3] = 2e2 :

1) ∂t, t∂t + x∂x, t2∂t + 2tx∂x + x∂y,

x∂t + 2xy∂x + (y2 + c)∂y, c ∈ {−1; 0; 1};

2) ∂t, t∂t + x∂x, (t2 + x2)∂t + 2tx∂x, ∂y;

3) ∂t, t∂t + x∂x, (t2 − x2)∂t + 2tx∂x, ∂y;

4) ∂t, t∂t + x∂x, t2∂t + 2tx∂x, ∂y;

5) ∂t, t∂t + x∂x, t2∂t + 2tx∂x, xy∂x;

6) ∂t, t∂t + x∂x, t2∂t + 2tx∂x, x∂x;

7) ∂t, t∂t, t2∂t, ∂x;

so(3)⊕ A1, [e2, e3] = e1, [e3, e1] = e2, [e1, e2] = e3 :

1) − sin t tg x∂t − cos t∂x,

− cos t tg x∂t + sin t∂x, ∂t, ∂y;

2) − sin t tg x∂t − cos t∂x + sin t secx∂y,

− cos t tg x∂t + sin t∂x + cos t secx∂y, ∂t, ∂y.

Нетривiальнi комутатори базисних елементiв дiйсних нероз-
кладних розв’язних чотиривимiрних алгебр Лi та їх реалiзацiї.

A4.1, [e2, e4] = e1, [e3, e4] = e2 :

1) ∂t, ∂x, ∂y, x∂t + y∂x;

2) ∂t, ∂x, −
1

2
y2∂t + y∂x, x∂t − ∂y;
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3) ∂t, x∂t, ∂y, xy∂t − ∂x;

4) ∂t, x∂t, y∂t, −∂x − x∂y;

5) ∂t, x∂t,
1

2
x2∂t, −∂x;

Ab
4.2, b 6= 0, [e1, e4] = be1, [e2, e4] = e2, [e3, e4] = e2 + e3 :

1) ∂t, ∂x, ∂y, bt∂t + (x+ y)∂x + y∂y;

2) ∂t, ∂x, y∂x, bt∂t + x∂x − ∂y;

3) ∂t, x∂t, ∂y, (bt+ xy)∂t + (b− 1)x∂x + y∂y;

4) ∂t, x∂t, y∂t, bt∂t + (b− 1)x∂x + ((b− 1)y − x)∂y;

якщо b 6= 1:

5) ∂t, ∂x, e(1−b)y∂t + y∂x, bt∂t + x∂x − ∂y;

6) ∂t, x∂t,
x

1− b
ln |x|∂t, bt∂t + (b− 1)x∂x;

A4.3, [e1, e4] = e1, [e3, e4] = e2 :

1) ∂t, ∂x, ∂y, t∂t + y∂x;

2) ∂t, ∂x, εe−y∂t + y∂x, t∂t − ∂y;

3) ∂t, x∂t, ∂y, (t+ xy)∂t + x∂x;

4) ∂t, x∂t, y∂t, t∂t + x∂x + (y − x)∂y;

5) ∂t, x∂t, −x ln |x|∂t, t∂t + x∂x;

A4.4, [e1, e4] = e1, [e2, e4] = e1 + e2, [e3, e4] = e2 + e3 :

1) ∂t, ∂x, ∂y, (t+ x)∂t + (x+ y)∂x + y∂y;

2) ∂t, ∂x, −
1

2
y2∂t + y∂x, (t+ x)∂t + x∂x − ∂y;

3) ∂t, x∂t, ∂y, (t+ xy)∂t − ∂x + y∂y;

4) ∂t, x∂t, y∂t, t∂t − ∂x − x∂y;

5) ∂t, x∂t,
1

2
x2∂t, t∂t − ∂x;

Aa,b,c
4.5 , abc 6= 0, [e1, e4] = ae1, [e2, e4] = be2, [e3, e4] = ce3 :

1) ∂t, ∂x, ∂y, at∂t + bx∂x + cy∂y;
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2) ∂t, x∂t, y∂t, at∂t + (a− b)x∂x + (a− c)y∂y;

якщо a = b = c = 1:

3) ∂t, ∂x, y∂t + ϕ(y)∂x, t∂t + x∂x;

4) ∂t, x∂t, ϕ(x)∂t, t∂t + ∂y;

5) ∂t, x∂t, ϕ(x)∂t, t∂t;

якщо a = b = 1, c 6= 1:

6) ∂t, x∂t, ∂y, t∂t + cy∂y;

7) ∂t, ∂x, e(1−c)y∂t, t∂t + x∂x + ∂y;

якщо − 1 ≤ a < b < c = 1, b > 0 при a = −1:

8) ∂t, ∂x, ε1e
(a−1)y∂t + ε2e

(b−1)y∂x, at∂t + bx∂x + ∂y;

9) ∂t, x∂t, ∂y, at∂t + (a− b)x∂x + y∂y,

10) ∂t, e(a−b)x∂t, e(a−1)x∂t, at∂t + ∂x;

Aa,b
4.6, a > 0, [e1, e4] = ae1, [e2, e4] = be2 − e3, [e3, e4] = e2 + be3 :

1) ∂t, ∂x, ∂y, at∂t + (bx+ y)∂x + (−x+ by)∂y;

2) ∂t, ∂x, εe(b−a) arctg y
√

1 + y2∂t + y∂x,(
at− εxe(b−a) arctg y

√
1 + y2

)
∂t + (b− y)x∂x − (1 + y2)∂y;

3) ∂t, x∂t, y∂t,

at∂t + ((a− b)x+ y)∂x + (−x+ (a− b)y)∂y;

4) ∂t, e(a−b)x cosx∂t, −e(a−b)x sinx∂t, at∂t + ∂x;

A4.7, [e2, e3] = e1, [e1, e4] = 2e1, [e2, e4] = e2, [e3, e4] = e2 + e3 :

1) ∂t, ∂x, x∂t + ∂y, (2t+
1

2
y2)∂t + (x+ y)∂x + y∂y;

2) ∂t, ∂x, x∂t + y∂x, 2t∂t + x∂x − ∂y;

3) ∂t, x∂t, −∂x, (2t− 1

2
x2)∂t + x∂x + ∂y;

4) ∂t, x∂t, −∂x, (2t− 1

2
x2)∂t + x∂x;

Ab
4.8, |b| ≤ 1, [e2, e3] = e1, [e1, e4] = (1 + b)e1, [e2, e4] = e2,
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[e3, e4] = be3 :

1) ∂t, ∂x, x∂t + ∂y, (1 + b)t∂t + x∂x + by∂y;

2) ∂t, ∂x, x∂t + y∂x, (1 + b)t∂t + x∂x + (1− b)y∂y;

3) ∂t, ∂x, x∂t, (1 + b)t∂t + x∂x + ∂y;

4) ∂t, ∂x, x∂t, (1 + b)t∂t + x∂x;

якщо b = −1:

5) ∂t, ∂x, x∂t, y∂t + x∂x;

якщо b 6= ±1:

6) ∂t, x∂t, −∂x, (1 + b)t∂t + bx∂x + ∂y;

7) ∂t, x∂t, −∂x, (1 + b)t∂t + bx∂x;

якщо b = 0:

8) ∂t, ∂x, x∂t + ∂y, t∂t + x∂x + C∂y;

Aa
4.9, a ≥ 0, [e2, e3] = e1, [e1, e4] = 2ae1, [e2, e4] = ae2 − e3,

[e3, e4] = e2 + ae3 :

1) ∂t, ∂x, x∂t + ∂y,

1

2
(4at+ y2 − x2)∂t + (ax+ y)∂x + (−x+ ay)∂y;

2) ∂t, ∂x, x∂t + y∂x,

(2at− 1

2
x2)∂t + (a− y)x∂x − (1 + y2)∂y;

A4.10, [e1, e3] = e1, [e2, e3] = e2, [e1, e4] = −e2, [e2, e4] = e1 :

1) ∂t, ∂x, t∂t + x∂x + ∂y, x∂t − t∂x + C∂y;

2) ∂t, x∂t, t∂t + ∂y, −tx∂t − (1 + x2)∂x;

3) ∂t, ∂x, t∂t + x∂x, x∂t − t∂x + ∂y;

4) ∂t, ∂x, t∂t + x∂x, x∂t − t∂x;

5) ∂t, x∂t, t∂t, −tx∂t − (1 + x2)∂x.

Саме цi реалiзацiї будуть використанi далi для побудови систем звичай-
них диференцiальних рiвнянь другого порядку.
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2.2.3. Система звичайних диференцiальних рiвнянь другого по-
рядку, iнварiантна вiдносно реалiзацiї R(sl(2,R)⊕A1, 1). Роз-
глянемо детально дiйсну нерозв’язну алгебру Лi sl(2,R)⊕A1, породжену
базисними елементами

e1 = ∂t, e2 = t∂t + x∂x, e3 = t2∂t + 2tx∂x + x∂y,

e4 = x∂t + 2xy∂x + (y2 + c)∂y, c ∈ {−1, 0, 1}.

Для знаходження системи звичайних диференцiальних рiвнянь дру-
гого порядку iнварiантної вiдносно цiєї реалiзацiї, знайдемо диферен-
цiальнi iнварiанти до другого порядку включно. Оскiльки r0 = 3, то
iнварiантiв нульового порядку у даному випадку не має.

Розглянемо другi продовження базисних операторiв:

e
(2)
1 = ∂t, e

(2)
2 = t∂t + x∂x − ẏ∂ẏ − ẍ∂ẍ − 2ÿ∂ÿ,

e
(2)
3 = t2∂t + 2tx∂x + x∂y + 2x∂ẋ + (ẋ− 2tẏ)∂ẏ+

+ (2ẋ− 2tẍ)∂ẍ + (ẍ− 2ẏ − 4tÿ)∂ÿ,

e
(2)
4 = x∂t+2xy∂x+(y2+c)∂y + (2yẋ+2xẏ−ẋ2)∂ẋ + (2y−ẋ)ẏ∂ẏ+

+ (2ẍy + 4ẋẏ + 2xÿ − 3ẋẍ)∂ẍ + (2ẏ2 + 2yÿ − ẍẏ − 2ẋÿ)∂ÿ.

Очевидно, що r1 = r2 = 4 = rl, l ≥ 3, крiм того d1 = 5 − 4 = 1 i
d2 = 7 − 4 = 3. Отже, iснує один функцiонально незалежний iнварiант
першого порядку та три функцiонально незалежнi iнварiанти другого
порядку, причому серед останнiх мiститься рiвно один iнварiант першого
порядку. Звiдси випливає, що критерiй теореми 1 виконується i для даної
реалiзацiї iснує iнварiантна система вигляду (2.16).

Унiверсальний диференцiальний iнварiант I1 породжується єдиною
функцiєю I = I(t, x, y, ẋ, ẏ). Остання визначається умовами e

(1)
i I = 0,

i = 1, 2, 3, 4, якi еквiвалентнi перевизначенiй системi диференцiальних
рiвнянь з частинними похiдними першого порядку

It = 0, tIt + xIx − ẏIẏ = 0,



49

t2It + 2txIx + xIy + 2xIẋ + (ẋ− 2tẏ)Iẏ = 0,

xIt + 2xyIx + (y2 + c)Iy + (2yẋ+ 2xẏ − ẋ2)Iẋ + (2y − ẋ)ẏIẏ = 0.

Набiр функцiонально незалежних iнтегралiв вiдповiдної характерис-
тичної системи складається з однiєї функцiї

I =
xẏ + y2 − ẋy + c√

4xẏ − ẋ2
.

Знайдемо розширення унiверсального iнварiанту I1 до унiверсального
iнварiанту другого порядку I2. Для цього досить знайти два будь-якi
функцiонально незалежнi диференцiальнi iнварiанти Ĩ(t, x, y, ẋ, ẏ, ẍ, ÿ)

та Î(t, x, y, ẋ, ẏ, ẍ, ÿ), що явно залежать вiд других похiдних.
Слiд зазначити, що задача знаходження розв’язкiв системи

e
(2)
i Ĩ = 0, i = 1, 2, 3, 4 (2.18)

та застосування методу рухомого реперу є надзвичайно складними i гро-
мiздкими, тому для знаходження одного з диференцiальних iнварiантiв
другого порядку подiємо оператором iнварiантного диференцiювання на
iнварiант I.

Оператор iнварiантного диференцiювання знаходиться у виглядi
X = λ(t, x, y, ẋ, ẏ)Dt, де функцiя λ знаходиться у неявному виглядi
ϕ(λ, t, x, y, ẋ, ẏ) з системи (e

(1)
i + λDt(ξi)∂λ)ϕ = 0, i = 1, 2, 3, 4.

Для даної реалiзацiї алгебри Лi оператор iнварiантного диференцiю-
вання має вигляд:

X =
x

xẏ + y2 − ẋy + c
Dt.

Подiявши цим оператором на знайдений вище iнварiант першого по-
рядку I, отримаємо один з шуканих iнварiантiв другого порядку

Î=
(ẍ−2ẏ)x(xẏ(ẋ−4y)+ẋ(y2+c))−ÿx2(ẋ2−2(xẏ+yẋ)+2(y2+c))

(4xẏ − ẋ2)2
,
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який використовуємо для знаходження iншого iнварiанта Ĩ дру-
гого порядку. З перших трьох рiвнянь системи (2.18) отримаємо
Ĩ = Ĩ(J1, J2, J3, J4), де

J1 = 2y − ẋ, J2 = 4xẏ − ẋ2,

J3 = x(ẍ− 2ẏ), J4 = x2ÿ − xy(ẍ− 2ẏ).

Перепишемо четверте рiвняння системи (2.18) та iнварiанти I, Î в тер-
мiнах J1, J2, J3, J4:

2(J2
1 − J2 + 4c)ĨJ1 + 8J1J2ĨJ2 + 4(3J1J3 + 2J4)ĨJ3 +

+ (2J1J4 − J2
1J3 − J2J3 − 4cJ3)ĨJ4 = 0,

(2.19)

I =
J2

1 + J2 + 4c√
J2

, Î =
2J4(J

2
1 − J2 + 4c) + J1J3(J

2
1 + J2 + 4c)

J2
2

.

Скориставшись тим, що I та Î є розв’язками рiвняння (2.19), знаходи-
мо третiй функцiонально незалежний з ними розв’язок цього рiвняння:

Ĩ=
2J1(2J4(J

2
1−J2+4c)+J1J3(J

2
1+J2+4c))−J3((J

2
1+J2+4c)2−16cJ2)

(J2
1−J2+4c)

√
J2((J2

1 +J2 + 4c)2−16cJ2)
.

Повернувшись до вихiдних змiнних, отримаємо другий шуканий ди-
ференцiальний iнварiант реалiзацiї R(sl(2,R)⊕ A1, 1), що мiстить другi
похiднi:

Ĩ =
ẍx(y2 − xẏ + c) + ÿx2(ẋ− 2y) + 2xẏ(xẏ − y2 − c)√

4xẏ − ẋ2((xẏ + y2 − yẋ+ c)2 − c(4xẏ − ẋ2))
.

Отже, узагальнений диференцiальний iнварiант другого порядку може
бути записаний у виглядi I2 =

{
I, Î, Ĩ

}
. Вiдповiдна iнварiантна система

наведена у пiдроздiлi 2.2.6, дивись рiвняння (2.23).
Запишемо сингулярну систему рiвнянь для даної реалiзацiї. Як вже

зазначалося, сингулярна частина системи звичайних диференцiальних
рiвнянь другого порядку одержується з умов виродження рангiв вiдпо-
вiдних продовжених генераторiв. Оскiльки r0 = 3, а r1 = r2 = 4, син-
гулярну частину системи ми можемо одержати коли r1 = r2 = 3. Для
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того, щоб остання умова виконувалась, треба щоб всi мiнори четвертого
порядку матрицi коефiцiєнтiв продовжених генераторiв дорiвнювали 0.
Звiдси ми одержимо систему:

x2(2yẋ+ 2xẏ − ẋ2 − 2y2 − 2c) = 0,

4x2yẏ − x2ẋẏ − xẋy2 − cxẋ = 0,

4x2ẋẏ + 4x2yẍ− 3x2ẋẍ+ 2x3ÿ − 2xy2ẋ− 2cxẋ = 0,

2x2ẏ2 − x2ẏẍ+ 6x2yÿ − 2x2ẋÿ + 2xy2ẏ + 2cxẏ − xy2ẍ− cxẍ = 0.

Розв’язуючи її маємо наступну сингулярну iнварiантну систему:

ẍ = 2ẏ, ÿ = 0.

Аналогiчна процедура була використана для кожної реалiзацiї алгебр
Лi зi списку, наведеному у пiдроздiлi 2.2.2.

2.2.4. Системи з одно- та двовимiрною алгеброю iнварiантностi.
У даному пiдроздiлi представленi системи двох диференцiальних рiвнянь
другого порядку, iнварiантних вiдносно дiйсних одно- та двовимiрних
алгебр Лi.

Регулярнi системи. Кожна регулярна iнварiантна система записуєть-
ся у нормальнiй формi та мiстить двi параметр-функцiї F (ω) i G(ω), де
кортеж ω мiстить три або чотири диференцiальних iнварiанта першого
порядку ω1, ω2, ω3 та ω4.

Регулярнi системи, якi можуть бути представленi в нормальнiй формi
наведено у наступному перелiку, де вказанi також вiдповiднi алгебри зi
списку на сторiнцi 40:

R(A1, 1): ω1 = x, ω2 = y, ω3 = ẋ, ω4 = ẏ,

ẍ = F (ω1, ω2, ω3, ω4), ÿ = G(ω1, ω2, ω3, ω4).

R(2A1, 1): ω1 = y, ω2 = ẋ, ω3 = ẏ,

ẍ = F (ω1, ω2, ω3), ÿ = G(ω1, ω2, ω3).
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R(2A1, 2): ω1 = x, ω2 = y, ω3 = ẏ
ẋ ,

ẍ = ẋ3F (ω1, ω2, ω3), ÿ = ẋ2ẏF (ω1, ω2, ω3) + ẋ2G(ω1, ω2, ω3).

R(A2.1, 1): ω1 = y, ω2 = ẋex, ω3 = ẏ
ẋ ,

ẍ = ẋ2F (ω1, ω2, ω3), ÿ = ẋ2G(ω1, ω2, ω3).

R(A2.1, 2): ω1 = x, ω2 = y, ω3 = ẏ
ẋ ,

ẍ = ẋ2F (ω1, ω2, ω3), ÿ = ẋ2G(ω1, ω2, ω3).

Серед систем, iнварiантних вiдносно одно- та двовимiрних алгебр Лi не
має регулярних систем, що не можуть бути записанi у нормальнiй формi.

Сингулярнi системи. Для реалiзацiй R(A1, 1), R(2A1, 1), R(A2.1, 1) не-
тривiальних сингулярних систем не має.

Єдина сингулярна система, що iснує вiдповiдає реалiзацiям R(2A1, 2),
R(A2.1, 2), має наступний вигляд:

ẍ = 0, ÿ = 0. (2.20)

2.2.5. Системи з тривимiрною алгеброю iнварiантностi. У цьому
пiдроздiлi наведено повний перелiк систем двох диференцiальних рiв-
нянь другого порядку, iнварiантних вiдносно дiйсних тривимiрних ал-
гебр Лi.

Регулярнi системи. Кожна регулярна iнварiантна система мiстить двi
параметр-функцiї F (ω) i G(ω), де кортеж ω мiстить два або три дифе-
ренцiальнi iнварiанти першого порядку ω1, ω2 та ω3. Решта функцiй, що
зустрiчаються у цьому пiдроздiлi є довiльними, диференцiйовними по-
трiбну кiлькiсть разiв, якщо не зазначене iнше.

Регулярнi системи, якi можуть бути представленi в нормальнiй формi
наведено у наступному списку, де вказанi також вiдповiднi алгебри з
пiдроздiлу 2.2.2.
R(3A1, 1): ω1 = ẋ, ω2 = ẏ,

ẍ = F (ω1, ω2) , ÿ = G (ω1, ω2) .
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R(3A1, 2): ω1 = y, ω2 = ẋ−ϕ̇(y)
ẏ ,

ẍ = ẏ2F (ω1, ω2) + ẋẏ2G (ω1, ω2) + ẏϕ̈(y), ÿ = ẏ3G (ω1, ω2) .

R(A2.1 ⊕ A1, 1): ω1 = ẋey, ω2 = ẏ
ẋ ,

ẍ = ẋ2F (ω1, ω2) , ÿ = ẏ2G (ω1, ω2) . (2.21)

R(A2.1 ⊕ A1, 2): ω1 = y, ω2 = ẋ
ẏ + ln ẏ,

ẍ = ẏ2F (ω1, ω2) + ẋẏG (ω1, ω2) , ÿ = ẏ2G (ω1, ω2) .

R(A2.1 ⊕ A1, 3): ω1 = y, ω2 = ẏ
ẋ ,

ẍ = ẋ2F (ω1, ω2) , ÿ = ẏ2G (ω1, ω2) .

R(A2.1 ⊕ A1, 4): ω1 = y, ω2 = ẏx
ẋ ,

ẍ = ẋ2ẏF (ω1, ω2) , ÿ = ẋẏ2F (ω1, ω2) + ẏ2G (ω1, ω2) .

R(A3.1, 1): ω1 = y − 1
ẋ , ω2 = ẏ

ẋ ,

ẍ = ẋ3F (ω1, ω2) , ÿ = ẋ2ẏF (ω1, ω2)+ẋ2G (ω1, ω2) .

R(A3.1, 2): ω1 = y, ω2 = ẋ2−2ẏ
ẏ2 ,

ẍ = ẏ
(
ẋ2 − ẏ

)
F (ω1, ω2) + ẋẏ2G (ω1, ω2) ,

ÿ = ẋẏ2F (ω1, ω2) + ẏ3G (ω1, ω2) .

R(A3.1, 3): ω1 = y, ω2 = ẏ
ẋ ,

ẍ = ẋ3F (ω1, ω2) , ÿ = ẋ2ẏF (ω1, ω2) + ẋ2G (ω1, ω2) .

R(A3.2, 1): ω1 = y − 1
ẋ , ω2 = ẏey

ẋ ,

ẍ = ẋ2ẏF (ω1, ω2) , ÿ = ẋẏ2F (ω1, ω2) + ẏ2G (ω1, ω2) .

R(A3.2, 2): ω1 = y, ω2 = ẏe
1
ẋ

ẋ ,

ẍ = ẋ2ẏF (ω1, ω2) , ÿ = ẋẏ2F (ω1, ω2) + ẏ2G (ω1, ω2) .
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R(A3.2, 3): ω1 = y, ω2 = ẏ
ẋ ,

ẍ = ẋ3e−xF (ω1, ω2) , ÿ = ẋ2ẏe−xF (ω1, ω2) + ẋ2G (ω1, ω2) .

R(A3.3, 1): ω1 = ẋ, ω2 = ẏey,

ẍ = ẏF (ω1, ω2) , ÿ = ẏ2G (ω1, ω2) .

R(A3.3, 2): ω1 = y, ω2 = ẋ,

ẍ = ẏF (ω1, ω2) , ÿ = ẏ2G (ω1, ω2) .

R(A3.3, 3): ω1 = x, ω2 = ẏ
ẋ ,

ẍ = ẋ3eyF (ω1, ω2) , ÿ = ẋ2ẏeyF (ω1, ω2) + ẋ2G (ω1, ω2) .

R(Aa
3.4, 1): ω1 = ẋe(1−a)y, ω2 = ẏey,

ẍ = ẋẏF (ω1, ω2) , ÿ = ẏ2G (ω1, ω2) .

R(Aa
3.4, 2): ω1 = y, ω2 = ẋẏa−1,

ẍ = ẋẏF (ω1, ω2) , ÿ = ẏ2G (ω1, ω2) .

R(Aa
3.4, 3): ω1 = y, ω2 = xẏ

ẋ ,

ẍ = ẋ3x
2a−1
1−a F (ω1, ω2) , ÿ = ẋ2ẏx

2a−1
1−a F (ω1, ω2) + ẏ2G (ω1, ω2) .

R(Ab
3.5, 1): ω1 = y + arctg ẋ, ω2 = ẏ2e2by

1+ẋ2 ,

ẍ = ẏ
(
1 + ẋ2

)
F (ω1, ω2) , ÿ = ẋẏ2F (ω1, ω2) + ẏ2G (ω1, ω2) .

R(Ab
3.5, 2): ω1 = y, ω2 = 1+ẋ2

ẏ2 e
2b arctg ẋ,

ẍ = ẏ
(
1 + ẋ2

)
F (ω1, ω2) , ÿ = ẋẏ2F (ω1, ω2) + ẏ2G (ω1, ω2) .

R(Ab
3.5, 3): ω1 = y, ω2 =

ẏ(1+x2)
ẋ ,

ẍ = ẋ3
(
1 + x2

)− 3
2 e−b arctg xF (ω1, ω2) ,
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ÿ =
ẋẏ2e−b arctg x

√
1 + x2

F (ω1, ω2) + ẏ2G (ω1, ω2)−
2xẋẏ

1 + x2
.

R(sl(2,R), 1): ω1 = 2y − ẋ, ω2 = 4xẏ − ẋ2,

ẍ =
1

x
F (ω1, ω2) + 2ẏ, ÿ =

y

x2
F (ω1, ω2) +

1

x2
G (ω1, ω2) . (2.22)

R(sl(2,R), 2): ω1 = y, ω2 = x2ẏ2

ẋ2+1 ,

ẍ = x2ẏ3F (ω1, ω2)−
1+ẋ2

x
, ÿ = ẏ2(ẋF (ω1, ω2)+G(ω1, ω2))−

2ẋẏ

x
.

R(sl(2,R), 3): ω1 = y, ω2 = x2ẏ2

ẋ2−1 ,

ẍ = x2ẏ3F (ω1, ω2)−
ẋ2−1

x
, ÿ = ẏ2(ẋF (ω1, ω2)+G(ω1, ω2))−

2ẋẏ

x
.

R(sl(2,R), 4): ω1 = y, ω2 = xẏ,

ẍ =
1

2x
F (ω1, ω2) +

ẋ2

2x
, ÿ =

1

x2
G (ω1, ω2)−

ẋẏ

x
.

R(so(3), 1): ω1 = y, ω2 = ẋ2+cos2 x
ẏ2 ,

ẍ =
ẏ3

cosx
F (ω1, ω2)− 2ẋ2 tg x− sinx cosx,

ÿ =
ẋẏ2

cosx
F (ω1, ω2) + ẏ2G (ω1, ω2)− 2ẋẏ tg x.

R(so(3), 2): ω1 = y − arctg ẋ
cosx , ω2 = ẋ2+cos2 x

(ẏ+sinx)2 ,

ẍ =
(ẋ2 + cos2 x)

cosx
((ẏ + sinx)F (ω1, ω2) + ẏ)− ẋ2 tg x,

ÿ =
ẋ(ẏ + sinx)2

cosx
F (ω1, ω2) +

ẋẏ(ẏ + sinx)

cosx
+

+ (ẏ + sinx)2G (ω1, ω2)− ẋ cosx− ẋ(ẏ + sinx) tg x.

Для реалiзацiй R(3A1, 3), R(3A1, 4), R(A3.3, 4) та R(sl(2,R), 5) регу-
лярнi iнварiантнi системи, що не можуть бути записанi у нормальнiй
формi, мають вигляд:

ÿ = ω3ẍ+ ẋ2F (ω1, ω2, ω3) , G (ω1, ω2, ω3) = 0,

де ω1 = x, ω2 = y, ω3 = ẏ
ẋ .
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Сингулярнi системи. Для реалiзацiй R(3A1, 1), R(A3.1, 1), R(A3.2, 1),
R(A2.1⊕A1, 1), R(A3.3, 1), R(Aa

3.4, 1), R(Ab
3.5, 1), R(Ab

3.5, 2), R(sl(2,R), 1),
R(sl(2,R), 2), R(sl(2,R), 4), R(so(3), 1) та R(so(3), 2) нетривiальних син-
гулярних систем не має.

Сингулярнi системи для решти розглядуваних реалiзацiй дiйсних три-
вимiрних алгебр Лi мають вигляд (2.20).

2.2.6. Системи з алгеброю iнварiантностi розмiрностi чотири.
Даний пiдроздiл присвячено системам двох диференцiальних рiвнянь
другого порядку, iнварiантним вiдносно дiйсних чотиривимiрних алгебр
Лi. Як i у випадку тривимiрних алгебр, iнварiантнi системи записуються
у нормальнiй формi та мiстять двi параметр-функцiї F (ω) i G(ω), де
кортеж ω мiстить один, два або три диференцiальнi iнварiанти першого
порядку ω1, ω2 та ω3. Решта функцiй, що позначенi грецькими лiтера-
ми є довiльними, диференцiйовними потрiбну кiлькiсть разiв, якщо не
зазначене iнше.

Регулярнi системи. Регулярнi системи, якi можуть бути представленi
в нормальнiй формi, наведено у наступному перелiку:

R(4A1, 1): ω = y,

ẍ =
ẏ (θ′ϕ′′−ψ′′+θ′′ẋ) (ẏG(ω)+θ′′(ẋ−ϕ′))

θ′′(ϕ′θ′ − ψ′)
+
ẏ2F (ω)

θ′′
+ẏϕ′′,

ÿ =
ẏ3G(ω) + ẏ2θ′′(ẋ− ϕ′)

ϕ′θ′ − ψ′
,

де вектор-функцiї (y, ϕ(y)) i (θ(y), ψ(y)) — лiнiйно незалежнi, а штриха-
ми позначено похiднi за змiнною y.

R(A2.1 ⊕ 2A1, 1): ω = ẏ
ẋ ,

ẍ = ẋ2F (ω) , ÿ = ẏ2G (ω) .

R(A2.1 ⊕ 2A1, 2): ω = ẏ
yẋ ,

ẍ = ẋ2F (ω) + ẋ2ẏG (ω) , ÿ = ẋẏ2G (ω) .
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R(A2.1 ⊕ 2A1, 3): ω = y,

ẍ = ẏ2F (ω) + ẋẏG(ω)− ẏ2ϕ′′ ln ẏ, ÿ = ẏ2G(ω),

де ϕ(y) — довiльна функцiя вiд y, а штрихами позначено її похiднi.

R(2A2.1, 1): ω = ẏẋ−
C

1+C e
y

1+C ,

ẍ = ẋẏF (ω) , ÿ = ẏ2G (ω) .

R(2A2.1, 2): ω = ẏ
ye

ẋ
ẏ ,

ẍ =
ẏ2

y

(
F (ω)−G (ω) ln

ẏ

y

)
, ÿ =

ẏ2

y
G (ω) .

R(2A2.1, 3): ω = y,

ẍ = ẋẏF (ω), ÿ = ẏ2G(ω).

R(2A2.1, 4): ω = xẏ
ẋ ,

ẍ = ẋ2ẏeyF (ω) , ÿ = ẋẏ2eyF (ω) + ẏ2G (ω) .

R(A3.1 ⊕ A1, 1): ω = ẏ
ẋ ,

ẍ = ẏ2F (ω) + ẋẏ2G (ω) , ÿ = ẏ3G (ω) .

R(A3.1 ⊕ A1, 2): ω = x,

ẍ = ẋ3G(ω)− ẋ2ẏ

ϕ′
F (ω)− ẋẏ2ϕ′′

2ϕ′2
,

ÿ =

(
ẋ2 − ẋẏ2

ϕ′

)
F (ω) + ẋ2ẏG(ω) +

ẋẏϕ′′

ϕ′
− ẏ3ϕ′′

2ϕ′2
,

де ϕ(x) — довiльна функцiя вiд x, а штрихами позначено її похiднi.

R(A3.2 ⊕ A1, 1): ω = ẏ
ẋe

1
ẋ ,

ẍ = ẋ2ẏF (ω) , ÿ = ẋẏ2F (ω) + ẏ2G (ω) .

R(A3.2 ⊕ A1, 2): ω = yẋ+ẋ−1
ẏ e−y,

ẍ = ẏ2ey(1− yẋ)F (ω) + eyẋẏ2G (ω)− ẋ2ẏ,
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ÿ = ẏ3eyG (ω)− yẏ3eyF (ω)− ẋẏ2 − ẏ2.

R(A3.2 ⊕ A1, 3): ω = ẏ
ẋe

y,

ẍ = ẋẏ(1− yẋ)F (ω) + ẋ2ẏG (ω)− ẋẏ(1− yẋ),

ÿ = ẋẏ2G (ω)− yẋẏ2F (ω)− ẏ2(1− yẋ).

R(A3.2 ⊕ A1, 4): ω = ẏ
ẋ ,

ẍ = ẋ3e−xF (ω) , ÿ = ẋ2ẏe−xF (ω) + ẋ2G (ω) .

R(A3.3 ⊕ A1, 1): ω = ẋ,

ẍ = ẏF (ω), ÿ = ẏ2G(ω).

R(A3.3 ⊕ A1, 2): ω = ẏ
ẋe

y,

ẍ = ẋẏF (ω) + ẋ2ẏG (ω)− ẋẏ, ÿ = ẋẏ2G (ω)− ẏ2.

R(A3.3 ⊕ A1, 3): ω = x,

ẍ = ẋ3 exp

(
yϕ′ẋ− ϕẏ

ϕ′ẋ

)
F (ω),

ÿ = ẋ2ẏ exp

(
yϕ′ẋ− ϕẏ

ϕ′ẋ

)
F (ω) + ẋ2G(ω) +

ẋẏϕ′′

ϕ′
,

де ϕ(x) — довiльна функцiя вiд x, а штрихами позначено її похiднi.

R(Aa
3.4 ⊕ A1, 1): ω = ẋẏa−1,

ẍ = ẋẏF (ω) , ÿ = ẏ2G (ω) .

R(Aa
3.4 ⊕ A1, 2): ω = ẏeay+y

ẋey−aeay ,

ẍ = ẏ2eayF (ω) + ẋẏ2eyG (ω) + (a− 1)ẋẏ, ÿ = ẏ3eyG (ω)− ẏ2.

R(Aa
3.4 ⊕ A1, 3): ω = ẏeay

ẋ ,

ẍ = ẋẏF (ω) + ẋẏ2eyG (ω)− ẋẏ, ÿ = ẏ3eyG (ω)− ẏ2.
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R(Aa
3.4 ⊕ A1, 4): ω = ẏx

ẋ ,

ẍ = ẋ3x
2a−1
1−a F (ω) , ÿ = ẋ2ẏx

2a−1
1−a F (ω) + ẏ2G (ω) .

R(Aa
3.4 ⊕ A1, 7): ω = ẏey,

ẍ = ẏ2eayF (ω) + ẋẏG (ω) + aẋẏ, ÿ = ẏ2G (ω) .

R(Ab
3.5 ⊕ A1, 1): ω = ẋ2+1

ẏ2 e
2b arctg ẋ,

ẍ = (ẋ2 + 1)ẏF (ω) , ÿ = ẋẏ2F (ω) + ẏ2G (ω) .

R(Ab
3.5 ⊕ A1, 2): ω = ẋ(b cos y−sin y)+b sin y+cos y

ẏeby
,

ẍ= ẏ2eby (F(ω)(sin y+ẋ cos y)+G(ω)(ẋ sin y−cos y))−ẏ(1+ẋ2),

ÿ = ẏ3eby (F (ω) cos y +G (ω) sin y)−ẏ2(b+ ẋ).

R(Ab
3.5 ⊕ A1, 3): ω = ẏ(x2+1)

ẋ ,

ẍ = ẋẏ2
√
x2 + 1 e−b arctg xF (ω) ,

ÿ = ẏ3
√
x2 + 1 e−b arctg xF (ω)+ẏ2G (ω)− 2xẋẏ

1 + x2
.

R(sl(2,R)⊕ A1, 1): ω = xẏ+y2−ẋy+c√
4xẏ−ẋ2

,

ẍ =
4xẏ − ẋ2

x

(
1− 4xẏ − ẋ2

2(xẏ + y2 − ẋy + c)

)
F (ω)+

+
(ẋ− 2y)(4xẏ − ẋ2)

2x(ω2 − c)
G(ω) + 2ẏ, (2.23)

ÿ =
4xẏ−ẋ2

2x2(ẋ− 2y)

(
4xẏ−2yẋ+

(4xẏ−ẋ2)(y2−xẏ−c)
xẏ + y2 − ẋy + c

)
F (ω)−

− (4xẏ − ẋ2)(y2 − xẏ + c)

2x2(ω2 − c)
G(ω).

R(sl(2,R)⊕ A1, 2): ω = x2ẏ2

ẋ2−1 ,

ẍ = x2ẏ3F (ω)− ẋ2 − 1

x
, ÿ = ẏ2 (ẋF (ω) +G (ω))− 2ẋẏ

x
.
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R(sl(2,R)⊕ A1, 3): ω = x2ẏ2

ẋ2+1 ,

ẍ = x2ẏ3F (ω)− ẋ2 + 1

x
, ÿ = ẏ2 (ẋF (ω) +G (ω))− 2ẋẏ

x
.

R(sl(2,R)⊕ A1, 4): ω = xẏ,

ẍ =
1

2x
F (ω) +

ẋ2

2x
, ÿ =

1

x2
G (ω)− ẋẏ

x
.

R(sl(2,R)⊕ A1, 5): ω = y,

ẍ =
xẏ2

2y2

(
F (ω) + 2G (ω) ln(xẏ) + ln2(xẏ)

)
+
ẋ2

2x
,

ÿ =
ẏ2

y
(G (ω) + ln(xẏ))− ẋẏ

x
.

R(sl(2,R)⊕ A1, 6): ω = y,

ẍ =
xẏ2

2
F (ω) +

ẋ2

2x
, ÿ = ẏ2G (ω)− ẋẏ

x
.

R(so(3)⊕ A1, 1): ω = ẋ2+cos2 x
ẏ2 ,

ẍ =
ẏ3

cosx
F (ω)− 2ẋ2 tg x− sinx cosx,

ÿ =
ẋẏ2

cosx
F (ω) + ẏ2G (ω)− 2ẋẏ tg x.

R(so(3)⊕ A1, 2): ω = ẋ2+cos2 x
(ẏ+sinx)2 ,

ẍ =
(ẋ2 + cos2 x)3/2

cosx
F (ω) +

ẏ(ẋ2 + cos2 x)

cosx
− ẋ2 tg x,

ÿ = (ẏ + sinx)2

(
ẋ

cosx
F (ω) +G (ω)

)
+
ẋ(ẏ2 − 1)

cosx
.

R(A4.1, 1): ω = ẏ2

2ẏ−ẋ2 ,

ẍ = ẏ(ẏ − ẋ2)F (ω) + ẋẏ2G (ω) , ÿ = ẏ3G (ω)− ẋẏ2F (ω) .

R(A4.1, 2): ω = yẋ+1
ẏ ,

ẍ = ẏ2(1 + ẋy)F (ω) + ẋẏ2G (ω) + ẋ2ẏ,
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ÿ = ẏ3yF (ω) + ẏ3G (ω) + ẋẏ2.

R(A4.1, 3): ω = ẏ
ẋ ,

ẍ =
1

2
ẋ3x2F (ω) +

1

2
ẋ3G (ω) + 2xẋ2ẏ,

ÿ = ẋ2

(
1 +

1

2
x2ẏ

)
F (ω) +

1

2
ẋ2ẏG (ω) + 2xẋẏ2.

R(Ab
4.2, 1): ω = ẏe

(b−1)ẋ
ẏ ,

ẍ = ẏ
2b−1
b−1 F (ω) + ẋẏ

b
b−1G (ω) , ÿ = ẏ

2b−1
b−1 G (ω) .

R(Ab
4.2, 2): ω = ẏe−by,

ẍ = ẏ2e−yF (ω) + ẋẏG (ω) , ÿ = ẏ2G (ω) .

R(Ab
4.2, 3): ω = ẏ

ẋx
b−2
b−1 ,

ẍ =
ẋ2ẏ

b− 1
(lnxF (ω) + (b− 1)G (ω)− 2 lnx) ,

ÿ = ẋẏ

(
ẏ lnx

b− 1
− 1

x

)
F (ω) + ẋẏ2G (ω)− 2ẋẏ2 lnx

b− 1
.

R(Ab
4.2, 5): ω = ey(b−1)ẋ+eby

ẏ ,

ẍ = ẏ2e−yF (ω) + ẋẏ2e−byG(ω) + (b− 1)ẋẏ,

ÿ = ẏ3e−byG(ω) + (b− 1)ẏ2.

R(A4.3, 1): ω = ẋ
ẏ + ln ẏ,

ẍ = ẏ2F (ω) + ẋẏG (ω) , ÿ = ẏ2G (ω) .

R(A4.3, 2), ε ∈ {0, 1}: ω = εx+ey

ẏ ,

ẍ = ẏ2F (ω)+ẋẏ2e−yG (ω)+ẋẏ, ÿ = ẏ3e−yG (ω)+ẏ2.

R(A4.3, 3): ω = xẏ
ẋ ,

ẍ = xẋẏ2 (F (ω)−G (ω) lnx)− 2ẋ2ẏ lnx,
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ÿ = xẏ3F (ω) + ẏ2(1− xẏ lnx)G (ω)− 2ẋẏ2 lnx.

R(A4.4, 1): ω = ẋ2−2ẏ
ẏ2 ,

ẍ =
ẏ

e
ẋ
ẏ

((
ẏ − ẋ2

)
F (ω)+ẋẏG (ω)

)
, ÿ =

ẏ2

e
ẋ
ẏ

(ẏG (ω)−ẋF (ω)) .

R(A4.4, 2): ω = 1+yẋ
ẏ ey,

ẍ =
ẏ2

ey
((1+yẋ)F (ω)+ẋG(ω))+ẋ2ẏ, ÿ=

ẏ3

ey
(yF (ω)+G(ω))+ẋẏ2.

R(A4.4, 3): ω = ẋ
ẏe

x,

ẍ = ẋ2ẏF (ω) +
1

2
x2ẋ2ẏG (ω) + 2xẋ2ẏ,

ÿ = ẋẏ2F (ω) + ẋẏ

(
1 +

1

2
x2ẏ

)
G (ω) + 2xẋẏ2.

R(Aa,b,c
4.5 , 1): ω = ẏb−a

ẋc−a ,

ẍ = ẋ
b−2a
b−a F (ω) , ÿ = ẏ

c−2a
c−a G (ω) .

R(A1,1,1
4.5 , 3): ω = y,

ẍ = ẏ (ẋ−ϕ′) (F (ω)+ẋG(ω))+ẏϕ′′, ÿ = ẏ2 (ẋ−ϕ′)G(ω),

де ϕ(y) — довiльна функцiя вiд y, а штрихами позначено її похiднi.

R(A1,1,c
4.5 , 6), c 6= 1: ω = x,

ẍ = ẋ3

(
ẏ

ẋ

)1/c

F (ω), ÿ = ẋ2ẏ

(
ẏ

ẋ

)1/c

F (ω) + ẋẏG(ω).

R(A1,1,c
4.5 , 7), c 6= 1: ω = ẏ

ẋe
y,

ẍ = ẋẏF (ω) + ẋ2ẏG (ω) + (c− 1)ẋẏ, ÿ = ẋẏ2G (ω) + (c− 1)ẏ2.

R(Aa,b,1
4.5 , 8), −1≤a<b<1; b>0 при a=−1; ε1, ε2∈{0, 1}, ε2

1 + ε2
2 6= 0:

ω = ẏ−1(ε1(a− 1)e−byẋ+ ε2(b− 1)e−ay),

ẍ =
ẏeby

ε1(a− 1)

(
ẏF (ω)− ε2(b− 1)(a− b)e−ay

)
+ ẋẏ2eayG (ω) ,
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ÿ = ẏ3eayG (ω)− (a− 1)ẏ2.

R(Aa,b,1
4.5 , 9),−1 ≤ a < b < 1; b > 0 при a = −1: ω = ẏ

ẋx
a−b−1
a−b ,

ẍ = ẋ2ẏx
b−1
a−bF (ω) , ÿ = ẋẏ2x

b−1
a−bF (ω) + ẏ2x

1
b−aG (ω) .

R(Aa,b
4.6, 1): ω =

(
ẋ2 + ẏ2

)
e2(a−b) arctg ẋ

ẏ ,

ẍ = e−a arctg ẋ
ẏ (ẏF (ω))+ẋG (ω)), ÿ = e−a arctg ẋ

ẏ (ẏG (ω)−ẋF (ω)).

R(Aa,b
4.6, 2): ω =

ẋεeb arctg y(b−a+y)
√

1+y2−(1+y2)ea arctg y

ẏ ,

ẍ =
ẏ2e−b arctg y

(1+y2)3/2
F (ω)+

ẋẏ2e−a arctg y

(1 + y2)2
(G(ω)−εyF (ω))+

+
2yẋẏ

1 + y2
− ẋ2ẏεe(b−a) arctg y(y2 + 1 + (b− a+ y)2)

(1 + y2)3/2
,

ÿ =
ẏ3e−a arctg y

(1 + y2)2
(G (ω)− εyF (ω)) +

2yẏ2

1 + y2
−

−
ẋẏ2εe(b−a) arctg y

(
y2 + 1 + (b− a+ y)2

)
(1 + y2)3/2

.

R(A4.7, 1): ω = ẏ
yẋ−1e

ẋ
ẏ ,

ẍ = ẋẏ2F (ω) + ẏ2(yẋ− 1)e−
ẋ
ẏG (ω)− ẋ2ẏ,

ÿ = ẏ3F (ω) + ẏ3ye−
ẋ
ẏG (ω)− ẋẏ2.

R(A4.7, 2): ω = ẋ2−2ẏ
ẏ2 e2y,

ẍ= ẏe−y
(
ẏ−ẋ2

)
F (ω)+ẋẏ2e−2yG(ω) , ÿ= ẏ3e−2yG(ω)−ẋẏ2e−yF (ω).

R(A4.7, 3): ω = ẏ
ẋe

y,

ẍ = ẋ3F (ω) + yẋ3, ÿ = ẋ2ẏF (ω) + ẏ2G (ω) + yẋ2ẏ.

R(A4.7, 4): ω = y,

ẍ = ẋ3F (ω)− ẋ3 ln
ẏ

ẋ
, ÿ = ẋ2ẏF (ω) + ẏ2G(ω)− ẋ2ẏ ln

ẏ

ẋ
.
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R(Ab
4.8, 1): ω =

(
y − 1

ẋ

) (
ẏ
ẋ

) b
1−b ,

ẍ = ẋ2ẏF (ω), ÿ = ẋẏ2F (ω) +
ẋẏ2

yẋ− 1
G(ω).

R(Ab
4.8, 2): ω = ẋ2−2ẏ

ẏ2 y
2b
b−1 ,

ẍ = ẏy
2b−1
1−b
(
ẏ − ẋ2

)
F (ω) + ẋẏ2y

3b−1
1−b G (ω) ,

ÿ = ẏ3y
3b−1
1−b G (ω)− ẋẏ2y

2b−1
1−b F (ω) .

R(Ab
4.8, 3): ω = ẏ

ẋe
y,

ẍ = ẋ2ẏebyF (ω) , ÿ = ẋẏ2ebyF (ω) + ẏ2G (ω) .

R(Ab
4.8, 4): ω = y,

ẍ = ẋb+2ẏ1−bF (ω), ÿ = ẋb+1ẏ2−bF (ω) + ẏ2G(ω).

R(A−1
4.8, 5): ω = y,

ẍ = ẋẏ2

(
F (ω)+G(ω) ln

ẏ

ẋ

)
, ÿ = ẏ3F (ω)+ẏ2

(
1+ẏ ln

ẏ

ẋ

)
G(ω).

R(Ab
4.8, 6), b 6= ±1: ω = ẏ

ẋe
by,

ẍ = ẋ2ẏeyF (ω) , ÿ = ẋẏ2eyF (ω) + ẏ2G (ω) .

R(Ab
4.8, 7), b 6= ±1: ω = y,

ẍ = ẋ
2b+1
b ẏ

b−1
b F (ω) , ÿ = ẋ

b+1
b ẏ

2b−1
b F (ω) + ẏ2G (ω) .

R(A0
4.8, 8): ω = ẏ

ẋe
yẋ−1
Cẋ ,

ẍ = ẋ2ẏF (ω) , ÿ = ẋẏ2F (ω) + ẏ2G (ω) , C 6= 0.

R(Aa
4.9, 1): ω = yẋ−1√

ẋ2+ẏ2
ea arctg ẏ

ẋ ,

ẍ = ẋ
(
ẋ2 + ẏ2

)
F (ω) + ẏ

(
ẋ2 + ẏ2

)
G(ω)− ẋ2ẏ,
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ÿ = ẏ
(
ẋ2 + ẏ2

)
F (ω) +

(
ẋ2 + ẏ2

) (
ẋ+ yẏ2

)
yẋ− 1

G(ω)− ẋẏ2.

R(Aa
4.9, 2): ω = 2ẏ−ẋ2

ẏ2 (1 + y2)e2a arctg y,

ẍ =
2ẏ − ẋ2

1 + y2

(
(ẏ − ẋ2)√

2ẏ − ẋ2
F (ω) + ẋG(ω) + yẋ

)
,

ÿ =
ẏ(2ẏ − ẋ2)

1 + y2

(
G(ω)− ẋ√

2ẏ − ẋ2
F (ω) + y

)
.

R(A4.10, 1): ω = ẏey+C arctg ẋ
√

1+ẋ2
,

ẍ = ẏ
(
1 + ẋ2

)
F (ω) , ÿ = ẋẏ2F (ω) + ẏ2G (ω) .

R(A4.10, 2): ω = ẏ
ẋ

(
1 + x2

)
,

ẍ=
ẋ3ey

(1+x2)3/2
F (ω) , ÿ=

ẋẏ

1+x2

(
ẋey

(1+x2)1/2
F (ω)+G (ω)−2x

)
.

R(A4.10, 3): ω = y + arctg ẋ,

ẍ = ẏ
(
1 + ẋ2

)
F (ω) , ÿ = ẋẏ2F (ω) + ẏ2G (ω) .

R(A4.10, 4): ω = y,

ẍ = ẏ
(
1 + ẋ2

)
F (ω) , ÿ = ẋẏ2F (ω) + ẏ2G (ω) .

Регулярнi системи, що не можуть бути записанi у нормальнiй формi:

R(4A1, 2); R(4A1, 3); R(A1,1,1
4.5 , 5): ω1 = x, ω2 = y, ω3 = ẏ

ẋ ,

ÿ = ω3ẍ+ ẋ2F (ω1, ω2, ω3) , G(ω1, ω2, ω3) = 0.

R(A2.1 ⊕ 2A1, 4): ω1 = y
x , ω2 = ẏ

ẋ ,

ÿ = ω2ẍ+
ẋ2

x
F (ω1, ω2) , G(ω1, ω2) = 0.
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R(2A2.1, 5); R(Aa
3.4⊕A1, 5); R(Aa

3.4⊕A1, 6); R(Ab
4.2, 6); R(A4.3, 5): ω1 = y,

ω2 = ẏx
ẋ ,

ẋÿ − ẏẍ = ẋẏ2F (ω1, ω2) , G(ω1, ω2) = 0.

R(A3.2 ⊕A1, 5); R(A3.2 ⊕A1, 6); R(sl(2,R)⊕A1, 7); R(A4.1, 5); R(A4.4, 5);
R(Aa,b

4.6, 4); R(A−1,b,1
4.5 , 10), b > 0: ω1 = y, ω2 = ẏ

ẋ ,

ÿ = ω2ẍ+ ẋ2F (ω1, ω2) , G(ω1, ω2) = 0.

R(A3.3 ⊕ A1, 4); R(A1,1,1
4.5 , 4): ω1 = x, ω2 = ẏ

ẋ ,

ÿ = ω2ẍ+ ẋ2F (ω1, ω2) , G(ω1, ω2) = 0.

R(Ab
3.5 ⊕ A1, 4); R(Ab

3.5 ⊕ A1, 5); R(A4.10, 5): ω1 = y, ω2 = ẏ(1+x2)
ẋ ,

ẋÿ − ẏẍ = ẋẏ2F (ω1, ω2)−
2xẋ2ẏ

1 + x2
, G(ω1, ω2) = 0.

R(A4.1, 4); R(A4.4, 4): ω1 = x2 − 2y, ω2 = ẏ
ẋ − x,

ẋÿ − ẏẍ = ẋ3F (ω1, ω2), G(ω1, ω2) = 0.

R(Ab
4.2, 4): ω1 = y(b−1)

x + lnx, ω2 = ẏ
ẋ −

y
x ,

ẋÿ − ẏẍ =
ẋ3

x
F (ω1, ω2), G(ω1, ω2) = 0.

R(A4.3, 4): ω1 = y
x + lnx, ω2 = ẏ

ẋ −
y
x ,

ẋÿ − ẏẍ =
ẋ3

x
F (ω1, ω2), G(ω1, ω2) = 0.

R(Aa,b,c
4.5 , 2): ω1 = ya−b

xa−c , ω2 = xẏ
yẋ ,

ẋÿ − ẏẍ = ẋ3x
2b−a−c
a−b F (ω1, ω2), G(ω1, ω2) = 0.

R(Aa,b
4.6, 3): ω1 = (x2 + y2)e2(a−b) arctg y

x , ω2 = xẋ+yẏ
yẋ−xẏ ,

ẋÿ − ẏẍ = (ẋ2 + ẏ2)3/2e(a−b) arctg y
xF (ω1, ω2), G(ω1, ω2) = 0.
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Сингулярнi системи.Для реалiзацiйR(Ab
3.5⊕A1, 1);R(sl(2,R)⊕A1, 3);

R(sl(2,R) ⊕ A1, 4); R(so(3) ⊕ A1, 1); R(so(3) ⊕ A1, 2) та R(A4.10, 1) не-
тривiальних сингулярних систем немає. Але такi системи iснують для
наступних алгебр:

R(sl(2,R)⊕ A1, 1):

ẍ = 2ẏ, ÿ = 0.

R(sl(2,R)⊕ A1, 5) та R(sl(2,R)⊕ A1, 6):

ẍ =
ẋ2

2x
, ÿ = 0.

Сингулярнi системи для решти розглядуваних реалiзацiй дiйсних чо-
тиривимiрних алгебр Лi мають вигляд (2.20).

2.3. Висновки до роздiлу 2

У пiдроздiлi 2.1 проведено повну групову класифiкацiю систем звичай-
них диференцiальних рiвнянь першого порядку вигляду (2.1) вiдносно
допустимих груп лiнiйних перетворень для залежних змiнних u1 та u2,
причому незалежна змiнна може допускати довiльнi, у тому числi i нелi-
нiйнi перетворення. Знайденi рiвняння допускають дво- або тривимiрнi
алгебри симетрiй. Важливiсть знайдених спискiв полягає в тому, що во-
ни задають всi нееквiвалентнi рiвняння вигляду (2.1), якi iнтегруються
в квадратурах з використанням їх симетрiй. Алгоритм побудови таких
розв’язкiв добре вiдомий та реалiзований в пакетах прикладних програм
Maple та Mathematica.

У пiдроздiлi 2.2 отримано вичерпний опис регулярних нормальних сис-
тем двох звичайних диференцiальних рiвнянь другого порядку, iнварi-
антних вiдносно дiйсних алгебр Лi розмiрностей не вище за чотири. В
тому числi отримано 5 таких систем, iнварiантних вiдносно одно- та дво-
вимiрних алгебр Лi, якi можуть бути записанi у нормальнiй формi, 27
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систем, iнварiантних вiдносно тривимiрних алгебр Лi та 72 системи, iн-
варiантних вiдносно чотиривимiрних алгебр Лi. Усi цi системи можуть
бути спрощенi з використанням їх симетрiї, а у випадку чотиривимiрних
алгебр Лi система може бути зведена до алгебраїчної.

Решта iнварiантних систем або є сингулярними, тобто включають умо-
ви виродження рангiв других продовжень генераторiв алгебри Лi, або не
можуть бути записанi у нормальнiй формi. Таких систем ми отримали 3
та 12 вiдповiдно.

Як обгрунтування важливостi отриманих результатiв наведемо декiль-
ка фiзично цiкавих систем, що мiстяться серед побудованих у пiдроздi-
лi 2.2.

Приклад 2.1. У полярних координатах класична задача Кеплера мо-
же бути переписана у виглядi системи двох диференцiальних рiвнянь
другого порядку

r̈ − rθ̇2 +
µ

r2
= 0,

rθ̈ + 2ṙθ̇ = 0.

Ця система є частковим випадком знайденої системи (2.21), що iнварiант-
на вiдносно реалiзацiї R(A2.1 ⊕ A1, 1).
Приклад 2.2. Узагальнена система Єрмакова

ẍ =
1

x3
F
(y
x

)
,

ÿ =
1

y3
G
(y
x

)
iнварiантна вiдносно реалiзацiї алгебри Лi sl(2,R), еквiвалентної реалi-
зацiї R(sl(2,R), 1), дивись (2.22).
Приклад 2.3. Двовимiрна задача з центральною силою

r̈ +

(
µ

(x2 + y2)2
− ε
)
r = 0, µ, ε > 0, r = (x, y)
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iнварiантна вiдносно реалiзацiї алгебри Лi sl(2,R) ⊕ A1, еквiвалентної
реалiзацiї R(sl(2,R) ⊕ A1, 1) та в полярних координатах може бути пе-
реписана у виглядi системи типу (2.23)

r̈ − rϕ̇2 +
µ

r3
− ϕr = 0,

rϕ̈+ 2ṙϕ̇ = 0.

Усi системи, знайденi у пiдроздiлi 2.2, можуть бути проiнтегрованi з
використанням їх симетрiї.

Основнi результати роздiлу 2 опублiкованi в роботах [4,10,55].
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РОЗДIЛ 3

Груповий аналiз та точнi розв’язки моделi
Фрьолiха–Пайерлса

Даний роздiл присвячено пошуку точних розв’язкiв моделi Фрьолiха–
Пайерлса. У роботi Д.Я. Петрини [90] отриманi рiвняння для рiвноваж-
них та нерiвноважних станiв цiєї моделi. В одновимiрному випадку не-
рiвноважнi стани описуються системою зачеплених рiвнянь.

− ∂
2

∂t2
W (t, x) + ω2

0

∂2

∂x2
W (t, x) = −4α

∂2

∂x2
|Ψ(t, x)|2, (3.1)

i
∂

∂t
Ψ(t, x) =

(
− 1

2m

∂2

∂x2
− µ

)
Ψ(t, x) +W (t, x)Ψ(t, x), (3.2)

де ω0, m, µ, α — дiйснi параметри.
Хвильова функцiя Ψ(t, x) задовольняє рiвняння Шрьодiнгера з залеж-

ним вiд часу потенцiалом, що задається дiйсною функцiєю W (t, x), яка
є розв’язком неоднорiдного рiвняння Даламбера з правою частиною
−4α ∂2

∂x2 |Ψ(t, x)|2.
Д.Я. Петрина знайшов частинний розв’язок рiвнянь (3.1)–(3.2) [90]. Це

розв’язок солiтонного типу, що задається наступними функцiями:

W (t, x) =
−16αη̃2

ω2
0 − V 2

1

ch2 u
2(x− vt− x0)

,

Ψ(t, x) = 2iη̃
exp i

(
vmx−

(
v2

2 m−
u2

8m − µ
)
t− ϕ0

)
ch u

2(x− vt− x0)
,

де

v=−4ξ̃

√
α

(ω2
0−V 2)m

, u=4η̃

√
4αm

ω2
0−V 2

, ξ̃, η̃, x0, ϕ0 — сталi.
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У пiдроздiлi 3.1 проведено груповий аналiз моделi Фрьолiха–Пайерлса.
У пiдроздiлi 3.2 знайденi вiдповiднi одновимiрнi пiдалгебри знайденої
алгебри iнварiантностi. У пiдроздiлi 3.3 отримано широкий клас точних
розв’язкiв системи (3.1)–(3.2). У пiдроздiлi 3.4 пiдсумовуються отриманi
результати.

3.1. Груповий аналiз моделi Фрьолiха–Пайерлса

Очевидно, що система рiвнянь (3.1)–(3.2) не буде мати широкi симетрiї,
оскiльки лiва частина рiвняння (3.1) iнварiантна вiдносно перетворення
Лоренца, а лiва частина рiвняння (3.2) iнварiантна вiдносно перетворень
Галiлея. Проте симетрiя цiєї системи є нетривiальною та дозволяє знайти
досить широкий клас розв’язкiв.

Перед тим, як шукати симетрiї системи рiвнянь (3.1)–(3.2) ми вiднор-
мували коефiцiєнти, зробивши замiну:

W (t, x) = W̃ (t, x̃), Ψ(t, x) =
ω0

2
√
α
eiµtΨ̃(t, x̃), x̃ =

x

ω0
, (3.3)

яка зводить нашу систему до наступного вигляду:

− ∂
2

∂t2
W̃ (t, x̃) +

∂2

∂x̃2
W̃ (t, x̃) = − ∂2

∂x̃2
|Ψ̃(t, x̃)|2, (3.4)

i
∂

∂t
Ψ̃(t, x̃) = − 1

2mω2
0

∂2

∂x̃2
Ψ̃(t, x̃) + W̃ (t, x̃)Ψ̃(t, x̃). (3.5)

Виразимо комплексну функцiю Ψ̃(t, x̃) через амплiтуду i фазу:

Ψ̃(t, x̃) = ρ(t, x̃)eiϕ(t,x̃)

та зводимо систему (3.4)–(3.5) до наступного вигляду:

W̃tt − W̃x̃x̃ = 2
(
ρ2
x̃ + ρρx̃x̃

)
, (3.6)

ρt = − 1

2mω2
0

(2ρx̃ϕx̃ + ρϕx̃x̃) , (3.7)

ρϕt =
1

2mω2
0

(
ρx̃x̃ − ρϕ2

x̃

)
− W̃ρ. (3.8)
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Використовуючи стандартний алгоритм Лi [11,15,18] ми знайшли, що
iнфiнiтезимальний оператор групи iнварiантностi системи (3.6)–(3.8) є
лiнiйною комбiнацiєю наступних операторiв:

e1 = −∂ϕ, e2 = −∂
W̃

+ t∂ϕ, e3 = t∂
W̃
− 1

2
t2∂ϕ,

e4 = ∂t, e5 = ∂x̃.
(3.9)

Знайшовши їх комутатори:

[e2, e4] = e1, [e3, e4] = e2,

(решта комутаторiв дорiвнюють нулю) приходимо до висновку, що отри-
манi оператори утворюють алгебру A4.1⊕A1 за класифiкацiєю Мубарак-
зянова [13].

Переписавши оператори (3.9) в термiнах W̃ та Ψ̃ приходимо до нас-
тупного твердження.

Теорема 3.1. Система рiвнянь (3.4), (3.5) допускає п’ятивимiрну ал-
гебру Лi, базиснi елементи якої можна вибрати у виглядi:

e1 = −i
(

Ψ̃∂Ψ̃ − Ψ̃∗∂Ψ̃∗

)
, e2 = −∂

W̃
+ it

(
Ψ̃∂Ψ̃ − Ψ̃∗∂Ψ̃∗

)
,

e3 = t∂
W̃
− i

2
t2
(

Ψ̃∂Ψ̃ − Ψ̃∗∂Ψ̃∗

)
, e4 = ∂t, e5 = ∂x̃.

Наступним кроком є знаходження всiх одновимiрних пiдалгебр знай-
деної алгебри iнварiантностi.

3.2. Одновимiрнi пiдалгебри алгебри A4.1 ⊕A1

Нехай e = a1e1 + a2e2 + a3e3 + a4e4 + a5e5 — елемент алгебри A4.1 ⊕ A1,
який ми будемо намагатися спростити, використовуючи приєднанi предс-
тавлення.

Щоб обчислити приєднанi представлення, скористаємося рядами
Лi [18]:

Ad(exp(εe))ei=
∞∑
n=0

εn

n!
(ad e)n(ei) = ei − ε[e, ei] +

ε2

2
[e, [e, ei]]− · · · .
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Наприклад,

Ad(exp(εe3))e4 = e4 − ε[e3, e4] +
ε2

2
[e3, [e3, e4]]− · · · = e4 − εe2.

Аналогiчно знаходимо дiю приєднаного представлення, що вiдповiдає
кожному базисному елементу на всi iншi базиснi елементи алгебри. Ре-
зультати цiєї дiї наведенi у таблицi:

Таблиця 3.1.
Ad e1 e2 e3 e4 e5

e1 e1 e2 e3 e4 e5

e2 e1 e2 e3 e4 − εe1 e5

e3 e1 e2 e3 e4 − εe2 e5

e4 e1 e2 + εe1 e3 + εe2 e4 e5

e5 e1 e2 e3 e4 e5

Тут на (i, j)-му мiсцi вказано Ad(exp(εei))ej.
Використовуючи приєднанi представлення з таблицi 3.1 знаходимо всi

нееквiвалентнi одновимiрнi пiдалгебри алгебри A4.1 ⊕ A1.
Припустимо спочатку, що a4 6= 0. Тодi, не зменшуючи загальностi,

можна покласти a4 = 1. У вiдповiдностi з таблицею 3.1, якщо на такий
вектор подiяти перетворенням Ad(exp(a1e2)), ми можемо зробити коефi-
цiєнт при e1 нулем:

e′ = Ad(exp(a1e2))e = a′2e2 + a′3e3 + e4 + a′5e5,

де a′2, a′3, a′5 — деякi числа, що залежать вiд a1, a2, a3, a5.
Далi, ми дiємо на вектор e′ перетворенням Ad(exp(a′2e3)), щоб

перетворити на нуль коефiцiєнт при e2. Це приводить до вектора
e′′ = a′′3e3 + e4 + a′′5e5.

Iншими словами, кожна одновимiрна пiдалгебра, породжена вектором
e з a4 6= 0, еквiвалентна пiдалгебрi, породженої вектором pe3 + e4 + κe5.

Решта одновимiрних пiдалгебр породжуються векторами вказаного
вище вигляду з a4 = 0. Якщо a3 6= 0, ми можемо розтягом зробити
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a3 = 1, а потiм подiяти на вектор e перетворенням Ad(exp(−a2e4)), так
що вектор e еквiвалентний вектору e′ = a′1e1 + e3 + a′5e5.

Отже, всяка одновимiрна пiдалгебра, породжена вектором e з a4 = 0,
a3 6= 0, еквiвалентна пiдалгебрi, породженої вектором qe1 + e3 + κe5.

Решта одновимiрних пiдалгебр породжуються векторами вказаного
вище вигляду з a3 = a4 = 0. Якщо a2 6= 0, ми можемо розтягом зро-
бити a2 = 1, а потiм подiяти на вектор e перетворенням Ad(exp(−a1e4)),
так що вектор e еквiвалентний вектору e′ = e2 +κe5. Аналогiчно можна
показати, що в iнших випадках (a2 = a3 = a4 = 0) вектор e еквiвалент-
ний або e1 + κe5 (a1 6= 0), або e5 (a1 = a2 = a3 = a4 = 0).

Отже, ми знайшли оптимальну систему одновимiрних пiдалгебр, яка
описується наступною теоремою.

Теорема 3.2. З точнiстю до групи внутрiшнiх автоморфiзмiв iснує
п’ять нееквiвалентних одновимiрних пiдалгебр алгебри A4.1⊕A1, базис-
нi елементи яких можуть бути вибранi в наступному виглядi:

Q1 = pe3 + e4 + κe5 = ∂t + κ∂x̃ + pt∂
W̃
− p

2
t2i
(

Ψ̃∂Ψ̃ − Ψ̃∗∂Ψ̃∗

)
,

Q2 = qe1 + e3 + κe5 = κ∂x̃ + t∂
W̃
−
(

1

2
t2 + q

)
i
(

Ψ̃∂Ψ̃ − Ψ̃∗∂Ψ̃∗

)
,

Q3 = e2 + κe5 = κ∂x̃ − ∂W̃ + ti
(

Ψ̃∂Ψ̃ − Ψ̃∗∂Ψ̃∗

)
,

Q4 = e1 + κe5 = κ∂x̃ − i
(

Ψ̃∂Ψ̃ − Ψ̃∗∂Ψ̃∗

)
,

Q5 = e5 = ∂x̃.

3.3. Точнi розв’язки моделi Фрьолiха–Пайерлса

Для кожної з отриманих одновимiрних пiдалгебр можна знайти вiдпо-
вiдну замiну змiнних, яка редукує рiвняння (3.6)–(3.8). В якостi нових
змiнних ми вибираємо iнварiанти вiдповiдних груп перетворень.

Розглянемо детально випадок однопараметричної групи, що пород-
жується iнфiнiтезимальним оператором Q1. На першому кроцi здiйсню-
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ємо побудову базису iнварiантiв цiєї алгебри. Для цього розв’язуємо рiв-
няння

(pẽ3 + ẽ4 + κẽ5)(F (t, x̃, W̃ , ρ, ϕ)) = 0,

чи вiдповiднi характеристичнi рiвняння

dt

1
=
dx̃

κ
=
dW̃

pt
=

dϕ

−p
2t

2
.

Ця система має такi першi iнтеграли:

x̃− κt = C1, W̃ − pt2

2
= C2, ρ = C3, ϕ+

p

6
t3 = C4.

Отже, базис iнварiантiв в даному випадку складають функцiї

ω = x̃− κt, u = W̃ − pt2

2
, v = ρ, y = ϕ+

p

6
t3,

а тому покладемо

u = f(ω), v = h(ω), y = g(ω),

звiдки маємо

W̃ = f(ω) +
pt2

2
, ρ = h(ω), ϕ = g(ω)− p

6
t3, ω = x̃− κt. (3.10)

Пiдстановка отриманих виразiв для функцiй W̃ , ρ, ϕ у рiвняння сис-
теми (3.6)–(3.8) приводить до системи

f̈(κ2 − 1) + p− 2(ḣ2 + hḧ) = 0, (3.11)

g̈ +
2ḣ

h
(ġ −mω2

0κ) = 0, (3.12)

ḧ− hġ2 + 2mω2
0h (κġ − f) = 0, (3.13)

де f̈ =
d2f

dω2
, ḣ =

dh

dω
, ḧ =

d2h

dω2
, ġ =

dg

dω
, g̈ =

d2g

dω2
.

Таким чином, рiвняння (3.6)–(3.8) редукуються до системи звичайних
диференцiальних рiвнянь.
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Таблиця 3.2.
Iнфiнiтезимальний оператор Iнварiанти Редукованi рiвняння

Q1 = pe3+e4+κe5 W̃ = f(ω) + pt2

2
, f̈(κ2−1)+p−2(ḣ2+hḧ)=0,

ρ = h(ω), g̈ + 2ḣ
h

(ġ −mω2
0κ) = 0,

ϕ = g(ω)− p
6
t3, ḧ−hġ2+2mω2

0h (κġ−f)=0

ω = x̃− κt
Q2 = qe1+e3+κe5 W̃ = f(ω) + tx̃

κ , f̈ = 0, ḣ = 0,

ρ = h(ω), ω = t, ġ+ 1
2mω2

0κ2

(
1
2
ω2+q

)2
+f=0

ϕ=g(ω)−
(
1
2
t2+q

)
x̃
κ

Q3 = e2 + κe5 W̃ = f(ω)− x̃
κ , f̈ = 0, ḣ = 0,

ρ = h(ω), ω = t, ġ + ω2

2mω2
0κ2 + f = 0

ϕ = g(ω) + tx̃
κ

Q4 = e1 + κe5 W̃ = f(ω), ρ = h(ω), f̈ = 0, ḣ = 0,
ϕ = g(ω)− x̃

κ , ω = t ġ + 1
2mω2

0κ2 + f = 0

Q5 = e5 W̃ = f(ω), ρ = h(ω), f̈ = 0, ḣ = 0,
ϕ = g(ω), ω = t ġ + f = 0

У таблицi 3.2 для кожної iз одновимiрних пiдалгебр подано вiдповiднi
анзаци та редукованi рiвняння.

Iншi чотири редукованi системи, наведенi у таблицi 3.2, дають нам
наступнi точнi розв’язки:

1) W (t, x) = C1t+
tx

κω0
,

Ψ(t, x)=
C3ω0

2
√
α

exp i

((
µ− q2

2mω2
0κ2
−C2

)
t− t5

40mω2
0κ2
− qt3

6mω2
0κ2
−

−C1

2
t2−
(

1

2
t2+q

)
x

κω0

)
;

2) W (t, x) = C1t−
x

κω0
,

Ψ(t, x) =
C3ω0

2
√
α

exp i

(
tx

κω0
− t3

6mω2
0κ2
−C1

2
t2+(µ−C2) t

)
;

3) W (t, x) = C1t,

Ψ(t, x) =
C3ω0

2
√
α

exp i

((
µ− 1

2mω2
0κ2
−C2

)
t−C1

2
t2− x

κω0

)
;

4) W (t, x) = C1t,
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Ψ(t, x) =
C3ω0

2
√
α

exp i

(
(µ− C2) t−

C1

2
t2
)
.

Ми бачимо, що в цих розв’язках амплiтуда є константою, а фаза має
вигляд полiнома вiд t порядка не вище п’ятого.

Для системи (3.11)–(3.13), яку проiнтегрувати в загальному виглядi
нам поки не вдалося, були знайденi частиннi розв’язки. З рiвняння (3.11)
та (3.12) можна знайти:

(κ2 − 1)f +
p

2
ω2 +

C1

2
ω +

C2

2
= h2, (3.14)

g = mω2
0κω + C3

∫
dω

h2
+ C4, (3.15)

де C1, . . . , C4 — сталi iнтегрування.
Пiдставивши отриманi вирази у рiвняння (3.13) дiстанемо:

(κ2−1)ḧ+mω2
0h
(
pω2+2C1ω+2η

)
− 2mω2

0h
3− C2

3(κ2−1)

h3
= 0, (3.16)

де η = C2 + 1
2mω

2
0κ2(κ2−1), C1p = 0. Частиннi розв’язки цього рiвняння

вдається отримати для наступних значень параметрiв:

1) κ2 − 1 = 0;

2) κ2 − 1 6= 0, C1 = p = 0;

3) κ2 − 1 6= 0, C3 = p = η = 0.

1) Розглянемо випадок κ = 1. Тодi розв’язки рiвнянь (3.1)–(3.2):
1.1. При C2

1 − 2pC2 > 0:

W (t, x)=

(
2pC2 − C2

1 − 4C2
3

)
ω2

0

2m(p(x−tω0)2+2C1ω0(x−tω0)+2C2ω2
0)

2 +
mω2

0 + pt2

2
,

Ψ(t, x)=
1

2
√
α

√
p

2
(x− tω0)2 + C1ω0(x− tω0) + C2ω2

0×

× exp i

(
mω0x+ t(µ−mω2

0)−pt
3

6
+

+
C3√

C2
1−2pC2

ln

∣∣∣∣p(x−tω0)+C1ω0−ω0

√
C2

1−2pC2

p(x−tω0)+C1ω0+ω0

√
C2

1−2pC2

∣∣∣∣).
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1.2. При C2
1 − 2pC2 = 0:

W (t, x) = − 2C2
3p

2ω2
0

m (p(x− tω0) + C1ω0)
4 +

mω2
0 + pt2

2
,

Ψ(t, x) =
|p(x− tω0) + C1ω0|

2
√

2pα
exp i

(
mω0x+ t(µ−mω2

0)− pt3

6
−

− 2C3ω0

p(x− tω0) + C1ω0

)
.

1.3. При C2
1 − 2pC2 < 0:

W (t, x) =

(
2pC2 − C2

1 − 4C2
3

)
ω2

0

2m(p(x−tω0)2+2C1ω0(x−tω0)+2C2ω2
0)

2 +
mω2

0 +pt2

2
,

Ψ(t, x) =
1

2
√
α

√
p

2
(x− tω0)2 + C1ω0(x− tω0) + C2ω2

0×

× exp i

(
mω0x+ t(µ−mω2

0)− pt3

6
+

+
2C3√

2pC2 − C2
1

arctg
p(x− tω0) + C1ω0

ω0

√
2pC2 − C2

1

)
.

Випадок κ = −1 розглядається аналогiчно.
2) Розглянемо випадок κ2 − 1 6= 0, а C1 = p = 0. Тодi рiвняння (3.16)

набуває вигляду:

ḧ− 2mω2
0

κ2 − 1
h3 +

2ηmω2
0h

κ2 − 1
− C2

3

h3
= 0. (3.17)

Позначимо
2mω2

0

κ2 − 1
= a,

2ηmω2
0

κ2 − 1
= b, тодi рiвняння (3.17) перепишеться

наступним чином:

ḧ− ah3 + bh− C2
3

h3
= 0.

Помноживши це рiвняння на ḣ, отримаємо рiвняння вигляду

ḣḧ− ah3ḣ+ bhḣ− C2
3

h3
ḣ = 0.

Проiнтегрувавши його, маємо рiвняння

ḣ2

2
− ah4

4
+
bh2

2
+
C2

3

2h2
=
k

8
.
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Помножимо останнє рiвняння на h2 = V отримуємо рiвняння Вейєр-
штрасса:

V̇ 2 = 2aV 3 − 4bV 2 + kV − 4C2
3 .

Зробимо пiдстановку V = U + 2b
3a :

1

2a
U̇ 2 = U 3 +

(
k

2a
− 4b2

3a2

)
U +

(
bk

3a2
− 16b3

27a3
− 2C2

3

a

)
.

Нехай p̃ = k
2a −

4b2

3a2 , q̃ = bk
3a2 −

16b3

27a3 −
2C2

3

a , тодi:

1

2a
U̇ 2 = U 3 + p̃U + q̃. (3.18)

Розглянемо п’ять якiсно рiзних випадки [45]:

27q̃2 + 4p̃3 = 0, q̃ > 0, (3.19)

27q̃2 + 4p̃3 = 0, q̃ < 0, (3.20)

p̃ = q̃ = 0, (3.21)

27q̃2 + 4p̃3 < 0, (3.22)

27q̃2 + 4p̃3 > 0. (3.23)

Для умов (3.19)–(3.21) розв’язки (3.18) можуть бути вираженi через
елементарнi функцiї, тодi як умови (3.22)–(3.23) породжують розв’язки
в елiптичних функцiях.

Розглянувши всi цi випадки, отримали наступнi розв’язки систе-
ми (3.1)–(3.2):

2.1. W (t, x) =
4ν2

κ2 − 1

(
tg2 (2νξ(x− κω0t)) +

2

3

)
+

η − 2C2

3(κ2 − 1)
,

Ψ(t, x) =
ω0

2
√
α

√
4ν2

(
tg2 (2νξ(x− κω0t)) +

2

3

)
+

2

3
η×

× exp i

(
mω0κ(x− κω0t) + µt+

3C3 (x− κω0t)

2ω0 (η − 2ν2)
−

−
3
√

3C3 arctg 2
√

3ν tg(2νξ(x−κω0t))√
8ν2+2η

4ω0ξ (η − 2ν2)
√

8ν2 + 2η

)
,
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де ξ =

√
m

κ2 − 1
.

2.2. W (t, x) =
2ν2

κ2 − 1

(
th2
(
νξ
√

2(x− κω0t)
)
−2

3

)
+
η − 2C2

3(κ2 − 1)
,

Ψ(t, x) =
ω0

2
√
α

√
2ν2

(
th2
(
νξ
√

2(x− κω0t)
)
− 2

3

)
+

2

3
η×

× exp i

(
mω0κ(x− κω0t) + µt+

3C3 (x− κω0t)

2ω0(ν2 + η)
+

+
3C3

√
3 arctg

ν
√

3 th(νξ
√

2(x−κω0t))√
η−2ν2

2ω0ξ(ν2 + η)
√

2η − 4ν2

)
.

2.3. W (t, x) =
2ν2

κ2 − 1

(
cth2

(
νξ
√

2(x− κω0t)
)
−2

3

)
+
η − 2C2

3(κ2 − 1)
,

Ψ(t, x) =
ω0

2
√
α

√
2ν2

(
cth2

(
νξ
√

2(x− κω0t)
)
− 2

3

)
+

2

3
η×

× exp i

(
mω0κ(x− κω0t) + µt+

3C3 (x− κω0t)

2ω0(ν2 + η)
+

+
3C3

√
3 arctg

ν
√

3 cth(νξ
√

2(x−κω0t))√
η−2ν2

2ω0ξ(ν2 + η)
√

2η − 4ν2

)
.

2.4. W (t, x) =
4ν2

κ2 − 1

(
cth2 (2νξ(x− κω0t))−

2

3

)
+

η − 2C2

3(κ2 − 1)
,

Ψ(t, x) =
ω0

2
√
α

√
4ν2

(
cth2 (2νξ(x− κω0t))−

2

3

)
+

2

3
η×

× exp i

(
mω0κ(x− κω0t) + µt+

3C3 (x− κω0t)

2ω0(2ν2 + η)
+

+
3C3

√
3 arctg 2ν

√
3 cth(2νξ(x−κω0t))√

2η−8ν2

2ω0ξ(2ν2 + η)
√

2η − 8ν2

)
.
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2.5. W (t, x) =
4ν2

κ2 − 1

(
th2 (2νξ(x− κω0t))−

2

3

)
+

η − 2C2

3(κ2 − 1)
,

Ψ(t, x) =

√
4ν2

(
th2 (2νξ(x− κω0t))−

2

3

)
+

2

3
η×

× exp i

(
mω0κ(x− κω0t) + µt+

3C3 (x− κω0t)

2ω0(2ν2 + η)
+

+
3C3

√
3 arctg 2ν

√
3 th(2νξ(x−κω0t))√

2η−8ν2

2ω0ξ(2ν2 + η)
√

2η − 8ν2

)
.

2.6. W (t, x) =
1

ξ2 (κ2 − 1) (x− κω0t)
2 +

η − 2C2

3(κ2 − 1)
,

Ψ(t, x) =
ω0

2
√
α

√
1

ξ2 (x− κω0t)
2 +

2

3
η×

× exp i

(
mω0κ(x− κω0t) + µt+

3C3(x− κω0t)

2ω0η
−

−
3
√

3C3 arctg 1
3ξ
√

6η (x− κω0t)

2ω0ξη
√

2η

)
.

2.7. Для випадкiв (3.22) та (3.23) потенцiал має наступний вигляд:

W (t, x) =
2

κ2 − 1
℘
(
ξ
√

2(x− κω0t)
)

+
η − 2C2

3(κ2 − 1)
−

− p

2(κ2 − 1)

(
x

ω0
− κt

)2

− C1

κ2 − 1

(
x

ω0
− κt

)
+
pt2

2
,

де ℘ — двоякоперiодична функцiя Вейєрштрасса (див., наприклад, [21]),
яка мероморфна на всiй комплекснiй площинi. Вiдповiдно функцiю
Ψ(t, x) можна знайти з рiвняння (3.2).
3) Розглянемо випадок κ2−1 6= 0, C3 = p = η = 0. Тодi рiвняння (3.16)

набуває вигляду:

ḧ =
2mω2

0

κ2 − 1
(h3 − C1ωh). (3.24)
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Рiвняння (3.24) є рiвнянням Пенлеве II, а вiдповiдно функцiя h —
функцiєю Пенлеве II. Пiдставивши цю функцiю у (3.14) та (3.15), отри-
маємо розв’язок редукованої системи, а використовуючи замiни (3.3)
та (3.10), дiстанемо i явнi вирази функцiй W (t, x) та Ψ(t, x).

Усi розв’язки, отриманi в даному пiдроздiлi, можна розмножити перет-
вореннями зсувiв за змiнними t та x.

3.4. Висновки до роздiлу 3

Таким чином, ми знайшли всi можливi редукцiї для системи рiвнянь, що
описує нерiвноважнi стани моделi Фрьолiха–Пайерлса, якi можна було
отримати класичними груповими методами. Вiдповiднi розв’язки вклю-
чають частинний точний розв’язок, отриманий Д.Я. Петриною, а також
багато iнших розв’язкiв, якi перерахованi у пiдроздiлi 3.3. Серед нових
розв’язкiв є широкий клас солiтоноподiбних розв’язкiв, якi задаються
формулами 2.2–2.5 у пiдроздiлi 3.3. Також ми отримали розв’язки, якi
виражаються через функцiї Вейєрштрасса та Пенлеве II.

Основнi результати роздiлу 3 опублiкованi в роботах [9,61].
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РОЗДIЛ 4

Груповий аналiз та точнi розв’язки рiвнянь
аксiонної електродинамiки

У даному роздiлi представлена групова класифiкацiя моделей аксiонної
електродинамiки з самодiєю аксiонного поля. Вiдповiднi рiвняння ру-
ху наведенi у пiдроздiлi 4.1 та включають довiльну функцiю взаємодiї.
У пiдроздiлi 4.2 прокласифiковано такi функцiї взаємодiї, що вiдповiда-
ють нееквiвалентним групам симетрiї та знайденi цi симетрiї. У пiдроз-
дiлi 4.3 обговорюються закони збереження для цих моделей. Використо-
вуючи тривимiрнi пiдалгебри алгебри Лi групи Пуанкаре, якi наведенi у
пiдроздiлi 4.4, отримано широкий клас точних розв’язкiв для електро-
магнiтного та аксiонного полiв. Цi розв’язки можуть включати багато
довiльних параметрiв i навiть довiльних функцiй. Найбiльш загальнi з
отриманих розв’язкiв мiстять шiсть таких функцiй. Повний перелiк iн-
варiантних розв’язкiв наводиться у пiдроздiлi 4.5. У пiдроздiлi 4.6 пiд-
сумовуються отриманi результати.

4.1. Рiвняння аксiонної електродинамiки

Розглянемо наступний узагальнений лагранжiан аксiонної електродина-
мiки:

L =
1

2
pµp

µ − 1

4
FµνF

µν +
κ

4
θFµνF̃

µν − V (θ). (4.1)

Тут Fµν = ∂µAν − ∂νAµ, Aµ — вектор-потенцiал електромагнiтного поля,
F̃µν = 1

2εµνρσF
ρσ, θ — аксiонне поле, pµ = ∂µθ, V (θ) — функцiя вiд θ та

κ — безрозмiрна константа.
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Рiвняння Ейлера–Лагранжа, якi вiдповiдають лагранжiану (4.1) ма-
ють наступний вигляд:

∇ · E = κp ·B,

∂0E−∇×B = κ(p0B + p× E),

∇ ·B = 0,

∂0B +∇× E = 0,

(4.2)

2θ = −κE ·B + F. (4.3)

ТутB таE— вектори магнiтного та електричного полiв, якi наступним
чином пов’язанi з компонентами тензора електромагнiтного поля: Ea =

F 0a, Ba = −1
2ε

0abcFbc та F = −∂V
∂θ , 2 = ∂2

0 − ∂2
1 − ∂2

2 − ∂2
3 , ∇a = ∂a = ∂

∂xa
,

a = 1, 3.
З точнiстю до масштабних перетворень параметр κ, який вважається

ненульовим може бути зведений до κ = 1.
Система (4.2), (4.3) мiстить сiм залежних функцiй B1, B2, B3, E1, E2,

E3, θ, чотири незалежних змiнi x0, x1, x2, x3 та один довiльний елемент F ,
який залежить вiд θ. Групова класифiкацiя таких систем є досить скла-
дною i цiкавою задачею.

Далi буде знайдено симетрiї рiвнянь (4.2), (4.3) з довiльною функцiєю
F (θ) вiдносно неперервних груп перетворень, а також їх точнi розв’язки,
якi можливо знайти, використовуючи цi симетрiї.

4.2. Групова класифiкацiя

Рiвняння (4.3) мiстить довiльну функцiю F (θ), тому ми можемо перед-
бачити, що симетрiї цiєї системи будуть залежати вiд явного вигляду F .

Згiдно класичного алгоритму Лi (див., наприклад, [83]), щоб знайти
симетрiї системи (4.2), (4.3) вiдносно неперервної групи перетворень

B→ B′, E→ E′, θ → θ′, xµ → x′µ,
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розглянемо iнфiнiтезимальний оператор

Q = ξµ∂µ + ηj∂Bj + ζj∂Ej + σ∂θ (4.4)

та його продовження

Q(2) = Q+ ηi
j ∂

∂Bj
i

+ ζi
j ∂

∂Ej
i

+ σi∂θi + σik∂θik, (4.5)

де Bj
i = ∂iB

j, Ej
i = ∂iE

j, θi = ∂iθ, θik = ∂iθk та функцiї ηji , ζ
j
i , σi, σik

можуть бути вираженi через ξi, ηj, ζj, σ, з використанням наступних
спiввiдношень:

ηi
j = Di(η

j)−Bj
kDi(ξ

k), ζi
j = Di(ζ

j)− Ej
kDi(ξ

k),

σi = Di(σ)− θkDi(ξ
k), σik = Dk(σi)− θilDk(ξ

l),
(4.6)

де Di = ∂i +Bj
i ∂Bj + Ej

i ∂Ej + θi∂θ + θik∂θk.

Використовуючи (4.5), умову iнварiантностi для системи (4.2), (4.3)
можна записати в наступному виглядi:

Q(2)F|F=0 = 0, (4.7)

де F — многовид заданий спiввiдношеннями (4.2), (4.3). Цей многовид
заданий у евклiдовому просторi, базис якого створюють залежнi i неза-
лежнi змiннi системи рiвнянь (4.2), (4.3), а також похiднi вiд залежних
змiнних. Обраховуючи функцiї (4.6), пiдставляючи результат у (4.7) i
прирiвнюючи коефiцiєнти при лiнiйно-незалежних функцiях Ej, Bj, θ
та їх похiдних, ми отримаємо наступну визначальну систему диференцi-
альних рiвнянь з частинними похiдними для коефiцiєнтiв ξµ, ηj, ζj та σ:

ξµBa = 0, ξµEa = 0, ξµθ = 0,

ξµxµ = ξνxν , ξµxν + ξνxµ = 0, µ 6= ν,
(4.8)

σEa = 0, σBa = 0, σθθ = 0, (4.9)

2σ +
(
σθ − 2ξ0

x0

)
(F + kEaBa)− κ(Baζa + Eaηa)− σFθ = 0, (4.10)

2ξµ − 2σθxµ = 0, (4.11)
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ξaxb + ηbBa = 0, ξaxb + ζbEa = 0,

ξax0 − εabcηcEb = 0, ξax0 − εabcζcBb = 0,

∂aη
a = 0, ∂aζ

a +Ba∂aσ = 0,

ηax0 + εabcζ
c
xb = 0, ζax0 +Baσx0 − εabc(ηcxb + Ebσxc) = 0,

ηa +Baσθ + ζaθ −BbζaEb + εabcE
bξ0
xc = 0,

ζa − ηaθ + Eaσθ − EbζaEb − εabcB
bξcx0 = 0,

ηaBa − ηbBb = 0, ηaBa − ζbEb = 0, ζaEa − ζ
b
Eb

= 0,

ηaθ −BaηbEb = 0, ζaθ − EaηbEb = 0.

(4.12)

Тут нижнi iндекси позначають похiднi вiдносно вiдповiдних змiнних:
ξµBa = ∂ξµ

∂Ba , i т.д., та в останнiх двох рядках не вiдбувається сумування по
iндексам, що повторюються.

Згiдно з рiвнянням (4.8) функцiї ξµ не залежать вiд Ba, Ea, θ та є
векторами Кiллiнга у просторi незалежних змiнних. Їх загальний вигляд
задається наступними формулами:

ξµ = 2xµf νxν − fµxνxν + cµνxν + dxµ + eµ, (4.13)

де fµ, d, eµ та cµν = −cνµ — довiльнi константи.
З (4.9) випливає, що σ = ϕ1θ + ϕ2, де ϕ1 та ϕ2 — функцiї вiд xµ.

Пiдставляючи цей вираз в (4.10), отримуємо наступне рiвняння:

ϕ1θFθ + ϕ2Fθ + 2
(
ξ0
x0
− ϕ1

)
F + 2κ

(
ξ0
x0
− ϕ1

)
EaBa

+ κ(Baζ
a + Eaη

a)− θ2ϕ1 −2ϕ2 − 2pµ∂µϕ1 = 0.
(4.14)

Нехай члени

θFθ, Fθ, F, та 1 (4.15)

є лiнiйно незалежними. Тодi з (4.14) випливає, що

ϕ1 = ϕ2 = ξ0
x0

= 0, Baζa + Eaηa = 0 (4.16)

i, тим самим σ = 0. Пiдставляючи (4.16) та (4.13) в (4.11), отримуємо
умову f ν = 0, тому (4.13) редукується до вигляду

ξµ = cµνxν + eµ. (4.17)
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Тодi з (4.12), (4.16) та (4.17) випливає, що

ηa = cabBb + εabcc0bEc, ζa = cabEb − εabcc0bBc. (4.18)

Пiдставляючи (4.17) та (4.18) в (4.4) i використовуючи умову σ = 0, ми
отримаємо лiнiйну комбiнацiю наступних iнфiнiтезимальних операторiв:

P0 = ∂0, Pa = ∂a,

Jab = xa∂b − xb∂a +Ba∂Bb −Bb∂Ba + Ea∂Eb − Eb∂Ea, (4.19)

J0a = x0∂a + xa∂0 + εabc
(
Eb∂Bc −Bb∂Ec

)
,

де εabc — одиничний антисиметричний тензор, a, b, c = 1, 2, 3.
Оператори (4.19) утворюють базис алгебри Лi p(1,3) групи Пуанкаре

P(1,3).
Знайдена симетрiя розширяється у тих випадках, коли члени (4.15)

є лiнiйно залежними. А саме, iснує три випадки, коли це вiдбувається.
При цьому довiльна функцiя F у рiвняннi (4.3) набуває одну з наступних
форм: F = 0, F = c та F = beaθ, де c, a та b — ненульовi константи.
Вiдповiднi додатковi базиснi елементи алгебри iнварiантностi мають ви-
гляд:

P4 = ∂θ, D = x0∂0 + xi∂i −Bi∂Bi − Ei∂Ei, якщо F (θ) = 0,

P4 = ∂θ, якщо F (θ) = c, (4.20)

X = aD − 2P4, якщо F (θ) = beaθ. (4.21)

Оператор P4 вiдповiдає зсувам залежної змiнної θ, D — оператор ди-
латацiї, який генерує вiдповiднi масштабнi перетворення залежних та
незалежних змiнних, та X — вiдповiдає комбiнацiї зсувiв i масштабних
перетворень. Вiдмiтимо, що довiльнi параметри a, b та c можна звести до
постiйних значень a = ±1, b = ±1 та c = ±1 за допомогою масштабних
перетворень залежних та незалежних змiнних.

Отриманi результати можуть бути сформульованi у виглядi наступ-
ного твердження.
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Теорема 4.1. Максимальною неперервною групою iнварiантностi сис-
теми (4.2), (4.3) з довiльною функцiєю F (θ) є група Пуанкаре. У випад-
ках, вказаних у (4.20) та (4.21) ця симетрiя задається розширеними
11-параметричними групами Пуанкаре, у той час як для тривiального
F група симетрiї є 12-параметричною.

Вiдмiтимо, що iнфiнiтезимальнi оператори (4.19) можуть бути записа-
нi в термiнах потенцiальних змiнних Aµ i A4 = θ. При цьому цi оператори
приймають бiльш компактну форму:

Pµ = ∂µ, Jµν = xµ∂ν − xν∂µ + Aµ∂Aν − Aν∂Aµ. (4.22)

Саме це представлення буде використовуватися при дослiдженнi зако-
нiв збереження.

4.3. Закони збереження

Система (4.2), (4.3) допускає лагранжеве формулювання. Згiдно з тео-
ремою Нетер це означає, що симетрiї, знайденi ранiше, генерують зако-
ни збереження. Оскiльки у ролi польових змiнних у лагранжiанi (4.1)
виступає вектор-потенцiал Aµ, то для знаходження законiв збереження
необхiдно представити знайденi вище оператори симетрiї в термiнах цих
варiацiйних змiнних:

Q = ξµ∂µ + ϕτ∂Aτ , (4.23)

де сумування вiдбувається по iндексам τ = 0, 1, 2, 3, 4 та µ = 0, 1, 2, 3.
Явнi вирази для коефiцiєнтiв ξµ та ϕτ легко отримати, порiвнявши (4.22)
з (4.23).

Струм, який вiдповiдає симетрiї (4.23), може бути представлений
як [83]:

Jσ = ϕτ
∂L

∂(∂σAτ)
+ ξσL− ξν∂νAτ ∂L

∂(∂σAτ)
. (4.24)



89

Так побудованi величини дiйсно вiдповiдають законам збереження,
оскiльки для них виконуються рiвняння неперервностi ∂µJµ = 0.

Найбiльш важливою з фiзичної точки зору величиною, що зберiгається
у часi є тензор енергiї-iмпульсу, який вiдповiдає симетрiям Pµ. У цьому
випадку у формулi (4.23)

ϕτ ≡ 0 i ξµ = 1, (4.25)

де µ послiдовно приймає значення 0,1,2,3. Пiдставляючи (4.1) i (4.25) у
(4.24) та використовуючи тривимiрнi позначення

F0a = Ea, Fab = εabcBc,

знаходимо компоненти цього тензору в наступному виглядi:

T 00 = 1
2(E2 + B2 + p2

0 + p2) + V (θ),

T 0a = T a0 = εabcEbBc + p0pa,
(4.26)

T ab=−EaEb−BaBb+papb+
1

2
δab(E2 + B2 + p2

0 − p2 − 2V (θ)). (4.27)

Тензор T µν симетричний та задовольняє рiвнянню неперервностi
∂νT

µν = 0. Його компоненти T 00 та T 0a задають густину енергiї та iм-
пульсу вiдповiдно.

Важливо вiдзначити, що тензор енергiї-iмпульсу не залежить вiд па-
раметра κ, тобто член κ

4θFµνF̃
µν, присутнiй у лагранжiанi (4.1), на нього

не впливає. Насправдi цей тензор не що iнше, як сума тензорiв енергiї-
iмпульсу для вiльного електромагнiтного поля i вiльного скалярного
поля. Взаємодiя цих полiв мiж собою не дає внесок у тензор енергiї-
iмпульсу.

Вiдзначимо також, що для випадку V (θ), тобто, V (θ) = 1
2m

2θ2, густи-
на енергiї T 00 (4.26) додатньо визначена. Саме цей випадок вiдповiдає
стандартним рiвнянням аксiонної електродинамiки.

Iснування тензору, що зберiгається, (4.26), (4.27) викликано симетрiєю
лагранжiана (4.1) вiдносно зсувiв незалежних змiнних xµ. Симетрiї вiд-



90

носно поворотiв та перетворення Лоренца призводять до збереження нас-
тупного тензора:

Gανµ = xαT µν − xνT µα, (4.28)

який задовольняє рiвнянню неперервностi вiдносно iндекса µ. Зокрема,
для α, ν = 1, 2, 3 рiвняння (4.28) з T µν заданими в (4.26), (4.27) представ-
ляє тензор кутового моменту.

Тензори (4.26)–(4.28) вичерпують величини, що зберiгаються, iснуван-
ня яких обумовлене симетрiями Лi рiвнянь (4.2), (4.3) з довiльною функ-
цiєю F (θ).

4.4. Оптимальнi пiдалгебри

Таким чином, ми виконали перший крок алгоритму, викладеного у пiд-
роздiлi 1.4 i знайшли максимальну алгебру iнварiантностi дослiджува-
них рiвнянь. Другим кроком алгоритму є побудова оптимальної системи
тривимiрних пiдалгебр цiєї алгебри. Пiдалгебри алгебри p(1, 3), визна-
ченi з точнiстю до групи внутрiшнiх автоморфiзмiв, знайденi вперше в
роботi [2]. Пiзнiше цi результати були переотриманi у роботах [86, 88].
Вiдповiдно до [86, 88] iснує 30 нееквiвалентних тривимiрних пiдалгебр
A1, A2, . . . , A30 алгебри p(1, 3), якi ми представимо нижче, вказавши їх
базиснi елементи:

A1 : 〈P0, P1, P2〉; A2 : 〈P1, P2, P3〉; A3 : 〈P0 − P3, P1, P2〉;

A4 : 〈J03, P1, P2〉; A5 : 〈J03, P0 − P3, P1〉; A6 : 〈J03 + αP2, P0, P3〉;

A7 : 〈J03 + αP2, P0 − P3, P1〉; A8 : 〈J12, P0, P3〉;

A9 : 〈J12 + αP0, P1, P2〉; A10 : 〈J12 + αP3, P1, P2〉;

A11 : 〈J12 − P0 + P3, P1, P2〉; A12 : 〈G1, P0 − P3, P2〉;

A13 : 〈G1, P0 − P3, P1 + αP2〉; A14 : 〈G1 + P2, P0 − P3, P1〉

A15 : 〈G1 − P0, P0 − P3, P2〉; A16 : 〈G1 + P0, P1 + αP2, P0 − P3〉;
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A17 : 〈J03 + αJ12, P0, P3〉; A18 : 〈αJ03 + J12, P1, P2〉; (4.29)

A19 : 〈J12, J03, P0 − P3〉; A20 : 〈G1, G2, P0 − P3〉;

A21 : 〈G1 + P2, G2 + αP1 + βP2, P0 − P3〉;

A22 : 〈G1, G2 + P1 + βP2, P0 − P3〉; A23 : 〈G1, G2 + P2, P0 − P3〉;

A24 : 〈G1, J03, P2〉; A25 : 〈J03 + αP1 + βP2, G1, P0 − P3〉;

A26 : 〈J12 − P0 + P3, G1, G2〉; A27 : 〈J03 + αJ12, G1, G2〉;

A28 : 〈G1, G2, J12〉; A29 : 〈J01, J02, J12〉; A30 : 〈J12, J23, J31〉.

Тут Pµ та Jµν — генератори, заданi спiввiдношеннями (4.19),G1 = J01−
J13, G2 = J02 − J23, α та β — довiльнi параметри.

Використовуючи пiдалгебри (4.29), ми можемо отримати точнi розв’яз-
ки для системи (4.2), (4.3). Нагадаємо, що для редукцiй цiєї системи ми
можемо використати тiльки такi пiдалгебри, базиснi елементи яких задо-
вольняють умову (1.2). Цю умову задовольняють базиснi елементи ал-
гебр A1−A27, але не задовольняють базиснi елементи алгебр A28, A29,
A30 та A6 при α = 0. Проте, останнi симетрiї також можуть бути засто-
сованi для генерацiї точних розв’язкiв з використанням умови слабкої
трансверсальностi, запропонованої у роботi [59]. В окремих випадках ми
будемо використовувати бiльш загальний пiдхiд.

У наступних роздiлах ми представимо повний перелiк редукцiй та
знайдемо точнi розв’язки для системи (4.2), (4.3), якi можуть бути отри-
манi, використовуючи редукцiї вiдносно пiдгруп групи Пуанкаре. Ми
знайдемо також деякi розв’язки, iснування яких обумовлено симетрiєю
цiєї системи вiдносно розширеної групи Пуанкаре.

4.5. Повний перелiк iнварiантних розв’язкiв

У цьому роздiлi ми представимо всi точнi розв’язки для рiвнянь (4.2),
(4.3), якi можна було отримати, використовуючи симетрiї вiдносно три-
вимiрних пiдалгебр алгебри Пуанкаре. Базиснi елементи цих пiдалгебр
заданi спiввiдношеннями (4.29).
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Ми будемо розглядати рiвняння (4.2), (4.3) з F = −m2θ, що вiдповiдає
стандартнiй аксiоннiй електродинамiцi. Крiм цього, з точнiстю до масш-
табування залежних змiнних, ми можемо обмежитися випадком κ = 1.
Вiдповiдну систему (4.2), (4.3) можна переписати в наступному виглядi:

∇ · E = p ·B,

∂0E−∇×B = (p0B + p× E),

∇ ·B = 0, ∂0B +∇× E = 0,

(4.30)

2θ = −E ·B−m2θ. (4.31)

Нижче ми представимо точнi розв’язки для рiвнянь (4.30), (4.31) для
ненульового та нульового m.

Компоненти векторiв B та E ми будемо позначати як B = (B1, B2, B3)

та E = (E1, E2, E3).
Отриманi нами точнi розв’язки можна подiлити на класи за типом

редукцiй, а саме:

• редукцiї до алгебраїчних рiвнянь;

• редукцiї до лiнiйних звичайних диференцiальних рiвнянь;

• редукцiї до нелiнiйних звичайних диференцiальних рiвнянь;

• редукцiї до диференцiальних рiвнянь з частинними похiдними.

4.5.1. Редукцiї до алгебраїчних рiвнянь. Розглянемо пiдалгебри
A11, A12, A20−A23, A26 та покажемо, що використовуючи їх iнварiанти,
система (4.30), (4.31) може бути зведена до алгебраїчних рiвнянь.
Алгебра A11 : 〈J12 − P0 + P3, P1, P2〉.
Iнварiанти I вiдповiдної групи Лi є функцiями залежних i незалежних

змiнних, що входять в систему (4.30), (4.31), якi задовольняють таким
умовам

P1I = P2I = 0, (J12 − P0 + P3)I = 0. (4.32)
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Система (4.32) є невиродженою. Таким чином, маємо три незалежних
рiвняння для одинадцяти змiнних, якi визначають вiсiм iнварiантiв. Цi
iнварiанти можуть бути вибранi в наступному виглядi:

I1 = E1 sin ζ − E2 cos ζ, I2 = E2 sin ζ + E1 cos ζ,

I3 = B1 sin ζ −B2 cos ζ, I4 = B2 sin ζ +B1 cos ζ,

I5 = E3, I6 = B3, I7 = θ, I8 = ω = x0 + x3,

(4.33)

де ζ = 1
2(x3 − x0) та Iα, α = 1, 2, . . . , 7 — довiльнi функцiї вiд ω. Розв’я-

зуючи (4.33) для Ea, Ba та θ i використовуючи (4.30), ми отримаємо

E1 = B2 = c1 sin ζ + c2 cos ζ, E2 = −B1 = c2 sin ζ − c1 cos ζ, (4.34)

E3 = c3θ + c4, B3 = c3, (4.35)

де c1, c2, c3, c4 — довiльнi дiйснi константи та θ — функцiя вiд ω, яка,
вiдповiдно до (4.31), повинна задовольняти наступним лiнiйним алгебра-
їчним спiввiдношенням:

(c2
3 +m2)θ + c3c4 = 0. (4.36)

Таким чином,

θ = − c3c4

c2
3 +m2

,

якщо сума в дужках вiдмiнна вiд нуля, та θ є довiльною постiйної за
умови c3 = m = 0.

Цiкаво вiдмiтити, що розв’язок (4.34)–(4.36) може бути узагальнений
до наступного вигляду:

E1 = B2 = f(ζ), E2 = −B1 = g(ζ), E3 = c3θ + c4, B3 = c3, (4.37)

де f(ζ), g(ζ) — довiльнi функцiї та θ знову визначається за формулою
(4.36). Проте, розв’язок (4.37) не може бути отриманий за допомогою
симетрiйної редукцiї.

Аналогiчним чином отримуємо розв’язки, якi вiдповiдають пiдалгеб-
рам A12, A20 − A23 та A26.
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Алгебра A12 : 〈G1, P0 − P3, P2〉.

B1 = E2 =
c1x1

ω2
+ ϕ1, B2 = −E1 = −c1x1θ + c2x1

ω2
+ ϕ2,

B3 =
c1

ω
, E3 =

c1θ + c2

ω
,

де ϕi — довiльнi функцiї вiд ω = x0 + x3,

θ = ϕ3(ω), якщо c1 = m = 0,

θ = − c1c2

c2
1 +m2ω2

, якщо m 6= 0.

Алгебра A20 : 〈G1, G2, P0 − P3〉.

B1 =E2−
c2

ω
=
−2c1x1x2 + c2(x

2
1 − x2

2) + 2c3x1 + 2c3x2θ + 2c4x2

2ω3
+ ϕ1,

B2 =−E1+
c1

ω
=
c1(x

2
1 − x2

2) + 2c2x1x2 + 2c3x2 − 2c3x1θ − 2c4x1

2ω3
+ ϕ2,

B3 =
−c1x2 + c2x1 + c3

ω2
, E3 =

−c1x1 − c2x2 + c3θ + c4

ω2
,

де ϕi — довiльнi функцiї вiд ω = x0 + x3,

θ = −(c1ϕ1 + c2ϕ2)ω
3 + c3c4

c2
3 +m2ω4

, якщо c2
3 +m2 > 0;

θ = ϕ3, c1ϕ1 + c2ϕ2 = 0, якщо c2
3 +m2 = 0.

Алгебра A21 : 〈G1 + P2, G2 + αP1 + βP2, P0 − P3〉.
Для α = 1:

B1 = E2 =
c1(x1(ω + β)− x2) + (c1θ − c2)(x2ω − x1)

(ω(ω + β)− 1)2
+ ϕ2,

B2 = −E1 =
c1(x2ω − x1)− (c1θ − c2)(x1(ω + β)− x2)

(ω(ω + β)− 1)2
+ ϕ3,

B3 =
c1

ω(ω + β)− 1
, E3 =

c1θ − c2

ω(ω + β)− 1
,

θ = ϕ3, якщо c1 = m = 0;

θ =
c1c2

c2
1 +m2(ω(ω + β)− 1)2

, якщо c2
1 +m2 6= 0.
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Для α 6= 1:

B1 = E2 =
(α− 1)(x1(ω + β)− αx2) + (2ω + β)(ωx2 − x1)

(α− 1)(ω(ω + β)− α)
ϕ3+

+
ωx2 − x1

α− 1
ϕ̇3 + ϕ1,

B2 = −E1 =
(α− 1)(ωx2 − x1)− (2ω + β)(x1(ω + β)− αx2)

(α− 1)(ω(ω + β)− α)
ϕ3+

+
x1(ω + β)− αx2

α− 1
ϕ̇3 + ϕ2,

B3 = ϕ3, E3 =
(2ω + β)ϕ3 + (ω(ω + β)− α)ϕ̇3

α− 1
,

θ = ϕ4, ϕ3 =
c

ω(ω + β)− α
, якщо m = 0;

θ =
(2ω + β)ϕ2

3 + (ω2 + βω − α)ϕ3ϕ̇3

m2(1− α)
, якщо m 6= 0.

Алгебра A22 : 〈G1, G2 + P1 + βP2, P0 − P3〉.

B1 = E2 =
x1(ω + β)− x2 − (2ω + β)ωx2

ω(ω + β)
ϕ3 − ωx2ϕ̇3 + ϕ1,

B2 = −E1 =
ωx2 + (2ω + β)(x1(ω + β)− x2)

ω(ω + β)
ϕ3+

+ (x1(ω + β)− x2)ϕ̇3 + ϕ2,

B3 = ϕ3, E3 = −(2ω + β)ϕ3 − ω(ω + β)ϕ̇3,

θ =
(2ω + β)ϕ2

3 + ω(ω + β)ϕ̇3ϕ3

m2
, якщо m 6= 0

θ = ϕ4, ϕ3 =
c

ω(ω + β)
, якщо m = 0.

Алгебра A23 : 〈G1, G2 + P2, P0 − P3〉.

B1 = E2 =
c1x1(ω + 1) + x2ω(c1θ + c2)

ω2(ω + 1)2
+ ϕ2,

B2 = −E1 =
c1x2ω − x1(ω + 1)(c1θ + c2)

ω2(ω + 1)2
+ ϕ3,

B3 =
c1

ω(ω + 1)
, E3 =

c1θ + c2

ω(ω + 1)
,
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θ = ϕ1, якщо c1 = m = 0,

θ = − c1c2

c2
1 +m2ω2(ω + 1)2

, якщо c2
1 +m2 6= 0.

Алгебра A26 : 〈J12 − P0 + P3, G1, G2〉.

B1 =
c1x1x2

ω3
cos ζ +

c2x2

ω3
+
c1

(
(θ̇ − 2)ω2 + 2(x2

1 − x2
2)
)

4ω3
sin ζ,

B2 =
c1x1x2

ω3
sin ζ +

c1

(
(θ̇ − 2)ω2 − 2(x2

1 − x2
2)
)

4ω3
cos ζ,

B3 =
c1x1

ω2
sin ζ − c2x1

ω3
+
c1x2

ω2
cos ζ, E1 = −B2 −

c1

ω
cos ζ,

E2 = B1 +
c1

ω
sin ζ, E3 =

c1x2

ω2
sin ζ +

c2

ω2
+
c1x1

ω2
cos ζ,

θ = 0, якщо m 6= 0, θ = ϕ(ω), якщо m = 0,

де ζ = x2

ω + θ
2 , x

2 = x2
0 − x2

1 − x2
2 − x2

3 та ϕ(ω) — довiльна функцiя вiд
ω = x0 + x3.

4.5.2. Редукцiї до лiнiйних звичайних диференцiальних рiв-
нянь. Наступний клас розглядуваних пiдалгебр включає A1, A2, A3,
A5, A7, A15, A16 та A25. З їх допомогою систему (4.30), (4.31) можна
звести до лiнiйних звичайних диференцiальних рiвнянь.

Знайдемо розв’язки системи (4.2), (4.3), якi iнварiантнi вiдносно пiд-
алгебр A1, A2 та A3.

Базиснi елементи всiх цих пiдалгебр можуть бути представленi в нас-
тупному загальному виглядi

A : 〈P1, P2, kP0 + εP3〉, (4.38)

де ε та k — параметри. Дiйсно, пiдставивши в (4.38) ε = −k, ми прийдемо
до алгебри A3, для ε2 < k2 або k2 < ε2 алгебра (4.38) еквiвалентна A1 чи
A2 вiдповiдно.

Щоб знайти вiдповiднi iнварiантнi розв’язки, ми повиннi знайти iн-
варiанти груп, породжених алгебрами (4.38). Цi iнварiанти включають
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залежнi змiннi Ea, Ba, θ (a = 1, 2, 3) та незалежну змiнну ω = εx0− kx3.
Будемо шукати розв’язки системи (4.2), (4.3), якi є функцiями вiд ω. Тодi
рiвняння (4.2) зводиться до наступної системи:

Ḃ3 = 0, Ė3 = θ̇B3, kĖ2 = −εḂ1, kĖ1 = εḂ2,

εĖ1 − kḂ2 = θ̇(kE2 + εB1), kḂ1 + εĖ2 = θ̇(εB2 − kE1),
(4.39)

де Ḃ3 = ∂B3

∂ω .
Система (4.39) легко iнтегрується. Якщо ε2 = k2 6= 0, то

E1 =
ε

k
B2 = F1, E2 = −ε

k
B1 = F2, E3 = cθ + b, B3 = c,

де F1 та F2 — довiльнi функцiї вiд ω, у той час як c та b — довiльнi дiйснi
числа. Вiдповiдне рiвняння (4.3) редукується до вигляду e2θ = F (θ)−be,
тобто θ пропорцiйне до F (θ)− be, якщо e 6= 0. Якщо i e, i F дорiвнюють
нулю, то θ — довiльна функцiя вiд ω.

Для ε2 6= k2 розв’язки системи (4.39) мають наступний вигляд:

B1 = kc1θ − kb1 + εc2, B2 = kc2θ − kb2 − εc1, B3 = c3,

E1 = εc2θ − εb2 − kc1, E2 = −εc1θ + εb1 − kc2,

E3 = c3θ − b3(ε
2 − k2),

(4.40)

де ba та ca (a = 1, 2, 3) — довiльнi константи. Вiдповiдне рiвняння (4.3)
має вигляд

θ̈ = −bθ + c+ F̃ , (4.41)

де b =
(
c2

1 + c2
2 + c23

ε2−k2

)
, F̃ = F

(ε2−k2) та c = c1b1 + c2b2 + c3b3.
Якщо F = 0 або F = −m2θ, то (4.41) редукується до лiнiйного рiвнян-

ня:

θ̈ = −aθ + c, (4.42)

де a = c2
1 + c2

2 + c23+m2

ε2−k2 . Таким чином,

θ = aµ cosµω + bµ sinµω +
c

µ2
, якщо a = µ2 > 0, (4.43)
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θ = aσeσω + bσe−σω − c

σ2
, якщо a = −ν2 < 0, (4.44)

θ =
1

2
cω2 + c1ω + c2, якщо a = 0, (4.45)

де aµ, bµ, aσ, bσ c1 та c2 — довiльнi константи.
Розглянемо алгебру A5 з базисними елементами 〈J03, P0 − P3, P1〉.

Вiдповiднi iнварiантнi розв’язки (4.30), (4.31) мають такий вигляд:

B1 = E2 = (x0 + x3) (c1θ + c2) , B2 = −E1 = c1(x0 + x3),

B3 = −c3θ + c4, E3 = c3, c1c2 = 0.

Функцiя θ = ϕ(ω) залежить вiд єдиної змiнної ω = x2 та задовольняє
рiвнянню (4.42), де a = c2

3−m2, c = c3c4. Таким чином, її можливi форми
задаються рiвняннями (4.43)–(4.45).
Алгебра A7 : 〈J03 + αP2, P0 − P3, P1〉.

B1 = E2 =
−c1θ + c2

x0 + x3
, B2 = −E1 =

−αc3θ + αc4 − c1

x0 + x3
,

B3 = −c3θ + c4, E3 = c3.

Можливi функцiї θ = ϕ(ω) знову задаються рiвняннями (4.43)–(4.45),
де a = c2

3 −m2, c = c3c4 та ω = x2 − α ln |x0 + x3|.
Алгебра A15 : 〈G1 − P0, P0 − P3, P2〉.

B1 = E2 = −c2(x0 + x3)θ − c1(x0 + x3), B3 = c2θ + c1,

B2 = −E1 = c3(2ω − x1) + c2(x0 + x3), E3 = c3(x0 + x3) + c2,

де ω = x1+ 1
2(x0+x3)

2. Вирази для θ задаються рiвняннями (4.44), (4.45),
де σ2 = m2 + c2

2, c = c1c2.
Алгебра A16 : 〈G1 + P0, P1 + αP2, P0 − P3〉.

B1 = (x0 + x3)(c3θ − c4) +
1

2
c1(x0 + x3)

2 +
c5

1 + α2
(θ − α) + c2,

B2 = c1(ω −
α

2
(x0 + x3)

2) + c3(x0 + x3) +
c5

1 + α2
(αθ + 1) + αc2,

B3 = −c3θ − c1(x0 + x3) + c4, E1 = −B2 − αc1,
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E2 = B1 + c1, E3 = −αc1(x0 + x3) + c3,

де ω = x2 − αx1 − α
2 (x0 + x3)

2,

θ =
1

α2 + 1

(
c2

1

6
ω3 +

1

2
(c3c4 + c1c5)ω

2

)
+ c7ω + c8, якщо c2

3 = m2,

θ = ϕ+
c2

1ω

c2
3 −m2

, якщо c2
3 6= m2.

Тут ϕ є функцiєю вiд ω, яка задається рiвняннями (4.43)–(4.45), де µ2 =

−σ2 = c23−m2

α2+1 , c = c3c4+c1c5
α2+1 .

Алгебра A25 : 〈J03 + αP1 + βP2, G1, P0 − P3〉.

B1 = E2 =
c3 + (c3θ + c2)ζ

x3 + x0
, B2 = −E1 =

βc3θ + c1 + c3ζ

x3 + x0
,

B3 = c3θ + c2, E3 = −c3,

де ζ = x1−α ln |x3 + x0| та θ = ϕ(ω) — функцiї вiд ω = x2−β ln |x3 + x0|
заданi рiвняннями (4.43)–(4.45) з c = −c2c3 та µ2 = −σ2 = c2

3 −m2.
Розглянемо тепер редукцiї, якi можуть бути зробленi з використанням

iнварiантiв пiдалгебр A4, A8, A19, A24 та A27. При цьому система (4.30),
(4.31) буде зводитись до лiнiйних звичайних диференцiальних рiвнянь,
якi, однак, вiдрiзняються вiд (4.42).
Алгебра A4 : 〈J03, P1, P2〉.

B1 =
−c2x3θ + c6x3 − c1x0

ω2
,

B2 =
−c1x3θ + c5x3 + c2x0

ω2
, B3 = c3,

E1 =
−c1x0θ + c5x0 + c2x3

ω2
,

E2 =
c2x0θ + c1x3 − c6x0

ω2
, E3 = c3θ + c4,

(4.46)

де c1, . . . , c6 — довiльнi константи, θ = θ(ω) та ω2 = x2
0−x2

3. Пiдставляючи
(4.46) в (4.31) отримуємо:

ω2θ̈ + ωθ̇ + (ν2 + µ2ω2)θ = δ + αω2, (4.47)
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де ν2 = c2
1 + c2

2, µ
2 = c2

3 +m2, δ = c1c5 + c2c6, α = c3c4 та θ̇ = ∂θ/∂ω.
Загальний дiйсний розв’язок рiвняння (4.47) для x2

0 > x2
3:

θ = c7 (Jiν(µω) + J−iν(µω)) + c8 (Yiν(µω) + Y−iν(µω))

+
δπ

2ν

(
cth
(πν

2

)
Jiν(µω) + iEiν(µω)

)
+
α

µ2
Ls(1, iν, µω), (4.48)

де ω =
√
x2

0 − x2
3, Jiν(µω) та Yiν(µω) є функцiями Бесселя першого i

другого роду, Ls(1, iν, µω) — s функцiя Ломмеля, Jiν(µω) та Eiν(µω) —
функцiї Ангера та Вебера.

Якщо µν = 0 та x2
0 > x2

3, то розв’язки (4.47) зводяться до наступного
вигляду:

θ = c7 sin(ν lnω) + c8 cos(ν lnω) +
δ

ν2
+

αω2

ν2 + 4
, (4.49)

якщо µ = 0, ν 6= 0;

θ =
1

4
αω2 +

δ

2
ln2(ω) + c7 ln(ω) + c8, якщо µ = ν = 0; (4.50)

θ = c7J0(µω) + c8Y0(µω) +
α

µ2
, якщо ν = δ = 0, µ 6= 0. (4.51)

Ми не будемо наводити громiздкi загальнi розв’язки рiвняння (4.47)
для x2

0 − x2
3 < 0, але обмежимося окремим випадком, коли α = µ2

ν2 δ. Тодi

θ = c7 (Iiν(µω̃) + I−iν(µω̃)) + c8 (Kiν(µω̃) + K−iν(µω̃)) +
δ

ν2
,

де ω̃ =
√
x2

3 − x2
0, Iiν(µω̃) та Kiν(µω̃) є модифiкованими функцiями Бес-

селя першого i другого роду.
Алгебра A8 : 〈J12, P0, P3〉.

B1 =
c2x2θ + c1x1 − c6x2

ω2
,

B2 =
−c2x1θ + c1x2 + c6x1

ω2
, B3 = −c3θ + c4,

E1 =
c1x1θ + c5x1 − c2x2

ω2
, E2 =

c1x2θ + c5x2 + c2x1

ω2
, E3 = c3,
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де ω2 = x2
1 + x2

2 та θ є розв’язком рiвняння (4.47) з

ν2 = c2
1 − c2

2, µ2 = c2
3 −m2, δ = c1c5 + c2c6, α = c3c4. (4.52)

Якщо c2
1 ≥ c2

2 та c2
3 ≥ m2, то θ визначається спiввiдношеннями (4.48)–

(4.51), де µ, ν та δ — константи, заданi в (4.52).
Якщо c2

1 − c2
2 = −λ2 < 0, m2 < c2

3 та α(αλ2 + δµ2) = 0, то

θ = c7Jλ(µω) + c8Yλ(µω)− δπ

2λ

(
ctg

(
πλ

2

)
Jλ(µω) + Eλ(µω)

)
+
α

µ2
.

Крiм того,

θ = c7ω
λ + c8ω

−λ − δ

λ2
− α

λ4
, λ2 = c2

2 − c2
1,

якщо c2
2 > c2

1, c2
3 = m2;

θ = c7Iλ(κω) + c8Kλ(κω) + f, (4.53)

якщо m2 − c2
3 = κ2 > 0, c2

2 ≥ c2
1, де

f = − δ

κ2
, якщо δ = α

κ2

λ2
, λ 6= 0,

f =
4α

m4x2
− α

m2
, якщо λ = 2, δ = 0,

f = − α

2κ
, якщо δ = λ = 0.

(4.54)

Розв’язки (4.53) справедливi i для параметрiв δ та λ, якi не задоволь-
няють умови, представленi в (4.54). Вiдповiдна функцiя f в (4.53) може
бути виражена через функцiї Бесселя i гiпергеометричнi функцiї, але ми
не будемо наводити вiдповiднi громiздкi вирази.
Алгебра A19 : 〈J12, J03, P0 − P3〉.

B1 = E2 =
c1(x1 + x2θ)

(x3 + x0)(x2
1 + x2

2)
, B2 = −E1 =

c1(x2 − x1θ)

(x3 + x0)(x2
1 + x2

2)
,

B3 = −c3θ + c2, E3 = c3,

де θ є функцiєю вiд ω =
√
x2

1 + x2
2, яка розв’язує рiвняння (4.47) з ν =

δ = 0, µ2 = c2
3 −m2, α = c2c3. Її явний вигляд задається рiвняннями

(4.49) та (4.53), де δ = 0.
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Алгебра A24 : 〈G1, J03, P2〉.

B1 = −x3ϕ, B2 = −c2x0

ω3
− c1

x0 + x3
, B3 = x1ϕ,

E1 = −c2x3

ω3
+

c1

x0 + x3
, E2 = x0ϕ, E3 =

c2x1

ω3
,

де ω =
√
x2

0 − x2
1 − x2

3, ϕ = ϕ(ω). Функцiї ϕ та θ повиннi задовольняти
наступним рiвнянням:

ωϕ̇+ 3ϕ+
(c1

ω
+
c2

ω2

)
θ̇ = 0, θ̈ +

2θ̇

ω
−
(
c1 +

c2

ω

)
ϕ+m2θ = 0.

Якщо c1c2 = 0, то ця система може бути проiнтегрована в елементарних
або спецiальних функцiях:

c1 = 0 : ϕ = −c2θ + c3

ω3
;

θ = c4 sh
c2

ω
+ c5 ch

c2

ω
, якщо m = 0, c2 6= 0,

θ =
1

ω
(c4 sinmω + c5 cosmω), якщо m 6= 0, c2 = 0 та

θ =
D

ω

(
c4 +

∫
1

D2ω

(
c5 + c2c3

∫
Ddx

ω5/2

)
dx

)
, якщо m 6= 0, c2 6= 0,

де D = D(0,m−, n,m+, f(ω)) є подвiйно виродженою функцiєю Гойна з

m± = m2 + c2
2 ±

1

4
, n = 2(m2 − c2

2), f(ω) =
ω2 + 1

ω2 − 1
.

Нехай c2 = 0, c1 6= 0, тодi

ϕ =
1

c1

(
θ̈ +

2θ̇

ω
+m2θ

)
,

θ = c3G1(c1, ω)+c4(G2(c1, ω)+G∗2(c1, ω))+ic5(G2(c1, ω)−G∗2(c1, ω)),

де

G1(c1, ω) = F

(
3 + ic1

2
,
3− ic1

2
;
3

2
;−m

2ω2

4

)
,

G2(c1, ω) = F

(
1 + ic1, 1− ic1; 1 +

ic1

2
;−m

2ω2

4

)
ω−1+ic1,
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F (a, b; c;x) — гiпергеометрична функцiя, зiрочка означає комплексне
спряженя.
Алгебра A27 : 〈J03 + αJ12, G1, G2〉.

B1 =
ϕ1

x0 + x3
+

(x0 + x3)
2 − x2

1 + x2
2

2(x0 + x3)ω4
ϕ3 −

x1x2

(x0 + x3)ω4
ϕ4,

B2 =
ϕ2

x0 + x3
+

(x0 + x3)
2 + x2

1 − x2
2

2(x0 + x3)ω4
ϕ4 −

x1x2

(x0 + x3)ω4
ϕ3,

E1 = −B2 +
ϕ3(x0 + x3)

ω4
, E2 = B1 −

ϕ3(x0 + x3)

ω4
,

E3 =
x2ϕ3 − x1ϕ4

ω4
, B3 = −x1ϕ3 + x2ϕ4

ω4
,

θ =
1

ω
(c1J1(mω)+c2Y1(mω)) , якщо m 6=0, ω2 =x2

0−x2
1−x2

2−x2
3>0,

θ =
1

ω̃
(c1I1(mω̃) + c2K1(mω̃)) , якщо m 6= 0, ω̃2 = −ω2 > 0,

θ = c1 +
c2

ω2
, якщо m = 0,

ϕ1 = c2 cos (α ln (x0 + x3)) + c3 sin (α ln (x0 + x3)),

ϕ2 = c2 sin (α ln (x0 + x3))− c3 cos (α ln (x0 + x3)),

ϕ3 = c4 sin

(
α ln

ω2

x0 + x3

)
+ c5 cos

(
α ln

ω2

x0 + x3

)
,

ϕ4 = c4 cos

(
α ln

ω2

x0 + x3

)
− c5 sin

(
α ln

ω2

x0 + x3

)
,

(c2
3 + c2

2)(c
2
5 + c2

4) = 0.

4.5.3. Редукцiї до нелiнiйних звичайних диференцiальних рiв-
нянь. Використовуючи пiдалгебри A6, A9, A10, A13, A14, A17 та A18

ми можемо звести систему (4.30), (4.31) до системи звичайних диферен-
цiальних рiвнянь, якi є нелiнiйними.
Алгебра A6 : 〈J03 + αP2, P0, P3〉, α 6= 0.

B1 = ϕ1 ch
x2

α
− ϕ2 sh

x2

α
, B2 = αϕ̇2 ch

x2

α
− αϕ̇1 sh

x2

α
,

B3 = −c1θ + c2,

E1 = αϕ̇1 ch
x2

α
− αϕ̇2 sh

x2

α
, E2 = ϕ1 sh

x2

α
− ϕ2 ch

x2

α
, E3 = c1,
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де θ, ϕ1 та ϕ2 — функцiї вiд ω = x1, якi задовольняють наступну систему
нелiнiйних рiвнянь:

αθ̇ϕ2 = α2ϕ̈2 + ϕ2, ϕ1ϕ̇2 − ϕ̇1ϕ2 = c3 (4.55)

та

θ̈ = (m2 − c2
1)θ + α(ϕ̇1ϕ1 − ϕ̇2ϕ2) + c1c2.

Ми змогли знайти лише частиннi розв’язки цiєї складної системи, яким
вiдповiдають деякi спецiальнi значення довiльних параметрiв. Спочатку
представимо розв’язки лiнiйнi по ω:

θ =
ω

α
− c1c2

m2 − c2
1

± µc5, ϕ1 = c4ϕ2, ϕ2 = ±ω
µ

+ c5, (4.56)

де µ =
√
|m2−c21|
|1−c24|

, c2
4 6= 1, c2

1 6= m2. Якщо c2
1 = m2 та ϕ1 = ϕ2, тодi θ

задається рiвнянням (4.45) з c = −c1c2, тодi як ϕ2 є лiнiйною комбiнацiєю
функцiй Ейрi:

ϕ2 = c7Ai (λ(ω − ν)) + c8Bi (λ(ω − ν)) ,

де λ =
(
c1c2
α

)3
, ν = 1

αc1c2
, αc1c2 6= 0.

Якщо c2
1 = m2, c2 = 0, c3 6= 0, то ми знайдемо частинний розв’язок:

θ =

(
αµ2 +

1

α

)
x1 + c5, ϕ2 = c6 chµx1 + c7 shµx1, ϕ1 =

1

µ
ϕ̇2,

де µ = c3
c27−c26

та c2
7 6= c2

6.
Якщо c2

1 = m2 та ϕ1 = c4ϕ2, c4 6= 1, c2 = 0, то

θ = αλ

∫
ϕ2

2dω +
c5

α
ω + c6, (4.57)

де λ = 1
2(c2

4−1) та ϕ2 є елiптичною функцiєю, яка є розв’язком рiвняння

ϕ̈2 = λϕ3
2 − κϕ2, (4.58)
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де κ = 1−c5
α2 . Крiм того, рiвняння (4.58) допускає частиннi розв’язки в

елементарних функцiях:

ϕ2 = ±
√
κ

λ
th

(√
κ

2
ω + c7

)
, якщо c5 < 1, c2

4 > 1, (4.59)

ϕ2 = ±
√
κ

λ
tg

(√
−κ
2
ω + c7

)
, якщо c5 > 1, c2

4 < 1, (4.60)

ϕ2 = ±
√

2√
λω

, якщо c5 = 1, c4 > 1. (4.61)

Якщо c2
1 = m2 + 1

α2 та ϕ1 = ±
√

1 + c2
4ϕ2, тодi

θ = αc4ϕ2 + c1c2α
2

та ϕ2 повинна задовольняти наступному рiвнянню

ϕ̈2 − c4ϕ̇2ϕ2 +
1

α2
ϕ2 = 0.

Його розв’язки можуть бути знайденi в неявному виглядi:

ω = c4α
2

∫ ϕ2

0

dt

W
(
c2

5e
1
2c

2
4α

2t2
)

+ 1
+ c6,

де W — функцiя Ламберта, тобто аналiтичний в точцi y = 0 розв’язок
рiвняння W (y)eW (y) = y.

Нарештi, для c2
1 6= m2 та ϕ1 = ϕ2 ми знаходимо наступнi розв’язки:

θ =
1

2
(2νc5 sh 2νω + c6 ch 2νω)− c1c2

4ν2
, 2ν =

√
m2 − c2

1,

ϕ2 =D (0,m+, n,m−, th νω)

(
c7 + c8

∫
dx1

D2 (0,m+, n,m−, th νω)

)
,

(4.62)

де D(0,m+, n,m−, th νω) є подвiйною виродженою функцiєю Гойна з
m± = c5

α ±
1

ν2α2 , n = c6
αν . Якщо в (4.62) c5 = c6

2ν i c6
να = −κ2

2 < 0, то

ϕ2 = c7J i
να

(κeνω) + c8Y i
να

(κeνω) .

Алгебра A9 : 〈J23 + αP0, P2, P3〉, α 6= 0.

E1 = c1θ + c2, E2 = ϕ1 cos
x0

α
− ϕ2 sin

x0

α
,
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E3 = ϕ1 sin
x0

α
+ ϕ2 cos

x0

α
,

B1 = c1, B2 = −αϕ̇1 cos
x0

α
+ αϕ̇2 sin

x0

α
,

B3 = −αϕ̇1 sin
x0

α
− αϕ̇2 cos

x0

α
,

де ϕ1, ϕ2 та θ — функцiї вiд ω = x1, якi задовольняють рiвняння (4.55)
та наступне рiвняння:

θ̈ = (c2
1 +m2)θ − α(ϕ̇1ϕ1 + ϕ̇2ϕ2) + c1c2.

Частинним розв’язком цiєї системи є ϕ1 = c4ϕ2, а θ, ϕ2 задаються рiв-
нянням (4.56), де c2

1 → −c2
1.

Якщо c2
1 +m2 = 0, тодi отримаємо розв’язки, заданi рiвняннями (4.57),

(4.58), (4.60) (4.61), де λ = −1
2(c2

4 + 1), та наступнi розв’язки:

ϕ1 = c6 cosµω + c7 sinµω, ϕ2 = c6 sinµω − c7 cosµω,

θ =
(

1
α − αµ

2
)
ω + c5,

(4.63)

де µ = c3
c26+c27

.
Алгебра A10 : 〈J12 + αP3, P1, P2〉, α 6= 0.

B1 = ϕ1 cos
x3

α
− ϕ2 sin

x3

α
, B2 = ϕ1 sin

x3

α
+ ϕ2 cos

x3

α
, B3 = c1,

E1 = αϕ̇1 cos
x3

α
− αϕ̇2 sin

x3

α
, E2 = αϕ̇1 sin

x3

α
+ αϕ̇2 cos

x3

α
,

E3 = c1θ + c2,

де ϕ1, ϕ2 та θ — функцiї вiд ω = x0, якi задовольняють (4.55) та наступне
рiвняння:

θ̈ = −(c2
1 +m2)θ − α(ϕ̇1ϕ1 + ϕ̇2ϕ2)− c1c2.

Якщо c2
1 + m2 = 0, ми знову отримаємо розв’язки (4.63) та розв’язки,

заданi рiвняннями (4.57), (4.58), (4.60) (4.61), де λ = −1
2(c2

4 + 1).
Алгебра A13 : 〈G1, P0 − P3, P1 + αP2〉.

B1 = E2 = (αx1 − x2)ϕ1e
−ω + ϕ2, B3 = ϕ1, E3 = −α(ϕ̇1 + ϕ1),
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B2 = −E1 = (αx1 − x2)(ϕ̇1 + αϕ1)e
−ω + ϕ3,

де ϕ2 i ϕ3 — довiльнi функцiї вiд ω = ln(x0 +x3), у той час як ϕ1 = ϕ1(ω)

i θ = θ(ω) повиннi задовольняти наступнi рiвняння:

mθ = α(ϕ̇1ϕ1 + ϕ2
1), θ̇ϕ1 + αϕ̈1 + 2αϕ̇1 + (α2 + 1)ϕ1 = 0. (4.64)

Якщо m = 0, то ϕ1 = ±
√
c1 + c2rme−2ω i

θ = −α
2

ln
(
c1e

2ω + c2

)
+

αc2

2 (c1e2ω + c2)
+ (α− 1− α2)ω + c3.

Здається, що розв’язати рiвняння (4.64) в квадратурах при ненульовихm
неможливо. Тим не менше, цi рiвняння допускають частиннi (тривiальнi)
розв’язки ϕ1 = θ = 0.
Алгебра A14 : 〈G1 + P2, P0 − P3, P1〉.

B1 = E2 = x2ϕ1 + ϕ2, B2 = −E1 = −x2ϕ̇1 + ϕ3,

B3 = ϕ1, E3 = ϕ̇1,

де ϕi — функцiї вiд ω = x0 + x3. Крiм того, ϕ2 i ϕ3 є довiльними, у той
час як ϕ1 i θ задовольняють наступнi рiвняння:

ϕ̈1 + ϕ1 = θ̇ϕ1, m2θ = −ϕ̇1ϕ1. (4.65)

Якщо m 6= 0, то розв’язки рiвнянь (4.65) можуть бути представленi в
наступнiй формi:

ω = ±
∫ ϕ1

0

(
t2 −m2

c1 +m2t2

) 1
2

dt+ c2.

Якщо m = 0, то ми отримаємо два розв’язки:

θ = c1ω + c2, ϕ1 = c1 та θ =
1

2ω
+ ω + c1, ϕ1 = c2

√
ω.

Алгебра A17 : 〈J03 + αJ12, P0, P3〉, α 6= 0.

B1 = (αϕ̇2x2 − ϕ2x1)e
− ζ
α−ω + (x1ϕ1 + αϕ̇1x2)e

ζ
α−ω,
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B2 = −(αϕ̇2x1 + ϕ2x2)e
− ζ
α−ω − (αϕ̇1x1 − ϕ1x2)e

ζ
α−ω,

B3 = −c1θ + c2,

E1 = (αϕ̇2x1 + ϕ2x2)e
− ζ
α−ω − (x1αϕ̇1 − ϕ1x2)e

ζ
α−ω,

E2 = (αϕ̇2x2 − ϕ2x1)e
− ζ
α−ω − (αϕ̇1x2 + ϕ1x1)e

ζ
α−ω, E3 = c1,

де ω = 1
2 ln(x2

1 + x2
2), ζ = arctg x2

x1
. Функцiї ϕ1 = ϕ1(ω), ϕ2 = ϕ2(ω) та

θ = θ(ω) повиннi задовольняти (4.55) та наступне рiвняння:

e−2ωθ̈ + (m2 − c2
1)θ + 2α(ϕ̇1ϕ2 + ϕ1ϕ̇2) + c1c2 = 0. (4.66)

Ця досить складна система має такi частиннi розв’язки для c1 = ±m:

θ =
1

a
ω + c4, ϕ1 = c5, ϕ2 = c6; (4.67)

θ =

(
1

α
+ αk2

)
ω + c4, ϕ1 = c5e

κω, ϕ2 = c6e
−κω,

якщо 2c5c6k + c3 = 0;

θ = −1

4
c1c2e

2ω + c4ω + c5, ϕ1 = 0, ϕ2 = c6Jµ (keω) + c7Yµ (keω) ,

µ =
1

α

√
c4α− 1, якщо

c1c2

2α
= k2 > 0

та

ϕ1 = κϕ2, θ = ϕ2e
ω, ϕ2 = 2µ tg (µeω) + c4, (4.68)

якщо κ = 1
2α , c1c2 = 4µ2 > 0, α = ±1. В (4.68) ми обмежимося конкрет-

ним значенням α, щоб отримати найбiльш компактнi вирази для точних
розв’язкiв.

Точний розв’язок рiвнянь (4.55), (4.66) для m2−c2
1 = 4λ2 > 0 та c2 = 0

задається наступним рiвнянням:

θ =
e4µ(1+α2)ω+2λ2e2ω∫

e4µ(1+α2)ω+2λ2e2ωdω + c4
, ϕ2 = θeω, ϕ1 = µϕ2, (4.69)

де λ, µ та α — довiльнi дiйснi числа.
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Алгебра A18 : 〈αJ03 + J12, P1, P2〉, α 6= 0.

B1 = e−2ω ((ϕ1x0 − αϕ̇2x3) cos ζ − (ϕ2x0 + αϕ̇1x3) sin ζ) ,

B2 = e−2ω ((x0ϕ1 − αϕ̇2x3) sin ζ + (x0ϕ2 + αϕ̇1x3) cos ζ) , B3 = c1,

E1 = e−2ω ((−αϕ̇2x0 + ϕ1x3) sin ζ + (αϕ̇1x0 + ϕ2x3) cos ζ) ,

E2 = e−2ω ((αϕ̇2x0 − ϕ1x3) cos ζ + (αϕ̇1x0 + ϕ2x3) sin ζ) ,

E3 = c1θ − c2,

де ω = 1
2 ln(x2

0−x2
3), αζ = ln (x0 + x3)−ln(x0−x3), ϕ1, ϕ2 та θ є функцiями

вiд ω, якi повиннi розв’язувати систему, що включає (4.55) i наступне
рiвняння:

e−2ωθ̈ = −(m2 + c2
1)θ + α(ϕ̇1ϕ1 + ϕ̇2ϕ2) + c1c2.

Частиннi розв’язки цiєї системи для m2 + c2
1 = 0:

θ=

(
1

α
− αk2

)
ω + c4, ϕ1 = c5 sin(kω), ϕ2 = c6 cos(kω), κ=− c3

c5c6
.

Крiм того, маємо розв’язки (4.67), (4.68) та (4.69), де ω → ln(x2
0 − x2

3).

4.5.4. Редукцiї до диференцiальних рiвнянь з частинни-
ми похiдними. Нарештi, виконаємо редукцiї системи (4.30), (4.31),
використовуючи пiдалгебри, що залишилися, тобто A6 з α = 0 та
A28−A30. Базиснi елементи цих алгебр не задовольняють умову (1.2) i
тому використання класичного пiдходу симетрiйної редукцiї виявляється
неможливим. Проте, щоб зробити редукцiї, ми можемо накласти такi до-
датковi умови на залежнi змiннi, при яких рiвняння (1.2) виконується.

Ця iдея використовується в пiдходi слабкої трансверсальностi, запро-
понованому у роботi [59]. Вiдповiднi додатковi умови є просто алгебраїч-
ними наслiдками умови (1.2).

Ми будемо використовувати також ще слабшi додатковi умови. А са-
ме, замiсть прямого використання алгебраїчної умови (1.2) ми будемо
брати до уваги їх диференцiальнi наслiдки. Як буде показано нижче, це
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дозволяє знаходити такi точнi розв’язки, якi в принципi не можуть бути
знайденi у пiдходi, запропонованому у роботi [59].

Почнемо з алгебри A6 з α = 0. Набiр зв’язаних базисних елементiв
〈P0, P3, J03〉 не задовольняє умову (1.2). Вiдповiднi матрицi Ξ1 = {ξµi }
та Ξ2 = {ξµi , ϕki } мають наступний вигляд:

Ξ1 =

 1 0 0 0

0 0 0 1

x3 0 0 x0

 ,

Ξ2 =

 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0

x3 0 0 x0 −E2 E1 0 B2 −B1 0 0

 .

Ранги матриць Ξ1 та Ξ2 дорiвнюють 2 та 3 вiдповiдно, тобто умова (1.2)
не виконується. Якщо розглядати цю умову як додаткове алгебраїчне
рiвняння для розв’язкiв (4.30), (4.31), то компоненти векторiв E та B

повиннi вiдповiдати таким спiввiдношенням:

E1 = E2 = B1 = B2 = 0. (4.70)

Пiдставляючи (4.70) в (4.30) i припускаючи, що E3, B3 та θ залежать
вiд iнварiантних змiнних x1 та x2, ми можемо знайти вiдповiднi точнi
розв’язки. Але ми отримаємо бiльш загальнi розв’язки, використовуючи
наступне спостереження.

Щоб добитися виконання спiввiдношення (1.2), можна застосувати до-
датковi умови, слабкiшi нiж (4.70). Зокрема, ми можемо накласти нас-
тупнi обмеження:

E1 = f1(B1, B2), E2 = f2(B1, B2),

де f1(B1, B2) та f2(B1, B2) — диференцiйовнi функцiї E1, E2. Цi умови
повиннi бути сумiснi з рiвняннями поля (4.30), (4.31) i гарантувати рiв-
нiсть нулю члена E1∂B2

− E2∂B1
− B1∂E2

+ B2∂E1
в J03. Цей член стає
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тривiальним за умови

f1
∂f1

∂B2
− f2

∂f1

∂B1
+B2 = 0; f1

∂f2

∂B2
− f2

∂f2

∂B1
−B1 = 0. (4.71)

Умова сумiсностi є набагато складнiшою. Але вона задовольняється
принаймнi для лiнiйних функцiй f1(B1, B2) та f2(B1, B2):

E1 = f1 = a1B1 + a2B2, E2 = f2 = a3B1 + a4B2. (4.72)

При цьому вiдповiднi диференцiальнi наслiдки (4.71) приймають виг-
ляд:

a2f1 − a1f2 +B2 = 0; a4f1 − a3f2 −B1 = 0. (4.73)

З точнiстю до перетворення Лоренца можна обмежитись наступними
лiнiйними умовами (4.72):

E1 = 0, E2 = 0; (4.74)

E1 = 0, B2 = 0; (4.75)

E1 = B1, E2 = B2. (4.76)

Нехай B2, B3, E1, E3, θ залежать вiд iнварiантних змiнних x1 та
x2 та задовольняють спiввiдношення (4.74). Тодi системi (4.30), (4.31)
задовольняють наступнi вектори:

E1 = E2 = 0, E3 = c3, B1 =
∂φ

∂x2
, B2 =− ∂φ

∂x1
, B3 =−c3θ + c2 (4.77)

за умови, що функцiя θ = θ(x1, x2) задовольняє рiвнянню

∂2θ

∂x2
1

+
∂2θ

∂x2
2

= (m2 − c2
3)θ + c1c2 (4.78)

та φ = φ(x1, x2) є розв’язками рiвняння Лапласа:

∂2φ

∂x2
1

+
∂2φ

∂x2
2

= 0. (4.79)
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Частинний розв’язок рiвняння (4.78) має вигляд:

θ = X(x1)Y (x2) +
c1c2

c2
1 −m2

, якщо c2
1 6= m2,

θ = X(x1)Y (x2) +
c1c2

2
(x2

1 + x2
2), якщо c2

1 = m2,
(4.80)

де

X(x1) = c3,µekµx1 + c4,µe−kµx1,

Y (x2) = c5,µ cos(nµx2) + c6,µ sin(nµx2).
(4.81)

Тут k2
µ = m2 + µ2, nµ = c2

1 + µ2 та cs,µ, s = 3, 4, 5, 6 — довiльнi констан-
ти. Загальний розв’язок рiвняння (4.78) може бути виражений як сума
(iнтеграл) функцiй (4.80) по всiх можливих значеннях µ.

Розв’язок (4.77) включає довiльну гармонiйну функцiю φ. Слiд вiд-
мiтити, що за допомогою пiдходу слабкої трансверсальностi [59] можна
отримати тiльки частинний випадок цього розв’язку φ = const.

Аналогiчно, вводячи умову (4.75) отримаємо наступнi розв’язки:

E1 = 0, E3 = c1, B2 = 0, B3 = −c1θ + c2 (4.82)

та

E2 = c3e
1
µ (c4eµx2−c5e−µx2) + c6e

1
µ (c5e−µx2−c4eµx2),

B1 = c3e
1
µ (c4eµx2−c5e−µx2) − c6e

1
µ (c5e−µx2−c4eµx2),

θ = x1(c4e
µx2 + c5e

−µx2) + c7e
µx2 + c8e

−µx2 +
c1c2

c2
1 −m2

,

якщо c2
1 −m2 = µ2 > 0;

E2 = c3e
1
ν (c4 cos νx2−c5 sinµx2) + c6e

− 1
ν (c4 cos νx2−c5 sinµx2),

B1 = c3e
1
ν (c4 cos νx2−c5 sinµx2) − c6e

− 1
ν (c4 cos νx2−c5 sinµx2),

θ = x1(c4 sinµx2 + c5 cosµx2) + c8 sinµx2 + c9 cosµx2 +
c6c7

c2
6 −m2

,

якщо c2
6 −m2 = −ν2 < 0;

E2 = c3 sh

(
1

2
c4x

2
2 + c5x2

)
+ c6 ch

(
1

2
c4x

2
2 + c5x2

)
,
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B1 = c6 sh

(
1

2
c4x

2
2 + c5x2

)
+ c3 ch

(
1

2
c4x

2
2 + c5x2

)
,

θ = x1(c4x2 + c5)−
1

2
c1c2x

2
2 + c7x2 + c8, якщо c2

1 = m2.

Якщо накладаються умови (4.76), то отримуються розв’язки

Eα = Bα = ∂αφ, α = 1, 2, E3 = c1, B3 = −c1θ + c2,

де φ — функцiя, яка задовольняє (4.79), θ є розв’язком наступного рiв-
няння:

∂2θ

∂x2
1

+
∂2θ

∂x2
2

= (m2 − c2
1)θ + c1c2 + (∂1φ)2 + (∂2φ)2.

Iнший розв’язок, який вiдповiдає (4.76), має вигляд рiвнянь (4.70) для
B1, B2, E1, E2 та E3 = c1, B3 = −c1θ+ c2, а θ задається рiвнянням (4.80).

Ми бачимо, що додатковi умови (4.72) та їх диференцiальнi наслiд-
ки (4.73) дозволяють знаходити набагато бiльш широкий клас розв’язкiв,
нiж умови, запропонованi у [59]. Використане нами узагальнення методу
слабкої трансверсальностi полягає у тому, що умова (1.2) не розгляда-
ється як алгебраїчна. Для її виконання на розв’язки рiвнянь (4.2), (4.3)
накладаються лiнiйнi зв’язки (4.72) та використовуються їх диференцi-
альнi наслiдки (4.73).
Алгебра A28 : 〈G1, G2, J12〉.

B1 = E2 =
1

(x0 + x3)3
(c1x1 − x2(c1θ + c2)) ,

B2 = −E1 =
1

(x0 + x3)3
(c1x2 + x1(c1θ + c2)) ,

B3 =
c1

(x0 + x3)2
, E3 = − (c1θ + c2)

(x0 + x3)2
, θ =

ϕ

x0 + x1
,

де ϕ є функцiєю вiд двох змiнних ω = x20−x21−x22−x23
2(x0+x3) та ζ = x0 + x3, якi

задовольняють наступне рiвняння:

∂2ϕ

∂ω∂ζ
=

(
c2

1

ζ4
−m2

)
ϕ+

c1c2

ζ3
. (4.83)
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Нехай m = c1 = 0, тодi ϕ = ϕ1(ω) + ϕ2(ζ), де ϕ1 та ϕ2 є довiльними
функцiями. Для c1 = 0,m2 6= 0 рiвняння (4.83) допускає розв’язки в
роздiлених змiнних:

ϕ =
∑
µ

(aµ sin(νµξ+) sin(µξ−) + bµ cos(νµξ+) cos(µξ−)

+ cµ cos(νµξ+) sin(µξ−) + dµ sin(νµξ+) cos(µξ−),

(4.84)

де ξ± = ω±ζ, ν2
µ = m2 +µ2, а µ, Sµ, aµ, bµ, cµ та dµ — довiльнi константи.

Для c1 6= 0 ми отримаємо:

ϕ =
c1c2ζ

c2
1 −m2ζ4

+
∑
µ

Rµe
µω− 3mζ4+c21

3µζ3 .

Алгебра A29 : 〈J01, J02, J12〉.

B1 =
x2(c1θ + c2)

ω3
, B2 = −x1(c1θ + c2)

ω3
, B3 =

c1x0

ω3
,

E1 = −c1x2

ω3
, E2 =

c1x1

ω3
, E3 =

x0(c1θ + c2)

ω3
, θ =

ϕ

ω
,

де ω2 = x2
0−x2

1−x2
2 та ϕ — функцiя вiд ω та x3, яка задовольняє наступне

рiвняння:

∂2ϕ

∂x2
3

− ∂2ϕ

∂ω2
=

(
c2

1

ω4
+m2

)
ϕ+

c1c2

ω3
, якщо x2

0 > x2
1 + x2

2, (4.85)

де ω =
√
x2

0 − x2
1 − x2

2, та

∂2ϕ

∂x2
3

+
∂2ϕ

∂ω̃2
=

(
m2 − c2

1

ω̃4

)
ϕ− c1c2

ω̃3
, якщо x2

0 < x2
1 + x2

2, (4.86)

де ω̃ =
√
x2

1 + x2
2 − x2

0.
Нехай c1 = m = 0, тодi загальний розв’язок рiвняння (4.85): ϕ =

ϕ1(ω + x3) + ϕ2(ω − x3), де ϕ1 та ϕ2 — довiльнi функцiї. Розв’язки, якi
вiдповiдають c1 = 0,m 6= 0 можуть бути отриманi з (4.84) замiною ξ+ →
x3, ξ− → ω. Якщо c1 6= 0 та m 6= 0, то

ϕ=
∑
µ

Dµ

((
aµ + bµ

∫
dω

ωD2
µ

)
sin(µx3) +

(
cµ + dµ

∫
dω

ωD2
µ

)
cos(µx3)

)
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−c1c2

∫ (
1

ωD2
0

∫
D0dω

ω5/2

)
dω, (4.87)

де Dµ = D(0, k−µ , s, k
+
µ , f(ω)) є подвiйно виродженою функцiєю Гойна з

k±µ = m2 − µ2 + c2
1 ± 1

4 , s = 2(m2 − µ2 − c2
1), f(ω) = ω2+1

ω2−1 , µ, aµ, bµ, cµ та
dµ — довiльнi константи.

Розв’язки рiвняння (4.86) також можуть бути представленi у виглядi
(4.87), де ω → ω̃ та

k±µ = µ2 −m2 + c2
1 ±

1

4
, s = 2(µ2 −m2 − c2

1), f(ω) =
ω̃2 + 1

ω̃2 − 1
.

Алгебра A30 : 〈J12, J23, J31〉.

Ba =
c1xa
r3

, Ea =
(c1θ − c2)xa

r3
, θ =

ϕ

r
,

де r =
√
x2

1 + x2
2 + x2

3 та ϕ є функцiєю вiд r та x0, яка задовольняє
наступне рiвняння:

∂2ϕ

∂r2
− ∂2ϕ

∂x2
0

=

(
c2

1

r4
+m2

)
ϕ− c1c2

r3
. (4.88)

Розв’язки цого рiвняння можуть бути представленi у виглядi (4.87),
де ω = r, x3 → x0 та Dµ = D(0, k−µ , s, k

+
µ , f(ω)) є подвiйною виродженою

функцiєю Гойна з k±µ = −(m2 +µ2 + c2
1)± 1

4 , s = 2(c2
1−m2−µ2), f(ω) =

f(r) = r2+1
r2−1 .

Спецiальний розв’язок рiвняння (4.88), який вiдповiдає c2 = 0 та ну-
льовiй постiйнiй подiлу змiнних наведено в (4.91).

4.5.5. Вибранi радiальнi та цилiндричнi розв’язки. Наведемо де-
кiлька точних розв’язкiв рiвнянь (4.2), (4.3), якi можуть бути цiкавi з
фiзичної точки зору.

Спочатку розглянемо розв’язки, якi включають поле точкового заря-
ду, тобто

Ea = q
xa
r3
, a = 1, 2, 3, (4.89)
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де r =
√
x2

1 + x2
2 + x2

3, а q є константою. Масштабуванням залежних змiн-
них xa можна звести параметр q до 1. Вiдповiдний вектор Ba є тривiаль-
ним, тобто Ba = 0, а для θ iснує два розв’язки:

θ =
caxa
r3

та θ =
1

r
(ϕ1(x0 + r) + ϕ2(x0 − r)) , (4.90)

де ϕ1 та ϕ2 — довiльнi функцiї вiд x0+r та x0−r вiдповiдно, ca — довiльнi
константи та сумування вiдбувається по iндексам, що повторюються a =

1, 2, 3. Цi розв’язки вiдповiдають тривiальним нелiнiйним членам в (4.2),
(4.3).

Радiальнi розв’язки, якi породжуються нетривiальними умовами в
правiй частинi рiвнянь (4.2), (4.3) з F = −m2θ можна знайти в тако-
му виглядi:

Ba =
qxa
r3
, Ea =

qθxa
r3

, θ = c1 sin(mx0)e
− qr , (4.91)

де c1 та q > 0 — довiльнi параметри. Компоненти магнiтного поля Ba є
особливими при r = 0, у той час як Ea та θ обмеженi для 0 ≤ r ≤ ∞.

Розв’язки (4.89)–(4.91) були отриманi з використанням iнварiантiв ал-
гебри A30.

Наведемо розв’язки, якi залежать вiд двох просторових змiнних. Поз-
начимо x =

√
x2

1 + x2
2, тодi функцiї

E1 = −B2 =
x1

x3
, E3 = 0, B1 = E2 =

x2

x3
, B3 = b,

θ = arctg

(
x2

x1

)
,

(4.92)

де b — число, розв’яжемо рiвняння (4.2), (4.3) з κ = 1 та F = 0.
Особливiстю розв’язкiв (4.92) є те, що, вiдповiдне електричне поле

зменшується з ростом x як поле точкового заряду у тривимiрному прос-
торi, у той час як вiдповiдна ефективна задача є двовимiрною.

4.5.6. Найбiльш загальнi розв’язки. Розв’язки, якi розглядаються
вище, включають довiльнi параметри, а в деяких випадках навiть до-
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вiльнi функцiї. Наприкiнцi нашого аналiзу будуть представленi розв’яз-
ки, якi залежать вiд шести довiльних функцiй. Цей клас охоплює всi
редукцiї, якi можуть бути отриманi за допомогою пiдалгебр A12−A14 та
A20−A23. Всi цi розв’язки мають багато спiльних властивостей, а саме: в
якостi незалежної змiнної виступає один i той же iнварiант ω = x0 + x3,
компоненти векторiв E та B пов’язанi умовами B1 = E2, B2 = −E1, а B3

та E3 залежать тiльки вiд iнварiантної змiнної ω. Це викликає бажання
записати всi цi розв’язки в єдинiй унiверсальнiй формi. Нам вдалося це
зробити наступним чином:

B1 = E2 = ψ1(x1, x2, ω)− x1ϕ̇1(ω)− x2

(
ϕ̇4(ω)− ϕ5(ω)θ̇(ω)

)
,

B2 =−E1 =ψ2(x1, x2, ω)−x2ϕ̇5(ω) + x1

(
ϕ̇2(ω)− ϕ1(ω)θ̇(ω)

)
,

B3 = ϕ1(ω) + ϕ5(ω), E3 = ϕ2(ω) + ϕ4(ω),

(4.93)

де ϕ1, . . . , ϕ5 та ψ1, ψ2 є функцiями вiд ω = x0+x3 та x1, x2, ω вiдповiдно,
та

θ = −(ϕ1 + ϕ5)(ϕ2 + ϕ4)

m2
, якщо F = −m2θ, m2 6= 0,

θ = ϕ3(ω), (ϕ1 + ϕ5)(ϕ2 + ϕ4) = 0, якщо F = 0. (4.94)

Вiдповiдно до обмеження, представленого в (4.94), функцiї ϕ1, ϕ2 i ϕ3

є довiльними, у той час як ψ1 та ψ2 повиннi задовольняти умови Кошi–
Рiмана щодо змiнних x1 та x2:

∂1ψ1 + ∂2ψ2 = 0, ∂1ψ2 − ∂2ψ1 = 0. (4.95)

Легко перевiрити, що анзац (4.93), (4.94) дiйсно розв’язує рiвняння
(4.30), (4.31). Таким чином, будь-який розв’язок рiвняння Кошi–Рiмана
(4.95) залежне вiд параметра ω та п’ять довiльних функцiї ϕ1(ω), ϕ2(ω),
ϕ3(ω), ϕ4(ω), ϕ5(ω), що задовольняють (4.94) породжують розв’язок
(4.93) системи (4.30), (4.31).
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4.6. Висновки до роздiлу 4

Основною метою цього роздiлу було знайти сiм’ї точних розв’язкiв рiв-
нянь поля аксiонної електродинамiки, використовуючи їх симетрiї вiд-
носно групи Пуанкаре P (1, 3). Для досягнення цiєї мети ми класифi-
кували та знайшли всi можливi редукцiї цих рiвнянь, якi можуть бути
зробленi з використанням трипараметричних пiдгруп групи P (1, 3). Пов-
ний список редукцiй, якi можуть бути зробленi за допомогою iнварiантiв
цих пiдгруп разом з отриманими розв’язками представленi у пiдроздiлi
4.5. Серед них є розв’язки, якi включають довiльнi параметри та довiль-
нi функцiї. Зауважимо, що можна отримати бiльш широкi сiм’ї точних
розв’язкiв, застосовуючи до знайдених неоднорiднi перетворення Лорен-
ца.

Для таких пiдалгебр, чиї базиснi елементи не задовольняють умовi
трансверсальностi (1.2), ми застосували умову слабкої трансверсальностi
та узагальнену умову слабкої трансверсальностi. У результатi ми отрима-
ли розв’язки (4.77)–(4.82), якi не можуть бути знайденi при застосуваннi
стандартної умови слабкої трансверсальностi, що обговорювалися в [59].

Виконуючи редукцiї рiвнянь (4.2), (4.3), ми обмежилися функцiями F
лiнiйними по θ. Насправдi, такi редукцiї можливi для довiльних функцiй
F . Щоб отримати вiдповiднi редукованi рiвняння, досить просто скрiзь
замiнити m2θ → −F (θ) або навiть m2θ → −F (θ, pµp

µ).
У випадку J = F = 0 рiвняння (4.2) та (4.3) зводяться до рiвнянь

Максвелла для електромагнiтного поля у вакуумi. Редукцiї останнiх рiв-
нянь з використанням тривимiрних пiдалгебр p(1, 3) були зробленi в ро-
ботi [62].

Розв’язки, представленi в пiдроздiлi 4.5 можуть мати рiзнi кориснi
застосування. Цiннiсть точних розв’язкiв, навiть i частинних, може бути
досить великою. По-перше, вони представляють певну iнформацiю про
тi чи iншi властивостi моделi. По-друге, вони можуть розв’язати важливi
частиннi крайовi задачi, вiдомим прикладом такого роду є розв’язок Ба-
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ренблатта для рiвняння дифузiї [30]. Крiм того, частиннi точнi розв’язки
можуть бути використанi для перевiрки точностi рiзних наближених пiд-
ходiв.

Знайденi розв’язки, особливо тi, якi включають довiльнi функцiї, є хо-
рошими кандидатами для застосування в рiзних початкових i крайових
задачах аксiонної електродинамiки. Деякi з цих розв’язкiв, наприклад,
(4.40) i (4.43) з µ = 1 та c2

1 + c2
2 > 1, описують поширення хвиль з групо-

вою швидкiстю, яка перевищує швидкiсть свiтла. Крiм того, цi розв’язки
є гладкими i обмеженими функцiями, якi вiдповiдають невiд’ємнiй визна-
ченiй та обмеженiй густинi енергiї [81]. Але цi розв’язки є причинними,
оскiльки вiдповiдна швидкiсть переносу енергiї не перевищує швидкостi
свiтла [81].

Iснування розв’язкiв нелiнiйних рiвнянь з частинними похiдними, якi
задовольняють принципу суперпозицiї, є дуже цiкавим явищем. Ми вка-
зали деякi частиннi розв’язки аксiонної електродинамiки, якi задоволь-
няють цьому принципу.

Для точних розв’язкiв, представлених в пiдроздiлi 4.5 можна знайти й
iншi цiкавi застосування. Зокрема, розв’язки, якi вiдповiдають алгебрам
A9, A1, A17, A18 та A28, породжують динамiчний внесок у масу аксiо-
на. Крiм того, як було зазначено в [44], вектори електричного i магнiт-
ного полiв, що описуються спiввiдношеннями (4.92) вiдповiдають точно
розв’язуваним рiвнянням Дiрака для зарядженої частинки, яка аномаль-
но взаємодiє з цими полями.

Основнi результати роздiлу 4 опублiкованi в роботах [78,79,81,82].
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ВИСНОВКИ

Основнi результати дисертацiї можна пiдсумувати таким чином.
• Проведено групову класифiкацiю cистем двох звичайних диференцi-
альних рiвнянь першого порядку в нормальнiй формi вiдносно допус-
тимих груп лiнiйних перетворень для залежних змiнних та нелiнiйних
перетворень для незалежної змiнної.
• Отримано вичерпний опис систем двох звичайних диференцiальних
рiвнянь другого порядку, iнварiантних вiдносно дiйсних алгебр Лi, роз-
мiрностi яких не вищi за чотири. Цей результат може виявитись першим
кроком до повної групової класифiкацiї таких систем без обмежень на
розмiрностi їх алгебр симетрiй.
• Проведено груповий аналiз моделi Фрьолiха–Пайерлса для елект-
ронiв, що взаємодiють з фононами при певних дискретних модах. Зна-
йдено всi можливi редукцiї для системи рiвнянь, що описує нерiвноважнi
стани цiєї моделi, та побудовано вiдповiднi точнi розв’язки. Серед них є
фiзично цiкавi розв’язки солiтонного типу.
• Проведено групову класифiкацiю та знайдено точнi розв’язки моде-
лей аксiонної електродинамiки, що вiдповiдають усiм нееквiвалентним
тривимiрним пiдалгебрам алгебри Пуанкаре. Найбiльш загальний iз зна-
йдених розв’язкiв включає шiсть довiльних функцiй i тому може засто-
совуватись до широкого класу крайових задач.
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