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ÏÅÐÅËIÊ ÓÌÎÂÍÈÕ ÏÎÇÍÀ×ÅÍÜ

∂x îïåðàòîð äèôåðåíöiþâàííÿ çà çìiííîþ x

W ′
k ïîõiäíà çà çìiííîþ x âiä Wk

|| · ||2 íîðìà â L2(C)
{P,Q} àíòèêîìóòàòîð ìàòðèöü P òà Q

ϕ êîìïëåêñíî-ñïðÿæåíà âåëè÷èíà äî ϕ

a†k åðìiòîâî-ñïðÿæåíèé îïåðàòîð äî ak
i = 1..n íàáið çíà÷åíü i = 1, 2, 3, . . . , n
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Âñòóï

Àêòóàëüíiñòü òåìè. Îäíà ç îñíîâíèõ çàäà÷ êâàíòîâî¨ ìåõàíiêè � âè-

â÷åííÿ ñïåêòðà âëàñíèõ çíà÷åíü òà âëàñíèõ ôóíêöié õâèëüîâèõ ðiâíÿíü.

Äëÿ ðîçâ'ÿçêó ðåàëüíèõ ôiçè÷íèõ çàäà÷ íàéáiëüø åôåêòèâíèìè ¹ íàáëè-

æåíi ìåòîäè. Òî÷íî ðîçâ'ÿçíi çàäà÷i ãðàþòü âàæëèâó ðîëü ïî÷àòêîâèõ,

íåçáóðåíèõ çàäà÷ ïðè âèêîðèñòàííi íàáëèæåíèõ ìåòîäiâ, à ÷àñòî i ñàìi

ïî ñîái ïðåäñòàâëÿþòü çíà÷íèé iíòåðåñ äëÿ äîñëiäíèêiâ. Òîìó ñàìå êëàñ

òî÷íî ðîçâ'ÿçíèõ çàäà÷ ¹ íàéáiëüø öiêàâèì ÿê ç òåîðåòè÷íî¨ òî÷êè çîðó

òàê i äëÿ ïðàêòè÷íèõ äîñëiäæåíü.

Äåÿêi õâèëüîâi ðiâíÿííÿ ìîæóòü áóòè ôàêòîðèçîâàíi, i ÿê íàñëiäîê

� ðîçâ'ÿçàíi òî÷íî. Öåé ìåòîä, ùî âñòàíîâëþ¹ çâ'ÿçêè ìiæ âëàñíèìè

çíà÷åííÿìè òà âëàñíèìè ôóíêöiÿìè, i ïî ñóòi ¹ ìåòîäîì ïåðåòâîðåíü

Äàðáó, âèêîðèñòîâóâàâ ùå ñàì Øðüîäiíãåð äëÿ ðîçâ'ÿçêó ñâî¨õ ðiâíÿíü.

Â ñóïåðñèìåòðè÷íié êâàíòîâié ìåõàíiöi çàïðîïîíîâàíié Âiòåíîì, ìåòîä

ôàêòîðèçàöi¨ ãðà¹ ñóòò¹âó ðîëü äëÿ îòðèìàííÿ òî÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ õâè-

ëüîâèõ ðiâíÿíü. Çà äîïîìîãîþ äèñêðåòíî¨ ðåïàðàìåòðèçàöi¨ ïîòåíöiàëiâ,

íàçâàíî¨ Ãåíäåíøòàéíîì ôîðì-iíâàðiàíòíiñòþ, ìîæíà âèçíà÷èòè ÷è áóäå

ðîçãëÿäóâàíà çàäà÷à ðîçâ'ÿçíîþ â êâàäðàòóðàõ çà äîïîìîãîþ àëãåáðà¨-

÷íèõ ìåòîäiâ.

Íå çâàæàþ÷è íà òå, ùî ôîðì-iíâàðiàíòíi çàäà÷i íå âè÷åðïóþòü êëàñ

óñiõ òî÷íî ðîçâ'ÿçíèõ çàäà÷, öåé êëàñ ¹ íàäçâè÷àéíî öiêàâèì òà âàæëè-

âèì äëÿ âèâ÷åííÿ. Ñïðîáè ðîçøèðèòè êëàñ âiäîìèõ ôîðì-iíâàðiàíòíèõ

çàäà÷ íå ïðèïèíÿþòüñÿ i òåïåð. Äî öüîãî ÷àñó îäíàê êiëüêiñòü âiäîìèõ

ôîðì-iíâàðiàíòíèõ çàäà÷ áóëà çíà÷íî îáìåæåíîþ. Íàéáiëüø äîñëiäæå-

íèìè çàëèøàëèñü ôîðì-iíâàðiàíòíi çàäà÷i áåç ñïiíó. Ùîäî ìàòðè÷íèõ

çàäà÷, âîíè áóëè ïðåäñòàâëåíi ëèøå ïîîäèíîêèìè âèïàäêàìè. Òîìó ðîç-

øèðåííÿ êëàñó âiäîìèõ ôîðì-iíâàðiàíòíèõ ìàòðè÷íèõ çàäà÷ ¹ âiäêðèòîþ

i àêòóàëüíîþ ïðîáëåìîþ ìàòåìàòè÷íî¨ ôiçèêè.
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Çâ'ÿçîê ðîáîòè ç íàóêîâèìè ïðîãðàìàìè, ïëàíàìè, òåìàìè.

Äèñåðòàöiþ âèêîíàíî ó âiääiëi ïðèêëàäíèõ äîñëiäæåíü Iíñòèòóòó ìàòå-

ìàòèêè ÍÀÍ Óêðà¨íè â ðàìêàõ òåì �Òåîðåòèêî-ãðóïîâèé àíàëiç íåëiíié-

íèõ ïðîáëåì ìàòåìàòè÷íî¨ ôiçèêè, õiìi¨, áiîëîãi¨ òà åêîíîìiêè� (íîìåð

äåðæðå¹ñòðàöi¨ 0101U000098) òà �Ñèìåòðiÿ òà iíòåãðîâíiñòü íåëiíiéíèõ

ìîäåëåé� (íîìåð äåðæðå¹ñòðàöi¨ 0106U000436).

Ìåòà i çàâäàííÿ äîñëiäæåííÿ. Ìåòîþ äèñåðòàöiéíî¨ ðîáîòè ¹ êëà-

ñèôiêàöiÿ ôîðì-iíâàðiàíòíèõ ñèñòåì ðiâíÿíü Øðüîäiíãåðà.

Îá'¹êòîì äîñëiäæåííÿ ¹ ôîðì-iíâàðiàíòíi ñèñòåìè ðiâíÿíü Øðüîäií-

ãåðà.

Ïðåäìåòîì äîñëiäæåííÿ ¹ îïèñ ñóïåðïîòåíöiàëiâ, äëÿ ÿêèõ ðiâíÿííÿ

Øðüîäiíãåðà ¹ ôîðì-iíâàðiàíòíèìè.

Ìåòîäè äîñëiäæåííÿ. Ó ðîáîòi âèêîðèñòàíî ìåòîä ôàêòîðèçàöi¨, âïåð-

øå çàïðîïîíîâàíèé Äàðáó, à çãîäîì âèêîðèñòàíèéØðüîäiíãåðîì òà ôîð-

ìàëiçîâàíèé Ãåíäåíøòàéíîì.

Íàóêîâà íîâèçíà îäåðæàíèõ ðåçóëüòàòiâ. Îñíîâíi ðåçóëüòàòè, ÿêi

âèçíà÷àþòü íàóêîâó íîâèçíó òà âèíîñÿòüñÿ íà çàõèñò, òàêi:

1. Ïðîâåäåíî êëàñèôiêàöiþ ôîðì-iíâàðiàíòíèõ ðiâíÿíü Øðüîäiíãåðà,

ùî ìàþòü ñóïåðïîòåíöiàëè âèãëÿäó Wk = kQ + P + 1
kR, äå k �

äîâiëüíèé ïàðàìåòð, à P,Q òà R � åðìiòîâi ìàòðèöi ðîçìiðó n× n,

ùî çàëåæàòü âiä çìiííî¨ x.

2. Îòðèìàíî âè÷åðïíèé îïèñ ïðåäñòàâëåíèõ âèùå ìàòðè÷íèõ ñóïåðïî-

òåíöiàëiâ ðîçìiðíîñòi 2× 2.

3. Äëÿ ðiâíÿíü, ùî âiäïîâiäàþòü ñóïåðïîòåíöiàëàì ç ìàòðèöåþ Q ïðî-

ïîðöiéíîþ äî îäèíè÷íî¨ ìàòðèöi çíàéäåíî äèñêðåòíi ðiâíi ñïåêòðó

òà âiäïîâiäíi âëàñíi âåêòîðè.

Ïðàêòè÷íå çíà÷åííÿ îäåðæàíèõ ðåçóëüòàòiâ. Äèñåðòàöiéíà ðîáî-

òà íîñèòü òåîðåòè÷íèé õàðàêòåð. Îòðèìàíi ðåçóëüòàòè ¹ íîâèìè i ìîæóòü



8

áóòè âèêîðèñòàíi äëÿ ðîçâ'ÿçàííÿ ðÿäó çàäà÷ òåîðåòè÷íî¨ ôiçèêè, çîêðå-

ìà, êâàíòîâî¨ ìåõàíiêè.

Îñîáèñòèé âíåñîê çäîáóâà÷à. Ó ðîáîòàõ [1] òà [3] íàóêîâîìó êåðiâ-

íèêó À.Ã. Íiêiòiíó íàëåæèòü âèçíà÷åííÿ çàãàëüíîãî ïëàíó äîñëiäæåíü i

óòî÷íåííÿ ïîñòàíîâêè çàäà÷. Ó ðîáîòi [1] À.Ã. Íiêiòiíèì äîâåäåíî çàãàëü-

íèé ðåçóëüòàò ïðî çâiäíiñòü n-âèìiðíî¨ çàäà÷i òà iíòåãðîâíiñòü çáóäæåíèõ

ñòàíiâ.

Äîâåäåííÿ âñiõ ðåçóëüòàòiâ äèñåðòàöi¨, âèíåñåíèõ íà çàõèñò, ïðîâåäåíî

äèñåðòàíòîì ñàìîñòiéíî.

Àïðîáàöiÿ ðåçóëüòàòiâ äèñåðòàöi¨. Ðåçóëüòàòè äèñåðòàöiéíî¨ ðîáî-

òè äîïîâiäàëèñÿ i îáãîâîðþâàëèñÿ íà ñåìiíàðàõ âiääiëó ïðèêëàäíèõ äî-

ñëiäæåíü Iíñòèòóòó ìàòåìàòèêè ÍÀÍ Óêðà¨íè (2008�2014, êåðiâíèê ñå-

ìiíàðó � ïðîôåñîð À.Ã. Íiêiòií), íà VIII Ìiæíàðîäíié êîíôåðåíöi¨

�Symmetry in Nonlinear Mathematical Physics� (Êè¨â, Óêðà¨íà, 2009), íà

IX Ìiæíàðîäíîìó ñèìïîçióìi �Lie Theory and Its Applications in Physics�

(Âàðíà, Áîëãàðiÿ, 2011), íà Ìiæíàðîäíié êîíôåðåíöi¨ �Finite Dimensional

Integrable Systems in Geometry and Mathematical Physics� (Éåíà, Íiìå÷-

÷èíà, 2011), íà XII Ìiæíàðîäíié êîíôåðåíöi¨ �Mathematics in Technical

and Natural Sciences� (Êðèíèöÿ, Ïîëüùà, 2011), íà ìiæíàðîäíîìó ñåìiíà-

ði �Ñèìåòðiÿ òà iíòåãðîâíiñòü ðiâíÿíü ìàòåìàòè÷íî¨ ôiçèêè (äî 75-ði÷÷ÿ

ç äíÿ íàðîäæåííÿ Â.I. Ôóùè÷à)� (Êè¨â, Óêðà¨íà, 2011), íà VII Ìiæíàðî-

äíié êîíôåðåíöi¨ �Mathematical Physics Meeting� (Áåëãðàä, Ñåðáiÿ, 2012),

íà Ìiæíàðîäíié êîíôåðåíöi¨ �Quantum groups and quantum integrable

systems� (Êè¨â, Óêðà¨íà, 2013).

Ïóáëiêàöi¨. Îñíîâíi ðåçóëüòàòè äèñåðòàöi¨ îïóáëiêîâàíî ó ï'ÿòè ðîáî-

òàõ [1�5] ó íàóêîâèõ ôàõîâèõ âèäàííÿõ, à òàêîæ ó äâîõ çáiðíèêàõ ïðàöü

êîíôåðåíöié [6] òà [7]. Ç íèõ ï'ÿòü ðîáiò îïóáëiêîâàíî áåç ñïiâàâòîðiâ.

Ñòðóêòóðà òà îáñÿã äèñåðòàöi¨. Äèñåðòàöiÿ ñêëàäà¹òüñÿ çi çìiñòó,

âñòóïó, 8-ìè ðîçäiëiâ, âèñíîâêiâ òà ñïèñêó âèêîðèñòàíèõ äæåðåë, ùî ìi-
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ñòèòü 60 íàéìåíóâàíü. Ïîâíèé îáñÿã äèñåðòàöi¨ ñòàíîâèòü 110 ñòîðiíîê,

ç íèõ ñïèñîê âèêîðèñòàíèõ äæåðåë çàéìà¹ 7 ñòîðiíîê.

Êîðîòêèé çìiñò îñíîâíî¨ ÷àñòèíè ðîáîòè. Îñíîâíà ÷àñòèíà ðîáîòè

ñêëàäà¹òüñÿ ç 8 ðîçäiëiâ. Íà ïî÷àòêó êîæíîãî ðîçäiëó ïîäà¹òüñÿ êîðîò-

êèé çìiñò äàíîãî ðîçäiëó çà ïiäðîçäiëàìè.

Ïåðøèé ðîçäië ïðèñâÿ÷åíî îãëÿäó ëiòåðàòóðè çà òåìîþ äèñåðòàöi¨.

Ó äðóãîìó ðîçäiëi äèñåðòàöi¨ âèçíà÷åíî ïîíÿòòÿ ñïåêòðàëüíî¨ çàäà÷i

äëÿ ðiâíÿííÿ Øðüîäiíãåðà, íàâåäåíî îñíîâíi òåîðåòè÷íi âiäîìîñòi ùîäî

ïîíÿòòÿ ôîðì-iíâàðiàíòíîñòi ðiâíÿíü òà ñèñòåì ðiâíÿíüØðüîäiíãåðà, âè-

çíà÷åíî ïîíÿòòÿ iíòåãðîâíîñòi, à òàêîæ íàâåäåíî àëãîðèòì çíàõîäæåííÿ

òî÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ. Ó ïiäðîçäiëi 2.1 íàâåäåíî ïîíÿòòÿ ñïåêòðàëüíî¨ çàäà-

÷i äëÿ ðiâíÿííÿ Øðüîäiíãåðà òà ñèñòåì ðiâíÿíü Øðüîäiíãåðà, ðîçãëÿíó-

òî ïîíÿòòÿ ðîçâ'ÿçêó ñïåêòðàëüíî¨ çàäà÷i. Ïiäðîçäië 2.2 ¹ êëþ÷îâèì, ó

íüîìó îïèñàíî ïîíÿòòÿ ôîðì-iíâàðiàíòíîñòi ðiâíÿíü òà ñèñòåì ðiâíÿíü

Øðüîäiíãåðà, äàíî âèçíà÷åííÿ ôàêòîðèçàöi¨, ñóïåðïîòåíöiàëó òà ñóïåð-

ïàðòíåðà äëÿ ãàìiëüòîíiàíà. Ó ïiäðîçäiëi 2.3 âèçíà÷åíî ïîíÿòòÿ iíòå-

ãðîâàíîñòi, à òàêîæ íàâåäåíî àëãîðèòì çíàõîäæåííÿ òî÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ

ñïåêòðàëüíî¨ çàäà÷i. Ó ïiäðîçäiëi 2.4 íàâåäåíî ñïèñîê ñêàëÿðíèõ ñóïåð-

ïîòåíöiàëiâ, ùî âiäïîâiäàþòü ôîðì-iíâàðiàíòíèì çàäà÷àì. Ïiäðîçäië 2.5

ìiñòèòü âàæëèâèé ïðèêëàä ìàòðè÷íîãî ïîòåíöiàëó, ÿêèé áóäå óçàãàëü-

íåíî â ðîçäiëi 4. Äîäàòêîâi âiäîìîñòi ùîäî ìàòðè÷íèõ ïåðåòâîðåíü, ÿêi

áóäóòü êîðèñíi ïðè ðîçãëÿäi ñèñòåì ðiâíÿíü, íàäàíî ó ïiäðîçäiëi 2.6. Â

öüîìó ïiäðîçäiëi äàíî âèçíà÷åííÿ óíiòàðíèõ ïåðåòâîðåíü òà ñèíãóëÿðíî-

ãî ðîçêëàäó ìàòðèöi.

Ó òðåòüîìó ðîçäiëi ïîñòàâëåíà çàäà÷à êëàñèôiêàöi¨ ôîðì-iíâàðiàíòíèõ

ðiâíÿíü Øðüîäiíãåðà, äåòàëüíî äîñëiäæåíî ôàêòîðèçàöiþ ãàìiëüòîíiàíà

òà ôîðì-iíâàðiàíòíiñòü, âèçíà÷åíèé êëàñ ðîçãëÿäóâàíèõ ñóïåðïîòåíöià-

ëiâ. Ó ïiäðîçäiëi 3.1 ðîçãëÿíóòî ôàêòîðèçàöiþ òà ôîðì-iíâàðiàíòíiñòü

ó çàãàëüíîìó âèãëÿäi. Äîâåäåíî, ùî íå ïîðóøóþ÷è çàãàëüíîñòi ôóíêöiÿ

âiä ïàðàìåòðó â îçíà÷åííi ôîðì-iíâàðiàíòíîñòi çàâæäè ìîæå áóòè çâå-
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äåíà äî îäèíè÷íîãî çñóâó. Òàêîæ äîâåäåíî, ùî ôàêòîðèçàöiÿ çàãàëüíîãî

âèãëÿäó çàâæäè ìîæå áóòè çâåäåíà äî êàíîíi÷íî¨ ôîðìè. Ó ïiäðîçäi-

ëi 3.2 îïèñàíi äîïóñòèìi ïåðåòâîðåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi äëÿ ìàòðè÷íèõ

ñóïåðïîòåíöiàëiâ. Ïiäðîçäië 3.3 ¹ êëþ÷îâèì, ó íüîìó ïîñòàâëåíî çàäà÷ó

êëàñèôiêàöi¨ ôîðì-iíâàðiàíòíèõ ðiâíÿíü Øðüîäiíãåðà, òà ñôîðìóëüîâà-

íî ¨¨ ó òåðìiíàõ ñóïåðïîòåíöiàëó. Êðiì òîãî öþ çàäà÷ó ðîçâ'ÿçàíî äëÿ

äîñèòü âóçüêîãî êëàñó ìàòðè÷íèõ îñöèëÿòîðiâ. Ó öüîìó æ ïiäðîçäiëi âè-

áðàíî êëàñ ñóïåðïîòåíöiàëiâ â ÿêîìó ïîñòàâëåíó çàäà÷ó áóäå ðîçâ'ÿçàíî

ïîâíiñòþ, ââåäåíî ïîíÿòòÿ çâiäíîñòi òà íåçâiäíîñòi ñóïåðïîòåíöiàëó. Ó

ïiäðîçäiëi 3.4 çíàéäåíî ñèñòåìó âèçíà÷àëüíèõ ðiâíÿíü íà íåâiäîìi åëå-

ìåíòè ñóïåðïîòåíöiàëó. Çíàéäåíó ñèñòåìó ðîçáèòî íà îñîáëèâi âèïàäêè

òà çíàéäåíèé âçà¹ìîçâ'ÿçîê ìiæ íèìè.

Ó ÷åòâåðòîìó ðîçäiëi ïîñòàâëåíó çàäà÷ó êëàñèôiêàöi¨ ðîçâ'ÿçàíî â êëà-

ñi ñóïåðïîòåíöiàëiâ âèãëÿäó

Wk = kQ+ P +
1

k
R,

äåQ ïðîïîðöiéíà îäèíè÷íié ìàòðèöi, à ìàòðèöi P òà R íå ¹ ñïåöiàëüíèìè

(òîáòî íå ðiâíi íóëþ òà íå ïðîïîðöiéíi äî îäèíè÷íî¨ ìàòðèöi).

Ó ïiäðîçäiëi 4.1 ïðîâåäåíî ïîïåðåäíié àíàëiç ñèñòåìè âèçíà÷àëüíèõ

ðiâíÿíü, çàäà÷ó êëàñèôiêàöi¨ çâåäåíî äî àëãåáðà¨÷íî¨ ìàòðè÷íî¨ ïðîáëå-

ìè òà ðîçâ'ÿçêó çâè÷àéíîãî äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ ïåðøîãî ïîðÿä-

êó. Ó ïiäðîçäiëi 4.2 çíàéäåíî óìîâè çâiäíîñòi äëÿ ñóïåðïîòåíöiàëiâ âè-

ãëÿäó (4.1) òà äîâåäåíî, ùî áóäü ÿêèé ñóïåðïîòåíöiàë âèãëÿäó (4.1) òà

ðîçìiðíîñòi n > 2 ìîæå áóòè ïðåäñòàâëåíèé ó âèãëÿäi ïðÿìî¨ ñóìè îäíî-

âèìiðíèõ òà äâîâèìiðíèõ ñóïåðïîòåíöiàëiâ. Ïiäðîçäië 4.3 ¹ êëþ÷îâèì,

ó íüîìó ïðåäñòàâëåíî ñïèñîê äâîâèìiðíèõ ñóïåðïîòåíöiàëiâ òà âiäïîâiä-

íèõ äî íèõ ôîðì-iíâàðiàíòíèõ ïîòåíöiàëiâ. Ó ïiäðîçäiëi 4.4 îáãîâîðåíî

ôåíîìåí äóàëüíî¨ ôîðì-iíâàðiàíòíîñòi, ñåðåä ñïèñêó ïðåäñòàâëåíîãî â

ïiäðîçäiëi 4.3 çíàéäåíî ïîòåíöiàëè, ÿêi ¹ äóàëüíî ôîðì-iíâàðiàíòíèìè.

Ïðîáëåìà içîñïåêòðàëüíîñòi çi ñêàëÿðíèìè ïîòåíöiàëàìè îáãîâîðåíà ó

ïiäðîçäiëi 4.5. Â öüîìó æ ïiäðîçäiëi çíàéäåíî âiäíîøåííÿ içîñïåêòðàëü-
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íîñòi äëÿ íàøèõ ïîòåíöiàëiâ òà ñïåöiàëüíi çíà÷åííÿ ïàðàìåòðiâ, çà ÿêèõ

öi âiäíîøåííÿ ¹ âiðíèìè.

Ï'ÿòèé ðîçäië äèñåðòàöi¨ ïðèñâÿ÷åíî âèâ÷åííþ êëàñó ñóïåðïîòåíöiàëiâ

âèãëÿäó

Wk = kQ+ P,

äå ìàòðèöi Q òà P íå ¹ ñïåöiàëüíèìè (òîáòî íå ðiâíi íóëþ òà íå ïðîïîð-

öiéíi äî îäèíè÷íî¨ ìàòðèöi).

Ó ïiäðîçäiëi 5.1 ïðîâåäåíî ïîïåðåäíié àíàëiç ñèñòåìè âèçíà÷àëüíèõ

ðiâíÿíü, çàäà÷ó çâåäåíî äî ðîçâ'ÿçêó ñèñòåìè íåçà÷åïëåíèõ ìiæ ñîáîþ

ðiâíÿíü Ðiêêàòi, ùî ëåãêî iíòåãðóþòüñÿ. Òàêîæ ó öüîìó ïiäðîçäiëi ïî-

êàçàíî, ÿê ìîæíà ïîçáóòèñü äåÿêèõ ïàðàìåòðiâ â ñèñòåìi âèçíà÷àëüíèõ

ðiâíÿíü, ñïðîùåíî òà ïðîiíòåãðîâàíî ðiâíÿííÿ íà íåâiäîìó ìàòðèöþ P .

Ó ïiäðîçäiëi 5.2 çíàéäåíî äîäàòêîâi ïåðåòâîðåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi, çà äî-

ïîìîãîþ ÿêèõ ìîæíî ñïðîùóâàòè îòðèìàíi ñóïåðïîòåíöiàëè, ÿêùî âîíè

çàäîâîëüíÿþòü äåÿêèì äîäàòêîâèì âèìîãàì. Ïiäðîçäië 5.3 ¹ êëþ÷îâèì,

ó íüîìó ïðåäñòàâëåíî óñi ñóïåðïîòåíöiàëè âèãëÿäó (5.1), ñïèñîê äâîâè-

ìiðíèõ ñóïåðïîòåíöiàëiâ ïðåäñòàâëåíî ó ÿâíîìó âèãëÿäi.

Ó øîñòîìó ðîçäiëi ïðîêëàñèôiêîâàíî ñóïåðïîòåíöiàëè âèãëÿäó

Wk = kQ+
1

k
R,

äå ìàòðèöi Q òà R íå ¹ ñïåöiàëüíèìè (òîáòî íå ðiâíi íóëþ òà íå ïðîïîð-

öiéíi äî îäèíè÷íî¨ ìàòðèöi).

Ó ïiäðîçäiëi 6.1 ïðîâåäåíî ïîïåðåäíié àíàëiç ñèñòåìè âèçíà÷àëüíèõ

ðiâíÿíü, çàäà÷ó çâåäåíî äî ðîçâ'ÿçêó ñèñòåìè íåçà÷åïëåíèõ ìiæ ñîáîþ

çâè÷àéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ïåðøîãî ïîðÿäêó, à ñàìå ðiâíÿíü

Ðiêêàòi, ùî ëåãêî iíòåãðóþòüñÿ, à òàêîæ ïåðåáîðó ñïåöiàëüíèõ óíiòàðíèõ

ìàòðèöü, ÿêi íå ìàþòü áëî÷íî-äiàãîíàëüíîãî âèãëÿäó i çàäàþòü íåâiäîìó

ìàòðèöþ R. Ó ïiäðîçäiëi 6.2 çíàéäåíî äîäàòêîâi ïåðåòâîðåííÿ åêâiâàëåí-

òíîñòi, çà äîïîìîãîþ ÿêèõ ìîæíî ñïðîùóâàòè îòðèìàíi ñóïåðïîòåíöiàëè,

ÿêùî âîíè çàäîâîëüíÿþòü äåÿêèì äîäàòêîâèì âèìîãàì. Ïiäðîçäië 6.3 ¹
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îñíîâíèì, ó íüîìó ïðåäñòàâëåíî óñi ñóïåðïîòåíöiàëè âèãëÿäó (6.1), ñïè-

ñîê äâîâèìiðíèõ ñóïåðïîòåíöiàëiâ ïðåäñòàâëåíî ó ÿâíîìó âèãëÿäi.

Ó ñüîìîìó ðîçäiëi äèñåðòàöi¨ ïîñòàâëåíó çàäà÷ó êëàñèôiêàöi¨ ðîçâ'ÿ-

çàíî â êëàñi ñóïåðïîòåíöiàëiâ âèãëÿäó

Wk = kQ+ P +
1

k
R,

äå ìàòðèöi P,Q òà R ¹ ìàòðèöÿìè çàãàëüíîãî âèãëÿäó.

Ó ïiäðîçäiëi 7.1 ïðîâåäåíî ïîïåðåäíié àíàëiç ñèñòåìè âèçíà÷àëüíèõ

ðiâíÿíü, çàäà÷ó çâåäåíî äî àëãåáðà¨÷íî¨ ìàòðè÷íî¨ ïðîáëåìè. Ó ïiäðîç-

äiëi 7.2 çàïðîïîíîâàíî óìîâè íà äîâiëüíi ïàðàìåòðè, çà ÿêèõ àëãåáðà-

¨÷íà ïðîáëåìà, ïðåäñòàâëåíà â ïîïåðåäíüîìó ïiäðîçäiëi, ìà¹ ðîçâ'ÿçîê.

Òàêîæ â öüîìó ïiäðîçäiëi äîâåäåíî ñïðàâåäëèâiñòü öèõ óìîâ ó âèïàäêó,

êîëè ìàòðèöÿ Q íå ¹ êîíñòàíòíîþ ìàòðèöåþ. Ó ïiäðîçäiëi 7.3 ðîçãëÿíóòî

ïèòàííÿ ïðî äîäàòêîâi ïåðåòâîðåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi. Ó ïiäðîçäiëi 7.4 ìè

ðîçáèâà¹ìî ðîçãÿäóâàíèé êëàñ ñóïåðïîòåíöiàëiâ íà äâà ïiäêëàñè - ç êîí-

ñòàíòíîþ òà íå êîíñòàíòíîþ ìàòðèöåþ Q. Ó ïiäðîçäiëi 7.4.1 ðîçãëÿíóòî

ñóïåðïîòåíöiàëè ç êîíñòàíòíîþ ìàòðèöåþ Q, äîâåäåíî óìîâè ñóìiñíî-

ñòi, ïðåäñòàâëåíi ó ïiäðîçäiëi 7.2, íàâåäåíî ïîâíèé ñïèñîê òðèâèìiðíèõ

ïîòåíöiàëiâ. Òàêîæ äîâåäåíî, ùî äâîâèìiðíèõ ñóïåðïîòåíöiàëiâ äàíîãî

âèãëÿäó íå iñíó¹, ñïðîùåíî àëãåáðà¨÷íó çàäà÷ó òà ïðåäñòàâëåíî çàãàëü-

íó ñòðàòåãiþ ¨¨ ðîçâ'ÿçêó ó n-âèìiðíîìó âèïàäêó. Ó ïiäðîçäiëi 7.4.2 ðîç-

ãëÿíóòî ñóïåðïîòåíöiàëè ç íåêîíñòàíòíîþ ìàòðèöåþ Q, íàâåäåíî ïîâíèé

ñïèñîê äâîâèìiðíèõ ñóïåðïîòåíöiàëiâ, ñïðîùåíî òà ïðåäñòàâëåíî çàãàëü-

íó ñòðàòåãiþ ðîçâ'ÿçêó àëãåáðà¨÷íî¨ ïðîáëåìè äëÿ n-âèìiðíîãî âèïàäêó.

Ó âîñüìîìó ðîçäiëi äèñåðòàöi¨ âiäîáðàæåíî ïðàêòè÷íå çàñòîñóâàííÿ

ðåçóëüòàòiâ, çíàéäåíèõ ó ïîïåðåäíiõ ðîçäiëàõ. Êîæíîìó ç öèõ ïîòåíöià-

ëiâ âiäïîâiäà¹ ñèñòåìà òî÷íî ðîçâ'ÿçíèõ ðiâíÿíü Øðüîäiíãåðà. Ïðîàíàëi-

çîâàíî ÷è ¹ âiäïîâiäíà ñèñòåìà êîðåêòíî ïîñòàâëåíîþ. À ñàìå, âèçíà÷åíî,

÷è iñíóþòü êâàäðàòè÷íî-iíòåãðîâíi ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿíü

akψ = 0
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äëÿ îñíîâíîãî ñòàíó. Òàêîæ çíàéäåíî óìîâè çà ÿêèõ iñíóþòü óñi çáóäæåíi

ñòàíè ðîçãëÿäóâàíèõ ñèñòåì.

Ðîçãëÿíóòî ïðèêëàäè ñóïåðïîòåíöiàëiâ, ùî âiäïîâiäàþòü äâîâèìið-

íèì ìàòðèöÿì, ïðè÷îìó ìàòðèöÿ Q ïðîïîðöiéíà äî îäèíè÷íî¨ ìàòðèöi.

Îñêiëüêè ðîçãëÿíóòî ñïåêòðàëüíi çàäà÷i äëÿ ñèñòåìè ç äâîõ ðiâíÿíü, òî

õâèëüîâà ôóíêöiÿ ψ ¹ äâîêîìïîíåíòíîþ.

Ó ïiäðîçäiëi 8.1 ïðîâåäåíî àíàëiç ñèñòåìè ðiâíÿíü ç äâîâèìiðíèì àíà-

ëîãîì ñóïåðïîòåöiàëó Êóëîíà

Wk =
(
(2µ+ 1)σ3 − 2k − 1

) 1

2x
+

ω

2k + 1
σ1, µ > −1

2
.

Ó ïiäðîçäiëi 8.2 ðîçãëÿíóòî äâîâèìiðíèé àíàëîã ïåðøîãî ñóïåðïîòåíöià-

ëó Ñêàðôà

Wk = λ
(
k tanλx+ µ secλxσ3 +

ω

k
σ1
)
, µ > 0.

Ó ïiäðîçäiëi 8.3 ïðîàíàëiçîâàíî äâîâèìiðíèé àíàëîã äðóãîãî ñóïåðïîòåí-

öiàëó Ñêàðôà

Wk = λ
(
−k tanhλx+ µ sechλxσ1 − ω

k
σ3
)
, µ > 0.

Ïiäðîçäië 8.4 îïèñó¹ äâîâèìiðíèé àíàëîã ñóïåðïîòåíöiàëó Ïåøëÿ�

Òåëëåðà

Wk = λ
(
−k cothλx+ µ cschλxσ3 − ω

k
σ1
)
, µ < 0.

Íàðåøòi ó ïiäðîçäiëi 8.5 ðîçãëÿíóòî äâîâèìiðíèé àíàëîã ñóïåðïîòåíöiàëó

Ìîðçå

Wk = λ
(
−k + exp(−λx)σ1 − ω

k
σ3
)
.

Äëÿ êîæíîãî ñóïåðïîòåíöiàëó âiäíîâëåíî âiäïîâiäíèé ãàìiëüòîíiàí,

çíàéäåíî ñïåêòð òà îñíîâíèé ñòàí. Ïiäðîçäië 8.6 ¹ êëþ÷îâèì, â íüîìó

äîâåäåíî, ùî çà ïåâíèõ óìîâ íà ïàðàìåòðè, ïðåäñòàâëåíèõ ó ïîïåðåäíiõ

ïiäðîçäiëàõ, iñíóþòü óñi çáóäæåíi ñòàíè äëÿ ðîçãëÿäóâàíèõ ñèñòåì.
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Ó êiíöi îñíîâíî¨ ÷àñòèíè äèñåðòàöi¨ çðîáëåíî çàãàëüíi âèñíîâêè.

Ïîäÿêè. Âèñëîâëþþ ùèðó âäÿ÷íiñòü ñâî¹ìó íàóêîâîìó êåðiâíèêó Àíà-

òîëiþ Ãëiáîâè÷ó Íiêiòiíó, íåâè÷åðïíi åíòóçiàçì òà òâîð÷à íàñíàãà ÿêîãî

áóëè íåñêií÷åííèì äæåðåëîì íàòõíåííÿ ïiä ÷àñ ðîáîòè íàä äèñåðòàöi-

¹þ; Àâòîð òàêîæ âäÿ÷íèé óñiì ó÷àñíèêàì íàóêîâîãî ñåìiíàðó âiääiëó

ïðèêëàäíèõ äîñëiäæåíü Iíñòèòóòó ìàòåìàòèêè ÍÀÍ Óêðà¨íè, çîêðåìà,

Îëåíi Îëåêñàíäðiâíi Âàí¹¹âié çà öiííi çàóâàæåííÿ, çðîáëåíi ïiä ÷àñ îáãî-

âîðåííÿ ðåçóëüòàòiâ.
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ÐÎÇÄIË 1

Îãëÿä ëiòåðàòóðè

Ó äàíîìó ðîçäiëi ïðîâåäåíî îãëÿä òà àíàëiç ëiòåðàòóðè, ïðèñâÿ÷åíî¨ ðiâ-

íÿííÿì òà ñèñòåìàì ðiâíÿíü Øðüîäiíãåðà.

Ó ïiäðîçäiëi 1.1 âèêîíàíî îãëÿä ðîáiò ïðèñâÿ÷åíèõ ðiâíÿííþ Øðüî-

äiíãåðà òà ñïåêòðàëüíié çàäà÷i, ïðîàíàëiçîâàíî ðîáîòè ïîâ'ÿçàíi ç ôîðì-

iíâàðiàíòíiñòþ ðiâíÿííÿ Øðüîäiíãåðà, çîêðåìà, ðîçãëÿíóòî ðîáîòè ïðè-

ñâÿ÷åíi ïåðåòâîðåííþ Äàðáó òà éîãî óçàãàëüíåííÿì. Ïiäðîçäië 1.3 ïðè-

ñâÿ÷åíî îãëÿäó ðîáiò â ÿêèõ ðiçíèìè ìåòîäàìè äîñëiäæóâàëèñü ñèñòåìè

ðiâíÿíü Øðüîäiíãåðà.

1.1. Ðiâíÿííÿ Øðüîäiíãåðà òà ñïåêòðàëüíà çàäà÷à.

Ôîðì-iíâàðiàíòíi ðiâíÿííÿ Øðüîäiíãåðà

Âèâ÷åííÿ ñïåêòðà âëàñíèõ çíà÷åíü òà âëàñíèõ ôóíêöié êâàíòîâèõ ãà-

ìiëüòîíiàíiâ � îäíà ç îñíîâíèõ çàäà÷ êâàíòîâî¨ ìåõàíiêè. ßê ïðàâèëî,

äëÿ ðîçâ'ÿçêó äàíî¨ çàäà÷i äëÿ ðåàëüíèõ ôiçè÷íèõ ñèñòåì âèêîðèñòîâó-

þòü íàáëèæåíi ìåòîäè. Òî÷íî ðîçâ'ÿçíi çàäà÷i, äëÿ ÿêèõ ìîæíà ÿâíî

çíàéòè âëàñíi çíà÷åííÿ òà âëàñíi ôóíêöi¨, ãðàþòü ðîëü ìîäåëüíèõ ñè-

ñòåì äëÿ ïîáóäîâè íàáëèæåíèõ ìåòîäiâ. Òîìó äàíèé êëàñ çàäà÷ ¹ íàé-

áiëüø öiêàâèì ÿê ç òåîðåòè÷íî¨ òî÷êè çîðó òàê i äëÿ ïðàêòè÷íî¨ ïîáóäîâè

ðîçâ'ÿçêiâ ðåàëüíèõ ôiçè÷íèõ çàäà÷.

Ïîòóæíèé ìåòîä ôàêòîðèçàöi¨, âïåðøå çàñòîñîâàíèé Øðüîäiíãåðîì

[8,9], äà¹ çìîãó åôåêòèâíî çíàõîäèòè ðîçâ'ÿçêè ñïåêòðàëüíî¨ çàäà÷i. Ìå-

òîä ôàêòîðèçàöi¨ âñòàíîâëþ¹ çâ'ÿçêè ìiæ âëàñíèìè çíà÷åííÿìè òà âëà-
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ñíèìè ôóíêöiÿìè i ¹ ïî ñóòi ìåòîäîì ïåðåòâîðåíü Äàðáó [10]. Ñóïåðñè-

ìåòðè÷íà êâàíòîâà ìåõàíiêà, âïåðøå îïèñàíà Âiòåíîì [11], âèêîðèñòî-

âó¹ ïåðåòâîðåííÿ, ùî ïåðåïëiòàþòü êîìïîíåíòè ñóïåðãàìiëüòîíiàíó, ÿêi

¹ ïåðåòâîðåííÿì Äàðáó âèõiäíîãî ðiâíÿííÿ Øðüîäiíãåðà. Çàïðîïîíîâà-

íà Ãåíäåíøòàéíîì âëàñòèâiñòü äèñêðåòíî¨ ðåïàðàìåòíðèçàöi¨ ïîòåíöià-

ëiâ [12], âiäîìà ÿê ôîðì-iíâàðiàíòíiñòü, äà¹ çìîãó áóäóâàòè íåñêií÷åííó

ïàðàìåòðèçîâàíó ñåðiþ òî÷íî ðîçâ'ÿçíèõ çàäà÷, ïî÷èíàþ÷è ç âèõiäíî¨

çàäà÷i, òà äà¹ çìîãó âèçíà÷èòè, ÷è ìîæëèâî çíàéòè âëàñíi çíà÷åííÿ òà

âëàñíi ôóíêöi¨ çà äîïîìîãîþ àëãåáðà¨÷íèõ ìåòîäiâ.

Õî÷à ôîðì-iíâàðiàíòíi çàäà÷i íå âè÷åðïóþòü êëàñ óñiõ òî÷íî ðîçâ'ÿ-

çíèõ ðiâíÿíü Øðüîäiíãåðà [13], çàäà÷à ïîøóêó íîâèõ iíòåãðîâíèõ ìîäå-

ëåé ¹ íàäçâè÷àéíî öiêàâîþ. Äî öüîãî ÷àñó áóëî çðîáëåíî áàãàòî ñïðîá

ðîçøèðèòè êëàñ ôîðì-iíâàðiàíòíèõ çàäà÷. Øèðîêèé êëàñ ñêàëÿðíèõ

ôîðì-iíâàðiàíòíèõ ñóïåðïîòåíöiàëiâ, ÿêèé äîñèòü äîâãî ââàæàâñÿ ïîâ-

íèì çiáðàíî â ðîáîòi Êóïåðà òà ií. [14]. Àëå â íåäàâíié ðîáîòi [16] áóëî

çíàéäåíî íîâèé áiëüø øèðîêèé êëàñ ôîðì-iíâàðiàíòíèõ âiäíîñíî äâîõ

ïàðàìåòðiâ ñóïåðïîòåíöiàëiâ.

1.2. Áàãàòîâèìiðíi óçàãàëüíåííÿ. Ñèñòåìè ðiâíÿíü

Øðüîäiíãåðà

Óñïiøíiñòü ìåòîäó ôàêòîðèçàöi¨ äëÿ ðîçâ'çêó ñïåêòðàëüíèõ çàäà÷ ïî-

ðîäèëî áàãàòî óçàãàëüíåíü äàíîãî ìåòîäó. Óçàãàëüíåííÿ ïåðåòâîðåííÿ

Äàðáó íà äèôåðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ äîâiëüíîãî ïîðÿäêó ç ìàòðè÷íèìè êî-

åôiöi¹íòàìè òà âiäïîâiäíèõ íèì åâîëþöiéíèõ ðiâíÿíü, îòðèìàíå â [17,18]

äàëî çìîãó âèêîðèñòîâóâàòè òàêi ïåðåòâîðåííÿ äëÿ ïîáóäîâè ðîçâ'ÿçêiâ

íåëiíiéíèõ çàäà÷ çà äîïîìîãîþ ïàðè Ëàêñà [19]. Çàïðîïîíîâàíå â ðî-

áîòàõ [20, 21] óçàãàëüíåííÿ ïåðåòâîðåííÿ Äàðáó íà ïðîñòîðè äîâiëüíî¨

ðîçìiðíîñòi áóëî äåòàëüíî ðîçãëÿíóòî â ðîáîòi [22].

Ìàòðè÷íi ñóïåðïîòåíöiàëè ïðèðîäíî âèíèêàþòü ó êâàíòîâié ìåõàíiöi
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ïðè ïîáóäîâi ìîäåëåé äëÿ ÷àñòèíîê ç íåíóëüîâèì ñïiíîì [23�25] òà â

ñèñòåìàõ ç ñèëüíîþ áàãàòîêàíàëüíîþ âçà¹ìîäi¹þ [36].

Öiêàâèé ïðèêëàä ìàòðè÷íî¨ çàäà÷i, ÿêà äîïóñêà¹ ôîðì-iíâàðiàíòíå ñó-

ïåðñèìåòðè÷íå ôîðìóëþâàííÿ, áóâ çíàéäåíèé Ïðîíüêî òà Ñòðîãàíîâèì

[37], ÿêi âèâ÷àëè ïîâåäiíêó íåéòðàëüíîãî íåðåëÿòèâiñòñüêîãî ôåðìiîíó,

ùî àíîìàëüíî âçà¹ìîäi¹ ç ìàãíiòíèì ïîëåì çãåíåðîâàíèì òîíêèì äðî-

òîì çi ñòðóìîì. Ñóïåðñèìåòðè÷íèé ïiäõiä äî ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i Ïðîíüêî�

Ñòðîãàíîâà áóâ çàñòîñîâàíèé â ðîáîòàõ [38] òà [39]. Â ðîáîòi [40] áóëà

çíàéäåíà ðåëÿòèâiñòñüêà âåðñiÿ çàäà÷i Ïðîíüêî�Ñòðîãàíîâà, ÿêà òàêîæ

âèÿâèëàñü ôîðì-iíâàðiàíòíîþ.

Êîíêðåòíi ïðèêëàäè ìàòðè÷íèõ çàäà÷, âêëþ÷àþ÷è ôîðì-iíâàðiàíòíi,

áóëè ïðåäñòàâëåíi â ðîáîòàõ [26, 27, 34, 41]. Ìàòðè÷íi ïîòåíöiàëè òàêîæ

âèíèêàþòü â äåÿêèõ ñóïåðñèìåòðè÷íèõ ñèñòåìàõ êðèñòàëi÷íî¨ ñòðóêòó-

ðè, íàïðèêëàä â ìîäåëi òèïó Ãðîññà-Íåâå, äèâèñü ðîáîòè [46] òà [47].

Ìàòðè÷íi ïîòåíöiàëè ðîçìiðíîñòi 2 × 2, âêëþ÷àþ÷è ôîðì-iíâàðiàíòíi,

áóëè ðîçãëÿíóòi â ðîáîòàõ [43,44].

Â ðîáîòi [54] Ôóêó ðîçãëÿíóâ êëàñ ìàòðè÷íèõ ôîðì-iíâàðiàíòíèõ ñó-

ïåðïîòåíöiàëiâ, ùî ëiíiéíî çàëåæàòü âiä äîâiëüíîãî ïàðàìåòðó, îäíàê âií

îáìåæèâñÿ ðîçãëÿäîì ëèøå ñóïåðïîòåíöiàëiâ ïðåäñòàâëåíèõ ìàòðèöÿìè

ðîçìiðíîñòi 2× 2.

Òàêèì ÷èíîì, íà âiäìiíó âiä êëàñó ñêàëÿðíèõ ïîòåíöiàëiâ, êëàñ âiäî-

ìèõ ìàòðè÷íèõ ïîòåíöiàëiâ ïðåäñòàâëåíèé çäåáiëüøîãî âàæëèâèìè, àëå

îêðåìèìè âèïàäêàìè.
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ÐÎÇÄIË 2

Îñíîâíi òåîðåòè÷íi âiäîìîñòi

Ó äàíîìó ðîçäiëi äèñåðòàöi¨ âèçíà÷åíî ïîíÿòòÿ ñïåêòðàëüíî¨ çàäà÷i äëÿ

ðiâíÿííÿ Øðüîäiíãåðà, íàâåäåíî îñíîâíi òåîðåòè÷íi âiäîìîñòi ùîäî ïî-

íÿòòÿ ôîðì-iíâàðiàíòíîñòi ðiâíÿíü òà ñèñòåì ðiâíÿíü Øðüîäiíãåðà, âè-

çíà÷åíî ïîíÿòòÿ iíòåãðîâàíîñòi, à òàêîæ íàâåäåíî àëãîðèòì çíàõîäæåííÿ

òî÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ.

Ó ïiäðîçäiëi 2.1 íàâåäåíî ïîíÿòòÿ ñïåêòðàëüíî¨ çàäà÷i äëÿ ðiâíÿí-

íÿ Øðüîäiíãåðà òà ñèñòåì ðiâíÿíü Øðüîäiíãåðà, ðîçãëÿíóòî ïîíÿòòÿ

ðîçâ'ÿçêó ñïåêòðàëüíî¨ çàäà÷i. Ïiäðîçäië 2.2 ¹ êëþ÷îâèì, ó íüîìó îïèñà-

íî ïîíÿòòÿ ôîðì-iíâàðiàíòíîñòi ðiâíÿíü òà ñèñòåì ðiâíÿíü Øðüîäiíãåðà,

äàíî âèçíà÷åííÿ ôàêòîðèçàöi¨, ñóïåðïîòåíöiàëó òà ñóïåðïàðòíåðà äëÿ ãà-

ìiëüòîíiàíà. Ó ïiäðîçäiëi 2.3 âèçíà÷åíî ïîíÿòòÿ iíòåãðîâàíîñòi, à òàêîæ

íàâåäåíî àëãîðèòì çíàõîäæåííÿ òî÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ ñïåêòðàëüíî¨ çàäà÷i.

Ó ïiäðîçäiëi 2.4 íàâåäåíî ñïèñîê ñêàëÿðíèõ ñóïåðïîòåíöiàëiâ, ùî âiä-

ïîâiäàþòü ôîðì-iíâàðiàíòíèì çàäà÷àì. Ïiäðîçäië 2.5 ìiñòèòü âàæëèâèé

ïðèêëàä ìàòðè÷íîãî ïîòåíöiàëó, ÿêèé áóäå óçàãàëüíåíî â ðîçäiëi 4. Äî-

äàòêîâi âiäîìîñòi ùîäî ìàòðè÷íèõ ïåðåòâîðåíü, ÿêi áóäóòü êîðèñíi ïðè

ðîçãëÿäi ñèñòåì ðiâíÿíü, íàäàíî ó ïiäðîçäiëi 2.6. Â öüîìó ïiäðîçäiëi äàíî

âèçíà÷åííÿ óíiòàðíèõ ïåðåòâîðåíü òà ñèíãóëÿðíîãî ðîçêëàäó ìàòðèöi.
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2.1. Ñïåêòðàëüíà çàäà÷à

Ðîçãëÿíåìî íàñòóïíó ñïåêòðàëüíó çàäà÷ó, ÿêó ìîæíà îòðèìàòè, íàïðè-

êëàä, ïðè ðîçäiëåííi çìiííèõ ç ðiâíÿíü, ùî çàëåæàòü âiä áàãàòüîõ çìiííèõ

Hkψ = Ekψ, (2.1)

äå Hk � ãàìiëüòîíiàí çi ñêàëÿðíèì àáî ìàòðè÷íèì ïîòåíöiàëîì, Ek òà ψ

� éîãî âëàñíi çíà÷åííÿ òà âëàñíi ôóíêöi¨ âiäïîâiäíî, k � ïàðàìåòð.

Ïðè öüîìó ψ,Ek òà k âèçíà÷åíi òàê

ψ : X → Cn, Ek ∈ R, k ∈ R, (2.2)

äå n � âiäïîâiäà¹ êiëüêîñòi ðiâíÿíü ñèñòåìè (2.1), à îáëàñòü X âiäïîâiäà¹

àáî ïðÿìié R àáî ïðîìåíþ R+.

Áóäåìî øóêàòè ðîçâ'ÿçêè öüîãî ðiâíÿííÿ (ñèñòåìè) â êëàñi

ψ ∈ H∞
0 (X,Cn) (2.3)

ôiíiòíèõ êâàäðàòè÷íî-iíòåãðîâíèõ ôóíêöié, à ñàìå

∀l ∈ N0, ∃∂
lψ

∂xl
∈ L2(X,Cn),

∂lψ

∂xl

∣∣∣∣
∂X

= 0, (2.4)

äå ïîõiäíó ∂lψ
∂xl

ñëiä iíòåðïðåòóâàòè ÿê óçàãàëüíåíó ïîõiäíó, à ïîõiäíó

íóëüîâîãî ïîðÿäêó ∂0ψ
∂x0 � ÿê ñàìó ôóíêöiþ ψ.

Ó íàñòóïíîìó ïiäðîçäiëi ìè ðîçãëÿíåìî äóæå âàæëèâèé êëàñ ñïå-

êòðàëüíèõ çàäà÷, à ñàìå ôîðì-iíâàðiàíòíi ñïåêòðàëüíi çàäà÷i.

2.2. Ôîðì-iíâàðiàíòíi ñïåêòðàëüíi çàäà÷i äëÿ

ðiâíÿííÿ Øðüîäiíãåðà

Ñåðåä óñiõ ñïåêòðàëüíèõ çàäà÷ âàæëèâèì êëàñîì ¹ ôîðì-iíâàðiàíòíi ñïå-

êòðàëüíi çàäà÷i. Òàêi çàäà÷i êîðèñíi òèì, ùî âîíè ìîæóòü áóòè òî÷íî

ðîçâ'ÿçàíi çà äîïîìîãîþ àëãåáðà¨÷íèõ ìåòîäiâ. Íèæ÷å ìè ðîçãëÿíåìî òà
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äàìî îçíà÷åííÿ êëàñó ôîðì-iíâàðiàíòíèõ ñïåêòðàëüíèõ çàäà÷ äëÿ ðiâíÿ-

ííÿ Øðüîäiíãåðà.

Íîðìóâàâøè ñïåöiàëüíèì ÷èíîì íåçàëåæíó çìiííó x, ãàìiëüòîíiàí â

ðiâíÿííi Øðüîäiíãåðà (2.1) ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi

Hk = − ∂2

∂x2
+ Vk(x), (2.5)

äå Vk(x) � ñêàëÿðíèé àáî ìàòðè÷íèé ïîòåíöiàë, ùî çàëåæèòü âiä äiéñíî-

ãî ïàðàìåòðà k òà äiéñíî¨ çìiííî¨ x.

Ïðèïóñòèìî, ùî ãàìiëüòîíiàí ìîæíà ôàêòîðèçóâàòè íàñòóïíèì ÷èíîì

Hk = a†kak + ck, (2.6)

äå ck � ñêàëÿðíà ôóíêöiÿ âiä ïàðàìåòðà k. Ìè áóäåìî ïiäáèðàòè ck òàêèì

÷èíîì, ùî ïðè ôiêñîâàíîìó âèãëÿäi ãàìiëüòîíiàíó âií íå ìà¹ âiëüíîãî

÷ëåíó, ùî íå çàëåæèòü âiä x.

Òóò i íàäàëi, äëÿ òîãî ùîá íå âiäîêðåìëþâàòè ñêàëÿðíèé òà ìàòðè÷íèé

âèïàäêè òà äëÿ ñïðîùåííÿ âèêëàäîê, äîìîâèìîñÿ îïóñêàòè ïîçíà÷åííÿ

îäèíè÷íî¨ ìàòðèöi I áiëÿ ñêàëÿðíèõ âåëè÷èí â ìàòðè÷íèõ ðiâíÿííÿõ òà

ïèñàòè ck çàìiñòü ckI.

Ó ðiâíÿííi (2.6) îïåðàòîðè ak i a
†
k ìàþòü âèãëÿäó

ak =
∂

∂x
+Wk(x), a†k = − ∂

∂x
+Wk(x), (2.7)

äå Wk � åðìiòîâà ìàòðèöÿ (â ñêàëÿðíîìó âèïàäêó åðìiòîâà ìàòðèöÿ

ðîçìiðó 1× 1 ¹ äiéñíîþ ôóíêöi¹þ), ÿêó íàçèâàþòü ñóïåðïîòåíöiàëîì.

Ó ðîçäiëi 3.1 ìè äåòàëüíî ðîçãëÿíåìî ïèòàííÿ ïðî âèãëÿä îïåðàòîðiâ

ak i a
†
k òà äîâåäåìî, ùî êîæíå ïðåäñòàâëåííÿ ìîæå áóòè çâåäåíå äî âèãëÿ-

äó (2.7). Òîé ôàêò, ùî äîâiëüíèé ãàìiëüòîíiàí äîïóñêà¹ ïðåäñòàâëåííÿ

(2.6) áóâ äîâåäåíèé ùå Øðüîäiíãåðîì äëÿ ñêàëÿðíèõ çàäà÷ i î÷åâèäíèì

÷èíîì óçàãàëüíþ¹òüñÿ äëÿ ìàòðè÷íèõ.

Îêðiì ãàìiëüòîíiàíà áóäåìî ðîçãëÿäàòè òàêîæ ñóïåðïàðòíåð ãàìiëü-

òîíiàíà H+
k , ÿêèé âèçíà÷à¹òüñÿ íàñòóïíèì ÷èíîì

H+
k = aka

†
k + ck. (2.8)
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Ïðèïóñòèìî òàêîæ, ùî ãàìiëüòîíiàí (2.5) çàäîâîëüíÿ¹ óìîâi ôîðì-

iíâàðiàíòíîñòi, à ñàìå

H+
k = Hk+1. (2.9)

Ñïåêòðàëüíi çàäà÷i ç òàêèì ãàìiëüòîíiàíîì íàçèâàþòü ôîðì-iíâàðiàíòíèìè

ñïåêòðàëüíèìè çàäà÷àìè.

2.3. Iíòåãðîâíiñòü òà òî÷íi ðîçâ'ÿçêè

Â öüîìó ïiäðîçäiëi íàâåäåíî àëãîðèòì ðîçâ'ÿçóâàííÿ ôîðì-iíâàðiàíòíèõ

ñïåêòðàëüíèõ çàäà÷.

Îñêiëüêè Wk � åðìiòîâà ìàòðèöÿ, òî îïåðàòîðè ak òà a†k � åðìiòî-

âî ñïðÿæåíi, ùî îäðàçó äà¹ çìîãó çíàéòè îñíîâíèé ñòàí ñèñòåìè (2.1),

ðîçâ'ÿçóþ÷è äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ ïåðøîãî ïîðÿäêó. Ñïðàâäi, äîìíî-

æóþ÷è çëiâà âèðàç

a†kakψ = 0 (2.10)

íà åðìiòîâî ñïðÿæåíèé ñïiíîð ψ† òà iíòåãðóþ÷è îòðèìàíèé âèðàç íà âñié

ïðÿìié R, îòðèìà¹ìî

||akψ||2 = 0, (2.11)

äå || · ||2 ïîçíà÷à¹ íîðìó â L2(C). Çâiäêè ìà¹ìî

akψ = 0. (2.12)

Êâàäðàòè÷íî-iíòåãðîâàíà ôóíêöiÿ ψ0
k(x), ÿêà ¹ íîðìîâàíèì ðîçâ'ÿçêîì

ðiâíÿííÿ (2.12), ¹ âëàñíîþ ôóíêöi¹þ ãàìiëüòîíiàíà, ùî âiäïîâiäà¹ âëà-

ñíîìó çíà÷åííþ E0
k = ck, i íàçèâà¹òüñÿ îñíîâíèì ñòàíîì ñèñòåìè (2.1).

Íåõàé îñíîâíèé ñòàí ñèñòåìè ψ0
k(x). Òîäi óìîâà ôîðì-iíâàðiàíòíîñòi

äà¹ çìîãó ïîâíiñòþ çíàéòè ñïåêòð ëèøå çà äîïîìîãîþ àëãåáðà¨÷íèõ îïå-

ðàöié òà äèôåðåíöiþâàííÿ. Ñïðàâäi, âèêîðèñòîâóþ÷è óìîâó (2.9), ëåãêî
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ïîêàçàòè, ùî ôóíêöiÿ

ψ1
k(x) =

a†kψ
0
k+1(x)

||a†kψ0
k+1(x)||2

(2.13)

¹ âëàñíîþ ôóíêöi¹þ ãàìiëüòîíiàíà ç âëàñíèì çíà÷åííÿì E1
k = ck+1. Âî-

íà íàçèâà¹òüñÿ ïåðøèì çáóäæåíèì ñòàíîì ñèñòåìè (2.1). Àíàëîãi÷íî, çà

iíäóêöi¹þ äîâîäèòüñÿ, ùî ôóíêöiÿ

ψnk (x) =
a†ka

†
k+1 · · · a

†
k+n−1ψ

0
k+n(x)

||a†ka
†
k+1 · · · a

†
k+n−1ψ

0
k+n(x)||2

(2.14)

¹ âëàñíîþ ôóíêöi¹þ ãàìiëüòîíiàíà ç âëàñíèì çíà÷åííÿì En
k = ck+n. �¨

íàçèâàþòü n-òèì çáóäæåíèì ñòàíîì ñèñòåìè (2.1).

Óìîâè (2.3), (2.4) íàêëàäàþòü äîäàòêîâi óìîâè íà ïàðàìåòð k òà iíòå-

ãðàëüíi êîíñòàíòè â ôóíêöi¨ ψ0
k.

Òàêèì ÷èíîì, ÿêùî ñèñòåìà ðiâíÿíü Øðüîäiíãåðà (2.1) çàäîâîëüíÿ¹

óìîâi ôîðì-iíâàðiàíòíîñòi, âîíà ìîæå áóòè òî÷íî ïðîiíòåãðîâàíà.

2.4. Ñêàëÿðíi ñóïåðïîòåíöiàëè

Ó öüîìó ïiäðîçäiëi ìè íàâåäåìî ñïèñîê äîáðå âiäîìèõ ñêàëÿðíèõ ñóïåð-

ïîòåíöiàëiâ, ùî âiäïîâiäàþòü ôîðì-iíâàðiàíòíèì ðiâíÿííÿì Øðüîäiíãå-

ðà. Ó ðîçäiëi 3 ìè âiäìiòèìî, ùî ñóïåðïîòåíöiàëè íàâåäåíi â öüîìó ïiä-

ðîçäiëi ìàþòü ñïiëüíi ðèñè.

Ïðåäñòàâëåíi íèæ÷å ñóïåðïîòåíöiàëè áóëè îòðèìàíi ðiçíèì øëÿõîì, à

òîìó ìàþòü ñïåöiàëüíi íàçâè, íàâåäåíi ó äóæêàõ:

W = µx, (ãàðìîíi÷íèé îñöèëÿòîð) (2.15)

Wk = µx− k

x
, (òðèâèìiðíèé îñöèëÿòîð) (2.16)

Wk = λk tanλx+ µ secλx, (Ñêàðô 1) (2.17)

Wk = λk tanhλx+ µ sechλx, (Ñêàðô 2) (2.18)

Wk = λk cothλx+ µ cschλx, (Ïåøëå-Òåëëåð) (2.19)
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Wk = k − µ exp(−x), (Ìîðçå) (2.20)

Wk = −k
x
+
ω

k
, (Êóëîí) (2.21)

Wk = λk tanλx+
ω

k
, (Ðîçåí-Ìîðçå 1) (2.22)

Wk = λk tanhλx+
ω

k
, (Ðîçåí-Ìîðçå 2) (2.23)

Wk = −λk cothλx+ ω

k
, (Åêõàðò). (2.24)

Ó íàñòóïíîìó ïiäðîçäiëi ìè áiëüø äåòàëüíî ðîçãëÿíåìî âiäîìèé ïðè-

êëàä ìàòðè÷íî¨ ôîðì-iíâàðiàíòíî¨ çàäà÷i.

2.5. Çàäà÷à Ïðîíüêî�Ñòðîãàíîâà

Çàäà÷à Ïðîíüêî�Ñòðîãàíîâà áóëà îáãîâîðåíà â áàãàòüîõ ðîáîòàõ, íàïðè-

êëàä [37�39]. Òîìó ìè íå áóäåìî çóïèíÿòèñü íà ¨¨ ôiçè÷íîìó çìiñòi i

äîäàòêîâèõ ðîçðàõóíêàõ, à ïåðåéäåìî îäðàçó äî âiäïîâiäíî¨ çàäà÷i äëÿ

ðàäiàëüíèõ ôóíêöié [39], ùî ïðåäñòàâëåíà ðiâíÿííÿì (2.1), äå Hk � ãà-

ìiëüòîíiàí ç ìàòðè÷íèì ïîòåíöiàëîì, Ek i ψ � éîãî âëàñíi ôóíêöi¨ i

âëàñíi çíà÷åííÿ, âiäïîâiäíî. Áiëüø òîãî, ψ � äâîêîìïîíåíòíèé ñïiíîð.

Ç òî÷íiñòþ äî íîðìàëiçàöi¨ ðàäiàëüíî¨ çìiííî¨ x ãàìiëüòîíiàí Hk ìîæå

áóòè ïðåäñòàâëåíèé ó âèãëÿäi

Hk = − ∂2

∂x2
+ k(k − σ3)

1

x2
+ σ1

1

x
, (2.25)

äå σ1 i σ3 � ìàòðèöi Ïàóëi, à k � íàòóðàëüíå ÷èñëî.

ãàìiëüòîíiàí Hk ìîæíà ôàêòîðèçóâàòè òàêèì ÷èíîì

Hk = a†kak + ck, (2.26)

äå

ak =
∂

∂ x
+Wk, a†k = − ∂

∂x
+Wk, ck = − 1

(2k + 1)2

i Wk � ìàòðè÷íèé ñóïåðïîòåíöiàë

Wk =
1

2x
σ3 − 1

2k + 1
σ1 − 2k + 1

2x
. (2.27)
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Iíøà ãàðíà âëàñòèâiñòü ãàìiëüòîíiàíó Hk ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî éîãî ñó-

ïåðïàðòíåð H+
k ñïiâïàäà¹ ãàìiëüòîíiàíîì ç ïàðàìåòðîì çñóíóòèì íà îäè-

íèöþ, à ñàìå

H+
k = aka

†
k + ck = − ∂2

∂x2
+ (k + 1)(k + 1− σ3)

1

x2
+ σ1

1

x
= Hk+1.

Òàêèì ÷èíîì ðiâíÿííÿ (2.1) ç ãàìiëüòîíiàíîì (2.25) äîïóñêà¹ ñóïåðñè-

ìåòðiþ ç ôîðì-iíâàðiàíòíiñòþ i ìîæå áóòè ðîçâ'ÿçàíå âèêîðèñòîâóþ÷è

ñòàíäàðòíó òåõíiêó ñóïåðñèìåòðè÷íî¨ êâàíòîâî¨ ìåõàíiêè (ðîçäië 2.3).

2.6. Ñèíãóëÿðíèé ðîçêëàä ìàòðèöi

Äëÿ îòðèìàííÿ âàæëèâîãî ðåçóëüòàòó ùîäî ðîçìiðíîñòi íåçâiäíèõ ñóïåð-

ïîòåíöiàëiâ â ðîçäiëi 4 ìè áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè âëàñòèâiñòü ïðÿìîêó-

òíî¨ ìàòðèöi � ¨¨ ñèíãóëÿðíèé ðîçêëàä [59]. Äàëi áóäå äàíî îçíà÷åííÿ òà

îñíîâíi âëàñòèâîñòi ñèíãóëÿðíîãî ðîçêëàäó ìàòðèöi.

Îçíà÷åííÿ 2.1. Áóäü ÿêà äiéñíà àáî êîìïëåêñíà ìàòðèöÿ ðîçìiðóm×n
ìîæå áóòè ïðåäñòàâëåíà â íàñòóïíîìó âèãëÿäi

M = UΣV †, (2.28)

äå U � óíiòàðíà ìàòðèöÿ ðîçìiðó m × m, Σ � äiàãîíàëüíà ìàòðèöÿ ç

íåâiä'¹ìíèìè ÷èñëàìè íà äiàãîíàëi, à V � óíiòàðíà ìàòèöÿ ïîðÿäêó n×n.
Òàêèé ðîçêëàä íàçèâàþòü ñèíãóëÿðíèì ðîçêëàäîì ìàòðèöiM . Åëåìåíòè

Σii íà äiàãîíàëi ìàòèöi Σ íàçèâàþòü ñèíãóëÿðíèìè ÷èñëàìè ìàòðèöi M ,

à ñòîâï÷èêè ìàòðèöü U òà V íàçèâàþòü âiäïîâiäíî ëiâèìè òà ïðàâèìè

ñèíãóëÿðíèìè âåêòîðàìè ìàòðèöi M .

Çâè÷àéíî ñèíãóëÿðíi ÷èñëà â ìàòðèöi Σ ðîçòàøîâóþòü â íåçðîñòàþ-

÷îìó ïîðÿäêó òîìó ìàòðèöÿ Σ (àëå íå ìàòðèöi U òà V ) âèçíà÷à¹òüñÿ

îäíîçíà÷íî äî ìàòðèöi M .

Íàãàäà¹ìî òàêîæ îçíà÷åííÿ òà îñíîâíi âëàñòèâîñòi óíiòàðíî¨ ìàòðèöi.
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Îçíà÷åííÿ 2.2. Óíiòàðíîþ ìàòðèöåþ íàçèâàþòü êâàäðàòíó ìàòðèöþ

U ç êîìïëåêñíèìè åëåìåíòàìè, ðåçóëüòàò ìíîæåííÿ ÿêî¨ íà åðìiòîâî

ñïðÿæåíó äîðiâíþ¹ îäèíè÷íié ìàòðèöi

UU † = U †U = I. (2.29)

Iíàêøå, ìàòðèöÿ U óíiòàðíà òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè iñíó¹ îáåðíåíà äî

íå¨ ìàòðèöÿ, ùî çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó

U−1 = U †. (2.30)

Äàëi íàâåäåíî âàæëèâi âëàñòèâîñòi óíiòàðíèõ ìàòðèöü:

1. Áóäü ÿêà óíiòàðíà ìàòðèöÿ ¹ íîðìàëüíîþ ìàòðèöåþ, òîáòî êîìóòó¹

çi ñâî¹þ åðìiòîâî ñïðÿæåíîþ.

2. Äîáóòîê óíiòàðíèõ ìàòðèöü ¹ òàêîæ óíiòàðíîþ ìàòðèöåþ.

3. Ìîäóëü âèçíà÷íèêà óíiòàðíî¨ ìàòðèöi äîðiâíþ¹ îäèíèöi.

4. ßêùî V � åðìiòîâà ìàòðèöÿ, òîáòî V † = V , òî ìàòðèöÿ UV U † �

òàêîæ åðìiòîâà i ¨¨ âèçíà÷íèê ðiâíèé âèçíà÷íèêó ìàòðèöi V .

5. Äëÿ êîæíî¨ ïðÿìîêóòíî¨ ìàòðèöi M iñíó¹ òàêà óíiòàðíà ìàòðèöÿ U

òà âåðõíÿ (íèæíÿ) òðèêóòíà ìàòðèöÿ T , ùî M = TU .

6. Äëÿ êîæíî¨ åðìiòîâî¨ ìàòðèöi V iñíó¹ òàêà óíiòàðíà ìàòðèöÿ U , ùî

UV U † � äiéñíà äiàãîíàëüíà ìàòðèöÿ.

7. Ìíîæèíà óñiõ óíiòàðíèõ ìàòðèöü ïîðÿäêó n óòâîðþþòü óòâîðþþòü

çà ìíîæåííÿì óíiòàðíó ãðóïó U(n) � ãðóïó Ëi íàä ïîëåì äiéñíèõ

÷èñåë.

ßêùî âèçíà÷íèê óíiòàðíî¨ ìàòðèöi ðiâíèé îäèíèöi, ¨¨ íàçèâàþòü ñïåöi-

àëüíîþ óíiòàðíîþ ìàòðèöåþ. Ìíîæèíà óñiõ ñïåöiàëüíèõ óíiòàðíèõ ìà-

òðèöü ïîðÿäêó n óòâîðþþòü çà ìíîæåííÿì ñïåöiàëüíó óíiòàðíó ãðó-

ïó SU(n).
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2.7. Âèñíîâêè äî ðîçäiëó 2

Ó ðîçäiëi 2 íàâåäåíî îñíîâíi òåîðåòè÷íi âiäîìîñòi ùîäî ñïåêòðàëü-

íèõ çàäà÷ äëÿ ðiâíÿíü Øðüîäiíãåðà, ïîñòàíîâêè i ðîçâ'ÿçàííÿ ôîðì-

iíâàðiàíòíèõ ñïåêòðàëüíèõ çàäà÷, äàíî îçíà÷åííÿ íåîáõiäíîãî íàäàëi

ñèíãóëÿðíîãî ðîçêëàäó ìàòðèöi. Ñåðåä çàãàëüíîâiäîìèõ ôàêòiâ ó öüîìó

ðîçäiëi ìiñòÿòüñÿ íîâi îðèãiíàëüíi ðåçóëüòàòè çi ñòàòòi [3].
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ÐÎÇÄIË 3

Ïîñòàíîâêà çàäà÷i êëàñèôiêàöi¨

Ó äàíîìó ðîçäiëi äèñåðòàöi¨ áóäå ïîñòàâëåíà çàäà÷à êëàñèôiêàöi¨ ôîðì-

iíâàðiàíòíèõ ðiâíÿíü Øðüîäiíãåðà, äåòàëüíî äîñëiäæåíî ôàêòîðèçàöiþ

ãàìiëüòîíiàíà òà ôîðì-iíâàðiàíòíiñòü, âèçíà÷åíèé êëàñ ðîçãëÿäóâàíèõ

ñóïåðïîòåíöiàëiâ.

Ó òðåòüîìó ðîçäiëi ïîñòàâëåíà çàäà÷à êëàñèôiêàöi¨ ôîðì-iíâàðiàíòíèõ

ðiâíÿíü Øðüîäiíãåðà, äåòàëüíî äîñëiäæåíî ôàêòîðèçàöiþ ãàìiëüòîíiàíà

òà ôîðì-iíâàðiàíòíiñòü, âèçíà÷åíèé êëàñ ðîçãëÿäóâàíèõ ñóïåðïîòåíöià-

ëiâ. Ó ïiäðîçäiëi 3.1 ðîçãëÿíóòî ôàêòîðèçàöiþ òà ôîðì-iíâàðiàíòíiñòü

ó çàãàëüíîìó âèãëÿäi. Äîâåäåíî, ùî íå ïîðóøóþ÷è çàãàëüíîñòi ôóíêöiÿ

âiä ïàðàìåòðó â îçíà÷åííi ôîðì-iíâàðiàíòíîñòi çàâæäè ìîæå áóòè çâå-

äåíà äî îäèíè÷íîãî çñóâó. Òàêîæ äîâåäåíî, ùî ôàêòîðèçàöiÿ çàãàëüíîãî

âèãëÿäó çàâæäè ìîæå áóòè çâåäåíà äî êàíîíi÷íî¨ ôîðìè. Ó ïiäðîçäi-

ëi 3.2 îïèñàíi äîïóñòèìi ïåðåòâîðåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi äëÿ ìàòðè÷íèõ

ñóïåðïîòåíöiàëiâ. Ïiäðîçäië 3.3 ¹ êëþ÷îâèì, ó íüîìó ïîñòàâëåíî çàäà÷ó

êëàñèôiêàöi¨ ôîðì-iíâàðiàíòíèõ ðiâíÿíü Øðüîäiíãåðà, òà ñôîðìóëüîâà-

íî ¨¨ ó òåðìiíàõ ñóïåðïîòåíöiàëó. Êðiì òîãî öþ çàäà÷ó ðîçâ'ÿçàíî äëÿ

äîñèòü âóçüêîãî êëàñó ìàòðè÷íèõ îñöèëÿòîðiâ. Ó öüîìó æ ïiäðîçäiëi âè-

áðàíî êëàñ ñóïåðïîòåíöiàëiâ â ÿêîìó ïîñòàâëåíó çàäà÷ó áóäå ðîçâ'ÿçàíî

ïîâíiñòþ, ââåäåíî ïîíÿòòÿ çâiäíîñòi òà íåçâiäíîñòi ñóïåðïîòåíöiàëó. Ó

ïiäðîçäiëi 3.4 çíàéäåíî ñèñòåìó âèçíà÷àëüíèõ ðiâíÿíü íà íåâiäîìi åëå-

ìåíòè ñóïåðïîòåíöiàëó. Çíàéäåíó ñèñòåìó ðîçáèòî íà îñîáëèâi âèïàäêè

òà çíàéäåíèé âçà¹ìîçâ'ÿçîê ìiæ íèìè.
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3.1. Ôîðì-iíâàðiàíòíiñòü

Â ïiäðîçäiëi (2.2) ìè íàâåëè íàéáiëüø óæèâàíå îçíà÷åííÿ ôîðì-

iíâàðiàíòíîñòi (2.9). Ðîçãëÿíåìî òåïåð áiëüø çàãàëüíå îçíà÷åííÿ, äå ñó-

ïåðïàðòíåð ãàìiëüòîíiàíà (2.8) ñïiâïàäà¹ ç ãàìiëüòîíiàíîì (2.5), ùî çà-

ëåæèòü âiä íîâîãî ïàðàìåòðà, ÿêèé ¹ äîâiëüíîþ äiéñíîþ ôóíêöi¹þ F âiä

ñòàðîãî ïàðàìåòðà k

H+
k = HFk

. (3.1)

Íåõàé ñïî÷àòêó Fk = k, òîäi ïàðàìåòð k ¹ íåñóòò¹âèì òîìó éîãî ìîæíà

îïóñêàòè, i ðiâíÿííÿ (3.1) íàáóâà¹ ñïåöiàëüíîãî âèãëÿäó

H+ = H. (3.2)

Ïîâåðíåìîñÿ äî éîãî ðîçãëÿäó ó ïiäðîçäiëi 3.3.

Ïîêàæåìî, ùî çà óìîâè Fk 6= k, ðîçóìíî îáìåæèòèñü ðîçãëÿäîì âè-

ïàäêó

Fk = k + 1. (3.3)

Ïiä äi¹þ íåâèðîäæåíîãî ïåðåòâîðåííÿ

k → α(k) (3.4)

ôóíêöiÿ Fk = F (k) çìiíþ¹òüñÿ çà äîïîìîãîþ ïåðåòâîðåííÿ ïîäiáíîñòi

F (k) → αFα−1(k) = α(F (α−1(k))). (3.5)

Øóêàþ÷è òàêi ïåðåòâîðåííÿ, ùî çâîäÿòü ôóíêöiþ Fk äî îäèíè÷íîãî çñó-

âó (3.3), ïðèéäåìî äî ðiâíÿííÿ

F (α−1(k)) = α−1(k + 1). (3.6)

Öå ðiâíÿííÿ ¹ äîáðå âiäîìèì ôóíêöiîíàëüíèì ðiâíÿííÿì Àáåëÿ, ðåçóëü-

òàòè ùîäî ðîçâ'ÿçêó öüîãî ðiâíÿííÿ áóëè îòðèìàíi â ñòàòòÿõ [55�58].

Äîâåäåíî íàñòóïíó òåîðåìó:
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Òåîðåìà 3.1 ([56]). ßêùî F : X → R � òàêà ií'¹êòèâíà ôóíêöiÿ, ùî

äëÿ áóäü ÿêîãî êîìïàêòó K ⊂ X iñíó¹ òàêå p ∈ N, ùî
∀n,m ∈ N0, |n−m| ≥ p :

F n(K) ∩ Fm(K) = ∅,

òî iñíó¹ ðîçâ'ÿçîê ôóíêöiîíàëüíîãî ðiâíÿííÿ Àáåëÿ.

Ëåìà 3.1. ßêùî ôóíêöiÿ F ñòðîãî ìîíîòîííà òà íå ìà¹ íåðóõîìèõ

òî÷îê íà X, òî âîíà ìîæå áóòè çâåäåíà äî îäèíè÷íèõ çñóâiâ.

Òâåðäæåííÿ ëåìè âèïëèâà¹ ç òîãî, ùî òàêà ôóíêöiÿ çàäîâîëüíÿ¹ óìî-

âàì òåîðåìè 3.1. Îòæå äîöiëüíî ðîçãëÿäàòè îäèíè÷íi çñóâè çàìiñòü çà-

ãàëüíîãî âèãëÿäó ôóíêöi¨ F .

Ðîçãëÿíåìî òåïåð áiëüø çàãàëüíèé âèãëÿä îïåðàòîðiâ ak, a
†
k â ðiâíÿííi

(2.6). Ùîá çàäîâîëüíÿòè ðiâíÿííÿ (2.6) òà (2.11) îïåðàòîð ak ìà¹ áóòè

ìàòðè÷íèì äèôåðåíöiàëüíèì îïåðàòîðîì ïåðøîãî ïîðÿäêó, à îïåðàòîð

a†k � åðìiòîâî ñïðÿæåíèì äî íüîãî. Òîìó íàéáiëüø çàãàëüíèé âèãëÿä öèõ

îïåðàòîðiâ òàêèé

ak = Ak(x)
∂

∂x
+Bk(x), a†k = − ∂

∂x
A†
k(x) +B†

k(x), (3.7)

äå Ak(x), Bk(x) ìàòðèöi, ùî çàëåæàòü âiä x, à A†
k(x), B

†
k(x) � åðìiòîâî

ñïðÿæåíi äî íèõ.

Äîâåäåìî íàñòóïíå òâåðäæåííÿ.

Òâåðäæåííÿ 3.1. Ïðåäñòàâëåííÿ (3.7) îïåðàòîðiâ ak òà a†k ¹ åêâiâà-

ëåíòíèì ïðåäñòàâëåííþ (2.7).

Ïiäñòàâëÿþ÷è öi îïåðàòîðè â ðiâíÿííÿ (2.6) îòðèìà¹ìî ðiâíÿííÿ

Hk = −A†
kAk

∂2

∂x2
+(B†

kAk−A†
kBk−(A†

kAk)
′)
∂

∂x
+B†

kBk−(A†
kBk)

′+ck, (3.8)

ÿêå ìà¹ áóòè ðiâíÿííÿì Øðüîäiíãåðà ó ôîðìi (2.5), ùî äà¹ íàì íàñòóïíi

óìîâè

A†
kAk = I,

B†
kAk − A†

kBk − (A†
kAk)

′ = 0,

B†
kBk − (A†

kBk)
′ + ck = Vk.

(3.9)
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ßêùî ââåñòè íîâó çìiííó

Wk(x) = A†
k(x)Bk(x), (3.10)

òî öi óìîâè íàáóâàþòü âèãëÿäó

W †
k = Wk, (3.11)

Vk = W 2
k −W ′

k + ck. (3.12)

Äî öüîãî æ ðåçóëüòàòó ìîæíà áóëî á ïðèéòè âèêîðèñòîâóþ÷è ñòàíäàðòíå

ïðåäñòàâëåííÿ îïåðàòîðiâ (2.7). Òîìó ñòàíäàðòíå (2.7) i óçàãàëüíåíå (3.7)

ïðåäñòàâëåííÿ âiäðiçíÿþòüñÿ ëèøå çàìiíîþ çìiííèõ (3.10).

3.2. Ïåðåòâîðåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi

Ïåðåä òèì ÿê ïåðåéòè äî ïîñòàíîâêè çàäà÷i êëàñèôiêàöi¨ â òåðìiíàõ ñó-

ïåðïîòåíöiàëó íåîáõiäíî âèçíà÷èòè ÿê ñàìå ìè áóäåìî âèçíà÷àòè ðiçíi

ñóïåðïîòåíöiàëè.

Íà ìíîæèíi Ωn óñiõ ñóïåðïîòåíöiàëiâ ïîðÿäêó n, ÿêà ¹ ìíîæèíîþ óñiõ

åðìiòîâèõ ìàòðèöü ïîðÿäêó n, ùî çàëåæàòü âiä çìiííî¨ x òà ïàðàìåòðà

k, ââåäåìî íàñòóïíå âiäíîøåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi.

Îçíà÷åííÿ 3.1. Áóäåìî êàçàòè, ùî äâà ñóïåðïîòåíöiàëè W̃k,Wk ∈ Ωn

åêâiâàëåíòíi W̃k ∼ Wk, ÿêùî iñíó¹ óíiòàðíà ìàòðèöÿ U , ùî íå çàëåæèòü

âiä çìiííî¨ x òàêà, ùî

W̃k = UWkU
†. (3.13)

Âèêîðèñòîâóþ÷è âëàñòèâîñòi óíiòàðíèõ ìàòðèöü ïðåäñòàâëåíèõ â ïiä-

ðîçäiëi 2.6, ëåãêî ïåðåâiðèòè, ùî äàíå âiäíîøåííÿ ñïðàâäi ¹ âiäíîøåííÿì

åêâiâàëåíòíîñòi.

Ïåðåòâîðèòè ñóïåðïîòåíöiàë òàêèì ÷èíîì, ìîæíà äîìíîæóþ÷è ðiâíÿ-

ííÿ (2.5) ç ðiçíèõ áîêiâ íà U òà íà U †. Ñïðàâäi ç (2.5) òà (3.12) ìà¹ìî

Hk = − ∂2

∂x2
+W 2

k −W ′
k + ck. (3.14)
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îòæå ïåðåòâîðåíå ðiâíÿííÿ áóäå ìàòè âèãëÿä

H̃k = UHkU
† = −U ∂2

∂x2
U † + UW 2

kU
† − UW ′

kU
† + ckUU

†, (3.15)

àëå îñêiëüêè U íå çàëåæèòü âiä çìiííî¨ x, à òîìó êîìóòó¹ ç ∂
∂x , òà UU

† = I

çà îçíà÷åííÿì, ìè îòðèìà¹ìî ðiâíÿííÿ äëÿ åêâiâàëåíòíîãî ñóïåðïîòåí-

öiàëó

H̃k = − ∂2

∂x2
+ W̃ 2

k − W̃ ′
k + ck. (3.16)

Òàêèì ÷èíîì ìîæíà ñïðîùóâàòè ñóïåðïîòåíöiàëè çà äîïîìîãîþ ïåðå-

òâîðåíü åêâiâàëåíòíîñòi (3.13).

3.3. Ñóïåðïîòåíöiàë

Ó öüîìó ïiäðîçäiëi çàäà÷à êëàñèôiêàöi¨ áóäå ïåðåôîðìóëüîâàíà ó òåðìi-

íàõ ñóïåðïîòåíöiàëó, à òàêîæ âèäiëåíèé êëàñ ñóïåðïîòåíöiàëiâ, â ÿêîìó

äàíó çàäà÷ó áóäå ðîçâ'ÿçàíî.

Ó ïiäðîçäiëi 3.1 ìè äîâåëè, ùî îïåðàòîðè ak òà a†k â ðîçêëàäi (2.6)

ìîæóòü áóòè çâåäåíi äî ñòàíäàðòíîãî âèãëÿäó (2.7) çà äîïîìîãîþ çàìiíè

çìiííèõ (3.10). Ïiäñòàâëÿþ÷è öi îïåðàòîðè â ôîðìóëó (3.1) îòðèìà¹ìî

ðiâíÿííÿ

W 2
k +W ′

k = W 2
Fk

−W ′
Fk

+ δk, (3.17)

äå

δk = cFk
− ck. (3.18)

Öå ðiâíÿííÿ îïèñó¹ âñi ñóïåðïîòåíöiàëè, ùî âiäïîâiäàþòü ôîðì-

iíâàðiàíòíèì ðiâíÿííÿì Øðüîäiíãåðà. Òîìó ùîá îïèñàòè óñi ðiâíÿííÿ

Øðüîäiíãåðà ç ôîðì-iíâàðiàíòíiñòþ òðåáà ðîçâ'ÿçàòè ðiâíÿííÿ (3.17) i

âiäíîâèòè ïîòåíöiàëè òà ãàìiëüòîíiàíè çà ôîðìóëàìè (3.12) òà (2.5), âiä-

ïîâiäíî.
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ßê áóëî çàçíà÷åíî ó ïîïåðåäíüîìó ïiäðîçäiëi, ÿêùî Fk = k, òî ïàðà-

ìåòð k ¹ íå ñóòò¹âèì. Â öüîìó âèïàäêó ck i cFk
ìîæíà âèçíà÷èòè ÿê ðiçíi

êîíñòàíòè, òîìó δk = 2c ¹ äåÿêîþ êîíñòàíòîþ, i ðiâíÿííÿ (3.17) ïðèéìà¹

âèãëÿä

W 2 +W ′ = W 2 −W ′ + 2c. (3.19)

Çâiäêè îäðàçó îòðèìà¹ìî

W ′ = c⇒ W = cx+ A, (3.20)

äå A ¹ äîâiëüíîþ åðìiòîâîþ ìàòðèöåþ, ùî íå çàëåæèòü âiä çìiííî¨ x.

Ñïðîùóþ÷è îòðèìàíèé ñóïåðïîòåíöiàë çà äîïîìîãîþ ïåðåòâîðåíü

(3.13) òà âèêîðèñòîâóþ÷è âëàñòèâîñòi óíiòàðíèõ ìàòðèöü ïðåäñòàâëåíèõ

â ïiäðîçäiëi 2.6 îòðèìà¹ìî îñòàòî÷íèé ðåçóëüòàò

W = cx+D, (3.21)

äå D � äiéñíà äiàãîíàëüíà ìàòðèöÿ. Òîáòî W ¹ ïðÿìîþ ñóìîþ ñóïåð-

ïîòåíöiàëiâ W i = cx + di, ùî âiäïîâiäàþòü îäíîâèìiðíèì êâàíòîâèì

îñöèëÿòîðàì çi çñóâîì.

Îòæå äîâåäåíî íàñòóïíó òåîðåìó.

Òåîðåìà 3.2. Íåõàé Fk = k, òîäi çàäà÷à êëàñèôiêàöi¨ ìà¹ ¹äèíèé

ðîçâ'ÿçîê, à ñàìå ïðÿìó ñóìó îäíîâèìiðíèõ êâàíòîâèõ îñöèëÿòîðiâ çi

çñóâîì (3.21).

Íàäàëi, äîöiëüíî îáìåæèòèñü ðîçãëÿäîì ôóíêöiþ F = k + 1 (äèâ.

äèñêóñiþ ó ïiäðîçäiëi 3.1).

Â öüîìó âèïàäêó ôîðìóëè (3.17) òà (3.18) áóäóòü ìàòè âèãëÿä

W 2
k +W ′

k = W 2
k+1 −W ′

k+1 + δk, (3.22)

δk = ck+1 − ck. (3.23)

Ùîá ðîçâ'ÿçàòè ðiâíÿííÿ (3.22), äîöiëüíî ïîïåðåäíüî âèäiëèòè äåÿêèé

êëàñ ñóïåðïîòåíöiàëiâ. Ìè áóäåìî ðîçãëÿäàòè ñóïåðïîòåíöiàëè âèãëÿäó

Wk = kQ+ P +
1

k
R, (3.24)
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äå P,Q òà R � åðìiòîâi ìàòðèöi, ùî çàëåæàòü âiä x, ïðè öüîìó íå îáìå-

æóþ÷è ðîçìiðíîñòi ñóïåðïîòåíöiàëó.

Âèáið òàêî¨ ôîðìè ñóïåðïîòåíöiàëó ìîòèâîâàíèé òèì, ùî äîñèòü øè-

ðîêèé êëàñ ñêàëÿðíèõ ñóïåðïîòåíöiàëiâ, à òàêîæ óñi äîñi âiäîìi ìàòðè÷íi

ïîòåíöiàëè ìàþòü ñàìå òàêó ôîðìó. Êðiì òîãî, îáìåæóþ÷èñü ñóïåðïî-

òåíöiàëàìè òàêîãî âèãëÿäó âäà¹òüñÿ ïîâíiñòþ ðîçâ'ÿçàòè ïîñòàâëåíó çà-

äà÷ó òà îïèñàòè âiäïîâiäíi ôîðì-iíâàðiàíòíi ðiâíÿííÿ Øðüîäiíãåðà.

Áóäåìî ðîçãëÿäàòè ëèøå âèïàäêè, êîëè ìàòðèöi P,Q òà R íå ìîæóòü

áóòè îäíî÷àñíî çâåäåíi äî áëî÷íî-äiàãîíàëüíîãî âèãëÿäó. Áî, ÿêùî òà-

êå (óíiòàðíå) ïåðåòâîðåííÿ iñíó¹, âiäïîâiäíi ìàòðè÷íi ñóïåðïîòåíöiàëè ¹

ïîâíiñòþ çâiäíèìè i ðiâíÿííÿ ðîçêëàäà¹òüñÿ íà ïðÿìó ñóìó ðiâíÿíü ìåí-

øî¨ ðîçìiðíîñòi. Òàêèì ÷èíîì, áóäåìî ââàæàòè íàáið ìàòðèöü P,Q,R

íåçâiäíèì.

3.4. Âèçíà÷àëüíi ðiâíÿííÿ

Â öüîìó ïiäðîçäiëi áóäå îòðèìàíî ðiâíÿííÿ íà íåâiäîìi ìàòðèöi P,Q òà

R çà óìîâè, ùî âiäïîâiäíèé ñóïåðïîòåíöiàë ¹ ñóïåðïîòåíöiàëîì ôîðì-

iíâàðiàíòíîãî ðiâíÿííÿ Øðüîäiíãåðà.

Ïiäñòàâèìî âèðàç äëÿ ñóïåðïîòåíöiàëó (3.24) â ðiâíÿííÿ (3.22) îòðè-

ìà¹ìî

lk(Q
′−Q2)+ (2P ′−{Q,P})+ 1

mk
{R,P}+ lk

mk
R′+

lk
m2
k

R2 = δk, (3.25)

äå lk = 2k + 1, à mk = k(k + 1).

Îñòàíí¹ ðiâíÿííÿ ñêëàäà¹òüñÿ ç âèðàçiâ, ÷àñòèíà ÿêèõ çàëåæèòü ëè-

øå âiä çìiííî¨ x, à ÷àñòèíà ëèøå âiä ïàðàìåòðà k, òîìó öå ðiâíÿííÿ

ìîæíà ðîçùåïèòè. Ïiñëÿ ðîçùåïëåííÿ îòðèìà¹ìî ñèñòåìó âèçíà÷àëüíèõ

ðiâíÿíü

Q′ = Q2 + ν, (3.26)

P ′ =
1

2
{P,Q}+ µ, (3.27)
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{P,R}+ κ = 0, (3.28)

R′ = 0, (3.29)

R2 = ω2, (3.30)

δk = 2µ+ (2k + 1)ν − κ
k(k + 1)

+
(2k + 1)ω2

k2(k + 1)2
, (3.31)

äå ν, µ, ω,κ � äîâiëüíi äiéñíi êîíñòàíòè.

Âiäìiòèìî, ùî ç ðiâíÿíü (3.29) òà (3.30) îäðàçó âèïëèâà¹, ùî R �

êîíñòàíòíà ìàòðèöÿ, êâàäðàò ÿêî¨ ïðîïîðöiéíèé äî îäèíè÷íî¨ ìàòðèöi.

Ðiâíÿííÿ (3.31) ¹ âèçíà÷åííÿì íåâiäîìî¨ ôóíêöi¨ δk. Ðiâíÿííÿ (3.26)�

(3.28) ¹ ñóòò¹âèìè i áóäóòü ðîçâ'ÿçàíi ó íàñòóïíèõ ðîçäiëàõ.

Ïåðåä òèì, ÿê ïåðåéòè áåçïîñåðåäíüî äî ðîçâ'ÿçêó âèçíà÷àëüíèõ ðiâ-

íÿíü, âiäìiòèìî, ùî âèïàäêè, êîëè îäíà ç ìàòðèöü P,Q àáî R ïðîïîð-

öiéíà îäèíè÷íié ìàòðèöi àáî ðiâíà íóëþ, ¹ ñïåöiàëüíèìè.

Âèïàäîê, êîëè äâi àáî áiëüøå ç öèõ ìàòðèöü äîðiâíþþòü íóëþ àáî

ïðîïîðöiéíi äî îäèíè÷íî¨ ìàòðèöi, ¹ âî÷åâèäü çâiäíèì, îñêiëüêè çàâæäè

äiàãîíàëiçó¹òüñÿ çà äîïîìîãîþ äåÿêîãî óíiòàðíîãî ïåðåòâîðåííÿ. Âèêëþ-

÷åííÿì ¹ ñêàëÿðíèé âèïàäîê, êîëè ìàòðèöi ìàþòü ðîçìiðíiñòü îäèíèöÿ

i íå ìîæóòü áóòè ðîçáèòi íà áëîêè.

Ó âèïàäêó, êîëè ìàòðèöÿ R ïðîïîðöiéíà äî îäèíè÷íî¨ ìàòðèöi ç ðiâ-

íÿííÿ (3.28), âèÿâëÿ¹òüñÿ, ùî i ìàòðèöÿ P ìà¹ áóòè ïðîïîðöiéíà îäèíè-

÷íié ìàòðèöi àáî ðiâíÿ íóëþ. ßêùî ìàòðèöÿ P ïðîïîðöiéíà äî îäèíè÷íî¨

ìàòðèöi, òîäi ç ðiâíÿííÿ (3.27) ìà¹ìî, ùî i ìàòðèöÿ Q ïîâèííà áóòè ïðî-

ïîðöiéíà äî îäèíè÷íî¨ ìàòðèöi àáî ðiâíà íóëþ. Îòæå âèïàäîê, êîëè îäíà

ç äâîõ ìàòðèöü P àáî R ïðîïîðöiéíà äî îäèíè÷íî¨ ìàòðèöi, ¹ çâiäíèì,

îñêiëüêè ó öüîìó âèïàäêó äâi àáî áiëüøå ç öèõ ìàòðèöü ïðîïîðöiéíi äî

îäèíè÷íî¨ àáî ðiâíi íóëþ.

ÂèïàäîêQ = 0 òàêîæ ¹ çâiäíèì, éîãî áóäå ðîçãëÿíóòî â ðîçäiëi 4 ðàçîì

ç âèïàäêîì, êîëè Q ïðîïîðöiéíî äî îäèíè÷íî¨ ìàòðèöi. Ó öüìó æ ðîçäiëi

áóäå âiäíîâëåíî ÷àñòèíó ñïèñêó ñêàëÿðíèõ ñóïåðïîòåíöiàëiâ, ïðåäñòàâ-

ëåíèõ â ïiäðîçäiëi 2.4, êîëè âñi òðè ìàòðèöi ïðîïîðöiéíi äî îäèíè÷íî¨ òà
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ìàþòü ðîçìiðíiñòü 1× 1.

Ðåøòà ñêàëÿðíèõ ñóïåðïîòåíöiàëiâ áóäå âiäíîâëåíà â ðîçäiëi 5, äå áó-

äå ðîçãëÿíóòî ìàòðè÷íèé âèïàäîê R = 0. Ó ðîçäiëi 6 áóäå ðîçãëÿíóòî

âèïàäîê ç P = 0. Çàâåðøåíî êëàñèôiêàöiþ áóäå â ðîçäiëi 7, äå áóäå ðîç-

ãëÿíóòî çàãàëüíèé âèïàäîê.

3.5. Âèñíîâêè äî ðîçäiëó 3

Ó ðîçäiëi 3 äîâåäåíî íîâi êîðèñíi ôàêòè ùîäî ôîðì-iíâàðiàíòíîñòi òà

ôàêòîðèçàöi¨, à ñàìå, äîâåäåíî ùî çàãàëüíå ïðåäñòàâëåííÿ îïåðàòîðiâ

ôàêòîðèçàöi¨ (3.7) ¹ åêâiâàëåíòíèì ñòàíäàðòíîìó ïðåäñòàâëåííþ (2.7),

òàêîæ çíàéäåíi óìîâè çà ÿêèõ ôóíêöiÿ Fk â îçíà÷åíi ôîðì-iíâàðiàíòíîñòi

ìîæå áóòè çâåäåíà äî îäèíè÷íîãî çñóâó. Ñôîðìóëüîâàíî çàäà÷ó êëàñè-

ôiêàöi¨ ñóïåðïîòåíöiàëiâ, ùî âiäïîâiäàþòü òî÷íî ðîçâ'ÿçíèì ðiâíÿííÿì

Øðüîäiíãåðà, îòðèìàíî ñèñòåìó âèçíà÷àëüíèõ ðiâíÿíü, ðîçãëÿäóâàíèé

êëàñ ñóïåðïîòåíöiàëiâ ðîçáèòî íà ïiäêëàñè ÿêi áóäóòü ðîçãëÿíóòî â íà-

ñòóïíèõ ðîçäiëàõ. Òàêîæ ó âèïàäêó Fk = k äîâåäåíî, ùî çàäà÷à êëàñèôi-

êàöi¨ ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê ó âèãëÿäi ïðÿìî¨ ñóìè ñêàëÿðíèõ êâàíòîâèõ

îñöèëÿòîðiâ çi çñóâîì.



36

ÐÎÇÄIË 4

Ìàòðè÷íi ñóïåðïîòåíöiàëè âèãëÿäó

Wk = kQ + P + 1
k
R, äå Q ïðîïîðöiéíà

îäèíè÷íié ìàòðèöi

Ó äàíîìó ðîçäiëi äèñåðòàöi¨ ïîñòàâëåíó çàäà÷ó êëàñèôiêàöi¨ áóäå ðîçâ'ÿ-

çàíî â êëàñi ñóïåðïîòåíöiàëiâ âèãëÿäó

Wk = kQ+ P +
1

k
R, (4.1)

äåQ ïðîïîðöiéíà îäèíè÷íié ìàòðèöi, à ìàòðèöi P òà R íå ¹ ñïåöiàëüíèìè

(òîáòî íå ðiâíi íóëþ òà íå ïðîïîðöiéíi äî îäèíè÷íî¨ ìàòðèöi).

Ó ïiäðîçäiëi 4.1 ïðîâåäåíî ïîïåðåäíié àíàëiç ñèñòåìè âèçíà÷àëüíèõ

ðiâíÿíü, çàäà÷ó êëàñèôiêàöi¨ çâåäåíî äî àëãåáðà¨÷íî¨ ìàòðè÷íî¨ ïðîáëå-

ìè òà ðîçâ'ÿçêó çâè÷àéíîãî äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ ïåðøîãî ïîðÿä-

êó. Ó ïiäðîçäiëi 4.2 çíàéäåíî óìîâè çâiäíîñòi äëÿ ñóïåðïîòåíöiàëiâ âè-

ãëÿäó (4.1) òà äîâåäåíî, ùî áóäü ÿêèé ñóïåðïîòåíöiàë âèãëÿäó (4.1) òà

ðîçìiðíîñòi n > 2 ìîæå áóòè ïðåäñòàâëåíèé ó âèãëÿäi ïðÿìî¨ ñóìè îäíî-

âèìiðíèõ òà äâîâèìiðíèõ ñóïåðïîòåíöiàëiâ. Ïiäðîçäië 4.3 ¹ êëþ÷îâèì,

ó íüîìó ïðåäñòàâëåíî ñïèñîê äâîâèìiðíèõ ñóïåðïîòåíöiàëiâ òà âiäïîâiä-

íèõ äî íèõ ôîðì-iíâàðiàíòíèõ ïîòåíöiàëiâ. Ó ïiäðîçäiëi 4.4 îáãîâîðåíî

ôåíîìåí äóàëüíà ôîðì-iíâàðiàíòíîñòi, ñåðåä ñïèñêó ïðåäñòàâëåíîãî â

ïiäðîçäiëi 4.3 çíàéäåíî ïîòåíöiàëè, ÿêi ¹ äóàëüíî ôîðì-iíâàðiàíòíèìè.

Ïðîáëåìà içîñïåêòðàëüíîñòi çi ñêàëÿðíèìè ïîòåíöiàëàìè îáãîâîðåíà ó

ïiäðîçäiëi 4.5. Â öüîìó æ ïiäðîçäiëi çíàéäåíî âiäíîøåííÿ içîñïåêòðàëü-

íîñòi äëÿ íàøèõ ïîòåíöiàëiâ òà ñïåöiàëüíi çíà÷åííÿ ïàðàìåòðiâ, çà ÿêèõ

öi âiäíîøåííÿ ¹ âiðíèìè.
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4.1. Ïîïåðåäíié àíàëiç ñèñòåìè âèçíà÷àëüíèõ

ðiâíÿíü

Â öüîìó ïiäðîçäiëi ìè ïðîàíàëiçó¹ìî òà ñïðîñòèìî ñèñòåìó âèçíà÷àëüíèõ

ðiâíÿíü. ßê áóëî çàçíà÷åíî ìè áóäåìî ðîçãëÿäàòè âèïàäîê, êîëè ìàòðèöÿ

Q ïðîïîðöiéíî äî îäèíè÷íî¨ ìàòðèöi. Ïîçíà÷èìî

Q = qI, (4.2)

äå q � äiéñíà ôóíêöiÿ, ùî çàëåæèòü âiä x. Â öèõ ïîçíà÷åííÿõ ñèñòåìà

âèçíà÷àëüíèõ ðiâíÿíü (3.26)�(3.31) ìàòèìå âèãëÿä

q′ = q2 + ν, (4.3)

P ′ = qP + µ, (4.4)

{P,R}+ κ = 0, (4.5)

R′ = 0, (4.6)

R2 = ω2, (4.7)

δk = 2µ+ (2k + 1)ν − κ
k(k + 1)

+
(2k + 1)ω2

k2(k + 1)2
, (4.8)

ßê âæå áóëî çàçíà÷åíî â ïiäðîçäiëi (3.4), ç ðiâíÿíü (4.6) òà (4.7) ìà¹ìî,

ùî ìàòðèöÿ R ¹ êîíñòàíòíîþ ìàòðèöåþ, êâàäðàò ÿêî¨ ðiâíèé îäèíè÷íié

ìàòðèöi.

Â öüîìó ðîçäiëi íàì áóäå çðó÷íî ñïðîñòèòè âèãëÿä ìàòðèöi çà äîïî-

ìîãîþ ïåðåòâîðåíü åêâiâàëåíòíîñòi (3.13). Âiäìiòèìî, ùî ïðè òàêèõ ïå-

ðåòâîðåííÿõ âëàñòèâîñòi ìàòðèöi R íå çìiíÿòüñÿ. Òàêèì ÷èíîì, âèêîðè-

ñòîâóþ÷è âëàñòèâîñòi óíiòàðíèõ ìàòðèöü, ìàòðèöþ R ìîæíà ïîäàòè ó

âèãëÿäi

R = ω

(
Im×m 0m×s

0s×m −Is×s

)
, m+ s = n, (4.9)

äå I òà 0 � îäèíè÷íà òà íóëüîâà ìàòðèöi, âiäïîâiäíî, ðîçìiðíiñòü ÿêèõ

âêàçàíà çà äîïîìîãîþ iíäåêñiâ. Íå îáìåæóþ÷è çàãàëüíîñòi ìîæíà ââà-

æàòè m ≤ s ïðè íåîáõiäíîñòi çìiíèâøè çíàê ω.



38

Çàôiêñóâàâøè òàêèì ÷èíîì ìàòðèöþ R ç ðiâíÿííÿ (4.5), îòðèìà¹ìî,

ùî ìàòðèöþ P ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi

P = P̃ − κ
2ω2

R, (4.10)

äå P̃ � ìàòðèöÿ, ùî àíòèêîìóòó¹ ç ìàòðèöåþ R. Âîíà ìà¹ âèãëÿä

P̃ =

(
0m×m Mm×s

M †
s×m 0s×s

)
, (4.11)

äå Mm×s � äîâiëüíà ìàòðèöÿ ðîçìiðíîñòi m× s, ùî çàëåæèòü âiä x.

Ïiäñòàâëÿþ÷è (4.9)�(4.11) â âèçíà÷àëüíå ðiâíÿííÿ (4.4) îòðèìà¹ìî íà-

ñòóïíi ðiâíÿííÿ

P̃ ′ = qP̃ , (4.12)

µ− κq
2ω2

R = 0. (4.13)

Ç ðiâíÿííÿ (4.13) îäðàçó îòðèìà¹ìî, ùî µ = 0.

Ïðèïóñòèìî, ùî q = 0, à îòæå i Q = 0, òîäi ç ðiâíÿííÿ (4.12) îòðèìà-

¹ìî, ùî P̃ ïîâèííà áóòè êîíñòàíòíîþ ìàòðèöåþ. Àëå ó öüîìó âèïàäêó

óâåñü ñóïåðïîòåíöiàë Wk � ¹ êîíñòàíòíîþ ìàòðèöåþ, à îòæå ç âëàñòè-

âîñòåé óíiòàðíèõ ïåðåòâîðåíü, ïðåäñòàâëåíèõ â ïiäðîçäiëi 2.6, âèïëèâà¹,

ùî âií ìîæå áóòè äiàãîíàëiçîâàíèì çà äîïîìîãîþ ïåðåòâîðåíü åêâiâàëåí-

òíîñòi (3.13), à òîìó ¹ çâiäíèì.

Íàäàëi áóäåìî ðîçãëÿäàòè q 6= 0, òîäi ç ðiâíÿííÿ (4.13) îòðèìà¹ìî, ùî i

κ = 0. Ìàòðè÷íå ðiâíÿííÿ (4.12) ¹ ñèñòåìîþ íåçàëåæíèõ ëiíiéíèõ äèôå-

ðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ïåðøîãî ïîðÿäêó, à òîìó ìîæå áóòè ïðîiíòåãðîâàíå

ïîåëåìåíòíî. Â ðåçóëüòàòi ñèñòåìà âèçíà÷àëüíèõ ðiâíÿíü (4.3)�(4.8) íà-

áóâà¹ âèãëÿäó

q′ = q2 + ν, (4.14)

P = exp

(∫
qdx

)
P̃ , (4.15)

{P̃ , R} = 0, R2 = ω2, (4.16)
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δk = (2k + 1)ν +
(2k + 1)ω2

k2(k + 1)2
, (4.17)

äå ìàòðèöi P̃ òà R ¹ êîíñòàíòíèìè ìàòðèöÿìè.

Òàêèì ÷èíîì ìè çâåëè çàäà÷ó êëàñèôiêàöi¨ ìàòðè÷íèõ ôîðì-

iíâàðiàíòíèõ ñóïåðïîòåíöiàëiâ (4.1) äî ðîçâ'ÿçêó çâè÷àéíîãî äèôåðåí-

öiàëüíîãî ðiâíÿííÿ ïåðøîãî ïîðÿäêó (4.14) äëÿ ôóíêöi¨ q i àëãåáðà¨÷íî¨

ïðîáëåìè (4.16) äëÿ åðìiòîâèõ êîíñòàíòíèõ ìàòðèöü P̃ òà R.

4.2. Óìîâè çâiäíîñòi ñóïåðïîòåíöiàëó

Ó öüîìó ïiäðîçäiëi áóäå äîâåäåíî íàñòóïíó òåîðåìó.

Òåîðåìà 4.1. Åðìiòîâi ìàòðèöi P̃ òà R ðîçìiðíîñòi n × n, ÿêi çà-

äîâîëüíÿþòü óìîâó (4.16), ìîæóòü áóòè îäíî÷àñíî çâåäåíi äî áëî÷íî-

äiàãîíàëüíîãî âèãëÿäó. Áiëüø òîãî, íåçâiäíi ìàòðèöi, ùî çàäîâîëüíÿ-

þòü óìîâó (4.16), ¹ ìàòðèöÿìè Ïàóëi ðîçìiðíîñòi 2 × 2 ïîìíîæåíè-

ìè íà êîíñòàíòó òà ìàòðèöÿìè ðîçìiðíîñòi 1 × 1 (ñêàëÿðàìè), ùî

çàäîâîëüíÿþòü óìîâó P̃R = 0.

Äî îòðèìàíèõ â ïiäðîçäiëi 4.1 ôîðìóë (4.9) òà (4.11) çàñòîñó¹ìî ïåðå-

òâîðåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi

P̃ → P̂ = UP̃U †, R → R̂ = URU †, (4.18)

äå U � òàêà óíiòàðíà ìàòðèöÿ:

U =

(
Um×m 0m×s

0s×m Vs×s

)
, (4.19)

äå ÿê i ðàíiøå 0 � íóëüîâà ìàòðèöÿ, à U òà V � óíiòàðíi ìàòðèöi, ðîç-

ìiðíîñòi ÿêèõ âêàçàíi â iíäåêñàõ.

Òàêèì ÷èíîì ìè îòðèìà¹ìî

P̂ =

(
0m×m M̂m×s

M̂ †
s×m 0s×s

)
, R̂ = R, (4.20)
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äå ìàòðèöÿ M̂ ìà¹ âèãëÿä

M̂ = Um×mMm×sV†
s×s. (4.21)

ßê áóëî çàçíà÷åíî â ïiäðîçäiëi 2.6 ìàòðèöi U òà V ìîæíà ïiäiáðàòè

òàêèì ÷èíîì, ùî M̂ áóäå äiàãîíàëüíîþ ìàòðèöåþ, òîáòî

M̂m×s =
(
M̃m×m 0m×(s−m)

)
, (4.22)

äå ìàòðèöÿ M̃ � äiéñíà äiàãîíàëüíà ìàòðèöÿ

M̃m×m = diag{µ1, µ2, . . . , µm}, µi ∈ R. (4.23)

Íå âòðà÷àþ÷è çàãàëüíîñòi ìîæíà ââàæàòè, ùî iñíó¹ r íåíóëüîâèõ ïàðà-

ìåòðiâ µ1, µ2, . . . , µr, äå 0 ≤ r ≤ m � ðàíã ìàòðèöi M .

Òàêèì ÷èíîì ôîðìóëà (4.21) áóäå ñèíãóëÿðíèì ðîçêëàäîì (2.1) ìà-

òðèöi M .

Àëå íàáið ìàòðèöü R òà P̃ , çàäàíèõ ôîðìóëàìè (4.9) òà (4.20), (4.22),

(4.23) ¹ ïîâíiñòþ çâiäíèì, îñêiëüêè çà äîïîìîãîþ âiäïîâiäíî¨ ïåðåñòàíîâ-

êè ñòîâï÷èêiâ òà ðÿäêiâ ìàòðèöi P̃ òà R ìîæóòü áóòè ïîäàíi ó âèãëÿäi

ïðÿìî¨ ñóìè r ìàòðèöü ðîçìiðíîñòi 2× 2

P̃2×2 =

(
0 µ

µ 0

)
≡ µσ1, R2×2 =

(
ω 0

0 −ω

)
≡ ωσ3, (4.24)

äå µ ïðèéìà¹ çíà÷åííÿ µ1, µ2, . . . , µr, òà n−2r ìàòðèöü ðîçìiðíîñòi 1×1

P̃1×1 = 0, R1×1 = ω, ó êiëüêîñòi max(m− r, 0) (4.25)

P̃1×1 = 0, R1×1 = −ω, ó êiëüêîñòi max(s− r, 0) (4.26)

ùî âiäïîâiäàþòü íóëüîâèì çíà÷åííÿì µ.

Íàâåäåìî àëãîðèòì äëÿ çíàõîæäåíÿ ÿâíîãî âèãëÿäó ïåðåòâîðåííÿ, ùî

çâîäèòü íàáið ìàòðèöü P̃ òà R äî áëî÷íî-äiàãîíàëüíîãî âèãëÿäó (4.24).

Íàãàäà¹ìî, ùî åëåìåíòàðíå ïåðåòâîðåííÿ, ùî ïåðåñòàâëÿ¹ ðÿäêè òà
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ñòîâïöi ç íîìåðàìè i òà j âiäïîâiäà¹ ìíîæåííþ ç îáîõ áîêiâ íà ìàòðèöþ

Ei,j =



i j

I
... ...

i · · · 0 · · · 1 · · ·
... I

...

j · · · 1 · · · 0 · · ·
... ... I

. (4.27)

Ìàòðèöÿ Ei,j ¹ óíiòàðíîþ òà åðìiòîâîþ, à òîìó ïåðåñòàíîâêà ðÿäêiâ òà

ñòîâïöiâ ç íîìåðàìè i òà j ¹ ïåðåòâîðåííÿì åêâiâàëåíòíîñòi (3.13).

Òàêèì ÷èíîì, ùîá çâåñòè íàáið ìàòðèöü P òà R äî áëî÷íî-

äiàãîíàëüíîãî âèãëÿäó (4.24), ïîòðiáíî:

• Ðîçãëÿíóòè ïåðøèé äiàãîíàëüíèé åëåìåíò ìàòðèöi R òà çíàéòè âiä-

ïîâiäíèé äî íüîãî íåíóëüîâèé åëåìåíò ïiä äiàãîíàëëþ ìàòðèöi P

(íåõàé, ÿêùî âií ïðèñóòíié, âií çíàéäåòüñÿ â ðÿäêó ç íîìåðîì j).

ßêùî òàêîãî åëåìåíòà íå çíàéøëîñü, òî äàíà ÷àñòèíà ìàòðèöü P

òà R âæå äiàãîíàëiçîâàíà, ïîâòîðèòè àëãîðèòì äëÿ ïiäìàòðèöü áåç

ïåðøîãî ðÿäêà òà ñòîâï÷èêà.

• ßêùî äiàãîíàëüíèé åëåìåíò äîðiâíþ¹ −ω, ïåðåñòàâèòè ïåðøèé ðÿ-

äîê òà ñòîâï÷èê ç j-òèì ðÿäêîì òà ñòîâï÷èêîì òà ïîâòîðèòè àëãî-

ðèòì.

• ßêùî äiàãîíàëüíèé åëåìåíò äîðiâíþ¹ ω òà j 6= 2, ïåðåñòàâèòè äðó-

ãèé ðÿäîê òà ñòîâï÷èê ç j-òèì ðÿäêîì òà ñòîâï÷èêîì òà ïîâòîðèòè

àëãîðèòì.

• ßêùî äiàãîíàëüíèé åëåìåíò äîðiâíþ¹ ω òà j = 2, äàíà ÷àñòèíà ìà-

òðèöü P òà R âæå äiàãîíàëiçîâàíà, ïîâòîðèòè àëãîðèòì äëÿ ïiäìà-

òðèöü áåç ïåðøèõ äâîõ ðÿäêiâ òà ñòîâï÷èêiâ.

Ïiñëÿ íàâåäåíî¨ ïðîöåäóðè íàáið ìàòðèöü P òà R áóäå ïðèâåäåíèì äî

áëî÷íî-äiàãîíàëüíîãî âèãëÿäó (4.24), äiàãîíàëiçóþ÷å óíiòàðíå ïåðåòâî-
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ðåííÿ áóäå äîáóòêîì âiäïîâiäíèõ åëåìåíòàðíèõ ïåðåòâîðåíü çàïèñàíèõ â

îáåðíåíîìó ïîðÿäêó. Òåîðåìó äîâåäåíî.

Îòæå ùîá îïèñàòè âñi íåçâiäíi ìàòðè÷íi ïîòåíöiàëè âèãëÿäó (4.1) äî-

ñòàòíüî îáìåæèòèñü ìàòðèöÿìè ðîçìiðíîñòi 1× 1 òà 2× 2.

4.3. Ñóïåðïîòåíöiàëè òà ôîðì-iíâàðiàíòíi

ïîòåíöiàëè

Ç òî÷íiñòþ äî ïåðåòâîðåíü åêâiâàëåíòíîñòi ¹ âñüîãî òðè âèïàäêè íåçâi-

äíèõ ìàòðèöü P òà R, çàäàíi ôîðìóëàìè (4.24)�(4.26).

Ðiâíÿííÿ ùî çàëèøèëîñü (4.14) ëåãêî iíòåãðó¹òüñÿ, òîìó âñi íååêâiâà-

ëåíòíi íåçâiäíi ñóïåðïîòåíöiàëè âèãëÿäó (4.1) ìîæóòü áóòè çíàéäåíi â

ÿâíîìó âèãëÿäi.

Óñüîãî iñíó¹ øiñòü ðiçíèõ äiéñíèõ ðîçâ'çêiâ ðiâíÿííÿ (4.14)

q = 0, ν = 0, (4.28)

i íåòðèâiàëüíi

q = −1

x
, ν = 0, (4.29)

q = λ tanλx, ν = λ2 > 0, (4.30)

q = −λ tanhλx, ν = −λ2 < 0, (4.31)

q = −λ cothλx, ν = −λ2 < 0, (4.32)

q = ±λ, ν = −λ2 < 0, (4.33)

ùî âèçíà÷åíi ç òî÷íiñòþ äî çñóâó íåçàëåæíî¨ çìiííî¨ x → x+ γ, äå γ �

êîíñòàíòà iíòåãðóâàííÿ. ßê áóëî çàçíà÷åíî â ïiäðîçäiëi 4.1 òðèâiàëüíèé

ðîçâ'ÿçîê (4.28) ïðèâîäèòü äî êîíñòàíòíîãî ñóïåðïîòåíöiàëó, òîìó éîãî

ìè ðîçãëÿäàòè íå áóäåìî.

Âiäïîâiäíi ìàòðèöi P òà R ìîæóòü áóòè ëåãêî çíàéäåíi çà ôîðìóëà-

ìè (4.15), (4.24)�(4.26). Ïðîïóñêàþ÷è ïiäðàõóíêè îäðàçó ïåðåéäåìî äî

ñïèñêó âiäïîâiäíèõ ìàòðè÷íèõ ñóïåðïîòåíöiàëiâ.
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Âiäìiòèìî, ùî ôîðìóëè (4.25) òà (4.26) âiäíîâëÿòü ÷àñòèíó ñïèñêà ñêà-

ëÿðíèõ ïîòåíöiàëiâ ïðåäñòàâëåíèõ â ïiäðîçäiëi 2.4, à ñàìå ñóïåðïîòåíöi-

àëè (2.21)�(2.24).

Âèêîðèñòîâóþ÷è ôîðìóëó (4.24), ìè çíàéäåìî ñïèñîê íåçâiäíèõ äâî-

âèìiðíèõ ìàòðè÷íèõ ñóïåðïîòåíöiàëiâ ïðåäñòàâëåíèõ ôîðìóëîþ (4.1), à

ñàìå

Wk =
(
(2µ+ 1)σ3 − 2k − 1

) 1

2x
+

ω

2k + 1
σ1, µ > −1

2
, (4.34)

Wk = λ
(
k tanλx+ µ secλxσ3 +

ω

k
σ1
)
, µ > 0, (4.35)

Wk = λ
(
−k tanhλx+ µ sechλxσ1 − ω

k
σ3
)
, µ > 0, (4.36)

Wk = λ
(
−k cothλx+ µ cschλxσ3 − ω

k
σ1
)
, µ < 0, (4.37)

Wk = λ
(
−k + exp(−λx)σ1 − ω

k
σ3
)
. (4.38)

Óñi ñóïåðïîòåíöiàëè âèçíà÷åíi ç òî÷íiñòþ äî çñóâó íåçàëåæíî¨ çìiííî¨

x→ x+ γ òà ïåðåòâîðåíü åêâiâàëåíòíîñòi, çîêðåìà U1 = σ1, U2 =
1√
2
(1±

iσ2) i U3 = σ3. Öi ïåðåòâîðåííÿ çìiíþþòü çíàêè µ (µ + 1/2 â (4.34)) òà

ω, òîìó íå âòðà÷àþ÷è çàãàëüíîñòi ìîæíà ââàæàòè, ùî µ îáìåæåíå ÿê ó

ôîðìóëàõ âèùå, à ω > 0 (íóëüîâi çíà÷åííÿ ïàðàìåòðiâ ìè âèêëþ÷à¹ìî, áî

â öüîìó âèïàäêó ñóïåðïîòåíöiàëè ñòàþòü öiëêîì çâiäíèìè). Äîäàòêîâî,

äëÿ çðó÷íîñòi, ó ñóïåðïîòåíöiàëi (4.34) çðîáëåíî çàìiíó k → 2k + 1.

Îòæå ñïðàâåäëèâà íàñòóïíà òåîðåìà.

Òåîðåìà 4.2. Íåõàé ñóïåðïîòåíöiàë ìà¹ âèãëÿä (4.1), òîäi ñïèñîê óñiõ

íåçâiäíèõ äâîâèìiðíèõ ñóïåðïîòåíöiàëiâ äàíîãî âèãëÿäó ç òî÷íiñòþ äî

ïåðåòâîðåíü åêâiâàëåíòíîñòi ïðåäñòàâëåíèé ôîðìóëàìè (4.34�4.38).

Âiäìiòèìî, ùî ÿêùî µ = 0 i ω = 1, òî ñóïåðïîòåíöiàë (4.34) ñïiâïàäà¹ ç

äîáðå âiäîìèì ñóïåðïîòåíöiàëîì (2.27) äëÿ çàäà÷i Ïðîíüêî�Ñòðîãàíîâà,

ÿêà îïèñàíà â ïiäðîçäiëi 2.5. Äëÿ µ 6= 0 ñóïåðïîòåíöiàë (4.34) ¹ íîâèì

i éîãî íå ìîæíà çâåñòè äî (2.27). Iíøi çíàéäåíi ñóïåðïîòåíöiàëè òàêîæ

¹ íîâèìè i äàþòü çìîãó ñôîðìóëþâàòè íîâi òî÷íî ðîçâ'ÿçíi çàäà÷i äëÿ

ðiâíÿííÿ Øðüîäiíãåðà ç ìàòðè÷íèì ïîòåíöiàëîì.
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Âiäïîâiäíi ïîòåíöiàëè Vk ìîæóòü áóòè çíàéäåíi ç (4.34)�(4.37) âèêî-

ðèñòîâóþ÷è ôîðìóëó (3.24). Â ðåçóëüòàòi îòðèìà¹ìî íàñòóïíèé ñïèñîê

ïîòåíöiàëiâ

Vk =
(
µ(µ+ 1) + k2 − k(2µ+ 1)σ3

) 1

x2
− ω

x
σ1, (4.39)

Vk = λ2
(
(k(k − 1) + µ2) sec2 λx+ 2ω tanλxσ1

+µ(2k − 1) secλx tanλxσ3
)
,

(4.40)

Vk = λ2
(
(µ2 − k(k − 1)) sech2 λx+ 2ω tanhλxσ3

−µ(2k − 1) sechλx tanhλxσ1
)
.

(4.41)

Vk = λ2
(
(k(k − 1) + µ2) csch2 λx+ 2ω cothλxσ1

+µ(1− 2k) cothλx cschλxσ3
)
,

(4.42)

Vk = λ2
(
exp(−2λx)− (2k − 1) exp(−λx)σ1 + 2ωσ3

)
, (4.43)

Ïîòåíöiàëè (4.39), (4.40), (4.41), (4.42) òà (4.43) çãåíåðîâàíi ñóïåðïîòåí-

öiàëàìè (4.34), (4.35), (4.36), (4.37) òà (4.38) âiäïîâiäíî. Êîíñòàíòè ck ç

ôîðìóëè (3.12) âèçíà÷àþòüñÿ òàê

ck = − ω2

(2k + 1)2
(4.44)

äëÿ ïîòåíöiàëó (4.39),

ck = −λ2
(
ω2

k2
+ k2

)
(4.45)

äëÿ ïîòåíöiàëiâ (4.41), (4.42), (4.43) i

ck = −λ2
(
ω2

k2
− k2

)
(4.46)

äëÿ ïîòåíöiàëó (4.40).

Óñi âèùåçãàäàíi ïîòåíöiàëè ¹ ôîðì-iíâàðiàíòíèìè i ïðèâîäÿòü äî íî-

âèõ òî÷íî ðîçâ'ÿçíèõ çàäà÷ äëÿ ñèñòåì äâîõ çà÷åïëåíèõ ðiâíÿíü Øðüî-

äiíãåðà, òîáòî äî ñèñòåì òèïó Øðüîäiíãåðà�Ïàóëi.



45

4.4. Äóàëüíà ôîðì-iíâàðiàíòíiñòü

Ùîá çíàéòè ïîòåíöiàëè (4.39)�(4.43), ìè âèìàãà¹ìî, ùîá âîíè áóëè

ôîðì-iíâàðiàíòíèìè âiäíîñíî çñóâó çà ïàðàìåòðîì k. Óìîâà ôîðì-

iíâàðiàíòíîñòi ðàçîì ç ïðèïóùåííÿì ïðî çàãàëüíó ôîðìó (4.1) âiäïîâiä-

íîãî ñóïåðïîòåíöiàëó äàþòü çìîãó âèçíà÷èòè öi ïîòåíöiàëè ç òî÷íiñòþ

äî äîâiëüíèõ ïàðàìåòðiâ λ, ω, k i µ.

Ïî÷èíàþ÷è ç ñóïåðïîòåíöiàëiâ (4.34)�(4.38), ìè ìîæåìî çíàéòè âiäïî-

âiäíi ïîåíöiàëè (4.39)�(4.43) ¹äèíèì ÷èíîì çà ôîðìóëîþ (3.12).

Äàâàéòå òåïåð ðîçãëÿíåìî îáåðíåíó ïðîáëåìó: çíàéòè óñi ñóïåðïîòåí-

öiàëè, ùî âiäïîâiäàþòü äàíèì ïîòåíöiàëàì, ÿêi ó äàíîìó âèïàäêó çàäà-

þòüñÿ ôîðìóëàìè (4.39)�(4.43). Ïðè öüîìó áóäåìî âèìàãàòè, ùîá óìîâà

ôîðì-iíâàðiàíòíîñòi (2.9) çàëåæàëà âiä îäíîãî, ìîæëèâî âæå iíøîãî, ïà-

ðàìåòðà. Ïðîáëåìè òàêîãî ðîäó ¹ äóæå öiêàâèìè, îñêiëüêè ¨õ ðîçâ'ÿçêè

ìîæóòü áóòè âèêîðèñòàíi äëÿ ïîáóäîâè ñåði¨ içîñïåêòðàëüíèõ ãàìiëüòî-

íiàíiâ.

Îñêiëüêè ìè âèìàãà¹ìî íåçìiííîñòi âèãëÿäó óìîâè ôîðì-iíâàðiàíòíîñòi

(2.9), òî äàíà ïðîáëåìà âèðiøó¹òüñÿ ó òåðìiíàõ iíâàðiàíòíîñòi ïîòåíöià-

ëiâ (4.39)�(4.43) âiäíîñíî çàìiíè ïàðàìåòðiâ λ, ω, k òà µ.

Ùîá çíàéòè âèùåçãàäàíi äîäàòêîâi ñóïåðïîòåíöiàëè, ìè ââåäåìî íîâi

ïàðàìåòðè µ̃, k̃, ω̃, λ̃, ÿêi çàëåæàòü âiä ñòàðèõ ïàðàìåòðiâ, i áóäåìî âèìàãà-

òè ùîá âîíè íå çìiíþâàëè ïîòåíöiàëè (4.39)�(4.43). Çáèðàþ÷è êîåôiöi¹í-

òè áiëÿ ëiíiéíî íåçàëåæíèõ ôóíêöié i ðîçâ'ÿçóþ÷è ðiâíÿííÿ, îòðèìà¹ìî,

ùî ω̃ = ω, λ̃ = λ i

µ̃ = −µ, k̃ = 1− k (4.47)

äëÿ ïîòåíöiàëiâ (4.40)�(4.42),

µ̃ = ±1

2
(2k − 1), k̃ =

1

2
± µ (4.48)

äëÿ ïîòåíöiàëiâ (4.39), (4.40), (4.42),

µ̃ = 1− µ, k̃ = −k (4.49)
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äëÿ ïîòåíöiàëó (4.39) i

µ̃ = ∓1

2
i(2k − 1), k̃ =

1

2
± iµ (4.50)

äëÿ ïîòåíöiàëó (4.41).

Ïåðåòâîðåííÿ (4.47) òà (4.49) âiäïîâiäàþòü êîâçíîìó âiääçåðêàëåííþ

ïàðàìåòðiâ k òà µ, ïðè öüîìó k → k + 1 ïåðåòâîðþ¹òüñÿ íà k̃ → k̃ − 1.

Ïåðåòâîðåííÿ (4.50) ¹ êîìïëåêñíèì, à òîìó, îñêiëüêè ïàðàìåòð k ìà¹

áóòè äiéñíèì, ïiäõîäèòü ëèøå äëÿ ÷èñòî óÿâíèõ çíà÷åíü ïàðàìåòðà µ =

iµ̂ i ¹ àíàëîãi÷íèì äî ïåðåòâîðåííÿ (4.48) äëÿ äiéñíèõ ïàðàìåòðiâ k òà µ̂.

Íàéáiëüø öiêàâèì ¹ ïåðåòâîðåííÿ (4.48), òîìó ùî ðàçîì ç ôîðì-

iíâàðiàíòíiñòþ âiäíîñíî çñóâó ïàðàìåòðà k ïîòåíöiàëè (4.39), (4.40) i

(4.42) òàêîæ ìàþòü áóòè ôîðì-iíâàðiàíòíèìè âiäíîñíî çñóâó áóâ ïàðà-

ìåòðà µ. Òàêèì ÷èíîì k → k + 1 ïåðåòâîðèòüñÿ íà µ̃ → µ̃ ± 1. Ìè

ìîæåìî âèìàãàòè ùîá çíàê çñóâó áóâ äîäàòíiì, òîáòî µ → µ + 1, òîìó

ùî âiä'¹ìíèé çíàê ìîæíà îòðèìàòè çà äîïîìîãîþ ïåðåòâîðåíü (4.47) òà

(4.49).

Òàêèì ÷èíîì ñïðàâåäëèâå íàñòóïíå òâåðäæåííÿ.

Òâåðäæåííÿ 4.1. Íåõàé ïîòåíöiàë Vk ¹ ôîðì-iíâàðiàíòíèì, à âiäïî-

âiäíèé ñóïåðïîòåíöiàë çàäà¹òüñÿ îäíiþ ç ôîðìóë (4.34), (4.35) i (4.37).

Òîäi öåé ñóïåðïîòåíöiàë ìîæíà îòðèìàòè òàêîæ ç ñóïåðïîòåíöiàëó,

îòðèìàíîãî ç âèõiäíîãî çà äîïîìîãîþ çàìiíè

µ→ µ̃ =
1

2
(2k − 1), k → k̃ =

1

2
+ µ. (4.51)

Îòæå ìè ìîæåìî ïðåäñòàâèòè ïîòåíöiàëè (4.39), (4.40) i (4.42) â íà-

ñòóïíîìó âèãëÿäi

Vµ = W 2
µ −W ′

µ + cµ, (4.52)

äå Vµ = Vk, i

Wµ =
kσ3 − µ− 1

x
+

ω

2(µ+ 1)
σ1, cµ = − ω2

4(µ+ 1)2
(4.53)
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äëÿ ïîòåíöiàëó Vk çàäàíîãî ôîðìóëîþ (4.39),

Wµ =
λ

2

(
(2µ+ 1) tanλx+ (2k − 1) secλxσ3 +

4ω

2µ+ 1
σ1
)

(4.54)

äëÿ ïîòåíöiàëó (4.35), i

Wµ =
λ

2

(
−(2µ+ 1) cothλx+ (2k − 1) cschλxσ3 − 4ω

2µ+ 1
σ1
)

(4.55)

äëÿ ïîòåíöiàëó (4.37). Âiäïîâiäíi êîíñòàíòè cµ çàäàþòüñÿ ôîðìóëîþ

cµ = −λ2
(

4ω2

(2µ+ 1)2
± 1

4
(2µ+ 1)2

)
, (4.56)

äå çíàêè "+"àáî "−"âiäïîâiäàþòü ñóïåðïîòåíöiàëàì (4.55) i (4.54).

Íàãîëîñèìî, ùî ñóïåðïàðòíåðè ãàìiëüòîíiàíiâ, ïîáóäîâàíèõ çà äîïî-

ìîãîþ ñóïåðïîòåíöiàëiâ Wµ,

H+
µ = − ∂2

∂x2
+W 2

µ +W ′
µ + cµ, (4.57)

çàäîâîëüíÿþòü óìîâó ôîðì-iíâàðiàíòíîñòi, îñêiëüêè

H+
µ = Hµ+1. (4.58)

Òàêèì ÷èíîì ïîòåíöiàëè (4.39), (4.40) i (4.42) äîïóñêàþòü äóàëüíó ñó-

ïåðñèìåòðiþ, òîáòî, âîíè ¹ ôîðì-iíâàðiàíòíèìè âiäíîñíî çñóâó äâîõ ïà-

ðàìåòðiâ, à ñàìå k òà µ. Ñóïåðïàðòíåðè ãàìiëüòîíiàíiâ, ùî âiäïîâiäàþòü

öèì ïîòåíöiàëàì, ìîæóòü áóòè îòðèìàíi àáî çñóâîì ïàðàìåòðà k, àáî

çñóâîì ïàðàìåòðà µ, â òîé ÷àñ ÿê îäíî÷àñíèé çñóâ ïàðàìåòðiâ ¹ íåäîïó-

ñòèìèì. Ìè íàçèâà¹ìî öåé ôåíîìåí � äóàëüíî ôîðì-iíâàðiàíòíiñòü.

Âiäìiòèìî, ùî ïîòåíöiàëè (4.41) òà (4.43) íå äîïóñêàþòü äóàëüíó

ôîðì-iíâàðiàíòíîñòi ó âèùåîçíà÷åíîìó ñåíñi. Ïîòåíöiàë (4.43) íå äîïó-

ñêà¹ äèñêðåòíèõ ñèìåòðié ïðè çìiíi ïàðàìåòðiâ, â òîé ÷àñ ÿê ïîòåíöi-

àë (4.36) íå ¹ iíâàðiàíòíèì âiäíîñíî çàìiíè çìiííèõ (4.51). Àëå, ÿê âæå

çàçíà÷àëîñÿ âèùå, ó âèïàäêó, êîëè ïàðàìåòð µ ¹ ÷èñòî óÿâíèì, ïîòåí-

öiàë (4.36) äîïóñêà¹ äèñêðåòíó ñèìåòðiþ (4.51) äëÿ ïàðàìåòðiâ k òà µ̂,
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à òîìó ¹ äóàëüíî ôîðì-iíâàðiàíòíèì. Òàêèì ÷èíîì ìè îòðèìà¹ìî ñóìi-

ñíó ìîäåëü �PT-ñèìåòðè÷íî¨ êâàíòîâî¨ ìåõàíiêè� [60] ç äóàëüíîþ ôîðì-

iíâàðiàíòíiñòþ. Îáãîâîðåííÿ òàêèõ ìîäåëåé ëåæèòü çà ðàìêàìè öi¹¨ äè-

ñåðòàöi¨, ìè ëèøå âiäìiòèìî, ùî äëÿ ω = 0 âiäïîâiäíèé ïîòåíöiàë ðîçïà-

äà¹òüñÿ íà ïðÿìó ñóìó ïîòåíöiàëiâ ðîçãëÿíóòèõ â ðîáîòi [61].

4.5. Äåÿêi ñïåöiàëüíi çíà÷åííÿ ïàðàìåòðiâ òà

içîñïåêòðàëüíiñòü

Äàâàéòå ïîêàæåìî, ùî äëÿ äåÿêèõ çíà÷åíü ïàðàìåòðiâ µ òà k ïîòåíöià-

ëè (4.39)�(4.43) ¹ içîñïåêòðàëüíèìè ç ïðÿìîþ ñóìîþ âiäîìèõ ñêàëÿðíèõ

ïîòåíöiàëiâ.

Ðîçãëÿäàþ÷è ïîòåíöiàë (4.39) i âèêîðèñòîâóþ÷è éîãî äóàëüíó ôîðì-

iíâàðiàíòíiñòü, ñòà¹ ìîæëèâèì ïîêàçàòè, ùî äëÿ íàïiâöiëèõ òà âiä'¹ìíèõ

çíà÷åíü ïàðàìåòðà µ, ïîòåíöiàë Vk ìîæå áóòè ïåðåòâîðåíèé íà ïðÿìó ñó-

ìó ñêàëÿðíèõ ïîòåíöiàëiâ Êóëîíà (2.21). Äiéñíî, âèêîðèñòîâóþ÷è óìîâó

ôîðì-iíâàðiàíòíîñòi (4.58) âiäíîñíî ïàðàìåòðà µ i ñóïåðïîòåíöiàë (4.53),

îòðèìà¹ìî

Hµ+1 = H+
µ = − ∂2

∂x2
+W 2

µ +W ′
µ + cµ =

− ∂2

∂x2
+
(
(µ+ 1)(µ+ 2) + k2 − k(2µ+ 3)σ3

) 1

x2
− ω

x
σ1.

(4.59)

Òîäi, çñóâàþ÷è ïàðàìåòð µ ùå íà îäèíèöþ, îòðèìà¹ìî

Hµ+2 = H+
µ+1 = − ∂2

∂x2
+W 2

µ+1 +W ′
µ+1 + cµ+1 =

− ∂2

∂x2
+
(
(µ+ 2)(µ+ 3) + k2 − k(2µ+ 5)σ3

) 1

x2
− ω

x
σ1.

(4.60)

Ïðîäîâæóþ÷è öåé ïðîöåñ òàêèì ÷èíîì, íà n-òîìó êðîöi ìè îòðèìà¹ìî

Hµ+n = − ∂2

∂x2
+

4k2 − 1

4x2
− ω

x
σ1, (4.61)

äå n = −µ− 1
2 .
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Äiàãîíàëiçóþ÷è ìàòðèöþ σ1 → σ3 çà äîïîìîãîþ ïåðåòâîðåíü åêâiâà-

ëåíòíîñòi (3.13), ìè ïðåäñòàâèìî ïîòåíöiàë (4.61) ó âèãëÿäi ïðÿìî¨ ñóìè

ïîòåíöiàëiâ Êóëîíà, ùî âiäïîâiäàþòü ñóïåðïîòåíöiàëó (2.21), çàïèñàíèõ

â ðàäiàëüíèõ çìiííèõ. Öå îçíà÷à¹, ùî äëÿ âiä'¹ìíèõ íàïiâöiëèõ çíà÷åíü

µ ïîòåíöiàë (4.39) ¹ içîñïåêòðàëüíèì äî ïîòåíöiàëó Êóëîíà.

Àíàëîãi÷íî ìè ìîæåìî ïîêàçàòè, ùî ïîòåíöiàë (4.40) ç âiä'¹ìíèìè íà-

ïiâöiëèìè k àáî âiä'¹ìíèìè öiëèìè µ ¹ içîñïåêòðàëüíèì ç ïîòåíöiàëîì

Vk = λ2
(
l(l − 1) sec2 λx+ 2ω tanλxσ1

)
, l =

1

2
±µ àáî l = k, (4.62)

ÿêèé ¹ åêâiâàëåíòíèì ïðÿìié ñóìi äâîõ ïîòåíöiàëiâ Ðîçåíà�Ìîðçå 1, ùî

âiäïîâiäàþòü ñóïåðïîòåíöiàëó (2.22). Çà òèõ æå óìîâ íà ïàðàìåòðè µ òà

k ïîòåíöiàë (4.42) ¹ içîñïåêòðàëüíèì äî ïîòåíöiàëó âèãëÿäó

Vk = λ2
(
l(l − 1) csch2(λx) + 2ω cothλxσ1

)
, (4.63)

ÿêèé ¹ åêâiâàëåíòíèì äî ïðÿìî¨ ñóìè äâîõ ïîòåíöiàëiâ Åêàðòà, ùî âiäïî-

âiäàþòü ñóïåðïîòåíöiàëó (2.24). Íàðåøòi ïîòåíöiàë (4.36) ¹ içîñïåêòðàëü-

íèì äî ïîòåíöiàëó

Vk = λ2
(
l(l − 1) sech2 λx+ 2ω tanhλxσ3

)
, l =

1

2
±
√
µ2 +

1

2
(4.64)

çà óìîâ, ùî k âiä'¹ìíå íàïiâöiëå ÷èñëî. Ïîòåíöiàë (4.64) ¹ åêâiâàëåíòíèì

ïðÿìié ñóìi äâîõ ïîòåíöiàëiâ Ðîçåíà�Ìîðçå 2, ùî âiäïîâiäàþòü ñóïåð-

ïîòåíöiàëó (2.23).

Òàêèì ÷èíîì äëÿ äåÿêèõ ñïåöiàëüíèõ çíà÷åíü ïàðàìåòðiâ µ òà k ìè

ìîæåìî âñòàíîâèòè içîñïåêòðàëüíi âiäíîøåííÿ ìiæ ìàòðè÷íèìè ïîòåí-

öiàëàìè (4.39)�(4.42) ç äîáðå âiäîìèìè ñêàëÿðíèìè ïîòåíöiàëàìè, ùî

âiäïîâiäàþòü ñóïåðïîòåíöiàëàì (2.21)�(2.24). Öå çàóâàæåííÿ òàêîæ ïiä-

òâåðäæó¹òüñÿ ïðÿìèì ïîðiâíÿííÿì ñïåêòðiâ, ÿêi íàâåäåíî â ðîçäiëi 8,

çi ñïåêòðàìè äëÿ ðiâíÿíü Øðüîäiíãåðà ç ïîòåíöiàëàìè Êóëîíà, Ðîçåíà-

Ìîðçå òà Åêõàðòà ÿêi ìîæíà çíàéòè, íàïðèêëàä, â [14].

Âiäìiòèìî òàêîæ, ùî ïîêëàâøè ω = 0 â ïîòåíöiàëàõ (4.34)�(4.38), ìè

òàêîæ îòðèìà¹ìî ïðÿìó ñóìó äâîõ ôîðì-iíâàðiàíòíèõ ïîòåíöiàëiâ, à ñà-
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ìå òðèâèìiðíîãî îñöèëÿòîðà, Ñêàðôà, óçàãàëüíåíîãî Ïåøëÿ�Òåëëåðà òà

Ìîðçå. Àëå äëÿ íåíóëüîâèõ çíà÷åíü ω òà µ, k, âiäìiííèõ âiä òèõ, ùî áóëè

âèêîðèñòàíi äëÿ îòðèìàííÿ ïîòåíöiàëiâ (4.61)�(4.64), çíàéäåíi ïîòåíöi-

àëè íå ìîæóòü áóòè ïðåäñòàâëåíèìè ó âèãëÿäi ïðÿìî¨ ñóìè ñêàëÿðíèõ

ïîòåíöiàëiâ, âèêîðèñòîâóþ÷è ïîñëiäîâíi ïåðåòâîðåííÿ Äàðáó.

4.6. Âèñíîâêè äî ðîçäiëó 4

Ó ðîçäiëi 4 ðîçãëÿíóòi ñóïåðïîòåíöiàëè âèãëÿäó (4.1) òà çíàéäåíi óñi âiä-

ïîâiäíi ôîðì-iíâàðiàíòíèìè ïîòåíöiàëè. Òàêîæ ó öüîìó ðîçäiëi äîâåäåíî

âàæëèâi ôàêòè ùîäî çâiäíîñòi ìàòðè÷íèõ ñóïåðïîòåíöiàëiâ ðîçãëÿäóâà-

íîãî âèãëÿäó, à ñàìå, äîâåäåíî, ùî ó âèïàäêó n > 2 ñóïåðïîòåíöiàëè

äàíîãî âèãëÿäó ¹ çâiäíèìè òà åêâiâàëåíòíèìè ïðÿìié ñóìi ñêàëÿðíèõ

ñóïåðïîòåíöiàëiâ çi ñïèñêó (2.15)�(2.24) òà ìàòðè÷íèõ ñóïåðïîòåíöiàëiâ

ðîçìiðó 2×2 ïðåäñòàâëåíèõ ôîðìóëàìè (4.34)�(4.38). Ïðåäñòàâëåíî êîí-

ñòðóêòèâíèé ñïîñiá ïîáóäîâè âiäïîâiäíîãî ïåðåòâîðåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi.

Äëÿ ñóïåðïîòåíöiàëiâ (4.34), (4.35) i (4.37) âèÿâëåíî ôåíîìåí äóàëüíî¨

ôîðì-iíâàðiàíòíîñòi. Òàêèì ÷èíîì ïîòåíöiàëè (4.39), (4.40) i (4.42) äîïó-

ñêàþòü äóàëüíó ñóïåðñèìåòðiþ, òîáòî, âîíè ¹ ôîðì-iíâàðiàíòíèìè âiäíî-

ñíî çñóâó äâîõ ïàðàìåòðiâ, à ñàìå k òà µ. Ñóïåðïàðòíåðè ãàìiëüòîíiàíiâ,

ùî âiäïîâiäàþòü öèì ïîòåíöiàëàì, ìîæóòü áóòè îòðèìàíi àáî çñóâîì

ïàðàìåòðà k, àáî çñóâîì ïàðàìåòðà µ, â òîé ÷àñ ÿê îäíî÷àñíèé çñóâ

ïàðàìåòðiâ ¹ íåäîïóñòèìèì. Çíàéäåíi âiäíîøåííÿ içîñïåêòðàëüíîñòi çi

ñêàëÿðíèìè ïîòåíöiàëàìè òà ñïåöiàëüíi çíà÷åííÿ ïàðàìåòðiâ, çà ÿêèõ öi

âiäíîøåííÿ ¹ âiðíèìè.
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ÐÎÇÄIË 5

Ìàòðè÷íi ñóïåðïîòåíöiàëè âèãëÿäó

Wk = kQ + P

Ó äàíîìó ðîçäiëi äèñåðòàöi¨ ïîñòàâëåíó çàäà÷ó êëàñèôiêàöi¨ áóäå ðîçâ'ÿ-

çàíî â êëàñi ñóïåðïîòåíöiàëiâ âèãëÿäó

Wk = kQ+ P, (5.1)

äå ìàòðèöi Q òà P íå ¹ ñïåöiàëüíèìè (òîáòî íå ðiâíi íóëþ òà íå ïðîïîð-

öiéíi äî îäèíè÷íî¨ ìàòðèöi).

Ó ïiäðîçäiëi 5.1 ïðîâåäåíî ïîïåðåäíié àíàëiç ñèñòåìè âèçíà÷àëüíèõ

ðiâíÿíü, çàäà÷ó êëàñèôiêàöi¨ çâåäåíî äî ðîçâ'ÿçêó ñèñòåìè íåçà÷åïëå-

íèõ ìiæ ñîáîþ ðiâíÿíü Ðiêêàòi, ùî ëåãêî iíòåãðóþòüñÿ. Òàêîæ ó öüîìó

ïiäðîçäiëi ïîêàçàíî, ÿê ìîæíà ïîçáóòèñü äåÿêèõ ïàðàìåòðiâ â ñèñòåìi âè-

çíà÷àëüíèõ ðiâíÿíü, ñïðîùåíî òà ïðîiíòåãðîâàíî ðiâíÿííÿ íà íåâiäîìó

ìàòðèöþ P . Ó ïiäðîçäiëi 5.2 çíàéäåíî äîäàòêîâi ïåðåòâîðåííÿ åêâiâàëåí-

òíîñòi, çà äîïîìîãîþ ÿêèõ ìîæíî ñïðîùóâàòè îòðèìàíi ñóïåðïîòåíöiàëè,

ÿêùî âîíè çàäîâîëüíÿþòü äåÿêèì äîäàòêîâèì âèìîãàì. Ïiäðîçäië 5.3 ¹

îñíîâíèì, ó íüîìó ïðåäñòàâëåíî óñi ñóïåðïîòåíöiàëè âèãëÿäó (5.1), ñïè-

ñîê äâîâèìiðíèõ ñóïåðïîòåíöiàëiâ ïðåäñòàâëåíî ó ÿâíîìó âèãëÿäi.

5.1. Ïîïåðåäíié àíàëiç ñèñòåìè âèçíà÷àëüíèõ

ðiâíÿíü

Ó öüîìó ïiäðîçäiëi ìè ïðîàíàëiçó¹ìî ñèñòåìó âèçíà÷àëüíèõ ðiâíÿíü òà

äîâåäåìî íàñòóïíó òåîðåìó.
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Òåîðåìà 5.1. Íåâiäîìó ìàòðèöþ Q, ùî çàäîâîëüíÿ¹ âèçíà÷àëüíi ðiâíÿ-

ííÿ, ìîæíà äiàãîíàëiçóâàòè çà äîïîìîãîþ ïåðåòâîðåíü åêâiâàëåíòíî-

ñòi (3.13).

Â äàíîìó âèïàäêó ìàòðèöÿ R ðiâíà íóëüîâié ìàòðèöi, à òîìó ñèñòåìà

âèçíà÷àëüíèõ ðiâíÿíü ñïðîñòèòüñÿ i áóäå ìàòè âèãëÿä

Q′ = Q2 + ν, (5.2)

P ′ =
1

2
{Q,P} − µ, (5.3)

δk = (2k + 1)ν − 2µ, (5.4)

äå µ òà ν � äîâiëüíi äiéñíi êîíñòàíòè.

Ïî÷íåìî àíàëiçóâàòè ðiâíÿííÿ (5.2) íà íåâiäîìó ìàòðèöþ Q. Ââåäåìî

íîâó çìiííó

M = Q− ϕ, (5.5)

äå ñêàëÿðíà ôóíêöiÿ ϕ âèçíà÷åíà íàñòóïíèì ÷èíîì

ϕ =


λ tan(λx+ γ), ν = λ2 > 0

−λ tanh(λx+ γ), ν = −λ2 < 0

− 1
x+γ , ν = 0

, (5.6)

òà γ ∈ R âèáðàíî òàê, ùî ìàòðèöÿ M íå ¹ ñèíãóëÿðíîþ. Òîäi ðiâíÿííÿ

(5.2) ïåðåòâîðèòüñÿ íà ðiâíÿííÿ

M−1M ′M−1 = I + 2ϕM−1. (5.7)

Âiäìiòèìî, ùî

(M−1)′ = −M−1M ′M−1.

Òîìó, ïîêëàâøè N = M−1, ìè îòðèìà¹ìî íàñòóïíå ëiíiéíå äèôåðåíöi-

àëüíå ðiâíÿííÿ

N ′ = −I − 2ϕN. (5.8)
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Éîãî çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ïðåäñòàâëÿ¹òüñÿ ó âèãëÿäi

N = −ρ(x)I + θ(x)C, (5.9)

äå ρ(x) òà θ(x) äiéñíi ñêàëÿðíi ôóíêöi¨, à C � äîâiëüíà êîíñòàíòíà ìà-

òðèöÿ, ïðè÷îìó

ρ =


1
2λ sin(2(λx+ γ)), ν = λ2 > 0

1
2λ sinh(2(λx+ γ)), ν = −λ2 < 0

x+ γ, ν = 0

,

θ =


cos2(λx+ γ), ν = λ2 > 0

cosh2(λx+ γ), ν = −λ2 < 0

(x+ γ)2, ν = 0

.

(5.10)

Ìàòðèöÿ Q ¹ åðìiòîâîþ,òîìó âèçíà÷åíà íàìè ìàòðèöÿN ¹ òàêîæ ¹ðìi-

òîâîþ. Áiëüø òîãî, ÿêùî óíiòàðíà ìàòðèöÿ U âèáðàíà òàê, ùî UNU † �

äiàãîíàëüíà ìàòðèöÿ, òî UQU † ¹ òàêîæ äiàãîíàëüíîþ ìàòðèöåþ. Îñêiëü-

êè ρ òà θ ¹ ñêàëÿðíèìè ôóíêöiÿìè, òî äiàãîíàëiçóþ÷å ïåðåòâîðåííÿ U íå

çàëåæèòü âiä çìiííî¨ x, à òîìó ¹ ïåðåòâîðåííÿì åêâiâàëåíòíîñòi (3.13).

Îòæå, ìè äîâåëè, ùî ìàòðèöþ Q ìîæíà äiàãîíàëiçóâàòè çàäîïîìîãîþ

ïåðåòâîðåíü åêâiâàëåíòíîñòi (3.13) i ïðåäñòàâèòè ó âèãëÿäi

Q = diag{q1, . . . , qn}. (5.11)

Îñêiëüêè ìè äîâåëè, ùî ìàòðèöÿ Q äiàãîíàëiçó¹òüñÿ, òî ðiâíÿííÿ (5.3)

äëÿ ìàòðèöi P ðîçùåïëþ¹òüñÿ i ìîæå áóòè ðîçâ'ÿçàíå ïîåëåìåíòíî

p′ij =
1

2
(qi + qj)pij − µδij, (5.12)

äå pij � åëåìåíòè ìàòðèöi P , à δij � ñèìâîë Êðîíåêåðà.

Ïîêàæåìî, ùî çà äîïîìîãîþ çñóâó ïàðàìåòðà k → k+β ìîæíà ïðèáðà-

òè äîâiëüíèé ïàðàìåòð µ ó âèïàäêó êîëè ν 6= 0. Íàãîëîñèìî, ùî îñêiëüêè

ñóïåðïîòåíöiàë (5.1) çàëåæèòü âiä ïàðàìåòðà k ëiíiéíî, òî òàêèé çñóâ íå

çìiíþ¹ ôîðìè ñóïåðïîòåíöiàëó, à òîìó ¹ ïåðåòâîðåííÿì åêâiâàëåíòíîñòi.
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Çðîáèìî çàìiíó çàëåæíèõ çìiííèõ

pii → p̃ii = pii + βqi, (5.13)

òîäi ðiâíÿííÿ (5.12) ó âèïàäêó êîëè i = j, ïåðåéäå ó ðiâíÿííÿ

p̃′ii − βq′i = qip̃ii − βq2i − µ. (5.14)

Àëå â ñèëó ðiâíÿííÿ (5.11), âèáðàâøè β = µ
ν ó âèïàäêó, êîëè ν 6= 0

îòðèìà¹ìî ðiâíÿííÿ

p̃′ii = qip̃ii, (5.15)

ùî íå çàëåæèòü âiä µ. Àëå çàìiíà (5.13) ÿê ðàç i ìîæå áóòè îòðèìàíà çà

äîïîìîãîþ çñóâó ïàðàìåòðà k → k + β.

Ðîçâ'ÿçàâøè îäíîðiäíå ðiâíÿííÿ (5.15), ëåãêî îòðèìàòè ðîçâ'ÿçîê íå-

îäíîðiäíîãî ðiâíÿííÿ (5.12) ó âèïàäêó, êîëè i = j òà ν = 0.

Â ðåçóëüòàòi ñèñòåìà âèçíà÷àëüíèõ ðiâíÿíü (5.2)�(5.4) ìàòèìå âèãëÿä

• ßêùî ν = 0,

q′i = q2i , i = 1...n, (5.16)

pii =

(
ϕii − µ

∫
exp

(
−
∫
qidx

)
dx

)
exp

(∫
qidx

)
, (5.17)

pij = ϕij

√
exp

(∫
(qi + qj)dx

)
, i 6= j, (5.18)

δk = (2k + 1)ν − 2µ, (5.19)

• ßêùî ν 6= 0,

q′i = q2i + ν, i = 1...n, (5.20)

pij = ϕij

√
exp

(∫
(qi + qj)dx

)
, (5.21)

δk = (2k + 1)ν, (5.22)
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äå ϕji = ϕij ∈ C � êîíñòàíòè iíòåãðóâàííÿ.

Òàêèì ÷èíîì ìè çâåëè çàäà÷ó êëàñèôiêàöi¨ ìàòðè÷íèõ ôîðì-

iíâàðiàíòíèõ ñóïåðïîòåíöiàëiâ (5.1) äî ðîçâ'ÿçêó ñèñòåìè çâè÷àéíèõ äè-

ôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ïåðøîãî ïîðÿäêó (5.16) òà (5.20) äëÿ ôóíêöié

qi. Öi ñèñòåìè ¹ ñèñòåìàìè íåçà÷åïëåíèõ ìiæ ñîáîþ ðiâíÿíü Ðiêêàòi, ùî

ëåãêî iíòåãðóþòüñÿ.

5.2. Äîäàòêîâi ïåðåòâîðåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi

Ó ïîïåðåäíüîìó ïiäðîçäiëi ìè âæå âèêîðèñòîâóâàëè ïåðåòâîðåííÿ åêâi-

âàëåíòíîñòi, ùîá çâåñòè ìàòðèöþ Q äî äiàãîíàëüíîãî âèãëÿäó. Âîäíî-

÷àñ äiàãîíàëiçóâàòè ìàòðèöþ Q i ñïðîñòèòè ìàòðèöþ P çà äîïîìîãîþ

ïåðåòâîðåíü (3.13) âçàãàëi êàæó÷è íå ìîæëèâî. Àëå ó âèïàäêó, êîëè äi-

àãîíàëüíà ìàòðèöÿ Q äîäàòêîâî ðîçáèâà¹òüñÿ íà áëîêè ïðîïîðöiéíi äî

îäèíè÷íî¨ ìàòðèöi

Q = diag{q1Im1
, . . . , qlIms

}, (5.23)

äå ðîçìiðíîñòi áëîêiâ âêàçàíi iíäåêñàìè, òàêå ñïðîùåííÿ ñòà¹ ìîæëèâèì

i çàäà¹òüñÿ ìàòðèöåþ

U = diag{Um1
, . . . ,Ums

}, (5.24)

äå Umi
� óíiòàðíi ìàòðèöi ðîçìiðíîñòimi. Çà äîïîìîãîþ öèõ ïåðåòâîðåíü

ìîæíà ñïðîùóâàòè ìàòðèöþ P . Ââàæà¹ìî, ùî õî÷à á îäèí ç áëîêiâ ìà¹

ðîçìiðíiñòü mi ≥ 2 òà

m1 + · · ·+ms = n.

Îñêiëüêè ìàòðèöÿ Q ðîçáèâà¹òüñÿ íà áëîêè, òî âiäïîâiäíî ìàòðèöÿ P

òàêîæ áóäå ìàòè áëî÷íó ñòðóêòóðó

P =

Pm1m1
· · · Pm1ms

... . . . ...

Pmsm1
· · · Pmsms

 , (5.25)
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äå Pmimj
� ìàòðèöi ðîçìiðíîñòi mi ×mj òà P†

mimj
= Pmjmi

, ïðè÷îìó ìà-

òðèöi Pmimj
, êîëè i 6= j ¹ êîíñòàíòíèìè ìàòðèöÿìè, ïîìíîæåíèìè íà

äåÿêó ôóíêöiþ âiä çìiííî¨ x, à ìàòðèöi Pmimi
¹ ñóìîþ êîíñòàíòíî¨ ìà-

òðèöi ïîìíîæåíî¨ íà äåÿêó ôóíêöiþ âiä çìiííî¨ x, òà îäèíè÷íî¨ ìàòðèöi,

ïîìíîæåíî¨ íà iíøó ôóíêöiþ âiä çìiííî¨ x, ó âèïàäêó êîëè ν = 0 òà

íóëüîâî¨ ìàòðèöi ó âèïàäêó êîëè ν 6= 0, îêðiì òîãî P†
mimi

= Pmimi
.

Ïiä äi¹þ ïåðåòâîðåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi (5.24) êîæíà ìàòðèöÿ Pmimj

ïåðåòâîðèòüñÿ íàñòóïíèì ÷èíîì

Pmimj
→ P̃mimj

= Umj
Pmimj

U †
mi
. (5.26)

Îñêiëüêè Pmimi
� åðìiòîâi, òî ç âëàñòèâîñòåé óíiòàðíèõ ïåðåòâîðåíü,

ïðåäñòàâëåíèõ â ïiäðîçäiëi 2.6, âèïëèâà¹, ùî ìè ìîæåìî âèáðàòè âiäïî-

âiäíi Umi
òàê, ùîá P̃mimi

ñòàëè äiàãîíàëüíèìè ìàòðèöÿìè

P̃mimi
= diag{pi1, . . . , pimi

}. (5.27)

ßêùî âëàñíi çíà÷åííÿ ìàòðèöi Pmimi
âèðîäæåíi, òîáòî öÿ ìàòðèöÿ

ìîæå áóòè çâåäåíà äî áëî÷íî äiàãîíàëüíîãî âèãëÿäó

P̃mimi
= diag{pi1Ili1, . . . , p

i
ti
Iliti

}, li1 + · · ·+ liti = mi, (5.28)

i ïåðåòâîðåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi, ùî âiäïîâiäà¹ óíiòàðíîìó ïåðåòâîðåííþ

U = diag{Ul11 , . . . ,Ulsts}, (5.29)

íå çìiíþþòü ìàòðèöþ Q òà æîäíó ç ìàòðèöü Pmimi
, òî ðîçáèâøè ìà-

òðèöþ P íà ìåíøi áëîêè âiäïîâiäíî äî ìàòðèöi U , ìè çìîæåìî äiàãî-

íàëiçóâàòè d = [12(t1 + · · · + ts)] ç íèõ òà ìîæëèâî çðîáèòè îäíó ç íèõ

òðèêóòíîþ, â çàëåæíîñòi ÷è ¹ âèðàç ïiä öiëîþ ÷àñòèíîþ öiëèì ÷è íi.

Òàêîæ çà äîïîìîãîþ äiàãîíàëüíî¨ ìàòðèöi U ìîæíà çðîáèòè äiéñíèìè n

íåäiàãîíàëüíèõ åëåìåíòiâ ìàòðèöi P . Ïðè öüîìó íåîáõiäíî, ùîá ìàòðèöÿ

P ìàëà äîñòàòíüî íåíóëüîâèõ åëåìåíòiâ i ðåçóëüòóþ÷èé ñóïåðïîòåíöiàë

íå áóâ çâiäíèì.
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Âçàãàëi êàæó÷è öåé ïðîöåñ íå ¹ îäíîçíà÷íèì i çàëåæèòü âiä âèáîðó

íîìåðiâ áëîêiâ ó ìàòðèöi P . Ìîæíà äîìîâèòèñü çàâæäè âèáèðàòè áëîêè

ç ìåíøèìè íîìåðàìè i çðîáèòè öåé ïðîöåñ îäíîçíà÷íèì, òîäi ìè îòðè-

ìà¹ìî ïîâíiñòþ äåòåðìiíîâàíó ïðîöåäóðó ñïðîùåííÿ äëÿ áóäü ÿêîãî ñó-

ïåðïîòåíöiàëó âèãëÿäó (5.1).

5.3. Ñóïåðïîòåíöiàëè òà ôîðì-iíâàðiàíòíi

ïîòåíöiàëè

Ó öüîìó ðîçäiëi ìè ïåðåéäåìî äî áåçïîñåðåäíüîãî ðîçâ'ÿçêó ñïðîùåíî¨

ñèñòåìè âèçíà÷àëüíèõ ðiâíÿíü (5.16)�(5.22). Ðiâíÿííÿ (5.16) òà (5.20) ëåã-

êî iíòåãðóþòüñÿ i ìàþòü íàñòóïíi ðîçâ'ÿçêè

qi =

 − 1
x+γi

, i = 1..m

0, i = m+1..n
, ν = 0,

qi = λ tan(λx+ γi), i = 1..n, ν = λ2 > 0;

qi =


−λ tanh(λx+ γi), i = 1..m

−λ coth(λx+ γi), i = m+1..l

±λ, i = l+1..n

, ν = −λ2 < 0;

(5.30)

äå γi ∈ R, i = 1..n � êîíñòàíòè iíòåãðóâàííÿ.

Ó âèïàäêàõ ν < 0 òà ν = 0 ìàòðèöÿ Q ñêëàäà¹òüñÿ ç áëîêiâ ðîçìiðó

m, l − m + 1, n − l + 1 òà m,n − m + 1 âiäïîâiäíî. Äåÿêi ç öèõ áëîêiâ

ìîæóòü íå áóòè ïðèñóòíiìè, òîáòî ìàòè íóëüîâèé ðîçìið.

Âèçíà÷èâøè åëåìåíòè ìàòðèöi Q ìè ìîæåìî áåçïîñåðåäíüî ïåðåéòè

äî iíòåãðóâàííÿ âèðàçiâ (5.17), (5.18) òà (5.21) äëÿ ðiçíèõ çíà÷åíü ïàðà-

ìåòðà ν. Âiäìiòèìî, ùî ó âèïàäêàõ ν = 0 òà ν < 0 ìàòðèöÿ Q ìîæå áóòè

ïðÿìîþ ñóìîþ äiàãîíàëüíî¨ ìàòðèöi òà ìàòðèöi ïðîïîðöiéíî¨ äî îäèíè-

÷íî¨. Òîìó, çàñòîñóâàâøè äîäàòêîâi ïåðåòâîðåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi äî öèõ

áëîêiâ, îòðèìà¹ìî òàêi ðîçâ'ÿçêè
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• ßêùî ν = 0,

pii =

 ϕii
x+ γi

− µ

2
(x+ γi), i = 1..m

−µx+ ϕii, i = m+1..n
,

pij =


ϕij√

(x+ γi)(x+ γj)
, i = 1..m, j = 1..m

ϕij√
x+ γi

, i = 1..m, j = m+1..n

0, i = m+1..n, j = m+1..n.

.

(5.31)

• ßêùî ν = λ2 > 0,

pii = ϕii sec(λx+ γi), i = 1..n

pij = ϕij

√
sec(λx+ γi) sec(λx+ γj), i = 1..n, j = 1..n

(5.32)

• ßêùî ν = −λ2 < 0

pii =


ϕii sech(λx+γi), i = 1..m

ϕii csch(λx+γi), i = m+1..l

ϕii exp(±λx), i = l+1..n

,

pij =



ϕij
√

sech(λx+γi) sech(λx+γj), i = 1..m, j = 1..m

ϕij
√

sech(λx+γi) csch(λx+γj), i = 1..m, j = m+1..l

ϕij
√

sech(λx+γi) exp(±λx), i = 1..m, j = l+1..n

ϕij
√

csch(λx+γi) csch(λx+γj), i = m+1..l, j = m+1..l

ϕij
√

csch(λx+γi) exp(±λx), i = m+1..l, j = l+1..n

0, ÿêùî qiqj > 0, i = l+1..n, j = l+1..n

ϕij, ÿêùî qiqj < 0, i = l+1..n, j = l+1..n

.

(5.33)

×èñëà m òà l ó ôîðìóëàõ âèùå öå òi ñàìi ÷èñëà, ùî âèêîðèñòîâóþòüñÿ â

(5.30).

Ìè äîâåëè íàñòóïíó òåîðåìó.
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Òåîðåìà 5.2. Óñi ìàòðèöi Q òà P , ùî çàäàþòü çàãàëüíèé âèãëÿä ñó-

ïåðïîòåíöiàëó (5.1) ïðåäñòàâëåíi ôîðìóëàìè (5.30) òà (5.32)�(5.31)

âiäïîâiäíî.

Âiäìiòèìî, ùî ðîçãëÿäàþ÷è ìàòðèöi ðîçìiðíîñòi 1 × 1, ìè âiäíîâèìî

ðåøòó ñêàëÿðíèõ ïîòåíöiàëiâ ç ðîçäiëó 2.4, ÿêi íå áóëè îïèñàíi â ðîçäiëi

4.3, à ñàìå (2.15)�(2.20).

Íà îñòàíîê, çàñòîñó¹ìî îòðèìàíi ðåçóëüòàòè òà âèïèøåìî ñïèñîê äâî-

âèìiðíèõ ñóïåðïîòåíöiàëiâ âèãëÿäó (5.1) òà âiäïîâiäíèõ äî íèõ ïîòåíöi-

àëiâ. Íàãîëîñèìî, ùî äàíà ïðîöåäóðà ìîæå áóòè ïðîâåäåíà äëÿ ñóïåð-

ïîòåíöiàëiâ òà ïîòåíöiàëiâ áóäü-ÿêî¨ ðîçìiðíîñòi n ó çàãàëüíîìó âèãëÿäi,

àëå ìè ¨¨ îïóñêà¹ìî ÷åðåç íàäìiðíó ãðîìiçäêiñòü.

Äîìîâèìîñÿ, ùî ó âèïàäêó êîëè ìè ìà¹ìî äâi êîíñòàíòè iíòåãðóâàííÿ

γ1 òà γ2 ìè çñóíåìî íåçàëåæíó çìiííó x òàê, ùîá γ1 = γ òà γ2 = −γ, à ó
âèïàäêó êîëè êîíñòàíòà iíòåãðóâàííÿ îäíà � òàê, ùîá γ1 = 0. Îêðiì òîãî

çà äîïîìîãîþ äîäàòêîâèõ ïåðåòâîðåíü åêâiâàëåíòíîñòi ìîæíà çðîáèòè

äiéñíèìè êîíñòàíòè iíòåãðóâàííÿ ϕ12 = ϕ21 = ϕ. Äëÿ çðó÷íîñòi áóäåìî

ïîçíà÷àòè ϕ11 = φ òà ϕ22 = η. Ó âèïàäêó êîëè ν = 0 çà äîïîìîãîþ çñóâó

ïàðàìåòðà k ìè ìîæåìî çðîáèòè òàê, ùîá ϕ11 = φ òà ϕ22 = −φ.
Òàêîæ ââåäåìî íîâi ïîçíà÷åííÿ äëÿ ìàòðèöü

σ+ =

(
1 0

0 0

)
=

1

2
(σ0 + σ3), σ− =

(
0 0

0 1

)
=

1

2
(σ0 − σ3). (5.34)

Â ðåçóëüòàòi îòðèìà¹ìî äåâ'ÿòü íîâèõ äâîâèìiðíèõ ñóïåðïîòåíöiàëiâ

Wk =

(
φ− k

x+ γ
− µ

2
(x+ γ)

)
σ+ −

(
φ+ k

x− γ
+
µ

2
(x− γ)

)
σ−+

ϕσ1√
x2 − γ2

,

(5.35)

Wk =

(
φ− k

x
− µ

2
x

)
σ+ − (η + µx)σ− +

ϕσ1

√
x
, (5.36)
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Wk = (φ sec(λx+ γ) + kλ tan(λx+ γ))σ++

(η sec(λx− γ) + kλ tan(λx− γ))σ−+

ϕ
√

sec(λx+ γ) sec(λx− γ)σ1,

(5.37)

Wk = (φ sech(λx+ γ)− kλ tanh(λx+ γ))σ++

(η sech(λx− γ)− kλ tanh(λx− γ))σ−+

ϕ
√

sech(λx+ γ) sech(λx− γ)σ1,

(5.38)

Wk = (φ csch(λx+ γ)− kλ coth(λx+ γ))σ++

(η csch(λx− γ)− kλ coth(λx− γ))σ−+

ϕ
√

csch(λx+ γ) csch(λx− γ)σ1,

(5.39)

Wk = (φ sech(λx+ γ)− kλ tanh(λx+ γ))σ++

(η csch(λx− γ)− kλ coth(λx− γ))σ−+

ϕ
√

sech(λx+ γ) csch(λx− γ)σ1,

(5.40)

Wk = (φ sechλx− kλ tanhλx)σ+ + (η exp(±λx)± kλ)σ−+

ϕ
√

sechλx exp(±λx)σ1,
(5.41)

Wk = (φ cschλx− kλ cothλx)σ+ + (η exp(±λx)± kλ)σ−+

ϕ
√

cschλx exp(±λx)σ1,
(5.42)

Wk = (φ expλx+ kλ)σ+ + (η exp(−λx)− kλ)σ− + ϕσ1. (5.43)

Îòæå äîâåäåíî íàñòóïíó òåîðåìó.

Òåîðåìà 5.3. Ñïèñîê óñiõ äâîâèìiðíèõ ñóïåðïîòåíöiàëiâ âèãëÿäó (5.1)

ïðåäñòàâëåíèé ôîðìóëàìè (5.35)�(5.43).

Âiäïîâiäíi ôîðì-iíâàðiàíòíi ìàòðè÷íi ïîòåíöiàëè ìîæóòü áóòè ëåãêî

îòðèìàíi çà ôîðìóëîþ (3.24).

5.4. Âèñíîâêè äî ðîçäiëó 5

Ó ðîçäiëi 5 ðîçãëÿíóòi ñóïåðïîòåíöiàëè âèãëÿäó (5.1) òà çíàéäåíi óñi

âiäïîâiäíi äî íèõ ôîðì-iíâàðiàíòíi ïîòåíöiàëè. Ñïèñîê äâîâèìiðíèõ ñó-

ïåðïîòåíöiàëiâ ïðåäñòàâëåíèé ó ÿâíîìó âèãëÿäi. Òàêîæ ó öüîìó ðîçäiëi
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äîâåäåíî ôàêòè ùîäî ïðèâåäåííÿ äî äiàãîíàëüíîãî âèãëÿäó ðiâíÿíü âè-

ãëÿäó (5.2). À ñàìå, äîâåäåíî, ùî åðìiòîâà ìàòðèöÿ Q, ÿêà çàäîâîëüíÿ¹

ðiâíÿííÿ (5.2) ìîæå áóòè äiàãîíàëiçîâàíà çà äîïîìîãîþ óíiòàðíîãî ïåð-

òâîðåííÿ, ùî íå çàëåæèòü âiä çìiííî¨ x. Îêðiì òîãî çíàéäåíi äîäàòêîâi

ïåðåòâîðåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi, ÿêi äîïîìàãàþòü ñïðîùóâàòè îòðèìàíi ñó-

ïåðïîòåíöiàëè, ÿêùî âîíè çàäîâîëüíÿþòü äîäàòêîâèì âèìîãàì.
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ÐÎÇÄIË 6

Ìàòðè÷íi ñóïåðïîòåíöiàëè âèãëÿäó

Wk = kQ + 1
k
R

Ó äàíîìó ðîçäiëi äèñåðòàöi¨ ïîñòàâëåíó çàäà÷ó êëàñèôiêàöi¨ áóäå ðîçâ'ÿ-

çàíî â êëàñi ñóïåðïîòåíöiàëiâ âèãëÿäó

Wk = kQ+
1

k
R, (6.1)

äå ìàòðèöi Q òà R íå ¹ ñïåöiàëüíèìè (òîáòî íå ðiâíi íóëþ òà íå ïðîïîð-

öiéíi äî îäèíè÷íî¨ ìàòðèöi).

Ó ïiäðîçäiëi 6.1 ïðîâåäåíî ïîïåðåäíié àíàëiç ñèñòåìè âèçíà÷àëüíèõ

ðiâíÿíü, çàäà÷ó çâåäåíî äî ðîçâ'ÿçêó ñèñòåìè íåçà÷åïëåíèõ ìiæ ñîáîþ

çâè÷àéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ïåðøîãî ïîðÿäêó, à ñàìå ðiâíÿíü

Ðiêêàòi, ùî ëåãêî iíòåãðóþòüñÿ, à òàêîæ ïåðåáîðó ñïåöiàëüíèõ óíiòàðíèõ

ìàòðèöü, ÿêi íå ìàþòü áëî÷íî-äiàãîíàëüíîãî âèãëÿäó i çàäàþòü íåâiäîìó

ìàòðèöþ R. Ó ïiäðîçäiëi 6.2 çíàéäåíî äîäàòêîâi ïåðåòâîðåííÿ åêâiâàëåí-

òíîñòi, çà äîïîìîãîþ ÿêèõ ìîæíî ñïðîùóâàòè îòðèìàíi ñóïåðïîòåíöiàëè,

ÿêùî âîíè çàäîâîëüíÿþòü äåÿêèì äîäàòêîâèì âèìîãàì. Ïiäðîçäië 6.3 ¹

êëþ÷îâèì, ó íüîìó ïðåäñòàâëåíî óñi ñóïåðïîòåíöiàëè âèãëÿäó (6.1), ñïè-

ñîê äâîâèìiðíèõ ñóïåðïîòåíöiàëiâ ïðåäñòàâëåíî ó ÿâíîìó âèãëÿäi.

6.1. Ïîïåðåäíié àíàëiç ñèñòåìè âèçíà÷àëüíèõ

ðiâíÿíü

Ó öüîìó ïiäðîçäiëi ìè ïðîàíàëiçó¹ìî ñèñòåìó âèçíà÷àëüíèõ ðiâíÿíü òà

âêàæåìî ñïîñiá ¨¨ ðîçâ'ÿçêó.
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Â äàíîìó âèïàäêó ìàòðèöÿ P ðiâíà íóëüîâié ìàòðèöi, à òîìó ñèñòåìà

âèçíà÷àëüíèõ ðiâíÿíü ñïðîñòèòüñÿ i áóäå ìàòè âèãëÿä

Q′ = Q2 + ν, (6.2)

R′ = 0, (6.3)

R2 = ω2, (6.4)

δk = (2k + 1)ν +
(2k + 1)ω2

k2(k + 1)2
. (6.5)

Îòæå, â öüîìó âèïàäêó ñèñòåìà ñêëàäà¹òüñÿ ç íåçà÷åïëåíèõ ìiæ ñîáîþ

ðiâíÿííÿ (6.2) íà ìàòðèöþ Q, ðiâíÿíü (6.3) òà (6.4) íà ìàòðèöþ R òà

ðiâíÿííÿ (6.5) äëÿ âèçíà÷åííÿ δk.

Ðiâíÿííÿ (6.2) ñïiâïàäà¹ ç iäåíòè÷íèì ðiâíÿííÿì ðîçãëÿíóòèì â ðîç-

äiëi 5, à òîìó ìîæå áóòè ðîçãëÿíóòî òàêèì ñàìèì ÷èíîì. Îòæå, ÿê áóëî

çàçíà÷åíî â ïiäðîçäiëi 5.1, ìàòðèöÿ Q ìîæå áóòè ïðèâåäåíà äî äiàãîíàëü-

íîãî âèãëÿäó

Q = diag{q1, . . . , qn} (6.6)

çà äîïîìîãîþ óíiòàðíîãî ïåðåòâîðåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi (3.13).

Ðiâíÿííÿ (6.3) òà (6.4) íà íåâiäîìó ìàòðèöþ R áóëè ðîçãëÿíóòi â ðîç-

äiëi 4, ç íèõ âèïëèâà¹, ùî ìàòðèöÿ R ìà¹ áóòè êîíñòàíòíîþ ìàòðèöåþ,

êâàäðàò ÿêî¨ ïðîïîðöiéíèé äî îäèíè÷íî¨ ìàòðèöi. Â ïiäðîçäiëi 4.1 áó-

ëî ïîìi÷åíî, ùî çà äîïîìîãîþ ïåðåòâîðåíü åêâiâàëåíòíîñòi (3.13) ìîæíà

çâåñòè ìàòðèöþ R äî íàñòóïíîãî âèãëÿäó

R̃ = ω

(
Im×m 0m×s

0s×m −Is×s

)
, m+ s = n, (6.7)

äå I òà 0 � îäèíè÷íà òà íóëüîâà ìàòðèöi âiäïîâiäíî ðîçìiðíiñòü ÿêèõ

âêàçàíà çà äîïîìîãîþ iíäåêñiâ.

Îòæå, ñïðîùóþ÷è ìàòðèöi Q òà R, íåçàëåæíî çà äîïîìîãîþ ïåðåòâî-

ðåíü åêâiâàëåíòíîñòi (3.13) ìè ìîæåìî çâåñòè ¨õ äî âèãëÿäó (6.6) òà (6.7),

âiäïîâiäíî. Àëå, ñïðîùóþ÷è ìàòðèöþ Q, ìè áóäåìî çìiíþâàòè ìàòðèöþ

R i íàâïàêè, òîìó îäíî÷àñíi ïåðåòâîðåííÿ íåìîæëèâi.
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Íåõàé ñïî÷àòêó çà äîïîìîãîþ äåÿêîãî ïåðåòâîðåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi

(3.13) ìè çâåëè ìàòðèöþ R äî âèãëÿäó (6.7), ïðè öüîìó ìàòðèöÿ Q ìà¹

çàãàëüíèé âèãëÿä. I íåõàé óíiòàðíà ìàòðèöÿ U âiäïîâiäà¹ ïåðåòâîðåííþ

åêâiâàëåíòíîñòi (3.13), ÿêå äiàãîíàëiçó¹ ìàòðèöþQ. Òîäi íàéáiëüø ïðîñòî

ñóïåðïîòåíöiàë âèãëÿäó (6.1) ìîæå áóòè çàäàíèé ìàòðèöåþ Q âèãëÿäó

(6.6) òà ìàòðèöåþ R, çàäàíîþ ôîðìóëîþ

R = UR̃U †, (6.8)

äå ìàòðèöÿ R̃ âèçíà÷à¹òüñÿ ôîðìóëîþ (6.7).

Âiäìiòèìî, ùî, îñêiëüêè ìè äîìíîæó¹ìî ìàòðèöþ R íà ìàòðèöþ U ç

îáîõ áîêiâ, òî çàìiñòü óíiòàðíî¨ ìàòðèöi U ìîæíà âèêîðèñòîâóâàòè ñïå-

öiàëüíó óíiòàðíó ìàòðèöþ Ũ = U/ detU . Òàêîæ, îñêiëüêè íàñ öiêàâëÿòü

ëèøå íåçâiäíi ñóïåðïîòåíöiàëè, ìè ìà¹ìî ðîçãëÿäàòè ëèøå ìàòðèöi U ,

ÿêi íå ìàþòü áëî÷íî-äiàãîíàëüíîãî âèãëÿäó, iíàêøå ðîçãëÿäóâàíèé ñó-

ïåðïîòåíöiàë ¹ öiëêîì çâiäíèì.

Òàêèì ÷èíîì ìè çâåëè çàäà÷ó êëàñèôiêàöi¨ ìàòðè÷íèõ ôîðì-

iíâàðiàíòíèõ ñóïåðïîòåíöiàëiâ (6.1) äî ðîçâ'ÿçêó ñèñòåìè çâè÷àéíèõ äè-

ôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ïåðøîãî ïîðÿäêó (5.16) òà (5.20) äëÿ ôóíêöié qi
òà ïåðåáîðó óñiõ ñïåöiàëüíèõ óíiòàðíèõ ìàòðèöü U , ÿêi íå ìàþòü áëî÷íî-

äiàãîíàëüíîãî âèãëÿäó.

6.2. Äîäàòêîâi ïåðåòâîðåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi

Ó ïîïåðåäíüîìó ïiäðîçäiëi ìè âiäìi÷àëè, ùî ó çàãàëüíîìó âèãëÿäi íå

ìîæíà îäíî÷àñíî ñïðîùóâàòè îáèäâi ìàòðèöi Q òà R. Àëå ó âèïàäêó, êî-

ëè ìàòðèöÿ Q ðîçáèâà¹òüñÿ íà áëîêè ïðîïîðöiéíi äî îäèíè÷íî¨ ìàòðèöi,

îäíî÷àñíi ïåðåòâîðåííÿ ñòàþòü ìîæëèâèìè.

Ìè âæå ðîçãëÿäàëè ïîäiáíó ïðîáëåìó äëÿ äâîõ ìàòðèöü P òà Q ó ïiä-

ðîçäiëi 5.2, äå áóëî îïèñàíî çà ÿêèõ óìîâ âèíèêàþòü äîäàòêîâi ïåðåòâîðå-

ííÿ åêâiâàëåíòíîñòi i ÿêèì ÷èíîì âîíè äîçâîëÿþòü ñïðîñòèòè çàãàëüíèé

âèãëÿä ìàòðèöi P .
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Â öüîìó ðîçäiëi ìè òàêîæ ðîçãëÿäà¹ìî ïàðó ìàòðèöü, îäíà ç ÿêèõ

¹ äiàãîíàëüíîþ i ìîæå äîäàòêîâî ðîçáèâàòèñÿ íà áëîêè ïðîïîðöiéíi äî

îäèíè÷íî¨ ìàòðèöi. Òîìó îïèñ äîäàòêîâèõ ïåðåòâîðåíü åêâiâàëåíòíîñòi

ïðèíöèïîâî íi÷èì íå âiäðiçíÿ¹òüñÿ âiä òîãî, ùî ïðåäñòàâëåíèé â ïiä-

ðîçäiëi 5.2, äå çàìiñòü ìàòðèöi P ñêðiçü òðåáà ðîçãëÿäàòè êîíñòàíòíó

ìàòðèöþ R âèãëÿäó (6.8).

Îñêiëüêè ìè îïèñó¹ìî ìàòðèöi R çà äîïîìîãîþ ñïåöiàëüíèõ óíiòàðíèõ

ìàòðèöü U , ÿêi íå ìàþòü áëî÷íî-äiàãîíàëüíîãî âèãëÿäó, òî äîöiëüíî áóäå

ñïðîùóâàòè íå ñàìó ìàòðèöþ R, à ìàòðèöþ U çà äîïîìîãîþ ÿêî¨ âîíà

çàäàíà.

Ïiä äi¹þ äîäàòêîâèõ ïåðåòâîðåíü åêâiâàëåíòíîñòi çàäàíèõ ìàòðèöåþ

U ìàòðèöÿ U áóäå çìiíþâàòèñü íàñòóïíèì ÷èíîì

U → Ũ = U · U. (6.9)

Òàêå ïåðåòâîðåííÿ âiäïîâiäà¹ åëåìåíòàðíîìó ïåðåòâîðåííþ ðÿäêiâ ìà-

òðèöi U . Òîìó, îñêiëüêè ìàòðèöÿ U ìà¹ áëî÷íî-äiàãîíàëüíó ñòðóêòóðó,

âiäïîâiäíi áëîêè ìàòðèöi U ìîæóòü áóòè çâåäåíi äî òðèêóòíî¨ ôîðìè.

6.3. Ñóïåðïîòåíöiàëè òà ôîðì-iíâàðiàíòíi

ïîòåíöiàëè

Ó öüîìó ðîçäiëi ìè ïåðåéäåìî äî áåçïîñåðåäíüîãî îïèñó ñóïåðïîòåíöi-

àëiâ âèãëÿäó (6.1). Ìàòðèöÿ Q çàäà¹òüñÿ ñâî¨ìè äiàãîíàëüíèìè åëåìåí-

òàìè qi, ùî ìîæóòü áóòè çíàéäåíi ç ðiâíÿíü (5.16) òà (5.20), ÿêi ëåãêî
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iíòåãðóþòüñÿ i ìàþòü íàñòóïíi ðîçâ'ÿçêè

qi =

 − 1
x+γi

, i = 1..m

0, i = m+1..n
, ν = 0,

qi = λ tan(λx+ γi), i = 1..n, ν = λ2 > 0;

qi =


−λ tanh(λx+ γi), i = 1..m

−λ coth(λx+ γi), i = m+1..l

±λ, i = l+1..n

, ν = −λ2 < 0;

(6.10)

äå γi ∈ R, i = 1..n � êîíñòàíòè iíòåãðóâàííÿ.

Ó âèïàäêàõ ν < 0 òà ν = 0 ìàòðèöÿ Q ñêëàäà¹òüñÿ ç áëîêiâ ðîçìiðó

m, l−m+1, n−l+1 òàm,n−m+1, âiäïîâiäíî. Äåÿêi ç öèõ áëîêiâ ìîæóòü

íå áóòè ïðèñóòíiìè, òîáòî ìàòè íóëüîâèé ðîçìið. Ó âèïàäêó, êîëè Q ¹

êîíñòàíòíîþ ìàòðèöåþ, óâåñü ïîòåíöiàë ¹ êîíñòàíòíîþ ìàòðèöåþ, à òîìó

öåé âèïàäîê íå ¹ öiêàâèì.

ßê âæå i çàçíà÷àëîñÿ ìàòðèöÿ R çàäà¹òüñÿ ñïåöiàëüíîþ óíiòàðíîþ

ìàòðèöåþ, ÿêà íå ìà¹ áëî÷íî-äiàãîíàëüíîãî âèãëÿäó.

Îòæå ìè äîâåëè íàñòóïíó òåîðåìó.

Òåîðåìà 6.1. Óñi ìàòðèöi Q òà R, ùî çàäàþòü çàãàëüíèé âèãëÿä ñó-

ïåðïîòåíöiàëó (6.1) ïðåäñòàâëåíi ôîðìóëàìè (6.10) òà (6.7), (6.8) âiä-

ïîâiäíî.

Íà îñòàíîê çàñòîñó¹ìî îòðèìàíi ðåçóëüòàòè òà âèïèøåìî ñïèñîê äâî-

âèìiðíèõ ñóïåðïîòåíöiàëiâ âèãëÿäó (6.1). Íàãîëîñèìî, ùî äëÿ äîâiëüíî¨

ðîçìiðíîñòi n ìíîæèíà óñiõ ñóïåðïîòåíöiàëiâ âèãëÿäó (6.1) ðiâíîïîòóæíà

ìíîæèíi óñiõ ñïåöiàëüíèõ óíiòàðíèõ ìàòðèöü ðîçìiðíîñòi n, ÿêi íå ìàþòü

áëî÷íî-äiàãîíàëüíîãî âèãëÿäó. À òîìó, äëÿ äîâiëüíîãî íåôiêñîâàíîãî n

óñi ñóïåðïîòåíöiàëè íå ìîæóòü áóòè âèïèñàíi ó ÿâíîìó âèãëÿäi, õî÷à äëÿ

áóäü ÿêîãî ôiêñîâàíîãî çíà÷åííÿ n öÿ ïðîöåäóðà ¹ äîñèòü ïðîñòîþ.

ßê i ðàíiøå äîìîâèìîñÿ, ùî ó âèïàäêó êîëè ìè ìà¹ìî äâi êîíñòàíòè

iíòåãðóâàííÿ γ1 òà γ2, ìè çñóíåìî íåçàëåæíó çìiííó x òàê, ùîá γ1 = γ
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òà γ2 = −γ, à ó âèïàäêó êîëè êîíñòàíòà iíòåãðóâàííÿ îäíà � òàê, ùîá

γ1 = 0. Îêðiì òîãî çà äîïîìîãîþ äîäàòêîâèõ ïåðåòâîðåíü åêâiâàëåíòíî-

ñòi ìîæíà çðîáèòè äiéñíèìè åëåìåíòè ìàòðèöi R òàê, ùî âîíà áóäå ìàòè

âèãëÿä

R =

(
ρ ε

ε −ρ

)
= εσ1 + ρσ3, (6.11)

äå ρ2 + ε2 = ω2 òà ε 6= 0.

Äëÿ çðó÷íîñòi áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè ìàòðèöi σ+ òà σ− çàäàíi ôîð-

ìóëîþ (5.34).

Â ðåçóëüòàòi îòðèìà¹ìî âiñiì íîâèõ äâîâèìiðíèõ ñóïåðïîòåíöiàëiâ

Wk =

(
ρ

k
− k

x+ γ

)
σ+ −

(
ρ

k
+

k

x− γ

)
σ− +

εσ1

k
, (6.12)

Wk =

(
ρ

k
− k

x

)
σ+ − ρσ−

k
+
εσ1

k
, (6.13)

Wk =
(ρ
k
+ kλ tan(λx+ γ)

)
σ+ +

εσ1

k
−(ρ

k
− kλ tan(λx− γ)

)
σ−,

(6.14)

Wk =
(ρ
k
− kλ tanh(λx+ γ)

)
σ+ +

εσ1

k
−(ρ

k
+ kλ tanh(λx− γ)

)
σ−,

(6.15)

Wk =
(ρ
k
− kλ coth(λx+ γ)

)
σ+ +

εσ1

k
−(ρ

k
+ kλ coth(λx− γ)

)
σ−,

(6.16)

Wk =
(ρ
k
− kλ tanh(λx+ γ)

)
σ+ +

εσ1

k
−(ρ

k
+ kλ coth(λx− γ)

)
σ−,

(6.17)

Wk =
(ρ
k
− kλ tanhλx

)
σ+ −

(ρ
k
± kλ

)
σ− +

εσ1

k
, (6.18)

Wk =
(ρ
k
− kλ cothλx

)
σ+ −

(ρ
k
± kλ

)
σ− +

εσ1

k
. (6.19)

Îòæå äîâåäåíî íàñòóïíó òåîðåìó.
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Òåîðåìà 6.2. Ñïèñîê óñiõ äâîâèìiðíèõ ñóïåðïîòåíöiàëiâ âèãëÿäó (6.1)

ïðåäñòàâëåíèé ôîðìóëàìè (6.12)�(6.19).

Âiäïîâiäíi ôîðì-iíâàðiàíòíi ìàòðè÷íi ïîòåíöiàëè ìîæóòü áóòè ëåãêî

îòðèìàíi çà ôîðìóëîþ (3.24).

6.4. Âèñíîâêè äî ðîçäiëó 6

Ó ðîçäiëi 6 ðîçãëÿíóòi ñóïåðïîòåíöiàëè âèãëÿäó (6.1) òà çíàéäåíi óñi âiä-

ïîâiäíi äî íèõ ôîðì-iíâàðiàíòíi ïîòåíöiàëè. Ñïèñîê äâîâèìiðíèõ ñóïåð-

ïîòåíöiàëiâ ïðåäñòàâëåíèé ó ÿâíîìó âèãëÿäi. Çàäà÷ó êëàñèôiêàöi¨ ñó-

ïåðïîòåíöiàëiâ äîâiëüíî¨ ðîçìiðíîñòi n çâåäåíî äî ïåðåáîðó ñïåöiàëüíèõ

óíiòàðíèõ ìàòðèöü, ÿêi íå ìàþòü áëî÷íî-äiàãîíàëüíîãî âèãëÿäó. Îêðiì

òîãî çíàéäåíî äîäàòêîâi ïåðåòâîðåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi, ÿêi äîïîìàãàþòü

ñïðîùóâàòè îòðèìàíi ñóïåðïîòåíöiàëè, ÿêùî âîíè çàäîâîëüíÿþòü äîäà-

òêîâèì âèìîãàì.
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ÐÎÇÄIË 7

Ìàòðè÷íi ñóïåðïîòåíöiàëè âèãëÿäó

Wk = kQ + P + 1
k
R

Ó äàíîìó ðîçäiëi äèñåðòàöi¨ ïîñòàâëåíó çàäà÷ó êëàñèôiêàöi¨ áóäå ðîçâ'ÿ-

çàíî â êëàñi ñóïåðïîòåíöiàëiâ âèãëÿäó

Wk = kQ+ P +
1

k
R, (7.1)

äå ìàòðèöi P,Q òà R ¹ ìàòðèöÿìè çàãàëüíîãî âèãëÿäó, òîáòî íå ¹ ñïåöi-

àëüíèìè (íå ðiâíi íóëþ òà íå ïðîïîðöiéíi äî îäèíè÷íî¨ ìàòðèöi).

Ó ïiäðîçäiëi 7.1 ïðîâåäåíî ïîïåðåäíié àíàëiç ñèñòåìè âèçíà÷àëüíèõ

ðiâíÿíü, çàäà÷ó çâåäåíî äî àëãåáðà¨÷íî¨ ìàòðè÷íî¨ ïðîáëåìè. Ó ïiäðîç-

äiëi 7.2 çàïðîïîíîâàíî óìîâè íà äîâiëüíi ïàðàìåòðè, çà ÿêèõ àëãåáðà-

¨÷íà ïðîáëåìà, ïðåäñòàâëåíà â ïîïåðåäíüîìó ïiäðîçäiëi, ìà¹ ðîçâ'ÿçîê.

Òàêîæ â öüîìó ïiäðîçäiëi äîâåäåíî ñïðàâåäëèâiñòü öèõ óìîâ ó âèïàäêó,

êîëè ìàòðèöÿ Q íå ¹ êîíñòàíòíîþ ìàòðèöåþ. Ó ïiäðîçäiëi 7.3 ðîçãëÿíóòî

ïèòàííÿ ïðî äîäàòêîâi ïåðåòâîðåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi. Ó ïiäðîçäiëi 7.4 ìè

ðîçáèâà¹ìî ðîçãÿäóâàíèé êëàñ ñóïåðïîòåíöiàëiâ íà äâà ïiäêëàñè - ç êîí-

ñòàíòíîþ òà íå êîíñòàíòíîþ ìàòðèöåþ Q. Ó ïiäðîçäiëi 7.4.1 ðîçãëÿíóòî

ñóïåðïîòåíöiàëè ç êîíñòàíòíîþ ìàòðèöåþ Q, äîâåäåíî óìîâè ñóìiñíî-

ñòi, ïðåäñòàâëåíi ó ïiäðîçäiëi 7.2, íàâåäåíî ïîâíèé ñïèñîê òðèâèìiðíèõ

ïîòåíöiàëiâ. Òàêîæ äîâåäåíî, ùî äâîâèìiðíèõ ñóïåðïîòåíöiàëiâ äàíîãî

âèãëÿäó íå iñíó¹, ñïðîùåíî àëãåáðà¨÷íó çàäà÷ó òà ïðåäñòàâëåíî çàãàëü-

íó ñòðàòåãiþ ¨¨ ðîçâ'ÿçêó ó n-âèìiðíîìó âèïàäêó. Ó ïiäðîçäiëi 7.4.2 ðîç-

ãëÿíóòî ñóïåðïîòåíöiàëè ç íåêîíñòàíòíîþ ìàòðèöåþ Q, íàâåäåíî ïîâíèé
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ñïèñîê äâîâèìiðíèõ ñóïåðïîòåíöiàëiâ, ñïðîùåíî òà ïðåäñòàâëåíî çàãàëü-

íó ñòðàòåãiþ ðîçâ'ÿçêó àëãåáðà¨÷íî¨ ïðîáëåìè äëÿ n-âèìiðíîãî âèïàäêó.

7.1. Ïîïåðåäíié àíàëiç ñèñòåìè âèçíà÷àëüíèõ

ðiâíÿíü

Ó öüîìó ïiäðîçäiëi ìè ïðîàíàëiçó¹ìî ñèñòåìó âèçíà÷àëüíèõ ðiâíÿíü òà

çíàéäåìî ñïîñiá ¨¨ ðîçâ'ÿçêó. Îñêiëüêè ìàòðèöi P,Q òà R íå ¹ ñïåöiàëü-

íèìè, öÿ ñèñòåìà ìà¹ âèãëÿä

Q′ = Q2 + ν, (7.2)

P ′ =
1

2
{P,Q}+ µ, (7.3)

{P,R}+ κ = 0, (7.4)

R′ = 0, (7.5)

R2 = ω2, (7.6)

δk = 2µ+ (2k + 1)ν − κ
k(k + 1)

+
(2k + 1)ω2

k2(k + 1)2
. (7.7)

Âiäìiòèìî, ùî öÿ ñèñòåìà óìîâíî ðîçáèâà¹òüñÿ íà äâi îñíîâíi ÷àñòè-

íè � ðiâíÿííÿ (7.2), (7.3) òà (7.5), (7.6), ùî ïîâ'ÿçàíi ìiæ ñîáîþ ðiâíÿí-

íÿì (7.4). Ðiâíÿííÿ (7.7) ¹ íi÷èì iíøèì ÿê âèçíà÷åííÿì íåâiäîìî¨ δk.

Êîæíó ç öèõ ÷àñòèí ñèñòåìè ìè âæå ðîçãëÿäàëè â ïîïåðåäíiõ ðîçäiëàõ,

òàê ðiâíÿííÿ (7.2), (7.3) áóëè ðîçâ'ÿçàíi â ðîçäiëi 5, à ðiâíÿííÿ (7.5),

(7.6) � â ðîçäiëi 6. Êîðèñòóþ÷èñü ðåçóëüòàòàìè öèõ ðîçäiëiâ îòðèìà¹ìî

íàñòóïíi ðåçóëüòàòè.

Ìàòðèöÿ Q ìîæå áóòè çâåäåíà äî äiàãîíàëüíîãî âèãëÿäó

Q = diag{q1, . . . , qn}. (7.8)
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�¨ åëåìåíòè qi âèçíà÷àþòüñÿ çà ôîðìóëàìè

qi =

 − 1
x+γi

, i = 1..m

0, i = m+1..n
, ν = 0,

qi = λ tan(λx+ γi), i = 1..n, ν = λ2 > 0;

qi =


−λ tanh(λx+ γi), i = 1..m

−λ coth(λx+ γi), i = m+1..l

±λ, i = l+1..n

, ν = −λ2 < 0;

(7.9)

äå γi ∈ R, i = 1..n � êîíñòàíòè iíòåãðóâàííÿ.

Ó âèïàäêàõ ν < 0 òà ν = 0 ìàòðèöÿQ ñêëàäà¹òüñÿ ç áëîêiâ îäíîòèïíèõ

åëåìåíòiâ ùî çàäàþòüñÿ ÷èñëàìè m òà l. Äåÿêi ç öèõ áëîêiâ ìîæóòü íå

áóòè ïðèñóòíiìè, òîáòî ìîæóòü ìàòè íóëüîâèé ðîçìið.

Âiäïîâiäíî äî ìàòðèöi Q ìàòðèöÿ P = {pij} âèçíà÷à¹òüñÿ ç ðiâíÿí-

íÿ (7.3) çà íàñòóïíèìè ôîðìóëàìè

• ßêùî ν = 0,

pii =

 ϕii
x+ γi

− µ

2
(x+ γi), i = 1..m

−µx+ ϕii, i = m+1..n
,

pij =


ϕij√

(x+ γi)(x+ γj)
, i = 1..m, j = 1..m

ϕij√
x+ γi

, i = 1..m, j = m+1..n

ϕij, i = m+1..n, j = m+1..n

.

(7.10)

• ßêùî ν = λ2 > 0,

pii =
µ

λ
tan(λx+ γi) + ϕii sec(λx+ γi), i = 1..n,

pij = ϕij

√
sec(λx+ γi) sec(λx+ γj), i = 1..n, j = 1..n.

(7.11)

• ßêùî ν = −λ2 < 0,



72

pii =


−µ
λ tanh(λx+ γi) + ϕii sech(λx+γi), i = 1..m

−µ
λ coth(λx+ γi) + ϕii csch(λx+γi), i = m+1..l

±µ
λ + ϕii exp(±λx), i = l+1..n

,

pij =



ϕij
√

sech(λx+γi) sech(λx+γj), i = 1..m, j = 1..m

ϕij
√

sech(λx+γi) csch(λx+γj), i = 1..m, j = m+1..l

ϕij
√

sech(λx+γi) exp(±λx), i = 1..m, j = l+1..n

ϕij
√

csch(λx+γi) csch(λx+γj), i = m+1..l, j = m+1..l

ϕij
√

csch(λx+γi) exp(±λx), i = m+1..l, j = l+1..n

ϕij exp(±λx), ÿêùî qiqj > 0, i = l+1..n, j = l+1..n

ϕij, ÿêùî qiqj < 0, i = l+1..n, j = l+1..n

.

(7.12)

äå ϕi,j, i = 1..n, j = 1..n � êîíñòàíòè iíòåãðóâàííÿ.

×èñëà m òà l ó ôîðìóëàõ âèùå òi ñàìi, ùî i ó ôîðìóëàõ (7.9).

Ìàòðèöÿ R � êîíñòàíòíà ìàòðèöÿ, êâàäðàò ÿêî¨ ïðîïîðöiéíèé îäèíè-

÷íié ìàòðèöi, ¨¨ áóäå çðó÷íî âèçíà÷àòè çà äîïîìîãîþ åëåìåíòiâR = {rij},
àáî çà äîïîìîãîþ ôîðìóë, îòðèìàíèõ â ðîçäiëi 6

R = UR̃U †, (7.13)

äå U � äåÿêà óíiòàðíà ìàòðèöÿ, à ìàòðèöÿ R̃ âèçíà÷åíà íàñòóïíèì ÷èíîì

R̃ = ω

(
Im×m 0m×s

0s×m −Is×s

)
, m+ s = n. (7.14)

Îòæå, ðîçãëÿíóâøè äâi îñíîâíi ÷àñòèíè ñèñòåìè âèçíà÷àëüíèõ ðiâíÿíü

(7.2)�(7.7), ìè âèçíà÷èëè äîñèòü çàãàëüíèé âèãëÿä íåâiäîìèõ ìàòðèöü

P,Q òà R. Öi ìàòðèöi çàëåæàòü âiä iíòåãðàëüíèõ êîíñòàíò γi, pij, rij òà

âiä êîíñòàíò, ùî âõîäÿòü äî âèçíà÷àëüíèõ ðiâíÿíü ν, µ, κ. Çâ'ÿçîê ìiæ
öèìè êîíñòàíòàìè çàäà¹òüñÿ çà äîïîìîãîþ ðiâíÿííÿ (7.4).

Òàêèì ÷èíîì ìè çâåëè çàäà÷ó êëàñèôiêàöi¨ ìàòðè÷íèõ ôîðì-

iíâàðiàíòíèõ ñóïåðïîòåíöiàëiâ (7.1) äî àëãåáðà¨÷íî¨ ïðîáëåìè (7.4), äëÿ
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åðìiòîâèõ êîíñòàíòíèõ ìàòðèöü P òà R. Ïðè÷îìó çàãàëüíèé âèãëÿä ìà-

òðèöü P òà R ¹ âiäîìèì. Öÿ àëãåáðà¨÷íà ïðîáëåìà áóäå ðîçâ'ÿçàíà â

íàñòóïíèõ ðîçäiëàõ.

7.2. Óìîâè ñóìiñíîñòi

Ó öüîìó ðîçäiëi ìè ñôîðìóëþ¹ìî íàñòóïíó òåîðåìó òà äîâåäåìî ¨¨ äëÿ

âèïàäêó, êîëè ìàòðèöÿ Q íå ¹ êîíñòàíòíîþ ìàòðèöåþ.

Òåîðåìà 7.1. Óìîâà ñóìiñíîñòi ðiâíÿíü (7.2)�(7.7) ìà¹ íàñòóïíèé âè-

ãëÿä

µ = 0, κ = 0. (7.15)

Ðîçãëÿíåìî åëåìåíòè àíòèêîìóòàòîðó {P,R}ij, äå j = 1..n, à i

âiäïîâiäàþòü íåêîíñòàíòíèì åëåìåíòàì qi ìàòðèöi Q

2µriiξi(x) +
n∑
p=1

(ripϕip + ripϕip)ηip(x) = −κ,

2µrij(ξi(x) + ξj(x)) +
n∑
p=1

(ϕiprjpηip(x) + ϕjpripηjp(x)) = 0,

(7.16)

äå ηij � ìíîæíèêè, ùî çàëåæàòü âiä x ïðè ϕij â ìàòðèöi P ; à ξi òà ξj, j =

1 . . . n âiäïîâiäàþòü åëåìåíòàì ìàòðèöi Q òà âèçíà÷àþòüñÿ íàñòóïíèì

÷èíîì

• ßêùî ν = λ2,

ξj(x) =
1

λ
tan(λx+ γj), ξi(x) =

1

λ
tan(λx+ γi).

• ßêùî ν = −λ2,

ξj(x) =


− 1
λ tanh(λx+ γj)

− 1
λ coth(λx+ γj)

±λ

, ξi(x) =

 − 1
λ tanh(λx+ γi)

− 1
λ coth(λx+ γi)

.
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• ßêùî ν = 0,

ξj(x) =

 −1

2
(x+ γj)

−x
, ξi(x) = −1

2
(x+ γi).

Îñêiëüêè ξi(x), ηij òà 1 � ¹ ëiíiéíî íåçàëåæíèìè ôóíêöiÿìè äëÿ êî-

æíîãî j = 1..n, òî ç ïåðøîãî ðiâíÿííÿ ñèñòåìè (7.16) îäðàçó îòðèìà¹ìî

óìîâó κ = 0. Òàêîæ ç öi¹¨ ñèñòåìè îòðèìà¹ìî, ùî ìíîæíèêè ïðè ξi(x)

òà ξi(x) + ξj(x) ìàþòü áóòè ðiâíèìè íóëþ, îòæå ìà¹ìî

µrii = 0,

µrij = 0, j = 1..n.
(7.17)

Îòæå, àáî µ = 0 i ïðèïóùåííÿ (7.15) äîâåäåíå, àáî rij = 0, j = 1..n.

Àëå îñòàííÿ óìîâà îçíà÷à¹, ùî ìàòðèöÿ R ìà¹ íóëüîâèé ðÿäîê, òîáòî ¹

ñèíãóëÿðíîþ ìàòðèöåþ, ùî ïðîòèði÷èòü óìîâi (7.6), à òîìó ïðèïóùåííÿ

(7.15) äîâåäåíå.

Â ðîçäiëi 7.4.1 ìè ïîáà÷èìî, ùî öå ïðèïóùåííÿ òàêîæ ñïðàâåäëèâå ó

âèïàäêó, êîëè Q ¹ êîíñòàíòíîþ ìàòðèöåþ. Öåé âèïàäîê ìè ðîçãëÿíåìî

îêðåìî.

7.3. Äîäàòêîâi ïåðåòâîðåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi

Â ïîïåðåäíiõ ðîçäiëàõ ìè ïîìi÷àëè, ùî ó âèïàäêó, êîëè ìàòðèöÿ Q ñêëà-

äà¹òüñÿ ç áëîêiâ ïðîïîðöiéíèõ äî îäèíè÷íî¨ ìàòðèöi, iñíóþòü äîäàòêîâi

ïåðåòâîðåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi, i çàäà÷à ñïðîùó¹òüñÿ. Â äàíîìó âèïàäêó,

äîäàòêîâi ïåðåòâîðåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi òàêîæ âèíèêàþòü, àëå áëî÷íèé

âèãëÿä ìàòðèöi Q óñêëàäíþ¹ çàäà÷ó.

Ó íàéáiëüø çàãàëüíîìó âèïàäêó ìàòðèöÿ Q áóäå áëî÷íî-äiàãîíàëüíîþ

ç áëîêàìè ïðîïîðöiéíèìè äî îäèíè÷íî¨ ìàòðèöi íà äiàãîíàëi, à â ìàòðèöi

P âiäïîâiäíi äiàãîíàëüíi áëîêè áóäóòü ìàòè âèãëÿä diag{Φi, 0}. Ïåðåòâî-
ðåííÿìè, ùî íå çìiíþþòü ìàòðèöþ Q, ìîæíà áóäå çðîáèòè ìàòðèöi Φi �
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äiàãîíàëüíèìè. Îêðiì òîãî çàëèøàòüñÿ ïåðåòâîðåííÿ, ÿêi îäíî÷àñíî íå

çìiíþþòü ìàòðèöi Q òà P i âiäïîâiäàþòü íóëüîâèì áëîêàì íà äiàãîíàëi

ìàòðèöi P . Òàêi ïåðåòâîðåííÿ áóäóòü êîðèñíi äëÿ ñïðîùåííÿ ìàòðèöi R.

Äiàãîíàëüíà óíiòàðíà ìàòðèöÿ U = diag{u1, . . . , us}, ùî âiäïîâiäà¹

áëîêó Φi â ìàòðèöi P , íå çìiíþ¹ àíi ìàòðèöþ Q, àíi ìàòðèöþ P , à òîìó

ìîæå áóòè âèêîðèñòàíà äëÿ ñïðîùåííÿ ìàòðèöi R. Çîêðåìà, çà äîïîìî-

ãîþ òàêî¨ ìàòðèöi ìîæíà çðîáèòè äiéñíèìè äåÿêi åëåìåíòè ìàòðèöi R.

7.4. Ñóïåðïîòåíöiàëè òà ôîðì-iíâàðiàíòíi

ïîòåíöiàëè

Â öüîìó ðîçäiëi ìè äîñëiäèìî àëãåáðà¨÷íó ïðîáëåìó (7.4) òà ðîçâ'ÿæå-

ìî ¨¨ ó êëàñi ðîçãëÿäóâàíèõ ñóïåðïîòåíöiàëiâ. Íàäàëi ìè áóäåìî øèðîêî

âèêîðèñòîâóâàòè âëàñòèâiñòü ëiíiéíî¨ íåçàëåæíîñòi äåÿêèõ ÷àñòèí ñïiâ-

âiäíîøåííÿ (7.4). Òîìó áóäå çðó÷íî ðîçãëÿíóòè îêðåìî âèïàäêè êîëè

ìàòðèöÿ Q ¹ êîíñòàíòíîþ ìàòðèöåþ, òà âèïàäîê, êîëè ìàòðèöÿ Q íå ¹

êîíñòàíòíîþ.

7.4.1. Ñóïåðïîòåíöiàëè ç êîíñòàíòíîþ ìàòðèöåþ Q

Ó âèïàäêó, êîëè ìàòðèöÿQ ¹ êîíñòàíòíîþ ìàòðèöåþ, íàáið ìàòðèöü P,Q

òà R ìà¹ íàñòóïíèé âèãëÿä

Q = λ

(
Im×m 0m×s

0s×m −Is×s

)
, R = (rij),

P =

(
exp(λx)Φm×m P†

s×m

Ps×m exp(−λx)Φs×s

)
+ µ̃λ

(
Im×m 0m×s

0s×m −Is×s

)
,

(7.18)

äå µ̃ = µ
λ , à ìàòðèöi Φm×m,Φs×s òà Ps×m � êîíñòàíòíi ìàòðèöi ðîçìiðíî-

ñòi ÿêèõ âêàçàíi â iíäåêñàõ.

Îñêiëüêè ìàòðèöÿ Q ñêëàäà¹òüñÿ ç äâîõ áëîêiâ ïðîïîðöiéíèõ äî îäè-
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íè÷íî¨ ìàòðèöi, òî ïåðåòâîðåííÿ

U =

(
Um×m 0m×s

0s×m Vs×s

)
(7.19)

íå çìiíþ¹ ìàòðèöþQ i ìîæå áóòè âèáðàíî òàê, ùîá ìàòðèöi Φm×m òà Φs×s

ïiä éîãî äi¹þ ïåðåòâîðþâàëèñü íà äiàãîíàëüíi ìàòðèöi. Áóäåìî ïîçíà÷àòè

äiàãîíàëüíi åëåìåíòè öèõ ìàòðèöü ϕi, i = 1..n, à åëåìåíòè ïåðåòâîðåíî¨

ìàòðèöi P ïîçíà÷èìî pij, i = m+ 1..n, j = 1..s.

Ïåðåïèøåìî óìîâó (7.4) â öèõ ïîçíà÷åííÿõ òà çáåðåìî êîåôiöi¹íòè

ïðè exp(λx), exp(−λx) òà 1. Îñêiëüêè öi ôóíêöi¨ ¹ ëiíiéíî-íåçàëåæíèìè
i âåñü âèðàç ðiâíèé íóëþ, òî i êîæåí ç îòðèìàíèõ êîåôiöi¹íòiâ áóäå äî-

ðiâíþâàòè íóëþ

riiϕi = 0, i = 1..n, (7.20)

rij(ϕi + ϕj) = 0, i, j = 1..m àáî i, j = m+1..n, (7.21)

rijϕi = rijϕj = 0, i = 1..m, j = m+1..n, (7.22)

2µ̃rii +
n∑

p=m+1

(rippip + rippip) + κ = 0, i = 1..m, (7.23)

−2µ̃rii +
m∑
p=1

(rippip + rippip) + κ = 0, i = m+1..n (7.24)

2µ̃rij +
n∑

p=m+1

(rippjp + rjppip) = 0, i, j = 1..m, i 6= j, (7.25)

−2µ̃rij +
m∑
p=1

(rippjp + rjppip) = 0, i, j = m+1..n, i 6= j, (7.26)

pij(rii + rjj)+
n∑

p=m+1

rippjp +
m∑
p=1

rjppip = 0,
i = m+1..n, j = 1..m (7.27)

ßêùî óñi ϕi = 0, i = 1..n, òî ñóïåðïîòåíöiàë Wk ¹ êîíñòàíòíîþ ìà-

òðèöåþ, à òîìó öåé âèïàäîê íå ¹ öiêàâèì. Íåõàé äåÿêèé êîåôiöi¹íò ϕi
áiëÿ exp(λx) íå ðiâíèé íóëþ. Íåõàé i çíàõîäèòüñÿ ìiæ 1 òà m (äëÿ i ç



77

iíòåðâàëó m+1..n àëãîðèòì ¹ àíàëîãi÷íèì, àëå óñi îïåðàöi¨ ïðîâîäÿòüñÿ

â iíøîìó áëîöi), òîäi ç òî÷íiñòþ äî ïåðåñòàíîâêè iíäåêñiâ ìè ìîæåìî

ïîêëàñòè ϕ1 6= 0.

Ç ôîðìóë (7.20), (7.22) âèïëèâà¹, ùî äëÿ êîæíîãî íåíóëüîâîãî ϕi, i =

1..n ñïðàâåäëèâi ôîðìóëè

rii = 0,

rij = 0, j = m+1..n, i 6= j.

Òàêîæ ç ôîðìóë (7.21) âèïëèâà¹, ùî äëÿ j = 1..m iñíó¹ õî÷à á îäíå

r1j 6= 0, à îòæå i ϕj = −ϕ1, áî â iíøîìó ðàçi ìàòðèöÿ R ìà¹ íóëüîâèé

ðÿäîê i ¹ âèðîäæåíîþ.

ßêùî òàêå j íå ¹äèíå j = j1, . . . , js, òî âiäïîâiäíi åëåìåíòè ìàòðèöi R

ìàþòü áóòè ðiâíèìè íóëþ rj1js = 0, iíàêøå ìà¹ìî ïðîòèði÷÷ÿ

ϕj1 = −ϕ1,

ϕjs = −ϕ1,

ϕjs = −ϕj1,

çâiäêè óñi åëåìåíòè ϕ1, ϕj1, ϕjs = 0, ùî çà ïðèïóùåííÿì íåâiðíî.

Ëåìà 7.1. Ç òî÷íiñòþ äî ïåðåñòàíîâêè iíäåêñiâ ç îäíîãî áëîêó, äëÿ

êîæíîãî íåíóëüîâîãî åëåìåíòó ϕi âèêîíó¹òüñÿ ϕi+1 = −ϕi, rii+1 6= 0

òà rij = ri+1j = 0, ∀j 6= i, i+ 1.

Ìè ïîêàçàëè, ùî êîæíîìó íåíóëüîâîìó ϕi âiäïîâiäà¹ ìiíiìóì îäèí

íåíóëüîâèé åëåìåíò rij, j = 1..m, à îòæå i åëåìåíò ϕj = −ϕi. Òåïåð
ïîêàæåìî, ùî òàêèé åëåìåíò âñüîãî îäèí.

Çà äîïîìîãîþ ïåðåñòàíîâêè iíäåêñiâ çáåðåìî ðîçãëÿäóâàíi íåíóëüî-

âi åëåìåíòè ìàòðèöi P ó ãðóïè ϕi,−ϕi, . . . ,−ϕi íà ïî÷àòêó áëîêó

i = 1..m, j = 1..m (íàãîëîñèìî, ùî òàêi ïåðåñòàíîâêè íå çìiíþþòü
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âèãëÿä ìàòðèöi Q). Òîäi ìàòðèöÿ R áóäå ìàòè âèãëÿä

R =


l†1

l1
. . .

. . . l†s

ls

R

 , (7.28)

äå li � âåêòîðè ñòîâï÷èêè, ùî íå ìiñòÿòü íåíóëüîâèõ åëåìåíòiâ òà âiäïî-

âiäàþòü ãðóïàì åëåìåíòiâ ϕi,−ϕi, . . . ,−ϕi. Ëåìà ñòâåðäæó¹, ùî ðîçìið-
íiñòü êîæíîãî ç öèõ âåêòîðiâ ìà¹ áóòè ðiâíà îäèíèöi, à âiäïîâiäíà ãðóïà

åëåìåíòiâ ìàòðèöi P ñêëàäà¹òüñÿ ëèøå ç äâîõ åëåìåíòiâ ϕi,−ϕi.
Äiéñíî, ÿêùî öå íå òàê (íå îáìåæóþ÷è çàãàëüíîñòi, ïðèïóñòèìî, ùî

âåêòîð l1 ìà¹ ðîçìiðíiñòü áiëüøå çà îäèíèöþ), òî ç ðiâíîñòi (7.6), ðîçãëÿ-

äàþ÷è åëåìåíò R2
32, îòðèìà¹ìî

l11l12 = 0, (7.29)

äå l11, l12 � ïåðøà òà äðóãà êîìïîíåíòè âåêòîðà l1. Îñòàííÿ ðiâíiñòü

ïðîòèði÷èòü òîìó, ùî âåêòîð l1 íå ìà¹ íóëüîâèõ åëåìåíòiâ (öå òàê, áî

iíàêøå ìàòðèöÿ R ¹ âèðîäæåíîþ). Îòæå, ëåìó äîâåäåíî.

Îòðèìàíi óìîâè çàäàþòü âèãëÿä ìàòðèöü P òà R òàêèì ÷èíîì

R =


Ω1 0 0 0

0 R1 0 R†
12

0 0 Ω2 0

0 R12 0 R2

 , P =


Φ1 0 PA

12
† PB

12
†

0 0 PC
12

† PD
12

†

PA
12 PC

12 Φ2 0

PB
12 PD

12 0 0

 , (7.30)

äå Ω1 � áëî÷íî-äiàãîíàëüíà ìàòðèöÿ ç áëîêàìè ωσ1 íà äiàãîíàëi, ìàòðè-

öÿ Ω2 � áëî÷íî-äiàãîíàëüíà ìàòðèöÿ ç áëîêàìè −ωσ1 íà äiàãîíàëi, ìà-
òðèöÿ Φ1 � áëî÷íî-äiàãîíàëüíà ìàòðèöÿ ç áëîêàìè ϕiσ3eλx+µ̃λ, ìàòðèöÿ

Φ2 � áëî÷íî-äiàãîíàëüíà ìàòðèöÿ ç áëîêàìè ϕiσ3e−λx − µ̃λ, ìàòðèöi R1

òà R2 � åðìiòîâi ìàòðèöi, à R12 � íååðìiòîâà ìàòðèöÿ. Îáèäâi ìàòðèöi

R1 òà R2 àáî ìàòðèöÿ R12 ìîæóòü áóòè äiàãîíàëiçîâàíi çà äîïîìîãîþ

ïåðåòâîðåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi.
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Êîðèñòóþ÷èñü öèì ðåçóëüòàòîì, ç ðiâíÿíü (7.25) òà (7.26) îòðèìà¹ìî,

ùî µ̃ = 0, à ç ðiâíÿíü (7.23), (7.24) îòðèìà¹ìî, ùî é κ = 0. Îòæå óìîâè

ñóìiñíîñòi çíàéäåíi â ïiäðîçäiëi 7.2 ñïðàâåäëèâi òàêîæ äëÿ âèïàäêó, êîëè

ìàòðèöÿ Q ¹ ñòàëîþ ìàòðèöåþ.

Ðiâíÿííÿ (7.4) òà (7.6) ìîæíà ïåðåïèñàòè ó âèãëÿäi

R2
1 +R†

12R12 = ω2, (7.31)

R2
2 +R12R†

12 = ω2, (7.32)

R12R1 +R2R12 = 0, (7.33)

R†
12PB

12 = 0, (7.34)

PC
12R

†
12 = 0, (7.35)

PD
12

†R12 +R†
12PD

12 = 0, (7.36)

PD
12R

†
12 +R12PD

12
†
= 0, (7.37)

PD
12R1 +R2PD

12 = 0, (7.38)

PB
12Ω1 +R2PB

12 = 0, (7.39)

PC
12R1 +Ω2PC

12 = 0, (7.40)

PA
12Ω1 +Ω2PA

12 = 0. (7.41)

Íàãîëîñèìî, ùî äåÿêi ç áëîêiâ ìîæóòü áóòè âiäñóòíi i îïèñàíi âèùå ðiâ-

íÿííÿ ñïðîñòÿòüñÿ. Òàê íåîáõiäíî ëèøå, ùîá óñi ϕi â ìàòðèöi P íå áóëè

ðiâíi íóëþ, à òîìó õî÷à á îäèí ç áëîêiâ, ùî âiäïîâiäà¹ ìàòðèöÿì Φ1 àáî

Φ2, ìà¹ áóòè ïðèñóòíiì.

ßêùî ìàòðèöÿ R12 âiäñóòíÿ, òî ñèñòåìà (7.31)�(7.41) ìîæå áóòè äî-

ñèòü ëåãêî ðîçâ'ÿçàíà â çàãàëüíîìó âèãëÿäi ïiñëÿ òîãî ÿê ìàòðèöÿ R1

àáî ìàòðèöÿ R2 áóäå äiàãîíàëiçîâàíà çà äîïîìîãîþ ïåðåòâîðåííÿ åêâi-

âàëåíòíîñòi. Íå áóäåìî çóïèíÿòèñÿ íà ðîçâ'ÿçêó öèõ ïðîñòèõ âèïàäêiâ,

àëå íàâåäåìî çàãàëüíó ñòðàòåãiþ ðîçâ'ÿçêó öi¹¨ ñèñòåìè äëÿ íàéáiëüø

çàãàëüíîãî âèïàäêó.

• Ìàòðèöþ R12 ñëiä äiàãîíàëiçóâàòè òà ïåðåñòàâèòè ðÿäêè òà ñòîâ-

ï÷èêè òàê, ùîá íóëüîâi åëåìåíòè çíàõîäèëèñÿ â êiíöi ìàòðè-
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öi (òàêi ïåðåòâîðåííÿ íå çìiíþþòü âèãëÿä ìàòðèöü P òà Q)

R = diag{ρ1, . . . , ρs, 0, . . . , 0}.

• Ç ðiâíÿíü (7.34) òà (7.35) âèçíà÷à¹ìî, ùî óñiì íåíóëüîâèì åëåìåíòàì

ìàòðèöi R12 âiäïîâiäàþòü íóëüîâi ðÿäêè òà ñòîâïöi ìàòðèöü PB
12 òà

PC
12 âiäïîâiäíî.

• Ðiâíÿííÿ (7.33) âèçíà÷à¹ ïîåëåìåíòíó çàëåæíiñòü ìiæ ìàòðèöÿìè

R1 òà R2.

• Ìàòðèöi R1 òà R2 âèçíà÷èìî ç ðiâíÿííü (7.31) òà (7.32).

• Ç ðiâíÿíü (7.36) òà (7.37) îòðèìà¹ìî îáìåæåííÿ íà ìàòðèöþ PD
12.

Ðàçîì ç ðiâíÿííÿìè (7.38) òà (7.33) ïðèéäåìî äî óìîâ òèïó A+A† =

0, äå A = PD
12

†R2R12 òà A = R12R2PD
12

†
. Îñòàííi óìîâè ïðèâîäÿòü äî

íàñòóïíèõ ðiâíîñòåé <eaii = 0, <eaij = −<eaji, =maij = =maji,
äå aij � åëåìåíòè ìàòðèöi A.

• Ç ðiâíÿííÿ (7.41) îòðèìà¹ìî, ùî ìàòðèöÿ PA
12 ñêëàäà¹òüñÿ ç áëîêiâ

âèãëÿäó αjσ0 + βjσ
1.

• Íåîáõiäíî òàêîæ âèêîðèñòàòè óìîâè ñóìiñíîñòi (7.38)�(7.40) äëÿ

îòðèìàííÿ îñòàòî÷íîãî ðîçâ'ÿçêó.

Îòæå áóëî äîâåäåíî íàñòóïíó òåîðåìó.

Òåîðåìà 7.2. Íåõàé ñóïåðïîòåíöiàë íåçâiäíèé òà çàäàíèé ôîðìóëîþ

(7.1) ç êîíñòàíòíîþ ìàòðèöåþ Q = λdiag{I,−I}, òîäi âiäïîâiäíi ìà-
òðèöi P òà R çàäàþòüñÿ ôîðìóëàìè (7.30), à ¨õ ìàòðè÷íi åëåìåíòè

çàäîâîëüíÿþòü ðiâíÿííÿ (7.31)�(7.41).

Íåçâiäíèõ äâîâèìiðíèõ ñóïåðïîòåíöiàëiâ âèãëÿäó (7.1), äå Q � êîí-

ñòàíòíà ìàòðèöÿ íå iñíó¹.



81

Íàâåäåìî ñïèñîê òðèâèìiðíèõ ñóïåðïîòåíöiàëiâ. Ïåðøèé ç íèõ çàäà¹-

òüñÿ ìàòðèöÿìè:

Q =

λ 0 0

0 λ 0

0 0 −λ

, P =

ϕe
λx 0 p1

0 −ϕeλx p2

p1 p2 0

, R =

0 ω 0

ω 0 0

0 0 ±ω

. (7.42)
Òóò ïðèñóòíi ëèøå ìàòðèöi Φ1, PB

12, Ω1 òà R2, çàäàíi òàêèì ÷èíîì:

Φ1 = ϕeλxσ3, PB
12 = (p1, p2), Ω1 = ωσ1, R2 = ±ω. (7.43)

Òîäi, óçãîäæóþ÷è ðiâíÿííÿ (7.39), ìè îòðèìà¹ìî, ùî p2 = ∓p1.
Àíàëîãi÷íî îòðèìà¹ìî ñóïåðïîòåíöiàë çàäàíèé òàêèìè ìàòðèöÿìè:

Q =

λ 0 0

0 −λ 0

0 0 −λ

, P =

 0 p1 p2

p1 ϕe−λx 0

p2 0 −ϕe−λx

, R =

±ω 0 0

0 0 ω

0 ω 0

, (7.44)

äå òàêîæ p2 = ∓p1.
Ñïðàâåäëèâà íàñòóïíà òåîðåìà.

Òåîðåìà 7.3. Ñóïåðïîòåíöiàëè (7.42) òà (7.44) çàäàþòü ñïèñîê óñiõ

òðèâèìiðíèõ ñóïåðïîòåíöiàëiâ âèãëÿäó (7.1) ç êîíñòàíòíîþ ìàòðè-

öåþ Q.

7.4.2. Ñóïåðïîòåíöiàëè ç íåêîíñòàíòíîþ ìàòðèöåþ Q

ßêùî ìàòðèöÿ Q ¹ íåêîíñòàíòíîþ ìàòðèöåþ, íàéáiëüø çàãàëüíèì ¹ âè-

ïàäîê, êîëè ìàòðèöÿ Q ñêëàäà¹òüñÿ ç äiàãîíàëüíèõ áëîêiâ îäíàêîâèõ

åëåìåíòiâ. Ìàòðèöi P òà R òàêîæ âiäïîâiäíî ðîçiá'þòüñÿ íà áëîêè. Çà

äîïîìîãîþ ïåðåòâîðåíü åêâiâàëåíòíîñòi, ùî íå çìiíÿòü çàãàëüíûé âèãëÿä

ìàòðèöi Q, äiàãîíàëüíi áëîêè ìàòðèöi P ìîæíà áóäå äiàãîíàëiçóâàòè. Òà-
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êèì ÷èíîì ìàòðèöÿ P áóäå ìàòè âèãëÿä

P =


Φ1 0 . . . PA

1m
† PB

1m
†

0 0 . . . PC
1m

† PD
1m

†

... ... . . . ... ...

PA
1m PC

1m . . . Φm 0

PB
1m PD

1m . . . 0 0

 , (7.45)

äå áëîêè diag{Φi, 0} âiäïîâiäàþòü äiàãîíàëüíèì áëîêàì îäíàêîâèõ åëå-

ìåíòiâ ìàòðèöi Q. Íàãîëîñèìî, ùî äåÿêi ç áëîêiâ ìîæóòü áóòè âiäñóòíi,

àëå íà âiäìiíó âiä âèïàäêó ç êîíñòàíòíîþ ìàòðèöåþ Q, óñi äiàãîíàëü-

íi åëåìåíòè ϕi â ìàòðèöi P ìîæóòü áóëè íóëüîâèìè, à òîìó âiäïîâiäíi

áëîêè Φi ìîæóòü áóòè âiäñóòíi.

Çi ñïiââiäíîøåííÿ (7.4), çîêðåìà, îòðèìà¹ìî

riiϕi = 0, i = 1..n,

rij(ϕi + ϕj) = 0, äëÿ îäíîãî áëîêó

rijϕi = rijϕj = 0, äëÿ ðiçíèõ áëîêiâ.

(7.46)

Àíàëiçóþ÷è äàíi ñïiââiäíîøåííÿ àíàëîãi÷íî äî ïîïåðåäíüãî ðîçäiëó,

îòðèìà¹ìî òàêèé çàãàëüíèé âèãëÿä ìàòðèöi R:

R =


Ω1 0 . . . 0 0

0 R1 . . . 0 R†
1m

... ... . . . ... ...

0 0 . . . Ωm 0

0 R1m . . . 0 Rm

 . (7.47)

Ìàòðèöi Ωi � áëî÷íî-äiàãîíàëüíi ìàòðèöi ç áëîêàìè ±ωσ1 íà äiàãî-

íàëi, ïiäìàòðèöi Φi ìàòðèöi P � áëî÷íî-äiàãîíàëüíi ìàòðèöi ç áëîêàìè

ϕiσ
3ηi(x) íà äiàãîíàëi, ìàòðèöi Ri � åðìiòîâi ìàòðèöi, ÿêi ìîæíà äi-

àãîíàëiçóâàòè çà äîïîìîãîþ ïåðåòâîðåíü åêâiâàëåíòíîñòi. Ìàòðèöi, ùî

çàëèøèëèñü ìàþòü áóòè óçãîäæåíi çà äîïîìîãîþ íàñòóïíèõ ðiâíÿíü, ÿêi
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ìè íå áóäåìî ðîçâ'ÿçóâàòè äëÿ çàãàëüíîãî âèïàäêó

R2
j +

∑
i<j

R†
ijRij +

∑
i>j

RijR†
ij = ω2, (7.48)

RijRi +RjRij +
∑

RkjRik = 0, òóò Rst = R†
ts êîëè s > t, (7.49)

R†
ijP

B
ij = 0, (7.50)

RkjPB
ik = 0, i < k, i 6= j, Rkj = R†

jk ïðè k > j, (7.51)

PC
ijR

†
ij = 0, (7.52)

PC
kiRjk = 0, k < i, i 6= j, Rjk = R†

kj ïðè j > k, (7.53)

PD
kiR

†
kj = 0, i 6= j, òóò PD

ks = PD
sk

†
òà R†

ks = Rsk êîëè k > s, (7.54)

PD
ij

†Rij +R†
ijP

D
ij = 0, (7.55)

PD
ijR

†
ij +RijPD

ij
†
= 0, (7.56)

PD
ijRi +RjPD

ij = 0, (7.57)

PB
ijΩi +RjPB

ij = 0, (7.58)

PC
ijRi +ΩjPC

ij = 0, (7.59)

PA
ijΩi +ΩjPA

ij = 0. (7.60)

Îòæå áóëî äîâåäåíî íàñòóïíó òåîðåìó.

Òåîðåìà 7.4. Óñi íåçâiäíi ñóïåðïîòåíöiàëè çàäàíi ôîðìóëîþ (7.1) ç íå-

êîíñòàíòíîþ ìàòðèöåþ Q, çàäàþòüñÿ çà äîïîìîãîþ ìàòðèöü Q (7.9),

P (7.45) òà R (7.47), åëåìåíòè ÿêèõ çàäîâîëüíÿþòü ðiâíÿííÿ (7.48)�

(7.60).

Íà çàêií÷åííÿ öüîãî ðîçäiëó íàâåäåìî ñïèñîê óñiõ äâîâèìiðíèõ ñóïåð-

ïîòåíöiàëiâ äàíîãî âèãëÿäó. ßê i ðàíiøå ìè áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè çñó-

âè íåçàëåæíî¨ çìiííî¨, ùîá ìàêñèìàëüíî ñïðîñòèòè çàãàëüíèé âèãëÿä ñó-

ïåðïîòåíöiàëiâ. Ìàòðèöþ R çà äîïîìîãîþ äîäàòêîâèõ ïåðåòâîðåíü åêâi-

âàëåíòíîñòi ìîæíà çâåñòè äî âèãëÿäó R = ρσ3 + εσ1, äå ρ òà ε � äiéñíi

êîíñòàíòè, òà ρ2 + ε2 = ω2.

Wk = −k
(

σ+

x+ c
+

σ−

x− c

)
+

µσ1√
x2 − c2

+
1

k
R, (7.61)
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Wk = −kσ
+

x
+
µσ1√
x
+

1

k
R, (7.62)

Wk = λk(σ+ tan(λx+ c) + σ− tan(λx− c))

+ λµσ1
√

sec(λx+ c) sec(λx− c) +
λ

k
R,

(7.63)

Wk = −λk(σ+ tanh(λx+ c) + σ− tanh(λx− c))

+ λµσ1
√

sech(λx+ c) sech(λx− c) +
λ

k
R,

(7.64)

Wk = −λk(σ+ coth(λx+ c) + σ− coth(λx− c))

+ λµσ1
√

csch(λx+ c) csch(λx− c) +
λ

k
R,

(7.65)

Wk = −λk(σ+ tanh(λx) + σ−) + λµσ1
√
sech(λx)e±λx +

λ

k
R, (7.66)

Wk = −λk(σ+ coth(λx) + σ−) + λµσ1
√
csch(λx)e±λx +

λ

k
R. (7.67)

Îòæå äîâåäåíî íàñòóïíó òåîðåìó.

Òåîðåìà 7.5. Óñi íåçâiäíi äâîâèìiðíi ñóïåðïîòåíöiàëè âèãëÿäó (7.1) ç

íåêîíñòàíòíîþ ìàòðèöåþ Q ïðåäñòàâëåíi ôîðìóëàìè (7.61)�(7.67).

7.5. Âèñíîâêè äî ðîçäiëó 7

Ó ðîçäiëi 7 ðîçãëÿíóòi ñóïåðïîòåíöiàëè âèãëÿäó (7.1). Äàíèé êëàñ ïîòåí-

öiàëiâ áóëî ðîçáèòî íà äâà ïiäêëàñè � ç êîíñòàíòíîþ òà íå êîíñòàíòíîþ

ìàòðèöåþ Q. Äëÿ ïåðøîãî ïiäêëàñó ïðåäñòàâëåíî ïîâíèé ñïèñîê òðè-

âèìiðíèõ ñóïåðïîòåíöiàëiâ òà äîâåäåíî, ùî íåçâiäíèõ äâîâèìiðíèõ ñó-

ïåðïîòåíöiàëiâ äàíîãî âèãëÿäó íå iñíó¹. Äëÿ äðóãîãî ïiäêëàñó ïðåäñòàâ-

ëåíî ïîâíèé ñïèñîê äâîâèìiðíèõ ñóïåðïîòåíöiàëiâ. Äëÿ îáîõ ïiäêëàñiâ

n-âèìiðíà çàäà÷à çâåäåíà äî àëãåáðà¨÷íî¨ ïðîáëåìè òà íàäàíî çàãàëüíó

ñòðàòåãiþ ðîçâ'ÿçêó öi¹¨ ïðîáëåìè.
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ÐÎÇÄIË 8

Òî÷íî ðîçâ'ÿçíi ðiâíÿííÿ Øðüîäiíãåðà

Ó äàíîìó ðîçäiëi äèñåðòàöi¨ âiäîáðàæåíî ïðàêòè÷íå çàñòîñóâàííÿ ðå-

çóëüòàòiâ, çíàéäåíèõ ó ïîïåðåäíiõ ðîçäiëàõ. Êîæíîìó ç öèõ ïîòåíöiàëiâ

âiäïîâiäà¹ ñèñòåìà òî÷íî ðîçâ'ÿçíèõ ðiâíÿíü Øðüîäiíãåðà. Îäíàê, íåîá-

õiäíî ïðîàíàëiçóâàòè ÷è ¹ âiäïîâiäíà çàäà÷à êîðåêòíî ïîñòàâëåíîþ. À

ñàìå, íåîáõiäíî âèçíà÷èòè, ÷è iñíóþòü êâàäðàòè÷íî-iíòåãðîâíi ðîçâ'ÿç-

êè ðiâíÿíü (2.12) äëÿ îñíîâíîãî ñòàíó. Òàêîæ íåîáõiäíî çíàéòè óìîâè çà

ÿêèõ iñíóþòü óñi çáóäæåíi ñòàíè ðîçãëÿäóâàíèõ ñèñòåì.

Ðîçãëÿíåìî ñóïåðïîòåíöiàëè, ùî âiäïîâiäàþòü äâîâèìiðíèì ìàòðè-

öÿì, ïðè÷îìó ìàòðèöÿ Q ïðîïîðöiéíà äî îäèíè÷íî¨ ìàòðèöi. Îñêiëüêè

ìè áóäåìî ðîçãëÿäàòè äâîâèìiðíi ñïåêòðàëüíi çàäà÷i, òî õâèëüîâà ôóí-

êöiÿ ψ áóäå äâîêîìïîíåíòíîþ.

Àëãîðèòì çíàõîäæåííÿ ñïåêòðó, îñíîâíîãî òà çáóäæåíîãî ñòàíiâ ñè-

ñòåìè íàâåäåíî â ïiäðîçäiëi 2.3. Íàäàëi áóäåìî ïîçíà÷àòè îñíîâíèé ñòàí

ñèñòåìè òàêèì ÷èíîì

ψ0
k,µ(x) =

(
ϕ

ξ

)
. (8.1)

Ìè âèäiëèëè çàëåæíiñòü âiä ïàðàìåòðà µ, îñêiëüêè äåÿêi ç ñóïåðïîòåí-

öiàëiâ âiäïîâiäàþòü äóàëüíî ôîðì-iíâàðiàíòíèì ïîòåíöiàëàì, ùî áóëî

îáãîâîðåíî â ïiäðîçäiëi 4.4.

Îòæå íàì íåîáõiäíî ïiäñòàâèòè âèðàç äëÿ ðîçãëÿäóâàíîãî ñóïåðïîòåí-

öiàëó ó ðiâíÿííÿ (2.6), ùîá çíàéòè ãàìiëüòîíiàí, ïîòiì ðîçâ'ÿçàòè ðiâíÿ-

ííÿ (2.12), ùîá çíàéòè îñíîâíèé ñòàí, íàðåøòi ñêîðèñòàòèñÿ ôîðìóëîþ

(2.14) äëÿ ïîøóêó çáóäæåíèõ ñòàíiâ.
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Ó ïiäðîçäiëi 8.1 ïðîâåäåíî àíàëiç ñèñòåìè ðiâíÿíü ç äâîâèìiðíèì àíà-

ëîãîì ñóïåðïîòåöiàëó Êóëîíà (4.34). Ó ïiäðîçäiëi 8.2 ðîçãëÿíóòî äâî-

âèìiðíèé àíàëîã ïåðøîãî ñóïåðïîòåíöiàëó Ñêàðôà (4.35). Ó ïiäðîçäi-

ëi 8.3 ïðîàíàëiçîâàíî äâîâèìiðíèé àíàëîã äðóãîãî ñóïåðïîòåíöiàëó Ñêàð-

ôà (4.36). Ïiäðîçäië 8.4 îïèñó¹ äâîâèìiðíèé àíàëîã ñóïåðïîòåíöiàëó

Ïåøëÿ�Òåëëåðà (4.37). Íàðåøòi ó ïiäðîçäiëi 8.5 ðîçãëÿíóòî äâîâèìið-

íèé àíàëîã ñóïåðïîòåíöiàëó Ìîðçå (4.38).

Äëÿ êîæíîãî ñóïåðïîòåíöiàëó âiäíîâëåíî âiäïîâiäíèé ãàìiëüòîíiàí,

çíàéäåíî ñïåêòð òà îñíîâíèé ñòàí. Ïiäðîçäië 8.6 ¹ êëþ÷îâèì, â íüîìó

äîâåäåíî, ùî çà ïåâíèõ óìîâ íà ïàðàìåòðè, ïðåäñòàâëåíèõ ó ïîïåðåäíiõ

ïiäðîçäiëàõ, iñíóþòü óñi çáóäæåíi ñòàíè äëÿ ðîçãëÿäóâàíèõ ñèñòåì.

8.1. Äâîâèìiðíèé àíàëîã ñóïåðïîòåíöiàëó Êóëîíà

Ðîçãëÿíåìî íàñòóïíó ñïåêòðàëüíó çàäà÷ó äëÿ õâèëüîâî¨ ôóíêöi¨ ψ

−∂
2ψ

∂x2
+
(
µ(µ+ 1) + k2 − k(2µ+ 1)σ3

) ψ
x2

− σ1
ωψ

x
= Ekψ. (8.2)

Âîíà ¹ ôîðì-iíâàðiàíòíîþ ñïåêòðàëüíîþ çàäà÷åþ ç ñóïåðïîòåíöià-

ëîì (4.34). Íàãîëîñèìî, ùî îñêiëüêè ïîòåíöiàëi (4.39) ¹ äóàëüíî ôîðì-

iíâàðiàíòíèì, òî ñïåêòðàëüíà çàäà÷à (8.2) ¹ òàêîæ ôîðì-iíâàðiàíòíîþ ç

ñóïåðïîòåíöiàëîì (4.53) i óìîâîþ ôîðì-iíâàðiàíòíîñòi (4.58).

Ðiâíÿííÿ (2.12) äëÿ çàäà÷i (8.2) áóäå ìàòè âèãëÿä

∂ϕ

∂x
+ (µ− k)

ϕ

x
+

ω

2k + 1
ξ = 0,

∂ξ

∂x
− (µ+ k + 1)

ξ

x
+

ω

2k + 1
ϕ = 0.

(8.3)

Ðîçâ'ÿçàâøè äðóãå ðiâíÿííÿ âiäíîñíî ϕ, ïiäñòàâèâøè ðîçâ'ÿçîê â ïåð-

øå ðiâíÿííÿ òà çðîáèâøè çàìiíó

ξ = yk+1ξ̂(y), y =
ωx

2k + 1
, (8.4)
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ìè îòðèìà¹ìî ðiâíÿííÿ

y2
∂2ξ̂

∂y2
+ y

∂ξ̂

∂y
−
(
y2 + µ2

)
ξ̂ = 0. (8.5)

Öå ðiâíÿííÿ ¹ äîáðå âiäîìèì ìîäèôiêîâàíèì ðiâíÿííÿì Áåññåëÿ. Éîãî

ðîçâ'ÿçîê � ëiíiéíà êîìáiíàöiÿ ìîäèôiêîâàíèõ ôóíêöié Áåññåëÿ

ξ̂ = C1Kµ(y) + C2Iµ(y). (8.6)

Ùîá îòðèìàòè êâàäðàòè÷íî-iíòåãðîâíèé ðîçâ'ÿçîê íåîáõiäíî ó ôîð-

ìóëi (8.6) ïîêëàñòè C2 = 0, îñêiëüêè Iµ(y) ïðÿìó¹ äî íåñêií÷åííîñòi ïðè

x→ ∞.

Òàêèì ÷èíîì, ïiäñòàâèâøè (8.6) â (8.4) i âèêîðèñòàâøè äðóãå ðiâíÿííÿ

(8.3) ìè îòðèìà¹ìî ðîçâ'ÿçêè ñèñòåìè (8.3) ó íàñòóïíîìó âèãëÿäi

ϕ = yk+1Kµ+1(y), ξ = yk+1Kµ(y), (8.7)

äå y � çìiííà, âèçíà÷åíà â (8.4) òà ωx/(2k + 1) ≥ 0.

Ôóíêöi¨ (8.7) áóäóòü êâàäðàòè÷íî-iíòåãðîâíèìè ÿêùî ïàðàìåòð k ¹ äî-

äàòíiì òà çàäîâîëüíÿ¹ íàñòóïíó óìîâó

k − µ > 0. (8.8)

ßêùî äàíà óìîâà ïîðóøó¹òüñÿ, òîáòî,

k − µ ≤ 0, (8.9)

òî ìè íå ìîæåìî çíàéòè îñíîâíèé ñòàí ñèñòåìè çà äîïîìîãîþ ôîðìóë

(8.7) òà ñóïåðïîòåíöiàëó (4.34), îñêiëüêè âiäïîâiäíèé ðîçâ'ÿçîê íå áó-

äå êâàäðàòè÷íî-iíòåãðîâíèì. Àëå, îñêiëüêè ïîòåíöiàë (4.39) ¹ äóàëüíî

ôîðì-iíâàðiàíòíèì, ñòà¹ ìîæëèâèì âèêîðèñòàòè àëüòåðíàòèâíó ôàêòî-

ðèçàöiþ ðiâíÿííÿ (8.2), âèêîðèñòîâóþ÷è ñóïåðïîòåíöiàë (4.53) òà øóêà-

þ÷è êâàäðàòè÷íî-iíòåãðîâíi ðîçâ'ÿçêè íàñòóïíîãî ðiâíÿííÿ

a−µψ
0
k,µ(x) = 0, (8.10)
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äå òóò i äàëi

a−µ =
∂

∂x
+Wµ, a+µ = − ∂

∂x
+Wµ. (8.11)

Ñïðàâäi, ðîçâ'ÿçóþ÷è ðiâíÿííÿ (8.10), ìè îòðèìà¹ìî îñíîâíèé ñòàí

ñèñòåìè ó òàêîìó âèãëÿäi

ϕ = yµ+
3
2K|ν| (y) , ξ = yµ+

3
2K|ν−1| (y) , (8.12)

äå y = ωx
2(µ+1) òà ν = k + 1/2.

Óìîâè êâàäðàòè÷íî¨ iíòåãðîâíîñòi äëÿ ðîçâ'ÿçêó (8.12) çàäàþòüñÿ ó

âèãëÿäi

k − µ < 1, ÿêùî k ≥ 0 (8.13)

òà

k + µ > 1, ÿêùî k < 0. (8.14)

Âàæëèâî ïîìiòèòè, ùî óìîâè (8.9) òà (8.13) ¹ ñóìiñíèìèìè ó âèïàäêó,

êîëè

k > 0, 0 < k − µ < 1. (8.15)

Óìîâè (8.8) òà (8.14) íå ñóìiñíi ó æîäíîìó ç âèïàäêiâ.

Îòæå, ÿêùî ïàðàìåòðè µ òà k çàäîâîëüíÿþòü óìîâè (8.9) òà (8.13),

îñíîâíèé ñòàí ðiâíÿííÿ (8.2) ìà¹ âèãëÿä (8.12). ßêùî âèêîíó¹òüñÿ óìîâà

(8.8) àëå óìîâà (8.13) íå âèêîíó¹òüñÿ, òî îñíîâíèé ñòàí ñèñòåìè ìà¹ âè-

ãëÿä (8.7). ßêùî æ âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (8.15), òî ìîæëèâi îáèäâà ðîçâ'ÿç-

êè (8.7) òà (8.12). Â ñïåöiàëüíîìó âèïàäêó k = µ+1/2 ðîçâ'ÿçêè (8.7) òà

(8.12) ñïiâïàäàþòü.

Çíà÷åííÿ ñïåêòðó, ùî âiäïîâiäàþòü n-òîìó çáóäæåíîìó ñòàíó âèçíà-

÷àþòüñÿ çà äîïîìîãîþ ôîðìóëè (4.44) íàñòóïíèì ÷èíîì

En
k = − ω2

4(k + n+ 1
2)

2
, (8.16)
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äëÿ ñóïåðïîòåíöiàëó (4.34), àáî çà äîïîìîãîþ ôîðìóëè

En
µ = − ω2

4(µ+ n+ 1)2
(8.17)

ÿêùî ìè âèêîðèñòîâó¹ìî àëüòåðíàòèâíó ôàêòîðèçàöiþ (4.53).

Çàëåæíiñòü âiä x âiäïîâiäíî¨ ãóñòèíè éìîâiðíîñòi ψn†k ψ
n
k äëÿ äåÿêèõ

çíà÷åíü äîâiëüíèõ ïàðàìåòðiâ çîáðàæåíî íà ãðàôiêó (Ðèñ. 8.1).

10 20 30 40
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0.10

0.15

0.20

Ðèñ. 8.1: Çàëåæíiñòü ãóñòèíè éìîâiðíîñòi ψn†
k ψ

n
k âiä x äëÿ ïîòåíöiàëó (4.39) ç ïàðà-

ìåòðàìè λ = 1, k = −4, ω = 2: n = 0 (íåïåðåðâíå), n = 1 (ïóíêòèð) òà n = 2 (ïóíêòèð

ç êðàïêîþ).

8.2. Äâîâèìiðíèé àíàëîã ïåðøîãî ñóïåðïîòåíöiàëó

Ñêàðôà

Ðîçãëÿíåìî íàñòóïíó ñïåêòðàëüíó çàäà÷ó äëÿ õâèëüîâî¨ ôóíêöi¨ ψ

− ∂2ψ

∂x2
+ λ2

(
(k(k − 1) + µ2) sec2 λx+ 2ω tanλxσ1

+µ(2k − 1) secλx tanλxσ3
)
= Ekψ.

(8.18)
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Âîíà ¹ ôîðì-iíâàðiàíòíîþ ñïåêòðàëüíîþ çàäà÷åþ ç ñóïåðïîòåíöià-

ëîì (4.35). Íàãîëîñèìî, ùî îñêiëüêè ïîòåíöiàë (4.40) ¹ äóàëüíî ôîðì-

iíâàðiàíòíèì, òî ñïåêòðàëüíà çàäà÷à (8.18) ¹ òàêîæ ôîðì-iíâàðiàíòíîþ

ç ñóïåðïîòåíöiàëîì (4.54) i óìîâîþ ôîðì-iíâàðiàíòíîñòi (4.58).

Ðiâíÿííÿ (2.12) äëÿ çàäà÷i (8.18) áóäå ìàòè âèãëÿä

∂ϕ

∂x
+ λ (k tanλx+ µ secλx)ϕ+

ω

k
ξ = 0,

∂ξ

∂x
+ λ (k tanλx− µ secλx) ξ +

ω

k
ϕ = 0.

(8.19)

Ðîçâ'ÿçàâøè ïåðøå ðiâíÿííÿ âiäíîñíî ξ, ïiäñòàâèâøè ðîçâ'ÿçîê â äðóãå

ðiâíÿííÿ, çðîáèâøè çàìiíó

ϕ = y
k−µ
2 (1− y)

k+µ
2 ϕ̂(y), y =

1

2
(sinλx+ 1), −π

2
≤ λx ≤ π

2
(8.20)

òà ðîçäiëèâøè ðåçóëüòàò íà λ2y
k−µ
2 (1− y)

k+µ
2 , ìè îòðèìà¹ìî ðiâíÿííÿ

y(1− y)
∂2ϕ̂

∂y2
+ (

1

2
− µ− y)

∂ϕ̂

∂y
− ω2

λ2k2
ϕ̂ = 0. (8.21)

Îñòàíí¹ ðiâíÿííÿ ¹ ãiïåîðãåîìåòðè÷íèì ðiâíÿííÿì äëÿ ôóíêöi¨ ϕ. Éî-

ãî ðîçâ'ÿçîê � ëiíiéíà êîìáiíàöiÿ ãiïåðãåîìåòðè÷íèõ ôóíêöié

ϕ̂ = C1 · 2F1(a,−a, b, y)+C2 ·y1−b2F1(1+a− b, 1−a− b, 2− b, y), (8.22)

äå a = − iω
λk , b =

1
2 − µ 6= 0.

Îòæå, ïiäñòàâèâøè (8.22) â (8.20) i âèêîðèñòàâøè äðóãå ðiâíÿííÿ

(8.19), ìè îòðèìà¹ìî ðîçâ'ÿçêè ñèñòåìè (8.19), ïåðøèé ç ÿêèõ ìà¹ âè-

ãëÿä

ϕ1 = y
k−µ
2 (1− y)

k+µ
2 2F1(a,−a, b, y),

ξ1 =
2ω

k(2µ− 1)
y

1+k−µ
2 (1− y)

1+k+µ
2 2F1(1 + a, 1− a, 1 + b, y),

(8.23)
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à äðóãèé ðîçâ'ÿçîê òàêèé

ϕ2 = y
1+k+µ

2 (1− y)
k+µ
2 2F1(1 + a− b, 1− a− b, 2− b, y),

ξ2 = −(2µ+ 1)k

2ω

(
1− y

y

) 1
2

ϕ2−

k2(2µ+1)2+4ω2

2ωk(2µ+3)
y

2+k+µ
2 (1−y)

1+k+µ
2 2F1(2+a−b, 2−a−b, 3−b, y),

(8.24)

Ôóíêöi¨ (8.23), (8.24) áóäóòü êâàäðàòè÷íî-iíòåãðîâíèìè, ÿêùî ïàðàìå-

òðè k òà µ çàäîâîëüíÿþòü íàñòóïíi óìîâè

k + µ > 0, k − µ > 0. (8.25)

ßêùî äàíi óìîâè ïîðóøóþòüñÿ, òî ìè íå ìîæåìî çíàéòè îñíîâíèé ñòàí

ñèñòåìè çà äîïîìîãîþ ôîðìóë (8.23), (8.24) òà ñóïåðïîòåíöiàëó (4.35),

îñêiëüêè âiäïîâiäíèé ðîçâ'ÿçîê íå áóäå êâàäðàòè÷íî-iíòåãðîâíèì.

Ïîòåíöiàë (4.35) ¹ äóàëüíî ôîðì-iíâàðiàíòíèì, îòæå, ìîæíà âèêîðè-

ñòàòè àëüòåðíàòèâíó ôàêòîðèçàöiþ ðiâíÿííÿ (8.18), âèêîðèñòîâóþ÷è ñó-

ïåðïîòåíöiàë (4.54) òà øóêàþ÷è êâàäðàòè÷íî-iíòåãðîâíi ðîçâ'ÿçêè ðiâ-

íÿííÿ (8.10).

Ñïðàâäi, ðîçâ'ÿçóþ÷è ðiâíÿííÿ (8.10), ìè îòðèìà¹ìî îñíîâíèé ñòàí

ñèñòåìè ó òàêîìó âèãëÿäi

ϕ̃1 = y
µ−k+1

2 (1− y)
k+µ
2 2F1(ã,−ã, b, y),

ξ̃1 =
4ω

(2k − 3)(2µ+ 1)
y

2+µ−k
2 (1− y)

1+µ+k
2 2F1(1 + ã, 1− ã, 1 + b̃, y),

(8.26)

äå çìiííà y âèçíà÷åíà â (8.20) òà a = − 2ωi
2µ+1 , b = 1− k.

Äðóãèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (8.10) ìà¹ âèãëÿä

ϕ̃2 = ϕ2, ξ̃2 = ξ2, (8.27)

äå ϕ2 òà ξ2 � ôóíêöi¨ âèçíà÷åííi ðiâíÿííÿì (8.24), à ïàðàìåòðè ãiïåðãåî-

ìåòðè÷íî¨ ôóíêöi¨ 2F1 âiäðiçíÿþòüñÿ âiä ïàðàìåòðiâ çàäàíèõ â (8.24), òà

ìàþòü âèãëÿä a = k − 2ωi
2µ+1 , b =

1
2 + k.
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Óìîâè êâàäðàòè÷íî¨ iíòåãðîâíîñòi äëÿ ðîçâ'ÿçêiâ (8.26), (8.27) ìàþòü

âèãëÿä

k + µ > 0, k − µ < 1. (8.28)

Òàêèì ÷èíîì ìè ìà¹ìî òðè òèïè óìîâ íà ïàðàìåòðè k òà µ, à ñàìå

k − µ ≥ 1, (8.29)

k − µ ≤ 0, (8.30)

0 < k − µ < 1, (8.31)

äå â êîæíîìó ç âèïàäêiâ k + µ > 0.

Çà óìîâ (8.29) òà (8.30) ðîçâ'ÿçêè âèçíà÷àþòüñÿ ðiâíÿííÿìè (8.23),

(8.24) òà (8.26), (8.27), âiäïîâiäíî, â òîé ÷àñ ÿê çà óìîâè (8.31) ïiäõîäèòü

áóäü-ÿêèé ç ðîçâ'ÿçêiâ.

Çíà÷åííÿ ñïåêòðó, ùî âiäïîâiäàþòü n-òîìó çáóäæåíîìó ñòàíó âèçíà-

÷àþòüñÿ çà äîïîìîãîþ ôîðìóëè (4.46) íàñòóïíèì ÷èíîì

En
k = −λ2

(
ω2

(k + n)2
− (k + n)2

)
(8.32)

äëÿ ñóïåðïîòåíöiàëó (4.35), àáî çà äîïîìîãîþ ôîðìóëè

En
µ = −λ2

(
4ω2

(2µ+ 1)2
− 1

4
(2µ+ 1)2

)
, (8.33)

ÿêùî ìè âèêîðèñòîâó¹ìî àëüòåðíàòèâíó ôàêòîðèçàöiþ (4.54).

Çàëåæíiñòü âiä x âiäïîâiäíî¨ ãóñòèíè éìîâiðíîñòi ψn†k ψ
n
k äëÿ äåÿêèõ

çíà÷åíü äîâiëüíèõ ïàðàìåòðiâ çîáðàæåíî íà ãðàôiêó (Ðèñ. 8.2).

8.3. Äâîâèìiðíèé àíàëîã äðóãîãî ñóïåðïîòåíöiàëó

Ñêàðôà

Ðîçãëÿíåìî íàñòóïíó ñïåêòðàëüíó çàäà÷ó äëÿ õâèëüîâî¨ ôóíêöi¨ ψ

− ∂2ψ

∂x2
+ λ2

(
(k(k − 1) + µ2) sech2 λx+ 2ω tanhλxσ3

−µ(2k − 1) sechλx tanhλxσ1
)
= Ekψ.

(8.34)
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Ðèñ. 8.2: Çàëåæíiñòü ãóñòèíè éìîâiðíîñòi ψn†
k ψ

n
k âiä x äëÿ ïîòåíöiàëó (4.40) ç ïàðà-

ìåòðàìè λ = 1, k = 7, µ = −2, ω = −5: n = 0 (íåïåðåðâíå), n = 1 (ïóíêòèð) òà n = 2

(ïóíêòèð ç êðàïêîþ).

Âîíà ¹ ôîðì-iíâàðiàíòíîþ ñïåêòðàëüíîþ çàäà÷åþ ç ñóïåðïîòåíöià-

ëîì (4.36).

Ðiâíÿííÿ (2.12) äëÿ çàäà÷i (8.34) áóäå ìàòè âèãëÿä

∂ϕ

∂x
− λ

(
k tanhλx+

ω

k

)
ϕ+ µ sechλxξ = 0,

∂ξ

∂x
− λ

(
k tanλx− ω

k

)
ξ + µ secλxϕ = 0.

(8.35)

Ðîçâ'ÿçóþ÷è öþ ñèñòåìó àíàëîãi÷íî äî ñèñòåìè ç ïiäðîçäiëó 8.2, îòðè-

ìà¹ìî íàñòóïíi ðîçâ'ÿçêè, ïåðøèé ç ÿêèõ ìà¹ âèãëÿä

ϕ1 = y−
k
2+

ω
2k (1− y)−

k
2−

ω
2k 2F1(a,−a, b, y),

ξ1 = − 2µk

2ω + k
y

1
2−

k
2+

ω
2k (1− y)

1
2−

k
2+

ω
2k 2F1(1 + a, 1− a, 1 + b, y),

(8.36)
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à äðóãèé ðîçâ'ÿçîê òàêèé

ϕ2 = y
1
2−

k
2−

ω
2k (1− y)−

k
2−

ω
2k 2F1(1 + a− b, 1− a− b, 2− b, y),

ξ2 =
2ω − k

2kµ
y−

1
2 (1− y)

1
2ϕ2−

(k−2ω)2+4µ2k2

2µk(3k−2ω)
y
2k−k2−ω

2k (1−y)
k−k2−ω

2k 2F1(2+a−b, 2−a−b, 3−b, y),

(8.37)

äå ïàðàìåòðè i çìiííà âèçíà÷åíi òàêèì ÷èíîì

a = −iµ, b =
1

2
+
ω

k
6= 0, y =

1

2
(tanhλx+ 1). (8.38)

Ôóíêöi¨ (8.36), (8.37) áóäóòü êâàäðàòè÷íî-iíòåãðîâíèìè ÿêùî ïàðàìå-

òðè k òà µ çàäîâîëüíÿþòü íàñòóïíi óìîâè

k < 0, k2 > ω. (8.39)

ßêùî äàíi óìîâè ïîðóøóþòüñÿ, òî íå iñíó¹ êâàäðàòè÷íî-iíòåãðîâíîãî

îñíîâíîãî ñòàíó ñèñòåìè, îñêiëüêè âiäïîâiäíi ðîçâ'ÿçêè íå áóäóòü

êâàäðàòè÷íî-iíòåãðîâíèìè.

Çíà÷åííÿ ñïåêòðó, ùî âiäïîâiäàþòü n-òîìó çáóäæåíîìó ñòàíó âèçíà-

÷àþòüñÿ çà äîïîìîãîþ ôîðìóëè (4.45) íàñòóïíèì ÷èíîì

En
k = −λ2

(
ω2

(k + n)2
+ (k + n)2

)
(8.40)

äëÿ ñóïåðïîòåíöiàëó (4.36).

Çàëåæíiñòü âiä x âiäïîâiäíî¨ ãóñòèíè éìîâiðíîñòi ψn†k ψ
n
k äëÿ äåÿêèõ

çíà÷åíü äîâiëüíèõ ïàðàìåòðiâ çîáðàæåíî íà ãðàôiêó (Ðèñ. 8.3).

8.4. Äâîâèìiðíèé àíàëîã ñóïåðïîòåíöiàëó Ïåøëÿ�

Òåëëåðà

Ðîçãëÿíåìî íàñòóïíó ñïåêòðàëüíó çàäà÷ó äëÿ õâèëüîâî¨ ôóíêöi¨ ψ

− ∂2ψ

∂x2
+ λ2µ(1− 2k) cothλx cschλxσ3ψ − λ2ω cothλxσ1ψ

+ λ2(k(k − 1) + µ2) cschλxψ = Ekψ.

(8.41)
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Ðèñ. 8.3: Çàëåæíiñòü ãóñòèíè éìîâiðíîñòi ψn†
k ψ

n
k âiä x äëÿ ïîòåíöiàëó (4.41) ç ïàðà-

ìåòðàìè λ = 1, k = −7, µ = −2, ω = −5: n = 0 (íåïåðåðâíå), n = 1 (ïóíêòèð) òà n = 2

(ïóíêòèð ç êðàïêîþ).

Âîíà ¹ ôîðì-iíâàðiàíòíîþ ñïåêòðàëüíîþ çàäà÷åþ ç ñóïåðïîòåíöià-

ëîì (4.37). Íàãîëîñèìî, ùî îñêiëüêè ïîòåíöiàëi (4.42) ¹ äóàëüíî ôîðì-

iíâàðiàíòíèì, òî ñïåêòðàëüíà çàäà÷à (8.41) ¹ òàêîæ ôîðì-iíâàðiàíòíîþ

ç ñóïåðïîòåíöiàëîì (4.55) i óìîâîþ ôîðì-iíâàðiàíòíîñòi (4.58).

Ðiâíÿííÿ (2.12) äëÿ çàäà÷i (8.41) áóäå ìàòè âèãëÿä

∂ϕ

∂x
− λ (k cothλx− µ cschλx)ϕ+

λω

k
ξ = 0,

∂ξ

∂x
− λ (k cothλx+ µ cschλx) ξ +

λω

k
ϕ = 0.

(8.42)

Ðîçâ'ÿçàâøè îñòàíí¹ ðiâíÿííÿ àíàëîãi÷íî äî ðiâíÿííÿ (8.19), îòðèìà-

¹ìî íàñòóïíi ðîçâ'ÿçêè, ïåðøèé ç ÿêèõ ìà¹ âèãëÿä

ϕ1 = (1− y2)
ω
k−kyk−µ2F1(a, b+ a, b, y2),

ξ1 = −yϕ1+
a+b

b
(1−y2)

ω
k−k+1yk−µ+1

2F1(a+1, b+a+1, b+1, y2),
(8.43)
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à äðóãèé âèçíà÷à¹òüñÿ òàê

ϕ2 = (1− y2)
ω
k−kyk−µ+1

2F1(a+ 1, b− a, b+ 1, y2),

ξ2 =

(
k(2µ− 1)(y2 − 1)

2ωy
− y

)
ϕ2+

k(a+ 1)(b− a)

ω(b+ 1)
(1− y2)

ω
k−k+1yk−µ+2

2F1(a+ 2, b− a+ 1, b+ 2, y2),

(8.44)

äå ïàðàìåòðè òà çìiííà âèçíà÷åíi íàñòóïíèì ÷èíîì

a =
ω

k
, b =

1

2
− µ, y = tanh

λx

2
. (8.45)

Ôóíêöi¨ (8.43),(8.44) áóäóòü êâàäðàòè÷íî-iíòåãðîâíèìè, ÿêùî ïàðàìå-

òðè k, µ òà ω çàäîâîëüíÿþòü óìîâó

µ < k < 0, ω < k2. (8.46)

Ïîòåíöiàë (4.42) ¹ äóàëüíî ôîðì-iíâàðiàíòíèì, òîìó ìè òàêîæ ìà¹ìî

ðîçâ'ÿçàòè ðiâíÿííÿ (8.10), âèêîðèñòîâóþ÷è ñóïåðïîòåíöiàë (4.55). ßâ-

íèé âèãëÿä ðîçâ'ÿçêiâ öüîãî ðiâíÿííÿ ìîæíà îòðèìàòè ç (8.43), (8.44) çà

äîïîìîãîþ çàìiíè (4.51). Ùîá çíàéòè êâàäðàòè÷íî-iíòåãðîâíi ðîçâ'ÿçêè,

çàìiñòü óìîâè (8.46) íåîáõiäíå âèêîíàííÿ óìîâè

µ < 0, 0 < ω <

(
µ+

1

2

)2

. (8.47)

Çíà÷åííÿ ñïåêòðó, ùî âiäïîâiäàþòü n-òîìó çáóäæåíîìó ñòàíó âèçíà-

÷àþòüñÿ çà äîïîìîãîþ ôîðìóëè (4.45) íàñòóïíèì ÷èíîì

En
k = −λ2

(
ω2

(k + n)2
+ (k + n)2

)
(8.48)

äëÿ ñóïåðïîòåíöiàëó (4.37), àáî çà äîïîìîãîþ ôîðìóëè

En
µ = −λ2

(
ω2

(µ+ 1
2 + n)2

+ (µ+
1

2
+ n)2

)
, (8.49)

ÿêùî ìè âèêîðèñòîâó¹ìî àëüòåðíàòèâíó ôàêòîðèçàöiþ (4.55).

Çàëåæíiñòü âiä x âiäïîâiäíî¨ ãóñòèíè éìîâiðíîñòi ψn†k ψ
n
k äëÿ äåÿêèõ

çíà÷åíü äîâiëüíèõ ïàðàìåòðiâ çîáðàæåíî íà ãðàôiêó (Ðèñ. 8.4).
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Ðèñ. 8.4: Çàëåæíiñòü ãóñòèíè éìîâiðíîñòi ψn†
k ψ

n
k âiä x äëÿ ïîòåíöiàëó (4.42) ç ïàðàìå-

òðàìè λ = 1, k = −8, µ = 3, ω = −160,: n = 0 (íåïåðåðâíå), n = 1 (ïóíêòèð) òà n = 2

(ïóíêòèð ç êðàïêîþ).

8.5. Äâîâèìiðíèé àíàëîã ñóïåðïîòåíöiàëó Ìîðçå

Ðîçãëÿíåìî íàñòóïíó ñïåêòðàëüíó çàäà÷ó äëÿ õâèëüîâî¨ ôóíêöi¨ ψ

−∂
2ψ

∂x2
+λ2

(
exp(−2λx)− (2k − 1) exp(−λx)σ1 + 2ωσ3

)
ψ = Ekψ. (8.50)

Âîíà ¹ ôîðì-iíâàðiàíòíîþ ñïåêòðàëüíîþ çàäà÷åþ ç ñóïåðïîòåíöià-

ëîì (4.38).

Ðiâíÿííÿ (2.12) äëÿ çàäà÷i (8.50) áóäå ìàòè âèãëÿä

∂ϕ

∂x
− λ

(
k +

ω

k

)
ϕ+ λµ exp(−λx)ξ = 0,

∂ξ

∂x
− λ

(
k − ω

k

)
ξ + λµ exp(−λx)ϕ = 0.

(8.51)

Ðîçâ'ÿçàâøè îñòàíí¹ ðiâíÿííÿ àíàëîãi÷íî äî ðiâíÿííÿ (8.3), îòðèìà¹ìî

íàñòóïíi ðîçâ'ÿçêè

ϕ = y
1
2−kK|ν|(y), ξ = −y

1
2−kK|ν−1|(y), (8.52)
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äå çìiííi òà ïàðàìåòðè âèçíà÷åíi íàñòóïíèì ÷èíîì

y = µ exp(−λx), ν =
ω

k
+

1

2
, (8.53)

à ïàðàìåòðè ω òà k çàäîâîëüíÿþòü íóñòóïíi óìîâè

k < 0 ω < k2. (8.54)

Çíà÷åííÿ ñïåêòðó, ùî âiäïîâiäàþòü n-òîìó çáóäæåíîìó ñòàíó âèçíà÷à-

þòüñÿ çà äîïîìîãîþ ôîðìóëè (4.45) òà ìàòåðiàëó ç ðîçäiëó 2.3 íàñòóïíèì

÷èíîì

En
k = −λ2

(
ω2

(k + n)2
+ (k + n)2

)
. (8.55)

Çàëåæíiñòü âiä x âiäïîâiäíî¨ ãóñòèíè éìîâiðíîñòi ψn†k ψ
n
k äëÿ äåÿêèõ

çíà÷åíü äîâiëüíèõ ïàðàìåòðiâ çîáðàæåíî íà ãðàôiêó (Ðèñ. 8.5).

2 4 6 8 10
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1.0

1.5

2.0

Ðèñ. 8.5: Çàëåæíiñòü ãóñòèíè éìîâiðíîñòi ψn†
k ψ

n
k âiä x äëÿ ïîòåíöiàëó (4.43) ç ïàðà-

ìåòðàìè λ = 1, k = 3, µ = 2, ω = 2: n = 0 (íåïåðåðâíå), n = 1 (ïóíêòèð) òà n = 2

(ïóíêòèð ç êðàïêîþ).
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8.6. Çáóäæåíi ñòàíè

Â ïîïåðåäíiõ ïiäðîçäiëàõ ìè âèçíà÷èëè îñíîâíi ñòàíè äëÿ ðiâíÿíü Øðüî-

äiíãåðà, âèçíà÷åíèõ ïîòåíöiàëàìè, ùî çàäàíi ôîðìóëàìè (4.39)�(4.43).

Ðîçâ'ÿçêè, ùî âiäïîâiäàþòü n-òîìó çáóäæåííîìó ñòàíó, ìîæíà çíàéòè ç

ðîçâ'ÿçêiâ äëÿ îñíîâíîãî ñòàíó òà ôîðìóëè (2.14). Çàóâàæèìî, ùî äëÿ

ðîçâ'ÿçêiâ, îòðèìàíèõ çà äîïîìîãîþ äóàëüíî¨ ôîðì-iíâàðiàíòíîñòi â ôîð-

ìóëi (2.14), íåîáõiäíî ñïî÷àòêó çðîáèòè çàìiíó (4.51), ùîá îòðèìàòè ôîð-

ìóëó

ψnk (x) =
a†µa

†
µ+1 · · · a

†
µ+n−1ψ

0
µ+n(x)

||a†µa†µ+1 · · · a
†
µ+n−1ψ

0
µ+n(x)||2

. (8.56)

Îäíàê íåîáõiäíî ïîìiòèòè, ùî ðîçâ'ÿçêè, îòðèìàíi çà äîïîìîãîþ ôîðìóë

(2.14) òà (8.56), ìàþòü áóòè êâàäðàòè÷íî-iíòåãðîâíèìè.

Ïî÷íåìî ç ïîòåíöiàëó (4.39), ùî äîïóñêà¹ äóàëüíó ôîðì-iíâàðiàíòíiñòü.

Ðîçãëÿíåìî ðîçâ'çîê äëÿ îñíîâíîãî ñòàíó, ùî çàäà¹òüñÿ ôîðìóëîþ (8.7).

Éîãî iíòåãðîâíiñòü ìàéæå î÷åâèäíà, îñêiëüêè ìîäèôiêîâàíà ôóíêöiÿ

Áåññåëÿ ìà¹ ëèøå îäíó îñîáëèâó òî÷êó, à ñàìå y = 0, òà ñïàäà¹ åêñïîòåí-

öiéíî â íåñêií÷åííîñòi. Áiëüø òîãî, â òî÷öi y = 0 âîíà ìà¹ ñèíãóëÿðíiñòü

òèïó Kν ∼ 1
yν , ùî ïîâíiñòþ êîìïåíñó¹òüñÿ ìíîæíèêîì yk±1/2 çà óìîâè,

ùî k çàäîâîëüíÿ¹ (8.8).

Îá÷èñëþþ÷è ïåðøèé çáóäæåíèé ñòàí (2.13), ìè ìîæåìî âèêîðèñòàòè

ñïiââiäíîøåííÿ (2.12), äå k → k + 1, òàêèì ÷èíîì

ψ1
k(y) = (Wk+1 +Wk)ψ

0
k+1(y). (8.57)

I çíîâó ìè íå ìà¹ìî íåóñóâíî¨ îñîáëèâîñòi â òî÷öi y = 0 îñêiëüêè (Wk+1+

Wk) ∼ 1
y + · · · òà ψ0

k+1(y) ∼ yψ0
k(y).

Ïðèïóñòèìî, ùî õâèëüîâà ôóíêöiÿ, ÿêà âiäïîâiäà¹ n-òîìó çáóäæåíîìó

ñòàíó, ¹ ðåãóëÿðíîþ â òî÷öi y = 0 òà ìà¹ íàñòóïíèé âèãëÿä

ψnk (y) =Wψ0
k+n(y), (8.58)



100

äå W � ìàòðèöÿ, ùî çàëåæèòü âiä y òà k. Òîäi

ψn+1
k (y) =

(
− ∂

∂y
+Wk

)
ψnk+n+1(y)

=

(
−∂W
∂y

+WkW +WWk+n+1

)
ψ0
k+n+1(y).

(8.59)

Òóò ìè âèêîðàñòàëè òå, ùî ôóíêöiÿ ψ0
k+n+1(y) ¹ ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ

(2.12) ïðè k → k + n+ 1.

Âèêîðèñòîâóþ÷è (8.59), íå âàæêî ïîêàçàòè, ùî ó âèïàäêó, êîëè ôóí-

êöiÿ ψnk+1(y) ¹ êâàäðàòè÷íî-iíòåãðîâíîþ, ôóíêöiÿ ψn+1
k (y) áóäå òàêîæ

êâàäðàòè÷íî-iíòåãðîâíîþ. Ñïðàâäi, â îêîëi îñîáëèâî¨ òî÷êè y = 0 ôóí-

êöiÿ îñíîâíîãî ñòàíó âåäå ñåáå òàêèì ÷èíîì ψ0
k+n+1(y) ∼ yψ0

k+n(y), i âè-

êîíó¹òüñÿ
(
−∂W

∂y +WkW +WWk+1

)
∼ 1

yW . Îòæå, ç òîãî, ùî ôóíêöiÿ

ψn+1
k (y) ¹ ðåãóëÿðíîþ â òî÷öi y = 0, âèïëèâà¹, ùî ôóíêöiÿ ψnk (y) ¹ òà-

êîæ ðåãóëÿðíîþ â öié òî÷öi. Îñêiëüêè äëÿ n = 0, 1 íàøå ïðèïóùåííÿ

ñïðàâåäëèâå, ìè çà äîïîìîãîþ ìåòîäó ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨ äîâîäèìî,

ùî õâèëüîâà ôóíêöiÿ ψnk (y) ¹ ðåãóëÿðíîþ äëÿ áóäü ÿêèõ n.

Ïîâòîðþþ÷è íàâåäåíi âèùå ìiðêóâàííÿ, ìîæíà äîâåñòè êâàäðàòè÷íó

iíòåãðîâíiñòü îñíîâíîãî ñòàíó çàäàíîãî ôîðìóëîþ (8.12) òà óñiõ çáóäæå-

íèõ ñòàíiâ îòðèìàíèõ çà äîïîìîãîþ ñïiââiäíîøåííÿ (8.56). �äèíå, ùî

ïîòðiáíî, çàìiíèòè âiäïîâiäíi ôîðìóëè äëÿ ψnk (y) òàWk íà ¨õ âèðàçè äëÿ

àëüòåðíàòèâíî¨ ôàêòîðèçàöi¨ ψnµ(y) òà Wµ.

Àáñîëþòíî àíàëîãi÷íî ìè ìîæåìî äîâåñòè êâàäðàòè÷íó-iíòåãðîâíiñòü

çáóäæåíèõ ñòàíiâ ó âèïàäêó, êîëè ñóïåðïîòåíöiàë çàäàíèé ôîðìóëîþ

(4.38). Àëå ó öüîìó âèïàäêó âèíèêà¹ çîâñiì iíøà ïðîáëåìà, âèêëèêà-

íà óìîâîþ (8.54). Ñïðàâà â òîìó, ùî ðîçâ'ÿçîê (8.52) äîáðå âèçíà÷åíèé

äëÿ k òà µ, ùî çàäîâîëüíÿþòü óìîâó (8.54) ìîæå âòðàòèòè ñâîþ êâà-

äðàòè÷íó iíòåãðîâíiñòü ïiñëÿ çàìiíè k → k + n äëÿ äîñòàòíüî âåëè-

êèõ çíà÷åíü ïàðàìåòðó n. Òîáòî, äëÿ òîãî ùîá îòðèìàòè êâàäðàòè÷íî-

iíòåãðîâíèé ðîçâ'çîê ψ0
k+n(x) ìè ìà¹ìî âèìàãàòè, ùîá âèêîíóâàëàñü óìî-

âà 0 < ω ≤ (k+n)2. Îñêiëüêè k � âiä'¹ìíå, ìè ìà¹ìî íàñòóïíå îáìåæåííÿ
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íà ïàðàìåòð n:

n < |k| −
√
ω. (8.60)

Ëåãêî ïîêàçàòè, ùî ó âèïàäêó êîëè ôóíêöiÿ ψ0
k+n(x) íå ¹ êâàäðàòè÷íî-

iíòåãðîâíîþ, òå ñàìå ñïðàâåäëèâî i äëÿ çáóäæåíèõ ñòàíiâ.

Ðîçãëÿíåìî ðîçâ'ÿçîê äëÿ îñíîâíîãî ñòàíó (8.23) äëÿ ñóïåðïîòåíöià-

ëó (4.35). Öåé ðîçâ'ÿçîê, ÿê i óñi ðîçâ'ÿçêè, ùî çàëèøèëèñÿ, ¹ ëiíiéíîþ

êîìáiíàöi¹þ òàêèõ åëåìåíòiâ:

yA(1− y)B2F1(a, b, c; y), (8.61)

äå ïàðàìåòðè a, b òà c, à òàêîæ A òà B çàäàíi ó ïiäðîçäiëàõ 8.2�8.4.

Âiäïîâiäíî äî ¨¨ âèçíà÷åííÿ, çìiííà y íàëåæèòü äî ïðîìiæêó [0, 1], òî-

ìó ¹ äâi òî÷êè ïiäîçðiëi íà ñèíãóëÿðíiñòü, à ñàìå y = 0 òà y = 1. Äëÿ òîãî,

ùîá ðîçâ'ÿçîê â öèõ òî÷êàõ áóâ ðåãóëÿðíèé òà ðiâíèé íóëþ, íåîáõiäíî i

äîñòàòíüî, ùîá âèêîíóâàëèñü óìîâè A > 0, B > 0 òà <(B+c−a−b) > 0.

Ñàìå öi óìîâè íàêëàäàþòü îáìåæåííÿ (8.25) òà (8.28) íà ïàðàìåòð k i

ãàðàíòóþòü êâàäðàòè÷íó iíòåãðîâíiñòü îñíîâíîãî ñòàíó. Öå ñàìå ñïðàâå-

äëèâî i äëÿ óñiõ iíøèõ ðîçâ'ÿçêiâ, ÿêi ìîæóòü áóòè ïðåäñòàâëåíi ó âèãëÿäi

ëiíiéíî¨ êîìáiíàöi¨ åëåìåíòiâ âèãëÿäó (8.61).

Ùîá ïðîàíàëiçóâàòè ðîçâ'ÿçêè äëÿ çáóäæåíèõ ñòàíiâ, ìè ïåðåïèøåìî

ñóïåðïîòåíöiàë (4.35) ó òåðìiíàõ çìiííî¨ y:

Wk = λ
(
k(2y − 1) +

µ

2

√
y(1− y)σ1 +

ω

k
σ3
)
. (8.62)

Ìè áà÷èìî, ùî ñóïåðïîòåíöiàëWk ¹ ðåãóëÿðíèì â òî÷êàõ y = 0 òà y = 1,

òå ñàìå âiðíî äëÿ ñóïåðïîòåíöiàëó Wk+n äëÿ áóäü-ÿêîãî íàòóðàëüíîãî

÷èñëà n. Ôóíêöi¨ (8.23) çàëèøàþòüñÿ ðåãóëÿðíèìè, ÿêùî ìè çðîáèìî çà-

ìiíó k → k + n. Òàêèì ÷èíîì ìè çíîâó çìîæåìî çàñòîñóâàòè ñïiââiäíî-

øåííÿ (8.57)�(8.59) ùîá äîâåñòè êâàäðàòè÷íó iíòåãðîâíiñòü âiäïîâiäíèõ

ðîçâ'ÿçêiâ äëÿ çáóäæåííèõ ñòàíiâ äëÿ äîâiëüíîãî n.

Àáñîëþòíî àíàëîãi÷íî äî íàâåäåíèõ âèùå ìiðêóâàíü ìè ìîæåìî äî-

âåñòè êâàäðàòè÷íó iíòåãðîâíiñòü äëÿ çáóäæåíèõ ñòàíiâ, ùî âiäïîâiäà-

þòü îñíîâíèì ñòàíàì (8.24), (8.26), (8.27), (8.36), (8.37), (8.43) òà (8.44).
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Îäíàê â öèõ âèïàäêàõ ìè çíîâó ìà¹ìî óìîâó (8.46), ÿêà íàêëàäà¹ îáìå-

æåííÿ (8.60) íà ïàðàìåòð n, ùî íóìåðó¹ çáóäæåíi ñòàíè. Òàêèì ñàìèì

÷èíîì, ïî÷èíàþ÷è ç óìîâè (8.46), ìè ïðèõîäèìî äî âèñíîâêó, ùî ðîçâ'ÿç-

êè äëÿ çáóäæåíèõ ñòàíiâ äëÿ ðiâíÿííÿ Øðüîäiíãåðà ç ïîòåíöiàëîì (4.37)

¹ êâàäðàòè÷íî-iíòåãðîâíèìè ó âèïàäêó, êîëè ïàðàìåòð n çàäîâîëüíÿ¹

óìîâó

n < |µ| −
√
ω − 1

2
. (8.63)

Îòæå äëÿ äîâiëüíèõ ôiêñîâàíèõ ïàðàìåòðiâ k, µ òà ω ðiâíÿííÿ (2.1)

ç ïîòåíöiàëàìè (4.41) (4.42) òà (4.43) îïèñóþòü ñèñòåìè, ùî ìàþòü ñêií-

÷åíó êiëüêiñòü ñòàíiâ äëÿ äèñêðåòíîãî ñïåêòðó. Öi ñòàíè ïðîíóìåðîâà-

íi íåâiä'¹ìíèì íàòóðàëüíèì ÷èñëîì n, ùî çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè (8.60) òà

(8.63).

Ñèñòåìè ç ïîòåíöiàëàìè (4.39)�(4.43) ìîæóòü ìàòè òàêîæ ñòàíè ç íåïå-

ðåðâíèì ñïåêòðîì. Çîêðåìà ó òàêi ñòàíè ìà¹ ïåðåõîäèòè ñèñòåìà, êîëè

óìîâè (8.60) òà (8.63) ïîðóøóþòüñÿ. Àíàëiç ñòàíiâ ç íåïåðåðâíèì ñïå-

êòðîì ëåæèòü çà ðàìêàìè öi¹¨ ðîáîòè.

8.7. Âèñíîâêè äî ðîçäiëó 8

Ó ðîçäiëi 8 äîñëiäæåíî iíòåãðîâíi ñèñòåìè ðiâíÿíü Øðüîäiíãåðà, ùî âiä-

ïîâiäàþòü ñóïåðïîòåíöiàëàì çíàéäåíèì â ðîçäiëi 4. Äëÿ êîæíîãî ç öèõ

ñóïåðïîòåíöiàëiâ âiäíîâëåíî âiäïîâiäíi ãàìiëüòîíiàíè, çíàéäåíî ñïåêòð,

îñíîâíèé ñòàí òà óñi çáóäæåíi ñòàíè. Äîâåäåíî iíòåãðîâíiñòü îñíîâíîãî

ñòàíó òà óñiõ çáóäæåíèõ ñòàíiâ, êîëè âèêîíóþòüñÿ ñïåöiàëüíi óìîâè íà

ïàðàìåòðè.
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Âèñíîâêè

Îñíîâíi ðåçóëüòàòè äèñåðòàöi¨ ìîæíà ïiäñóìóâàòè òàêèì ÷èíîì.

1. Ðîçðîáëåíî ìåòîä êëàñèôiêàöi¨ ôîðì-iíâàðiàíòíèõ ðiâíÿíü Øðüî-

äiíãåðà, ùî ìàþòü ñóïåðïîòåíöiàëè âèãëÿäó Wk = kQ + P + 1
kR.

Ó âèáðàíîìó êëàñi êëàñèôiêàöiþ ïðîâåäåíî, ðåçóëüòàò ïîäàíèé ó

ÿâíîìó âèãëÿäi, àáî, êîëè öå íå ìîæëèâî, ó âèãëÿäi àëãîðèòìó, ùî

ìîæå áóòè çàñòîñîâàíèé äëÿ áóäü-ÿêî¨ ôiêñîâàíî¨ ðîçìiðíîñòi ñóïåð-

ïîòåíöiàëó.

2. Îòðèìàíî âè÷åðïíèé îïèñ ñóïåðïîòåíöiàëiâ äàíîãî âèãëÿäó ïðåä-

ñòàâëåíèõ ìàòðèöÿìè ðîçìiðó 2×2. Ñóïåðïîòåíöiàëè äàíîãî âèãëÿ-

äó ìîæóòü áóòè âèêîðèñòàíi äëÿ îïèñó çàäà÷ êâàíòîâî¨ ìåõàíiêè

äëÿ ÷àñòèíîê çi ñïiíîì 1
2 .

3. Äëÿ ôîðì-iíâàðiàíòíèõ ïðîáëåì, ùî âiäïîâiäàþòü äâîâèìiðíèì ìà-

òðèöÿì, ïðè÷îìó ìàòðèöÿ Q ïðîïîðöiéíà äî îäèíè÷íî¨ ìàòðèöi,

ðîçâ'ÿçàíî ñïåêòðàëüíó çàäà÷ó. Çíàéäåíî âëàñíi çíà÷åííÿ, îñíîâíèé

ñòàí, äîâåäåíî êâàäðàòè÷íó iíòåãðîâàíiñòü çáóäæåíèõ ñòàíiâ.

Îòðèìàíi ðåçóëüòàòè ¹ íîâèìè i ìîæóòü áóòè âèêîðèñòàíi äëÿ ðîçâ'ÿ-

çóâàííÿ ðÿäó êîíêðåòíèõ çàäà÷ êâàíòîâî¨ ìåõàíiêè äëÿ ÷àñòèíîê ç äî-

âiëüíèì íåòðèâiàëüíèì ñïiíîì.
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