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ПЕРЕДМОВА

Статтi, включенi в цей том “Праць Iнституту математики”, в пе-
реважнiй бiльшостi вiдносяться до областi математичної фiзики та
теорiї диференцiальних рiвнянь, яку прийнято називати симетрiй-
ним або груповим аналiзом. Слiд вiдмiтити, що в збiрнику також є
ряд робiт, присвячених аналiтичним, асимптотичним i наближеним
методам теорiї диференцiальних рiвнянь.

Основну увагу придiлено дослiдженню конкретних рiвнянь та си-
стем рiвнянь математичної i теоретичної фiзики. Для цього застосо-
вується весь спектр методiв та iдей сучасного симетрiйного аналiзу —
вiд класичного пiдходу Лi до умовних i нелокальних симетрiй.

Низка статтей присвячена розвитку класичного роздiлу симетрiй-
ного аналiзу — теорiї групової класифiкацiї. Синтез iнфiнiтезималь-
ного методу, методiв перетворень еквiвалентностi, дослiдження су-
мiсностi та класифiкацiї скiнченновимiрних абстрактних алгебр Лi
дав змогу розв’язати багато складних i актуальних класифiкацiйних
задач в наступних класах: галiлей-iнварiантнi еволюцiйнi рiвняння
високого порядку, багатовимiрнi нелiнiйнi хвильовi рiвняння, ква-
зiлiнiйнi рiвняння гiперболiчного типу, системи нелiнiйних рiвнянь
Лапласа, системи другого порядку з керуванням та iн.

Збiрник також мiстить статтi, якi присвяченi теорiї диференцi-
альних iнварiантiв. Зокрема, узагальнено теорему Лi про диферен-
цiальнi iнварiанти однопараметричних груп локальних перетворень
у просторi багатьох незалежних та залежних змiнних. Описано ди-
ференцiальнi iнварiанти рiзних реалiзацiй конформної алгебри, роз-
ширених алгебр Евклiда, алгебри Пуанкаре. Побудовано зображення
деяких важливих груп руху i запропоновано новi актуальнi моделi
для сучасної релятивiстської фiзики. У рядi робiт груповi методи (як
класичнi, так i некласичнi) застосовано до побудови точних роз’язкiв
диференцiальних рiвнянь математичної фiзики.

Ще один напрямок, на якому зосереджена увага авторiв збiрни-
ка, — асимтотичний аналiз, дослiдження якiсних властивостей нелi-
нiйних моделей, оцiнка швидкостi збiжностi iтерацiйних методiв.

Ми сподiваємося, що цей збiрник буде корисним для науковцiв,
якi цiкавляться застованнями теоретико-групових та аналiтичних
методiв до задач математичної фiзики.

А.Г.Нiкiтiн
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Побудовано п’ять багатопараметричних сiмей ермiтових точно розв’яз-
них матричних одновимiрних операторiв Шрьодiнгера. Для цього ви-
користано одне iз зображень чотиривимiрної алгебри Лi, його iнварiан-
тний простiр, а також додатковi оператори, якi дiють в цьому просторi.

Five multi-parameter families of Hermitian exactly solvable matrix Schrö-
dinger operators in one variable was constructed. For this one of the
representation of the four-dimensional Lie algebra was used, as well as
invariant space under its operators and additional operators which act in
this space.

1. Вступ. В останнiй час багато робiт (див., напр. [1, 2]) було при-
свячено проблемi побудовi точно та квазi-точно розв’язних моделей
Шрьодiнгера

Ĥ[x]ψ(x) =
[
∂2
x + V (x)

]
ψ(x) = λψ(x). (1)

В роботi [3] знайдено досить широкi класи квазi-точно розв’язних
матричних моделей Шрьодiнгера (1), якi мають Лi-алгебраїчну стру-
ктуру [4]. Щодо точно розв’язних моделей, то описано лише декiлька
конкретних прикладiв [5, 6]. В данiй роботi знайдено багато-параме-
тричнi сiм’ї таких моделей. При цьому використано пiдходи, запро-
понованi в [3]. Нагадаємо коротко деякi основнi поняття.

Оператор другого порядку будемо називатиЛi-алгебраїчним, якщо
виконуються такi умови:
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• гамiльтонiан H є квадратичною формою зi сталими коефiцiєн-
тами операторiв першого порядку Q1, . . . , Qn, якi утворюють
алгебру Лi L

H[x] =

 n∑
j,k=1

αjkQjQk

 ; (2)

• алгебра L має скiнченновимiрний iнварiантний пiдпростiр G
усього простору зображення. При цьому у випадку точно роз-
в’язних моделей (на вiдмiну вiд квазi-точно розв’язних) цi пiд-
простори можуть мати яку завгодно розмiрнiсть.

Таким чином, якщо гамiльтонiан є Лi-алгебраїчним, то пiсля обме-
жень на простiр G вiн стає матричним операторомH, власнi значення
та власнi функцiї якого обчислюються суто алгебраїчним шляхом.

В роботi [7] знайдено зoбраження чотиривимiрних розв’язних ал-
гебр Лi в класi матрично-диференцiальних операторiв

L = {Q : Q = a(x)∂x +A(x)} , (3)

а також вiдповiднi iнварiантнi простори. Тут a(x) — гладка дiйсна
функцiя, A(x) — матриця розмiрностi 2× 2, компоненти якої є глад-
кими комплекснозначними функцiями вiд x. В данiй роботi викори-
стано зображення алгебри Лi L2

4,8 [7]. Однак, на основi лише операто-
рiв вказаних зображень алгебри Лi не вдається побудувати ермiтовi
моделi. Для розв’язання цiєї проблеми можна доповнити множину
операторiв зображення алгебри Лi операторами, якi б залишали вiд-
повiдний простiр G iнварiантним. Такий пiдхiд ми вже використову-
вали в [3]. Вiдмiннiсть пропонованого методу в тому, що множина
операторiв алгебри L та додаткових операторiв не утворюють, на
вiдмiну вiд [3], алгебру. У параграфi 3 регулярним чином описано
всi вiдповiднi ермiтовi точно розв’язнi матричнi моделi Шрьодiнге-
ра.

Як частковi приклади наведемо Моделi 1, 2, якi мають важливу
властивiсть: вiдповiднi iнварiантнi простори є гiльбертовими, тобто
на елементах цих просторiв можно ввести скалярний добуток

〈�f1(y), �f2(y)〉 =
∫

�f1(y)† �f2(y) dy,

де �f1(y)† — ермiтове спряження вектора �f1(y).
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Модель 1. (Ĥ(y) + E)ψ(y) = 0, де

Ĥ(y) = ∂2
y −
(

sin y +
1
2
y cos y

)
σ1 +

(
cos y − 1

2
y sin y

)
σ3 +

3
4
.

Ця модель вiдповiдає випадку 1 з параграфу 3, де α2 = β2 = δ3 =
γ0 = 1, ε = 1

2 , а решта коефiцiєнтiв дорiвнює нулю. Iнварiантний
простiр G має розмiрнiсть 2k + 3 i породжується векторами

�fj = −ie−1/4y2
yj exp

(
iσ2

2
y

)
�e1, �gs = ie−1/4y2

ys exp
(
iσ2

2
y

)
�e2,

де j = 0, . . . , k + 1, s = 0, . . . , k, �e1 = (1, 0)T , �e2 = (0, 1)T .

Модель 2.

Ĥ(y) = ∂2
y −

1
2

[
cos
(
2 ln
∣∣∣y
2

∣∣∣)σ1+

+ sin
(
2 ln
∣∣∣y
2

∣∣∣)σ3

]
+

5
4y2

+
1
2
− 1

16
y2.

Ця модель вiдповiдає пiдвипадку 2.1 з параграфу 3, де α1 = β2 =
γ0 = 1, δ1 = 1

2 , а решта коєфiцiєнтiв дорiвнюють нулю. Iнварiантний
простiр G породжується векторами

�fj = −ie−1/8y2
∣∣∣y
2

∣∣∣2j+1/2

exp
(
iσ2 ln

∣∣∣y
2

∣∣∣)�e1,
�gs = ie−1/8y2

∣∣∣y
2

∣∣∣2s+1/2

exp
(
iσ2 ln

∣∣∣y
2

∣∣∣)�e2,
де j = 0, . . . , k + 1, s = 0, . . . , k.

2. Загальний вигляд ермiтового точно розв’язного оператора
Шрьодiнгера для зображення L2

4,8 алгебри Лi. В роботi [7]
знайдено зображення алгебри Лi L2

4,8 з операторами

Q1 = A, Q2 = Ae−x, Q3 = cx(∂x + C), Q4 = ∂x, (4)

де A =
(

0 1
0 0

)
, C =

(
c 0
0 c

)
.

Оператори Q1, . . . , Q4 з (4) задовольняють комутацiйнi спiввiдно-
шення (решта комутацiйних спiввiдношень нульовi):

[Q2, Q3] = Q1, [Q2, Q4] = Q2, [Q3, Q4] = −Q3.
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Вiдповiдний iнварiантний простiр має вигляд

G = 〈e−cx�e1, e−(c+1)x�e1, . . . , e
−(c+k+1)x�e1〉

⊕ 〈e−cx�e2, e−(c+1)x�e2, . . . , e
−(c+k)x�e2〉,

(5)

де k — довiльне натуральне число.
Оскiльки в операторах (4) всi матрицi верхньотрикутнi, то для

побудови ермiтового гамiльтонiана H природно було б доповнити
множину операторiв (4) новими операторами з нижньотрикутними
матрицями. Причому цi оператори повиннi залишати простiр (5) iн-
варiантним. Неважко переконатися, що в класi операторiв (3), де
a(x) може бути матрицею 2× 2, всi такi оператори мають вигляд

R1 = S0, R2 = S+e
x∂x, R3 = S+∂x, R4 = S0e

x∂x,

R5 = S0∂x, R6 = S+e
−x∂x, R7 = S−ex∂x,

(6)

де S0 = σ3
2 , S± = iσ2±σ1

2 , σi (i = 1, 2, 3) — матрицi Паулi 2×2 , а саме

σ1 =
(

0 1
1 0

)
, σ2 =

(
0 −i
i 0

)
, σ3 =

(
1 0
0 −1

)
.

Нагадаємо основнi етапи алгоритма побудови точно розв’язного
оператора Шрьодiнгера [3]. Загальна форма точно розв’язної моделi
в рамках нашого пiдходу має вигляд

H[x] = ξ(x)∂2
x +B(x)∂x + C(x), (7)

де ξ(x) — деяка дiйсна функцiя, B(x), C(x) — матричнi функцiї 2×2.
Причому необхiдно розглянути лише тi незалежнi бiлiнiйнi форми
операторiв (4), (6), в яких коефiцiєнти при похiднiй другого порядку
∂2
x є дiйсними скалярними функцiями.

Нехай U(x) — невироджена матрична функцiя, яка задовольняє
системi звичайних диференцiальних рiвнянь

U ′(x) =
1

2ξ(x)

(
ξ′(x)

2
−B(x)

)
U(x), (8)

а функцiю z(x) визначено спiввiдношенням

z(x) = ±
∫

dx√
ξ(x)

. (9)
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Виявляється, що замiна

x→ y = z(x),

H[x] → Ĥ[y] = Û−1(y)H[z−1(y)]Û(y),

де z−1 — обернена до z функцiя, Û(y) = U(z−1(y)), приводить га-
мiльтонiан (7) до стандартного вигляду оператора Шрьодiнгера

Ĥ[y] = ∂2
y + V (y) (10)

з

V (y) =

{
U−1(x)

[
− 1

4ξ
B2(x)− 1

2
B′(x) +

ξ′

2ξ
B(x) + C(x)

]
U(x)+

+
ξ′′

4
− 3ξ′2

16ξ

}∣∣∣∣∣
x=z−1(y)

.

(11)

Тут запис W (x)|x=z−1(y) означає, що необхiдно виконати замiну x→
z−1(y) у виразi W (x). Зауважимо, що в силу iсторичних причин в
моделi (1) для позначення незалежної змiної використано x, а не y
як в (10).

Легко показати, що за допомогою замiни U(x) = e−cx можна по-
збутися параметра c в операторах (4), а також в базисних елемен-
тах (5), якi позначимо через �b1(x), . . . ,�b2k+3(x). Далi, перетворений
iнварiантний простiр матиме вигляд

G = 〈Û−1(y)�b1(z−1(y)), . . . , Û−1(y)�b2k+3(z−1(y))〉,

де Û(y) = U(x)|x=z−1 — матриця з (8).
Оскiльки метою даної роботи є побудова ермiтових моделей, то

необхiдно, щоб рiвняння (8) розв’язувалося в явному виглядi. Отже,
виберемо з усiх лiнiйно незалежних квадратичних форм операторiв
(4), (6) такi, при яких матриця B(x) вiдповiдного гамiльтонiана (7)
має вигляд

B(x) = g(x) +
3∑
i=1

ϕ̃iσih(x) = g(x) + ϕ̃σh(x), (12)

де g(x), h(x) — комплекснозначнi скалярнi функцiї, ϕ̃ = (ϕ1, iϕ2,
ϕ3) — комплекснозначнi сталi, якi залежать вiд параметрiв αij (2),
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σ = (σ1, σ2, σ3) (множник i перед довiльним параметром ϕ2 введено
для зручностi).

Всi можливi лiнiйно незалежнi квадратичнi форми операторiв (4),
(6) в класi операторiв (7) наведено нижче

Q2
4 = ∂2

x, Q3Q4 = ex∂2
x, Q2

3 = e2x(∂2
x + ∂x),

Q3 = ex∂x, R̃2 = R2 −R7 = Q1Q3 −R7 = σ1e
x∂x,

R̃7 = R2 +R7 = Q1Q3 +R7 = iσ2e
x∂x, 2R4 = 2R1Q3 = σ3e

x∂x,

Q4 = ∂x, 2R3 = 2Q1Q4 = (σ1 + iσ2)∂x, 2R5 = σ3∂x,

2R6 = (σ1 + iσ2)e−x∂x, 2Q1 = σ1 + iσ2, 2R1 = σ3,

2Q2 = (σ1 + iσ2)c−x.

Вiдповiдний гамiльтонiан H (2), (7) має вигляд

H = α0Q
2
4 + α1Q3Q4 + α2Q

2
3 + β0Q3 + β1R̃2 + β2R̃7 + 2β3R4+

+γ0Q4 + 2γ1R3 + 2γ3R5 + 2κR6 + 2δ1Q1 + 2δ3R1 + 2εQ2 =

= [α0 + α1e
x + α2e

2x]∂2
x + [α2e

2x + β0e
x + β̃aσ

aex + γ0+
+γ1(σ1 + iσ2) + γ3σ3 + κ(σ1 + iσ2)e−x]∂x + δ1(σ1 + iσ2)+

+δ3σ3 + ε(σ1 + iσ2)e−x = ξ(x)∂2
x + [g(x) + β̃σex + γ̃σ+

+κ̃σe−x]∂x + δ̃σ + ε̃σe−x,

(13)

де

ξ(x) = α0 + α1e
x + α2e

2x, g(x) = γ0 + β0e
x + α2e

2x,

β̃1 = β1, β̃2 = iβ2, β̃3 = β3, γ̃1 = γ1, γ̃2 = iγ1,

γ̃3 = γ3, κ̃1 = κ, κ̃2 = iκ, κ̃3 = 0, ε̃1 = ε, ε̃2 = iε,

ε̃3 = 0, δ̃1 = δ1, δ̃2 = iδ1, δ̃3 = δ3.

(14)

Матриця B(x) гамiльтонiана (7), (13) матиме вигляд (12) в одно-
му з чотирьох таких випадкiв:

1. β̃ �= 0, γ̃ = λβ̃, κ̃ = µβ̃;

2. β̃ = 0, γ̃ �= 0, κ̃ = µγ̃,

3. β̃ = γ̃ = 0, κ̃ �= 0;

4. β̃ = γ̃ = κ̃ = 0,

(15)

де λ, µ — деякi сталi. Тодi гамiльтонiан (13) можна записати так:

H[x] = ξ(x)∂2
x + [g(x) + h(x)ϕ̃σ]∂x + δ̃σ + ε̃σe−x,

h = ωex + λ+ µe−x,
(16)
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причому в наведених випадках (15) параметри ϕ̃ = (ϕ1, iϕ2, ϕ3), ω,
λ, µ приймають значення:

1) ϕ̃ = β̃, ω = 1;
2) ϕ̃ = γ̃, ω = 0, λ = 1;
3) ϕ̃ = κ̃, ω = 0, λ = 0, µ = 1;
4) h = 0.

(17)

Тодi загальний розв’язок рiвняння (8) матиме вигляд

U(x) = ξ1/4(x) exp
[
−1

2

∫
g(x)
ξ(x)

dx

]
exp
[
ϕ̃σ

2
θ(x)dx

]
Λ, (18)

де θ(x) = −
∫ h(x)
ξ(x) dx, Λ — довiльна невироджена матриця 2× 2.

З урахуванням формули Хаусдорфа–Кемпбела потенцiал (11)
прийме вигляд

V (y) = Λ−1

{
1

16ξ
[
(α2

1 + 8α2γ0 − 4β2
0 − 4ω2ϕ̃2)e2x+

+
(
4α0α1 + 8α1γ0 − 8α0β0 − 8γ0β0 − 8λωϕ̃2

)
ex−

−4
(
λ2ϕ̃2 + 2µωϕ̃2 + γ2

0

)
− 8µλϕ̃2e−x − 4µ2ϕ̃2e−2x

]
+

+
1
2ξ

[(
α2λ− β0ω + 2α2

ϕ̃δ̃

ϕ̃2

)
e2x +

(
2α2µ+ α1λ− β0λ−

−γ0ω − α0ω + 2α1
ϕ̃δ̃

ϕ̃2 + 2α2
ϕ̃ε̃

ϕ̃2

)
ex + 2α1µ− β0µ− γ0λ+

+2α0
ϕ̃δ̃

ϕ̃2 + 2α1
ϕ̃ε̃

ϕ̃2 +
(
α0µ− γ0µ+ 2α0

ϕ̃ε̃

ϕ̃2

)
e−x
]

ϕ̃σ+

+

(
δ̃σ − ϕ̃δ̃

ϕ̃2 ϕ̃σ

)
ch
(
θ(x)
√

ϕ̃2

)
+
(

ε̃σ − ϕ̃ε̃

ϕ̃2 ϕ̃σ

)
e−x×

×ch
(
θ(x)
√

ϕ̃2

)
+
i([δ̃ × ϕ̃],σ)√

ϕ̃2
sh
(
θ(x)
√

ϕ̃2

)
+

+
i([ε̃× ϕ̃],σ)√

ϕ̃2
e−x sh

(
θ(x)
√

ϕ̃2

)}
Λ

∣∣∣∣∣
x=z−1(y)

.

(19)

Таким чином, одержано оператор Шрьодiнгера (10).
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3. Сiм’я ермiтових потенцiалiв (19). Нижче описано повну бага-
топараметричну сiм’ю потенцiалiв (19), якi зводяться до ермiтових.
Зауважимо, що кожен з них має структуру

Ĥ[y] = ∂2
y +

5∑
i=1

vi(y)Λ−1a(i)σΛ + v0(y), (20)

причому vi — лiнiйно незалежнi функцiї, a(i) =
(
a
(i)
1 , a

(i)
2 , a

(i)
3

)
—

комплекснозначнi сталi вектори, компоненти яких залежать вiд па-
раметрiв αi, ϕ̃i, εi, δi з формул (14), (17). Для того, щоб потенцiал
(20) був ермiтовим, необхiдно i достатньо, щоб матрицi a(i)σ одно-
часно зводились до ермiтових за допомогою деякого перетворення
Λ. Умови такого зведення наведено в лемi нижче (дооведення див.
в [3]), з якої випливають необхiднi i достатнi умови, що накладають
на параметри (14). Явнi формули для знаходження перетворення Λ
буде наведено нижче.

Лема. Нехай a(i) =
(
a
(i)
1 , a

(i)
2 , a

(i)
3

)
— ненульовi комплекснозначнi

вектори. Тодi справедливi такi твердження:
(i) матриця a(1)σ зводиться до ермiтової за допомогою пере-

творення A → Λ−1AΛ тодi i лише тодi, коли
(
a(1)
)2
> 0 (зокрема,

це означає, що
(
a(1)
)2 ∈ R).

(ii) матрицi a(1)σ, a(2)σ, де a(2) �= λa(1), λ ∈ R, зводяться одно-
часно до ермiтових тодi i лише тодi, коли(

a(1)
)2

> 0,
(
a(2)
)2

> 0,
[
a(1) × a(2)

]2
> 0, a(1)a(2) ∈ R.

(iii) матрицi a(1)σ, a(2)σ, a(i)σ(i �= 1, 2), де a(2) �= λa(1), a(i) �=
µa(2), λ, µ ∈ R, зводяться одночасно до ермiтових тодi i лише тодi,
коли (

a(1)
)2

> 0,
(
a(2)
)2

> 0,
[
a(1) × a(2)

]2
> 0, a(1)a(2) ∈ R.

{
a(1)a(i), a(2)a(i),

([
a(1) × a(2)

]
a(i)
)}
⊂ R.

Тут через
[
a(i) × a(j)

]
та a(i)a(j) позначено векторний та скаляр-

ний добутки вiдповiдно.
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Перейдемо безпосередньо до вiдбору операторiв Шрьодiнгера (10),
що зводяться до ермiтових. В процесi вiдбору в залежностi вiд па-
раметрiв (14) виникають рiзнi класи таких операторiв з ермiтовою
матрицею V (y). Це, в свою чергу, дає повний опис точно-розв’язних
матричних моделей (1), (16), якi можна звести до ермiтових матри-
чних операторiв Шрьодiнгера. Враховуючи лему, нижче наводимо
остаточнi результати: умови на вибiр параметрiв, явний вигляд то-
чно розв’язних ермiтових операторiв Шрьодiнгера, а також вiдпо-
вiднi перетворення Λ. Пiсля цього, в якостi прикладу, докладно зу-
пинимось на виведеннi вiдповiдних формул випадку 1. Подальший
аналiз показує, що ермiтовi моделi отримуються тiлькi тодi, коли в
(15), (17) ϕ̃ = β̃, ω = 1, µ = 0.
Випадок 1.

[β̃
2
< 0, ε �= 0, β1 �= β2] ∧ [{λ, γ0, β0, ε(β1 − β2),

δ1(β1 − β2) + β3δ3, δ3} ⊂ R] ∧
[
µ = α0 = α2λ− β0 + 2α2

β̃δ̃

β̃
2 =

−γ0λ+ 2α1
β̃ε̃

β̃
2 = α1λ− β0λ− γ0 + 2α1

β̃δ̃

β̃
2 + 2α2

β̃ε̃

β̃
2 = 0

]
.

Ĥ[y] = ∂2
y +

1
16(α2e2x + α1ex)

[(α2
1 + 8α2γ0 − 4β2

0 − 4β̃
2
)e2x+

+(8α1γ0 − 8γ0β0 − 8λβ̃2)ex − 4(λ2β̃2 + γ2
0)]+

+
(
P cos

(
θ(x)
√
−β̃

2
+ Ω
)

+

+
ε(β1 − β2)√

−β̃
2

e−x cos
(
θ(x)
√
−β̃

2
)σ1+

+
(
P sin

(
θ(x)
√
−β̃

2
+ Ω
)

+

+
ε(β1 − β2)√

−β̃
2

e−x sin
(
θ(x)
√
−β̃

2
)σ3

∣∣∣∣∣∣
x=z−1(y)

,

де

P =

√√√√δ23 − (β̃δ̃)2

β̃
2 , cos Ω =

β̃δ̃

P

√
−β̃

2
, sin Ω =

δ3
P
,
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Λ = Λ1 · Λ2 = exp
(
β3

2β̃ε̃
ε̃σ

)
· exp(νσ3), e2ν =

√
−β̃

2

β1 − β2
.

Тут i далi позначаємо через z−1(y) функцiю обернену до (9), θ(x)
— функцiя, яка визначається формулою (18). Запис [A]∧ [B] означає
кон’юкцiю двох тверджень A та B.
Випадок 2.[

β̃
2
< 0, ε = 0, β1 �= β2, (β̃δ̃)2 − δ̃

2
β̃

2
> 0
]
∧ [λ ∈ R].

Пiдвипадок 2.1.[
δ3 = α2λ− β0 + 2α2

β̃δ̃

β̃
2 = α1λ− β0 − γ0 − α0 + 2α1

β̃δ̃

β̃
2 =

= −γ0λ+ 2α0
β̃δ̃

β̃
2 = 0

]
∧ [γ0, β0 ∈ R],

Ĥ[y] = ∂2
y +

1
16(α2e2x + α1ex + α0)

[(α2
1 + 8α2γ0 − 4β2

0 − 4β̃
2
)e2x+

+(4α0α1 + 8α1γ0 − 8α0β0 − 8γ0β0 − 8λβ̃
2
)ex − 4(λ2β̃

2
+ γ2

0)]+

+
β̃δ̃√
−β̃

2

[
cos
(
θ(x)
√
−β̃

2
)
σ1 + sin

(
θ(x)
√
−β̃

2
)
σ3

]∣∣∣∣∣∣
x=z−1(y)

,

Λ = Λ1 · Λ2 = exp
(
β3

2β̃δ̃

)
exp(νσ3), e2ν =

√
−β̃

2

β1 − β2
.

Пiдвипадок 2.2.[
δ3 = 0, γ0 = −α0, λ = −2

β̃δ̃

β̃
2

]
∧ [γ0, iβ0 ∈ R] ,

Ĥ[y] = ∂2
y +

1
16(α2e2x + α1ex + α0)

[(α2
1 + 8α2γ0 − 4β2

0 − 4β̃
2
)e2x+

+(4α0α1 + 8α1γ0 − 8λβ̃
2
)ex − 4(λ2β̃

2
+ γ2

0)]+

+
iλβ0

2(α2e2x + α1ex + α0)

√
−β̃

2
σ2e

x+

+
β̃δ̃√
−β̃

2

[
cos
(
θ(x)
√
−β̃

2
)
σ1 + sin

(
θ(x)
√
−β̃

2
)
σ3

]∣∣∣∣∣∣
x=z−1(y)

,
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Λ = Λ1 · Λ2 = exp
(
β3

2β̃δ̃

)
exp(νσ3), e2ν =

√
−β̃

2

β1 − β2
.

Пiдвипадок 2.3.[
δ1 = 0, β2

1 − β2
2 �= 0

]
∧

∧
[{

i

(
α2λ− β0 + 2α2

β̃δ̃

β̃
2

)
, i

(
α1λ− β0λ− γ0 − α0 + 2α1

β̃δ̃

β̃
2

)
,

i

(
−γ0λ+ 2α0

β̃δ̃

β̃
2

)
, 2α2γ0 − β2

0 , α1γ0 − α0β0 − γ0β0, γ
2
0

}
⊂R

]
,

Ĥ[y] = ∂2
y +

1
16(α2e2x + α1ex + α0)

[(α2
1 + 8α2γ0 − 4β2

0 − 4β̃
2
)e2x+

+(4α0α1 + 8α1γ0 − 8α0β0 − 8γ0β0 − 8λβ̃
2
)ex − 4(λ2β̃

2
+ γ2

0)]+

+
1

2(α2e2x + α1ex + α0)

[(
α2λ− β0 + 2α2

β̃δ̃

β̃
2

)
e2x +

+

(
α1λ− β0λ− γ0 − α0 + 2α1

β̃δ̃

β̃
2

)
ex+

+

(
−γ0λ+ 2α0

β̃δ̃

β̃
2

)]
i

√
−β̃2σ2+

+
δ3
√
β2

1 − β2
2√

β̃2

[
cos
(
θ(x)
√
−β̃

2
)
σ3−

− sin
(
θ(x)
√
−β̃

2
)
σ1

]∣∣∣∣
x=z−1(y)

,

Λ = Λ1 · Λ2 = exp(νσ3) exp(χσ1),

e2ν =

√
β1 + β2

β2 − β1
, e2χ =

√√
β2

2 − β2
1 − β3√

β2
2 − β2

1 + β3

.

Пiдвипадок 2.4.

[δ1, δ3 �= 0] ∧
[{

i

(
α2λ− β0 + 2α2

β̃δ̃

β̃
2

)
,
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i

(
α1λ− β0λ− γ0 − α0 + 2α1

β̃δ̃

β̃
2

)
, i

(
−γ0λ+ 2α0

β̃δ̃

β̃
2

)
,

2α2γ0 − β2
0 , α1γ0 − α0β0 − γ0β0, γ

2
0

}
⊂ R

]
,

Ĥ[y] = ∂2
y +

1
16(α2e2x + α1ex + α0)

[(α2
1 + 8α2γ0 − 4β2

0 − 4β̃
2
)e2x+

+(4α0α1 + 8α1γ0 − 8α0β0 − 8γ0β0 − 8λβ̃
2
)ex − 4(λ2β̃

2
+ γ2

0)]+

+
1

2(α2e2x + α1ex + α0)

[(
α2λ− β0 + 2α2

β̃δ̃

β̃
2

)
e2x +

(
α1λ− β0λ−

−γ0 − α0 + 2α1
β̃δ̃

β̃
2

)
ex +

(
−γ0λ+ 2α0

β̃δ̃

β̃
2

)]
i

√
−β̃

2
σ2+

+

√√√√ δ̃
2
β̃

2 − (β̃δ̃)2

β̃
2

[
cos
(
θ(x)
√
−β̃

2
)
σ1−

− sin
(
θ(x)
√
−β̃

2
)
σ3

]∣∣∣∣
x=z−1(y)

,

Λ = Λ1 · Λ2 = exp(ν�α�σ) · exp(χσ3), α =
δ3β̃ − β3δ̃√

β̃
2

,

e2ν�α
2

=

√
δ1(β1 − β2)−

√
δ3(β1 − β2)[δ3(β1 + β2)− 2δ1β3]

δ1(β1 − β2) +
√
δ3(β1 − β2)[δ3(β1 + β2)− 2δ1β3]

.

Величину χ визначаємо таким чином. При дiї перетворення Λ1 на(
β̃

2
δ̃σ − (β̃δ̃)β̃σ

)
/β̃

2
одержуємо деяку матрицю bσ. Компоненти

вектора b = (b1, b2, 0) зв’язанi з χ таким спiввiдношенням

e2χ =
√
ib1 + b2
ib1 − b2

.

В цiлому виведення вищевказаних формул для гамiльтонiанiв Ĥ[y],
якi не належать до дiагонального класу, дуже громiздка, тому в ро-
ботi ми її не приводимо.
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Towards classification of nonlinear
evolution equations admitting
third-order conditional symmetries
A.Yu. ANDREYTSEV

Kyiv National Taras Shevchenko University

На прикладi нелiнiйних еволюцiйних рiвнянь другого порядку викла-
дено алгоритм побудови класiв рiвнянь, що допускають редукцiю до
систем звичайних диференцiальних рiвнянь. Класифiкацiю проведено
за умови, що шукана функцiя задовольняє певному звичайному дифе-
ренцiальному рiвнянню третього порядку. Наведено два приклади.

Algorithm enabling us to construct classes of second-order nonlinear
evolution equations that can be reduced to systems of ordinary differential
equations is suggested. Classification of these equations is performed under
condition that a solution to be found satisfies a certain third-order ordinary
differential equation. Two examples are given.

1. Introduction. Modeling dynamical processes in physics, chemistry
and other fields of science requires solving evolution equations. Provided
equations under study are linear, the methodology of constructing exact
solutions is worked out quite well. However, in the case of nonlinear
equations, there is no general methods for finding their solutions. Each
specific equation requires special treatment. Among the most efficient
methods for constructing exact solutions of nonlinear evolution equations
are those based on their conditional symmetries [1, 2].

A number of papers by Galaktionov are devoted to constructing exact
solutions of equations

ut = F (u, ux, uxx), (1)

where ut = ∂u
∂t , ux = ∂u

∂x , uxx = ∂2u
∂x2 , with so called quadratic nonlineari-

ties. To this end, technique based on the concept of invariant subspace
[3, 4] (that is, of the space of smooth functions invariant with respect to
the action of differential operator related to the equation under study)
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is employed. Some of the Galaktionov’s results on reduction of evoluti-
on equations with quadratic nonlinearities have been recently recovered
using a different technique in [6].

New approach to reduction of nonlinear evolution equations (1) using
their higher conditional symmetries has been suggested in [5]. It has been
employed to classify broad classes of conditionally invariant evolution
equations [7]. Based on the approach in question a novel technique for di-
mensional reduction of initial-value problems for conditionally invariant
evolution equations has been suggested in [8]. Employing this technique
we have carried out reduction of a number of initial value problems to
Cauchy problems for systems of nonlinear ordinary differential equations
(ODEs) [9] (see, also [10]).

In all of the above mentioned papers the right-hand sides of equation
(1) are quadratic polynomials or can be transformed to them by a certain
change of variables. The purpose of this paper is to classify more general
nonlinear evolution equations

ut = F (t, x, u, ux, uxx), (2)

which admit reduction to systems of ODEs. To this end we consider
equation (2) together with additional condition

uxxx = f(t, x, u, ux, uxx). (3)

Equation (3) can be considered as ODE with the parameter t.
Before giving the principal results we introduce the notations to be

used throughout the text. The subscripts denote differentiating with
respect to the indicated variables, for example, Fux

= ∂F
∂ux

, Fuux
=

∂2F
∂u∂ux

. What is more,

H =
∂

∂x
+ ux

∂

∂u
+ uxx

∂

∂ux
+ f

∂

∂uxx

.

2. Classification algorithm for nonlinear evolution equations.
Suppose that the function f in (3) is known. Then we need to descri-
be the class of functions F , for which system (2), (3) is compatible. To
achieve this goal, we differentiate (2) three times with respect to x, eli-
minating the derivative uxxx by means of (3). Next, we differentiate (3)
with respect to t and eliminate ut, utx and utxx by means of equation (2)
and its differential consequences. This finally yields

Fxxx + u3
xFuuu + u3

xxFuxuxux
+ f3Fuxxuxxuxx

+ 3uxFxxu+
+3uxxFxxux

+ 3fFxxuxx
+ 3u2

xFxuu + 3u2
xuxxFuuux

+
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+3u2
xfFuuuxx

+ 3u2
xxFxuxux

+ 3uxu2
xxFuuxux

+
+3u2

xxfFuxuxuxx
+ 3f2Fxuxxuxx

+ 3uxf2Fuuxxuxx
+

+3uxxf2Fuxuxxuxx
+ 6uxuxxFxuux

+ 6uxfFxuuxx
+

+6uxxfFxuxuxx
+ 6uxuxxfFuuxuxx

+ 3uxuxxFuu+
+3uxxfFuxux

+ 3fHfFuxxuxx
+ 3uxxFxu + 3fFxux

+
+3HfFxuxx

+ 3
(
u2
xx + uxf

)
Fuux

+ 3 (uxxf + uxHf)Fuuxx
+

+3
(
f2 + uxxHf

)
Fuxuxx

+ fFu +HfFux
+H (Hf)Fuxx

=
= fuxx

(Fxx + u2
xFuu + u2

xxFuxux
+ f2Fuxxuxx

+ 2uxxFxu+
+2fFxux

+ 2HfFxuxx
+ 2uxuxxFuux

+ 2uxfFuuxx
+

+2uxxfFuxuxx
+ uxxFu + fFux

+HfFuxx
)+

+fux
(Fx + uxFu + uxxFux

+ fFuxx
) + fuF + ft.

(4)

Equation (4) is the compatibility condition of system (2), (3). We
consider this equation as third order partial differential equation (PDE)
for the function F of four independent variables x, u, ux, uxx. It so
happens that PDE (4) is of parabolic type and simplifies drastically when
transformed to a canonical form. Following the ideas of [10] we introduce
(functionally independent) auxiliary variables ωi = ωi(x, u, ux, uxx), i =
1, 2, 3 and η = η (x, u, ux, uxx) defined by the following relations:

Hωi = 0, i = 1, 2, 3. (5)

Rewriting (4) in the new variables we get the remarkably simple
equation

(Hη)3Fηηη +
(
3HηH(Hη)− fuxx

(Hη)2
)
Fηη+

+(H(H(Hη))− fuxx
H(Hη)− fux

Hη)Fη − fuF = ft,
(6)

since the variables ωi and t become parametrical.
The general solution of linear equation (6) has the form F = F g+F p,

where F p is a particular solution of (6) and

F g =
3∑
i=1

Fi(t, ω1, ω2, ω3)gi(η, ω1, ω2, ω3)

is the general solution of the corresponding homogeneous equation.
Notice that H is the total differentiation operator with respect to

x, hence taking into account (5) we conclude that functions ωi are
independent of x.
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Thus having solved (6) we obtain the explicit form of the function F
for which system (2), (3) is compatible. According to the theorem proved
in [5] substitution of the Ansatz, which is the general solution of equation
(3), into (2), reduces (2) to a system of three ODEs.

3. Some examples. We will illustrate the above algorithm with two
examples. Consider equation (2) with the following additional condition:

uxxx = aux, a �= 0. (7)

Equation (7) considered as ODE has the following independent integrals
(solutions of (5)):

ω1 = au2
x − u2

xx, ω2 = au− uxx,

ω3 =


x− 1√

−a arcsin
√
−aux√

u2
xx − au2

x

, a < 0,

x− 1√
a

ln
∣∣√aux + uxx

∣∣ , a > 0.

(8)

Choosing η = u we transform equation (4) to become

u3
xFηηη + 3uxuxxFηη = 0.

Dividing the above relation by ux and expressing ux, uxx in terms of the
transformed variables yield ODE(

ω1 + (aη − ω2)
2
)
Fηηη + 3a (aη − ω2)Fηη = 0,

whose general solution reads as

F = F1 (t, ω1, ω2, ω3)
√
ω1 + (aη − ω2)

2+

+F2 (t, ω1, ω2, ω3) η + F3 (t, ω1, ω2, ω3)

Returning to the original variables, we have

F = F1ux + F2u+ F3, Fi = Fi
(
t, au2

x − u2
xx, au− uxx, ω3

)
,(9)

where ω3 is determined by one of the formulas (8) depending on sign
of a.

General solution of equation (7) is of the form

u =

{
ϕ1 (t) sin

√
−ax+ ϕ2 (t) cos

√
−ax+ ϕ3 (t) , a < 0,

ϕ1 (t) sinh
√
ax+ ϕ2 (t) cosh

√
ax+ ϕ3 (t) , a > 0,

(10)

where ϕ1, ϕ2, ϕ3 are arbitrary differentiable functions.
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Thus, inserting Ansätze (10) into the corresponding equations (2),
(9) reduces them to systems of ODEs

ϕ̇1 = ∓
√
∓aF1ϕ2 + F2ϕ1, ϕ̇2 =

√
∓aF1ϕ1 + F2ϕ2,

ϕ̇3 = F2ϕ3 + F3,

Fi = Fi

(
t, ϕ2

1 + ϕ2
2, ϕ3, arctan

ϕ2

ϕ1

)
, a < 0,

Fi = Fi
(
t, ϕ2

1 − ϕ2
2, ϕ3, ln |ϕ1 + ϕ2|

)
, a > 0.

Here, the upper plus and minus signs correspond to the case a < 0, while
the lower ones correspond to the case a > 0.

Note that putting F1 = 0, F2 = µ1, F3 = ω1 − ω2
2 + µ2 yields the

equation, investigated in [3, 6, 7]. Consequently, Galaktionov’s Ansätze,
obtained in [3] can be applied to reduction and construction of solutions
of a wider class of evolution equations.

Suggested technique enables to handle nonlinear additional conditi-
ons, as opposed to the approach used in [3, 6]. We will demonstrate this
by taking as an example equation (1) with additional condition

uxxx = 2
u2
xx

ux
. (11)

Taking into account that F does not depend on x explicitly we
conclude that equation (11) has only two independent integrals

ω1 =
u2
x

uxx
, ω2 = u− u2

x lnux
uxx

.

As in the first example, we put η = u. In this case equation (4)
contain no derivatives of F with respect to x and after the change of
variables takes the form

Fηηη −
1
ω1
Fηη = 0.

System (1), (11) is compatible if

F = F1 exp
(
uuxx
u2
x

)
+ F2u+ F3,

Fi = Fi

(
u2
x

uxx
;u− u2

x lnux
uxx

)
.

(12)
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Substitution of ansatz

u = ϕ1 (t) ln (x+ ϕ2 (t)) + ϕ3,

which is a solution of equation (11), into equation (1), (12) reduces the
latter to system of ODEs

ϕ̇1 = F2ϕ1, ϕ̇2 = F1
1
ϕ1

exp
(
−ϕ3

ϕ1

)
,

ϕ̇3 = F2ϕ3 + F3, Fi = Fi (−ϕ1, ϕ1 lnϕ1 + ϕ3) .

4. Conclusion.We emphasize that the described approach may be easi-
ly generalized for classification of higher order evolution equations. Let
us, for example, apply it to equation

ut = F (t, x, u, u1, . . . , un) (13)

with additional condition

un+1 = f (t, x, u, u1, . . . , un) . (14)

Here ui = ∂iu
∂xi . Compatibility condition is PDE, which after being wri-

tten in the new variables ωi, i = 1, n, η, where Hωi = 0, Hη = 1 and

H =
∂

∂x
+ u1

∂

∂u
+ u2

∂

∂u1
+ · · ·+ f

∂

∂un
,

reduces to the form

∂nF

∂ηn
− fun−1

∂n−1F

∂ηn−1
− · · · − fu1

∂F

∂η
− fuF = ft.

Reduction of initial-value problems for equations obtained in the
present paper can be performed within the approach developed in [8]–
[10].

Some difficulties arise while applying our approach to the case when
(14) has the order higher than n+1. Given this form of (14), a canonical
form of the compatibility condition is no longer ODE with parameter but
PDE. This case requires separate study. We note also that an extension
of above approach to the case of multi-dimensional evolution equations
is a promising line of research.
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Про новi точнi розв’язки
нелiнiйного рiвняння Даламбера
у псевдоевклiдовому просторi R2,2

А. БАРАННИК †1, Ю. МОСКАЛЕНКО †2, I. ЮРИК †3

†1 Педагогiчний унiверситет, Слупськ, Польща
†2 Педагогiчний унiверситет, Полтава
†3 Український державний унiверситет харчових технологiй, Київ

Побудовано новi точнi розв’язки нелiнiйного рiвняння Даламбера в
просторi R2,2, якi мiстять довiльнi функцiї.

New classes of solutions with arbitrary functions for nonlinear d’Alembert
equation in space R2,2 are constructed.

Розглянемо нелiнiйне рiвняння Даламбера у псевдоевклiдовому про-
сторi R2,2

�u+ λuk = 0, (1)

де �u = u11 + u22 − u33 − u44, uµν = ∂2u
∂xµ∂xν

, u = u(x), x = (x1, x2, x3,
x4), µ, ν = 1, 2, 3, 4. Рiвняння (1) iнварiантне вiдносно розширеної
алгебри Пуанкаре AP̃ (2, 2) [1], яка реалiзується такими операторами:

Pα = ∂α, Jαβ = gανxν∂β − gβνxν∂α, D = −xα∂α +
2u
k − 1

∂u,

де ∂α ≡ ∂
∂xα

, ∂u ≡ ∂
∂u , g11 = g22 = −g33 = −g44 = 1, gαβ = 0, якщо

α �= β, α, β, ν = 1, 2, 3, 4. В [2, 3] з використанням пiдалгебр ран-
гу 3 алгебри AP̃ (2, 2) побудовано симетрiйнi анзаци, якi редукують
рiвняння (1) до звичайних диференцiальних рiвнянь. За розв’язка-
ми редукованих рiвнянь знайденi деякi багатопараметричнi класи
точних розв’язкiв рiвняння (1). Методом, запропонованим в [4–6], в
роботi [7] побудовано бiльш загальнi класи точних розв’язкiв рiвня-
ння (1), що мiстять довiльнi функцiї.
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Метою даної статтi є побудова нових широких класiв точних роз-
в’язкiв рiвняння Даламбера, що мiстять довiльнi функцiї. Розгля-
немо симетрiйний анзац u = u(ω1, ω2, ω3), де ω1 = x1 − x4, ω2 =
x2

1 + x2
2 − x2

3 − x2
4, ω3 = (x1 − x4)(x2 − x3)−1. Анзац редукує рiвнян-

ня (1) до двовимiрного рiвняння

4ω1u12 + 4ω2u22 + 8u2 + λuk = 0. (2)

Дослiдимо симетрiю рiвняння (2).

Теорема 1.Максимальною в розумiннi Лi алгеброю iнварiантностi
рiвняння (2) при k �= 2 є нескiнченновимiрна алгебра Лi A∞(4), яка
породжується операторами α1X1 + α2X2 + α3X3 + βM , де

X1 = ω1
∂

∂ω1
+ ω2

∂

∂ω2
− 1
k − 1

u
∂

∂u
, X3 = ω1

∂

∂ω2
,

X2 = ω2
∂

∂ω2
− 1
k − 1

u
∂

∂u
,

M = ωk−1
1

(
ω1

∂

∂ω1
+ ω2

∂

∂ω2
− u ∂

∂u

)
,

а α1, α2, α3, β — довiльнi гладкi функцiї вiд змiнної ω3.

Вiдзначимо, що X1, X2 i X3 є операторами алгебри iнварiантностi
рiвняння (1), але записаними в нових змiнних. Оператор M не є
оператором симетрiї рiвняння (1).

Теорема 2.Максимальною в розумiннi Лi алгеброю iнварiантностi
рiвняння (2) при k = 2 є нескiнченновимiрна алгебра Лi B∞(4), яка
породжується операторами α1Z1 + α2Z2 + α3Z3 + βS, де

Z1 = ω1
∂

∂ω1
+ ω2

∂

∂ω2
− u ∂

∂u
, Z3 = ω1

∂

∂ω2
,

Z2 = ω2
∂

∂ω2
− u ∂

∂u
,

S = ω1 lnω1
∂

∂ω1
+ ω2 lnω1

∂

∂ω2
− (lnω1 + 1)u

∂

∂u
,

де α1, α2, α3, β — довiльнi гладкi функцiї вiд змiнної ω3.

Оператор S не є оператором симетрiї рiвняння (1).
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В залежностi вiд значення параметра k розглянемо два випадки.
I. Випадок k �= 2. Видiлимо в алгебрi A∞(4) скiнченновимiрну

пiдалгебру A(4), яка породжується операторами X1, X2, X3, M i
проведемо редукцiю рiвняння (2) за одновимiрними пiдалгебрами
алгебри A(4). Розв’язок рiвняння (2), що не залежить вiд змiнної ω2,
є нульовим, а тому ми повиннi виключити з розгляду одновимiрну
пiдалгебру 〈X3〉. З врахуванням цього зауваження повний список не
спряжених вiдносно внутрiшнiх автоморфiзмiв одновимiрних пiдал-
гебр алгебри A(4) i вiдповiдних їм анзацiв наведено в таблицi 1.

Таблиця 1

№
п/п

Алгебра Iнварiантна змiнна Анзац

1 〈X1 + αX2〉
(α ∈ R)

ω = ω2ω
−α−1
1 u = ω

α+1
1−k
1 ϕ(ω)

2 〈X2〉 ω = ω1 u = ω
1

1−k
3 ϕ(ω)

3 〈X1 + εX3〉
(ε = ±1)

ω =
ω2

ω1
− ε lnω1 u = ω

1
1−k
1 ϕ(ω)

4 〈M + δX2〉
(δ = 0;±1)

ω =
δ

k − 2
ω

−(k−2)
1 + ln

ω2

ω1
u =
(
ωk−2

1 ω2

) 1
1−k ϕ(ω)

5 〈M + εX3〉
(ε = ±1)

ω =
ω2

ω1
+

ε

k − 2
ω

−(k−2)
1 u = ω−1

1 ϕ(ω)

Анзаци 1–5, вказанi в таблицi 1, редукують рiвняння (2) до зви-
чайних диференцiальних рiвнянь з невiдомою функцiєю ϕ = ϕ(ω):

1◦ −4αωϕ̈+
4(k − 2− αk)

k − 1
ϕ+ λϕk = 0;

2◦ − 4ω
k − 1

ϕ̈− 4(k − 2)
(k − 1)2

ϕ+ λϕk = 0;

3◦ −4εϕ̈+
4(k − 2)
k − 1

ϕ+ λϕk = 0;

4◦ −4δϕ̈+
4δ
k − 1

ϕ+ λϕk = 0;

5◦ −4εϕ̈+ λϕk = 0.

(3)

Дослiдимо редукованi рiвняння. Якщо в рiвняннi 1◦ (3) покласти
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α = (k−2)(k−1)
2 , то воно набуває вигляду

−2(k − 2)(k + 1)ωϕ̈− 2(k − 2)(k + 2)ϕ+ λϕk = 0.

Дане рiвняння має розв’язок

ϕ1−k =
λ(k − 1)2

4(k − 2)

(
ω

1
2 + Cω

k−1
2(k+1)

)2
.

Йому вiдповiдає такий розв’язок рiвняння (1):

u1−k =
λ(k − 1)2

4(k − 2)

(
ω

1
2
2 + Cω

k(k−1)
2(k+1)
1 ω

k−1
2(k+1)
2

)2

. (4)

Рiвняння 1◦ (3) при α = 0 має розв’язок

ϕ1−k =
λ(k − 1)2

4(k − 2)
(ω + C).

В результатi отримуємо такий розв’язок рiвняння (1):

u1−k =
λ(k − 1)2

4(k − 2)
(ω2 + Cω1). (5)

Якщо α = 2(k−2)
k+1 , то рiвняння 1◦ (3) набуває вигляду

−8(k − 2)
k + 1

ωϕ̈− 4(k − 2)
k + 1

ϕ+ λϕk = 0.

Частинним розв’язком його є функцiя

ϕ1−k =
λ(k − 1)2

4(k − 2)

(
ω

1
2 + C

)2
.

Отже, рiвняння (1) має такий розв’язок

u1−k =
λ(k − 1)2

4(k − 2)

(
ω

1
2
2 + Cω

3(k−1)
2(k+1)
1

)2

. (6)

Рiвнянння 4◦ i 5◦ (3) мають такi розв’язки:

ϕ1−k =
λ(k − 1)2

4(k − 2)
(
1 + Cωk−2

)
,

ϕ1−k =
λ(k − 1)2

8ε(k + 1)
(ω + C)2.
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В результатi отримуємо такi розв’язки рiвняння (1):

u1−k =
λ(k − 1)2

4(k − 2)
ω2

(
1 + Cωk−2

1

)
, (7)

u1−k =
λ(k − 1)2

8ε(k + 1)
ωk−3

1

(
ω2 +

ε

k − 2
ω3−k

1 + Cω1

)2

. (8)

II. Випадок k = 2. Видiлимо в алгебрi B∞(4) скiнченовимiрну
пiдалгебру B(4), породжену операторами Z1, Z2, Z3, S i проведемо
редукцiю рiвняння (2) за одновимiрними пiдалгебрами алгебри B(4).
Аналогiчно випадку I ми повиннi вилучити з розгляду одновимiрну
пiдалгебру 〈Z3〉. Повний список не спряжених вiдносно внутрiшнiх
автоморфiзмiв одновимiрних пiдалгебр алгебри B(4) i вiдповiдних
їм анзацiв наведено в таблицi 2.

Таблиця 2

№
п/п

Алгебра Iнварiантна змiнна Анзац

1 〈Z1 + δZ2〉
(δ = 0;±1)

ω = ω2ω
−δ−1
1 u = ω−1

2 ϕ(ω)

2 〈Z2〉 ω = ω1 u = ω−1
2 ϕ(ω)

3 〈Z1 + εZ3〉
(ε = ±1)

ω =
ω2

ω1
− ε lnω1 u = ω−1

1 ϕ(ω)

4 〈S + αZ2〉
(α ∈ R)

ω =
ω1 lnα ω1

ω2
u =
(
ω1 lnα+1 ω1

)−1
ϕ(ω)

5 〈S + εZ3〉
(ε = ±1)

ω =
ω2

ω1
− ε ln(lnω1) u = (ω1 lnω1)

−1ϕ(ω)

Анзаци 1–5, вказанi в таблицi 2, редукують рiвняння (2) до зви-
чайних диференцiальних рiвнянь з невiдомою функцiєю ϕ = ϕ(ω):

1◦ −4δω2ϕ̈+ λϕ2 = 0;
2◦ −4ωϕ̈+ λϕ2 = 0;
3◦ −4εϕ̈+ λϕ2 = 0;
4◦ −4αω3ϕ̈+ 4ω2ϕ+ λϕ2 = 0;
5◦ −4εϕ̈− 4ϕ+ λϕ2 = 0.

(9)

Дослiдимо редукованi рiвняння 1◦–5◦ (9). Рiвняння 2◦ (9) має
розв’язок

ϕ2 = −λ
4
(lnω + C).
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Отже, рiвняння (2) має розв’язок

u2 = −λ
4
(ω2 lnω1 + Cω2). (10)

Рiвняння 3◦ (9) має частинний розв’язок

ϕ2 = − λ

24ε
(ω + C)2.

Йому вiдповiдає такий розв’язок рiвняння (2)

u2 =
λ

24εω1
(ω2 − εω1 lnω1 + Cω1)2. (11)

Розв’яжемо задачу розмноження розв’язкiв (4)–(8), (10), (11) рiв-
няння Даламбера. Кожен з них, записаний в змiнних ω1 i ω2, є
розв’язком редукованого рiвняння (2). Оскiльки вiдома алгебра iнва-
рiантностi цього рiвняння i вона мiстить симетрiї, якi не є симетрiями
рiвняння (1), то на першому етапi розв’язуємо задачу розмноження
розв’язкiв для рiвняння (2). Отриманi класи розв’язкiв рiвняння (2),
записанi в змiнних xi (i = 1, 2, 3, 4), є класами розв’язкiв рiвняння
(1) i ми їх розмножуємо з допомогою групи iнварiантностi цього рiв-
няння.

Випишемо дiю перетворень групи iнварiантностi рiвняння (2) на
змiннi ω1, ω2, u. У випадку k �= 2 позначимо через θ0t перетворення,
яке визначається елементом exp(tM). Маємо

θ0t (ωi) = ωi
[
1− (k − 2)tωk−2

1

] 1
2−k (i = 1, 2),

θ0t (u) = u
[
1− (k − 2)tωk−2

1

] 1
k−2 .

Перетворення θ1t , θ2t , θ3t , що визначаються вiдповiдними елементами
exp(tX1), exp(tX2) i exp(tX3), дiють на змiннi ω1, ω2 i u згiдно таких
формул:

θ1t (ω1) = etω1, θ1t (ω2) = etω2, θ1t (u) = ue−
t

k−1 ;

θ2t (ω1) = ω1, θ2t (ω2) = etω2, θ2t (u) = ue−
t

k−1 ;

θ3t (ω1) = ω1, θ3t (ω2) = ω2 + tω1, θ3t (u) = u.
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У випадку k = 2 позначимо через δ0t , δ1t , δ2t i δ3t перетворення, що
вiдповiдають елементам exp(tS), exp(tZ1), exp(tZ2) i exp(tZ3). Тодi

δ0t (ωi) = ωiω
et−1
1 (i = 1, 2), δ0t (u) = ue−tω1−et

1 ;

δ1t (ω1) = etω1, δ1t (ω2) = etω2, δ1t (u) = e−tu;

δ2t (ω1) = ω1, δ2t (ω2) = etω2, δ2t (u) = e−tu;

δ3t (ω1) = ω1, δ3t (ω2) = ω2 + tω1, δ3t (u) = u.

Розглянемо, наприклад, однопараметричну сiм’ю розв’язкiв (5).
Будь-який розв’язок, що належить до сiм’ї (5), iнварiантний вiдносно
перетворення θ1t , а перетворення θ2t i θ3t переводять розв’язки сiм’ї (5)
знову в розв’язки тiєї ж сiм’ї. Перетворення θ0t переводить сiм’ю роз-
в’язкiв (5) в сiм’ю

u1−k =
λ(k − 1)2

4(k − 2)
(ω2 + C1ω1)

(
1 + C2ω

k−2
1

)
,

де C1 = C, C2 = (2 − k)t. Отримана сiм’я розв’язкiв мiстить в со-
бi сiм’ю розв’язкiв (5) i iнварiантна вiдносно перетворень θit (i =
0, 1, 2, 3). Отже, отримано сiм’ю розв’язкiв рiвняння (2), яка далi не
розмножується за допомогою групи {θ0t , θ1t , θ2t , θ3t }. Враховуючи далi,
що алгебра iнварiантностi рiвняння (2) є нескiнченновимiрна, отри-
манно бiльш широкий клас розв’язкiв рiвняння (2), якщо сталi C1

i C2 замiнити довiльними гладкими функцiями ψ1 i ψ2 вiд змiнної
ω3. На завершальному етапi розмножуємо отриману сiм’ю розв’язкiв
рiвняння (2), записану в змiнних xi (i = 1, 2, 3, 4), групою iнварiан-
тностi рiвняння (1).

Нехай a = (a1, a2, a3, a4), b = (b1, b2, b3, b4), y = (y1, y2, y3, y4),
yi = xi + αi, (a, b) = a1b1 + a2b2 − a3b3 − a4b4, t = (a, y)(b, y)−1,
(a, a) = (a, b) = (b, b) = 0, ψi(t) — довiльнi гладкi функцiї вiд змiн-
ної t; αi, ai, bi ∈ R (i = 1, 2, 3, 4). Випишемо багатопараметричнi кла-
си розв’язкiв нелiнiйного рiвняння Даламбера у псевдоевклiдовому
просторi R2,2, отриманi з розв’язкiв (4)–(8), (10), (11) за допомогою
операцiї групового розмноження

u1−k =
λ(k − 1)2

4(k − 2)

{[
((y, y) + ψ1(t)(a, y))

(
1 + ψ3(t)(a, y)k−2

)]1/2
+ ψ2(t)(a, y)

k(k−1)
2(k+1)

(
(y, y) + ψ1(t)(a, y)

k−1
2(k+1)

)}2

(k �= 2);
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u1−k =
λ(k − 1)2

4(k − 2)

{[
((y, y) + ψ1(t)(a, y))

(
1 + ψ3(t)(a, y)k−2

)]1/2
+ ψ2(t)(a, y)

3(k−1)
2(k+1)

(
1 + ψ3(t)(a, y)k−2

)}2

(k �= 2);

u1−k =
λ(k − 1)2

8(k + 1)(k − 2)
(a, y)k−3ψ1(t)

×
(
(y, y) + ψ−1

1 (t)(a, y)3−k + ψ2(t)(a, y)
)2

(k �= 2);

u−1 = −λ
4
((y, y) + ψ1(t)(a, y))(ln(a, y) + ψ2(t)) (k = 2);

u−1 =
λ

24
ψ1(t)
(a, y)

[
(y, y)− 1

ψ1(t)
(a, y) ln(a, y) + ψ2(t)(a, y)

]2
(k = 2).
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Iнварiантнiсть квазiлiнiйного
рiвняння другого порядку вiдносно
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E-mail: vschmat@pstu.pi.net.ua

Проведена класифiкацiя квазiлiнiйного рiвняння другого порядку вiд-
носно алгебри Пуанкаре та конформної алгебри.

Classification of the quasilinear equation of order 2 under Poincaré and
conformal algebra is conducted.

Розглянемо квазiлiнiйне диференцiальне рiвняння в частинних
похiдних другого порядку

Fµν(u, u
1
)uµν +G(u, u

1
) = 0, (1)

де Fµν(u, u
1
), G(u, u

1
), u = u(x) — гладкi функцiї, x = (x0, x1), u

1
=

(u0, u1), uµ = ∂u
∂xµ

, uµν = ∂2u
∂xµ∂xν

, µ, ν = 0, 1. Тут i далi за iндексами,
що повторюються, передбачається пiдсумовування.

Поставимо задачу дослiдити при яких функцiях Fµν , G рiвнян-
ня (1) конформно-iнварiантне. Базиснi елементи конформної алгебри
AC(1, 1) будемо шукати у виглядi

∂0, ∂1, I01 = x0∂1 + x1∂0,

D = x0∂0 + x1∂1 + (ku+m)∂u, Kµ = 2xµD − s2∂µ,
(2)

де s2 = x2 − cu2, k, m — const, c = 0; 1.
Для того, щоб рiвняння (1) було iнварiантне вiдносно конформної

алгебри AC(1, 1), необхiдно, щоб воно було iнварiантним вiдносно
алгебри Пуанкаре AP (1, 1), базиснi елементи якої мають вигляд:

∂0, ∂1, I01, (3)
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та розширеної алгебри Пуанкаре AP̃ (1, 1), базиснi елементи якої ма-
ють вигляд:

∂0, ∂1, I01, D, (4)

якi є пiдалгебрами алгебри AC(1, 1). Дослiдимо iнварiантнiсть рiв-
няння (1) вiдносно алгебр (3), (4) та (2).

Теорема 1. Рiвняння (1) iнварiантне вiдноснo алгебри Пуанкаре
AP (1, 1), базиснi елементи якої задаються операторами (3), тодi i
тiльки тодi, коли воно має вигляд:

1) f1S1 + f2S2 + f3S3 + f4 = 0, (5)

де f i = f i(u, ω) — гладкi функцiї, i = 1, 4, ω = u2
0 − u2

1,

S1 = (u2
0 + u2

1)(u00 + u11)− 4u0u1u01, S2 = u00 − u11,

S3 = (u2
0 + u2

1)u01 − u0u1(u00 + u11);

2)
(
1 + u2

1

)
u01 − 2u0u1u01 +

(
u2

0 − 1
)
u11 = 0 (6)

Доведення. Для доведення теореми використаємо алгоритм Лi [1,
2]. Так як лiва частина рiвняння (1) явно не залежить вiд x, при
довiльних функцiях Fµν , G, то воно буде iнварiантним вiдносно опе-
раторiв зсуву ∂0, ∂1.

З умови iнварiантностi Ĩ01S|S=0 = 0, де Ĩ01 — продовження опе-
ратора I01, S — лiва частина рiвняння (1), одержуємо систему ви-
значальних рiвнянь, для визначення функцiй Fµν , G

u0z
01
u1

+ u1z
11
u0

+ 1 + z11 − 2(z01)2 = 0,
u0z

11
u1

+ u1z
11
u0
− 2z01z11 + 2z01 = 0,

u0vu1 + u1vu0 − 2vz01 = 0.
(7)

де z01 = F 01

F 00 , z11 = F 11

F 00 , v = G
F 00 , F 00 �≡ 0.

Загальним розв’язком системи (7) є функцiї

F 01 =
2
(
u2

0 + u2
1 − u0u1ϕ

1
)

(u2
0 + u2

1)ϕ1 − 4u0u1 + ϕ2
F 00,

F 11 =

(
u2

0 + u2
1

)
ϕ1 − 4u0u1 − ϕ2

(u2
0 + u2

1)ϕ1 − 4u0u1 + ϕ2
F 00,

G =
ϕ3

(u2
0 + u2

1)ϕ1 − 4u0u1 + ϕ2
F 00,

(8)
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де F 00 = F 00(u, u
1
), ϕi = ϕi(u, ω) — довiльнi гладкi функцiї, i = 1, 3,

ω = u2
0 − u2

1; особливим розв’язком (7) є функцiї

F 00 = 1 + u2
1, F 01 = −u0u1, F 11 = u2

0 − 1, G = 0. (9)

Використовуючи (8), (9) одержуємо рiвняння (5) i (6) вiдповiдно.

Зауваження. Рiвняння (6) — це рiвняння Борна–Iнфельда, симе-
трiйнi властивостi якого добре вiдомi (див. [3]).

Теорема 2. Рiвняння (5) iнварiантне вiдносно розширеної алге-
бри Пуанкаре AP̃ (1, 1), базиснi елементи якої задаються операто-
рами (4), тодi i тiльки тодi, коли воно має вигляд:

1) ϕ1S1 + ωϕ2S2 + ϕ3S3 + ω2ϕ4 = 0,

де ϕi = ϕi(u) — гладкi функцiї, i = 1, 4, ω = u2
0−u2

1 при k = 0, m = 0;

2) ϕ1S1 + e−uϕ2S2 + ϕ3S3 + e−2uϕ4 = 0,

де ϕi = ϕi(ωeu) — гладкi функцiї, i = 1, 4, при k = 0, m = 2;

3) ϕ1S1 + u
2(k−1)

k ϕ2S2 + ϕ3S3 + u
3k−4

k ϕ4 = 0,

де ϕi = ϕi(ωu−
2(k−1)

k ) — гладкi функцiї, i = 1, 4, при k �= 0, m = 0.

Доведення. Для доведення теореми використаємо алгоритм Лi [1,
2]. За теоремою 1 рiвняння (5) iнварiантне вiдносно операторiв ∂0,
∂1, I01. З умови iнварiантностi D̃S|S=0 = 0, де D̃ — продовження опе-
ратора D, одержуємо систему визначальних рiвнянь для невiдoмих
функцiй f i (i = 1, 4)

2(k − 1)ω
(
f1
ωf

2 − f1f2
ω

)
+ (ku+m)

(
f1
uf

2 − f1f2
u

)
+

+ 2(k − 1)f1f2 = 0,
2(k − 1)ω

(
f1
ωf

4 − f1f4
ω

)
+ (ku+m)

(
f1
uf

4 − f1f4
u

)
+

+ (3k − 4)f1f4 = 0,
2(k − 1)ω

(
f2
ωf

3 − f2f3
ω

)
+ (ku+m)

(
f2
uf

3 − f2f3
u

)
−

− 2(k − 1)f2f3 = 0,
2(k − 1)ω

(
f2
ωf

4 − f2f4
ω

)
+ (ku+m)

(
f2
uf

4 − f2f4
u

)
+

+ (k − 2)f2f4 = 0,
2(k − 1)ω

(
f3
ωf

4 − f3f4
ω

)
+ (ku+m)

(
f3
uf

4 − f3f4
u

)
+

+ (3k − 4)f3f4 = 0,
2(k − 1)ω

(
f1
ωf

3 − f1f3
ω

)
+ (ku+m)

(
f1
uf

3 − f1f3
u

)
= 0.

(10)
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В залежностi вiд значень коефiцiєнтiв k, m система визначальних
рiвнянь (10) має три суттєво рiзнi розв’язки:

1) f1 = ϕ1, f2 = ωϕ2, f3 = ϕ3, f4 = ω2ϕ4,

ϕi = ϕi(u), i = 1, 4, k = 0, m = 0;
2) f1 = ϕ1, f2 = e−uϕ2, f3 = ϕ3, f4 = e−2uϕ4,

ϕi = ϕi(ωe−u), i = 1, 4, k = 0, m = 2;

3) f1 = ϕ1, f2 = u
2(k−1)

k ϕ2, f3 = ϕ3, f4 = u
3k−4

k ϕ4,

ϕi = ϕi
(
ωu−

2(k−1)
k

)
, i = 1, 4, ∀k �= 0, m = 0.

(11)

Iз (11) одержуємо твердження теореми 2.

Теорема 3. Рiвняння (1) iнварiантне вiдносно конформної алгебри
AC(1, 1), базиснi елементи якої задаються операторами (2) при k =
1, m = 0, c = 1, тодi i тiльки тодi, коли воно має вигляд(

1 + u2
1

)
u00 − 2u0u1u01 −

(
1− u2

0

)
u11 =

=
2
u

(
1− u2

0 + u2
1

)(
1 + λ

√
1− u2

0 + u2
1

)
, λ = const.

(12)

Рiвняння (12) можна розглядати як рiвняння Борна–Iнфельда
з правою частиною. В роботi [3] було встановлено, що максималь-
ною алгеброю iнварiантностi рiвняння Борна–Iнфельда є розширена
алгебра Пуанкаре AP̃ (1, n+1). З теореми 3 випливає, що права части-
на рiвняння (12) розширює алгебру iнварiантностi рiвняння Борна–
Iнфельда до конформної алгебри AC(1, 1). Узагальнимо результат
теореми 3 на випадок довiльної кiлькостi незалежних змiнних.

Теорема 4. Рiвняння

(1− uµuµ)�u+ uµuνuµν = F (u, u
1
) (13)

iнварiантне вiдносно конформної алгебри AC(1, n), базиснi елемен-
ти якої задаються операторами

∂µ, Iµν = xµ∂
ν − xν∂µ, D = xµ∂µ + u∂u,

Kµ = 2xµD − s2∂µ, s2 = x2 − u2, µ, ν = 0, n,

тодi i тiльки тодi, коли воно має вигляд:

(1− uµuµ) �u+ uµuνuµν =

=
n+ 1
u

(1− uµuµ)
(
1 + λ

√
1− uµuµ

)
, λ = const.

(14)
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Доведення теорем 3, 4 базуються на методi Лi [1, 2].
Вiдмiтимо, що рiвняння (12), (14) можна також отримати за до-

помогою диференцiальних iнварiантiв, якi одержано в [4].
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Проведено групову класифiкацiю в класi еволюцiйних рiвнянь вигля-
ду ut + uu1 = F (un), що iнварiантнi вiдносно перетворень Галiлея i
узагальнюють рiвняння Бюргерса i Кортевега-де Фрiза.

Group classification in the class of evolutionary equations of the form
ut + uu1 = F (un) is carried out. These equations are invariant under
Galilei transformations and generalize the Burgers and Korteweg-de Vries
equations.

1. Вступ. Розглянемо клас еволюцiйних рiвнянь вигляду

ut + uu1 = F (u2, u3, . . . , un), (1)

де u = u(t, x), ut = ∂u/∂t, uk = ∂ku/∂xk, k = 1, n, n ∈ N, n � 2, F —
довiльна гладка функцiя змiнних u2, u3, . . . , un. Важливiсть цього
класу рiвнянь i необхiднiсть його дослiдження обумовлена кiлько-
ма причинами. Перш за все, вiн мiстить як частиннi випадки низку
вiдомих рiвнянь математичної фiзики:

F = 0 — рiвняння простої хвилi;
F = µu2 — рiвняння Бюргерса;
F = νu3 — рiвняння Кортевега-де Фрiза;
F = µu2 + νu3 — рiвняння Кортевега-де Фрiза–Бюргерса;
F = µu2 + γu4 — рiвняння Курамото–Сивашинського.

Крiм того, частинна похiдна по часу входить в рiвняння (1) у складi
“матерiальної похiдної” ∂/∂t + u∂/∂t, яка спiвпадає з повною похi-
дною по часу d/dt у випадку, коли u iнтерпретують як швидкiсть
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перемiщення частинок певного середовища (в ейлерових координа-
тах). Наявнiсть такого агрегату (разом iз структурою функцiї F )
гарантує виконання для всiх рiвнянь з класу (1) принципу вiдносно-
стi Галiлея, тобто iнварiантнiсть вiдносно групи Галiлея G(1, 1), що
породжується перетвореннями зсуву за часом t i просторовою змiн-
ною x (t′ = t+a, x′ = x+b, u′ = u) та перетвореннями Галiлея (t′ = t,
x′ = x+ vt, u′ = u+ v).

В цiй роботi виконано групову класифiкацiю в вужчому, нiж (1),
класi рiвнянь вигляду

ut + uu1 = F (un), Fun
�= 0, (2)

тобто розглянуто випадок, коли функцiя F залежить лише вiд стар-
шої похiдної un. Вперше класифiкацiю таких рiвнянь для n ∈ {2; 3; 4}
проведено в [1, 2], де для них також побудовано класи точних роз-
в’язкiв та отримано узагальнення, що мають широку симетрiю. На
вiдмiну вiд [1, 2], значення n тут не фiксується, що суттєво ускла-
днює доведення класифiкацiйного результату.

2. Результат класифiкацiї. Введемо позначення:

P0 = ∂t, P1 = ∂x, G = t∂x + ∂u,

Dk = (nk − k + 1)t∂t + (2− k)x∂x + (1− nk)u∂u,
D = (n+ 1)D3/(n+1) = 2t∂t + x∂x − u∂u,
Π = t2∂t + tx∂x + (x− tu)∂u,
D′ = 2D − (2n− 1)(t2∂x + 2t∂u), D̂ = 4t∂t + 5x∂x + u∂u,

R1 = u∂x, R2 = (2tu− x)∂x + u∂u, R3 = (tu− x)(t∂x + ∂u).

Результат групової класифiкацiї щодо рiвнянь вигляду (2) сфор-
мульовано у виглядi трьох наступних теорем.

Теорема 1. Ядро основних груп рiвнянь вигляду (2) спiвпадає з гру-
пою Галiлея G(1, 1), алгебра Лi якої Aker = AG(1, 1) = 〈P0, P1, G〉.

Теорема 2. Група еквiвалентностi Gequiv класу рiвнянь (2) поро-
джується операторами P0, P1, G, t∂t+x∂x−F∂F , x∂x+u∂u+F∂F ,
t2∂x + 2t∂u + 2∂F . Дiя будь-якого перетворення еквiвалентностi на
функцiю F має вигляд

F̃ (un) = δ1F (δ2un) + δ0, де δ0, δ1, δ2 ∈ R, δ1δ2 �= 0. (3)
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Зауваження. При виведеннi формули (3) (щоб зняти вимогу дода-
тностi для констант δ1 i δ2) використовувались також два дискретних
перетворення еквiвалентностi рiвнянь (2):

t̃ = −t, x̃ = −x, ũ = u, F̃ = −F та

t̃ = t, x̃ = −x, ũ = −u, F̃ = −F.

Теорема 3. З точнiстю до перетворень з Gequiv для рiвнянь (2)
iснує лише чотири при n = 2 i три при n > 2 випадки розширення
максимальної в сенсi Лi алгебри iнварiантностi Amax = Amax(F )
(нижче наведено лише базиснi оператори з доповнення до AG(1, 1)):

1. F = (un)k, k �= 0, 3
n+1 : Dk;

2. F = lnun: D′;

3. F = (un)
3

n+1 : D, Π;

4. F = (u2)
1
3 (n = 2): D̂, R1, R2, R3.

В доведеннi класифiкацiйного результату використовується така
лема.

Лема 1. Для довiльного еволюцiйного рiвняння

ut = H(t, x, u, u1, u2, . . . , un), де n � 2, Hun
�= 0,

коефiцiєнт ξt при ∂t в будь-якому iнфiнезiмальному операторi, що
породжує однопараметричну групу локальних перетворень симе-
трiї цього рiвняння, не залежить вiд x i u.

Доведення. Перейдемо у вiдповiдному iнфiнiтезiмальному критерiї
iнварiантностi [4, 5] на многовид, заданий рiвнянням в продовжено-
му просторi. Збираючи коефiцiєнти при похiднiй un−1,t в одержанiй
рiвностi, маємо, що nHun

(ξtx + ξtuux) = 0, тобто ξtx = ξtu = 0.

3. Доведення результату класифiкацiї. Випадок n = 2 (доведен-
ня для якого має певнi особливостi порiвняно з загальним випадком)
повнiстю розглянуто в [1, 2]. Тому надалi вважамо, що n > 2.

Скористаємося для класифiкацiї технiкою, запропонованою в [3].
Так як рiвняння (2) еволюцiйне, то в силу леми 1 для будь-якої одно-
параметричної групи локальних перетворень його симетрiї вiдповiд-
ний iнфiнiтезiмальний оператор має вигляд

Q = ξt(t)∂t + ξx(t, x, u)∂x + η(t, x, u)∂u.
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Iнфiнiтезiмальной критерiй iнварiантностi [4, 5] для рiвняння (2) i
оператора Q пiсля переходу на многовид, заданий рiвнянням (2) в
продовженому просторi, набуває вигляду

ηt+uηx+(η−ξxt )u1+(ξtt−ξxx)uu1+(ηu−ξtt−ξxuu1)F = ηnF ′, (4)

де ηn — коефiцiєнт при ∂un
в n-му продовженнi оператора Q [4, 5]:

ηn = un{ηu − nξxx − (n+ 1)ξxuu1}+ un−1{nηxu + nηuuu1−
− 1

2n(n− 1)ξxxxn
2ξxxuu1 − 1

2n(n+ 1)ξxuuu
2
1 − 1

2n(n+ 1)ξxuu2}+ · · ·

(тут наведено лише члени, що мiстять старшi похiднi un та un−1).
Якщо F — довiльна функцiя, то розщеплюючи спочатку по F i

F ′, а потiм по u1, u2, . . . , un, отримаємо, зокрема, такi визначальнi
рiвняння: ξxu = 0, ηu = ξtt = nξxx , η = (ξxx − ξtt)u + ξxt , ηt + uηx = 0,
звiдки ξxu = ξxx = ξtt = 0, η = ξxt , ξ

x
tt = 0. При виконаннi останнього

набору умов рiвняння (4) перетворюється в тотожнiсть, що завершає
доведення теореми 1.

Максимальна група еквiвалентностi рiвнянь (2) (тобто множи-
на локальних перетворень в просторi “незалежних змiнних” t, x, u,
u1, u2, . . . , un та “залежної змiнної” F , що не виводять з класу рiв-
нянь (2), причому перетворення по t, x i u не залежать вiд F [4]) спiв-
падає з групою, породженою сукупнiстю однопараметричних груп
локальних симетрiй системи

ut + uux = F, Ft = Fx = 0, Fuk
= 0, k = 1, n− 1, (5)

iнфiнiтезiмальнi оператори яких мають вигляд

Q̂ = ξ̂t(t, x, u)∂t + ξ̂x(t, x, u)∂x + η̂(t, x, u)∂u + η̂k(t, x, u)∂uk
+

+ χ̂(t, x, u, u1, u2, . . . , un, F )∂F ,

де η̂k = Dk
x(η̂ − ξ̂tut − ξ̂xux) + ξ̂tuk,t + ξ̂xuk+1, Dx = ∂x + u1∂u +∑∞

k=1 uk+1∂uk
— оператор повної похiдної за змiнною x. З iнфiнi-

тезiмального критерiю iнварiантностi для системи (5) пiсля розщеп-
лення за незв’язаними змiнними отримаємо визначальнi рiвняння на
коефiцiєнти оператора Q̂, з яких випливає твердження теореми 2.

Опишемо тепер всi можливi розширення Amax в класi рiвнянь (2).
Якщо dimAmax > dimAker, то (4) є нетотожнiм вiдносно F рiвнянням
загального вигляду

(aun + b)F ′ = cF + d, де a, b, c, d — деякi сталi. (6)
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Таких рiвнянь може одне або два. Функцiя F задовольняє два рiв-
няння вигляду (6) тодi i тiльки тодi, коли вона лiнiйна.

Розглянемо перший випадок — (нелiнiйна) функцiя F задоволь-
няє точно одне рiвняння вигляду (6). Тодi (a, b) �= (0, 0), (c, d) �= (0, 0).
Виразимо F ′ з (6) i пiдставимо в (4). В отриманiй таким чином умовi
F виступає як ще одна незв’язана змiнна. Зберемо послiдовно кое-
фiцiєнти при un−1u2, un−1u1, uu1, u

2, u1, u, unF , un, F в цiй умовi
i прирiвняємо до нуля, враховуючи на кожному кроцi вже знайденi
визначальнi рiвняння. В результатi розщепимо (4) до такої системи
визначальних рiвнянь на коефiцiєнти оператора Q:

ξxu = 0, ηuu = 0 (тодi η = η1(t, x)u+ η0(t, x)),

η1 = ξxx − ξtt , η1
x = 0 (тодi ξxxx = 0), η0 = ξxt ,

η1
t + η0

x = 0 (тодi 2ξxxt = ξttt)

(7)

a(η1 − ξtt) = c(η1 − nξxx), d(η1 − nξxx) = aη0
t ,

b(η1 − ξtt) = 0, bη0
t = 0.

(8)

Рiвняння (8) — класифiкуючi. Необхiдно знайти такi значення пара-
метрiв a, b, c, d, щоб система (7)–(8) мала нетривiальнi розв’язки.

Якщо b �= 0, то η0
t = η1−ξtt = η1−nξxx = 0, тобто розширення Amax

немає. Тому надалi b = 0, звiдки a �= 1. Без обмеження загальностi
можна вважати a = 1.

Якщо c �= 0, то перетворенням еквiвалентностi функцiю F при-
ведемо до вигляду F = (un)k, тобто c = k, d = 0. В залежностi вiд
значення k маємо або перший, або третiй випадок теореми 3.

Коли c = 0, то d = 0, i перетворень еквiвалентностi (3) можна
покласти d = 1. В результатi отримуємо другий випадок теореми 3.

У другому випадку, коли функцiя F лiнiйна, її можна привести
до вигляду F = un. Додаткового розширення порiвняно iз загальною
степеневою функцiєю F = ukn в цьому випадку немає.

4. Висновки. Аналiз результатiв, отриманих в [1, 2] i цiй статтi, по-
казує, що в класi рiвнянь (1) мiститься, крiм наведених в теоремi 3
для класу (2), цiла низка рiвнянь з широкою симетрiєю. Зокрема,
в [1, 2] описано всi рiвняння вигляду (1), що iнварiантнi вiдносно
групи симетрiї рiвняння Бюргерса (узагальненої групи Галiлея), ал-
гебра Лi якої AG2(1, 1) = 〈P0, P1, G,D,Π〉. Питання ж про те, чи
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iснують (i якi) випадки бiльшого розширення групи симетрiї, зали-
шається вiдкритим. Не розглянуто поки i задачi повної групової кла-
сифiкацiї в ширших, нiж (2), класах рiвнянь вигляду (1), зокрема,
коли F = F (un−1, un) (навiть при n = 2, тобто F = F (u1, u2)). Цi-
каво також було б продовжити розпочате в [1] дослiдження рiвнянь,
що мiстять квадрат оператора “матерiальної похiдної”. На нашу дум-
ку, перерахованi проблеми можуть бути розв’язанi з використанням
пiдходу до групової класифiкацiї, запропонованого в [3].

Автори висловлюють щиру подяку Р.О. Поповичу за плiднi обго-
ворення результатiв, що мiстяться в статтi.
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Доведено, що за вiдомого унiверсального iнварiанта повний набiр фун-
кцiонально незалежних диференцiальних iнварiантiв будь-якого по-
рядку однопараметричної групи локальних перетворень в просторi n
незалежних та m залежних змiнних будується через одну квадратуру
i диференцiювання.

It is proved that if universal invariant for one-parameter group of local
transformations in the space of n independent and m dependent variables
is known then the complete set of its functionally independent differential
invariants can be constructed via one quadrature and differentiation.

1. Вступ. Диференцiальнi iнварiанти широко застосовуються при
iнтегруваннi в квадратурах або пониженнi порядку звичайних дифе-
ренцiальних рiвнянь, а також для опису класiв iнварiантних дифе-
рецiальних рiвнянь, тому їх теорiя є важливою складовою групового
аналiзу диференцiальних рiвнянь. В теорiї диференцiальних iнварi-
антiв особливу роль вiдiграють рiзнi варiанти теореми про скiнчений
базис диференцiальних iнварiантiв, що нестрого формулюється на-
ступним чином: для довiльної групи G локальних перетворень iснує
такий скiнчений набiр диференцiальних iнварiантiв, що кожен ди-
ференцiальний iнварiант групи G є функцiєю цих iнварiантiв та їх
похiдних. Вперше твердження такого типу (для однопараметричної
групи локальних перетворень у просторi двох змiнних) отримано ще
С. Лi наприкiнцi ХIХ ст. [1] (див. також [2, 3]) i невдовзi суттєво уза-
гальнено А. Трессом [4]. Прогрес останнього часу в цьому напрямi
пов’язаний з роботами Л.В. Овсяннiкова [5] i П. Олвера [6]–[9], де
введено поняття оператора iнварiантного диференцiювання, iнварi-
антного кофрейму дифренцiальних форм та iн., отримано, зокрема,
результати зi стабiлiзацiї рангу продовженої дiї групи i оцiнки кiль-
костi диференцiальних iнварiантiв.
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В цiй статтi вивчаються диференцiальнi iнварiанти однопараме-
тричних груп локальних перетворень в просторi n незалежних та
m залежних змiнних (m,n ∈ N). (Випадок n = m = 1 розглянуто
в [10], а результати для для випадку n = 1 при довiльному m ∈ N

опублiковано в [11].) Важливiсть такої задачi обумовлена тим, що
побудова диференцiальних iнварiантiв однопараметричної групи ло-
кальних перетворень є складовою задачi пошуку диференцiальних
iнварiантiв для групи довiльної розмiрностi [3]. Узагальнення теоре-
ми Лi про диференцiальнi iнварiанти однопараметричної групи ло-
кальних перетворень проведено не тiльки за кiлькiстю залежних i
незалежних змiнних, але й i безпосереднiм посиленням її твердже-
нням. А саме, доведено, що за вiдомого унiверсального iнварiанта
повний набiр функцiонально незалежних диференцiальних iнварiан-
тiв будь-якого порядку такої групи будується через одну квадратуру
i диференцiювання. Проаналiзовано зв’язок мiж диференцiальними
iнварiантами першого порядку i iнтегруванням систем рiвнянь типу
Рiккатi.

2. Узагальнення теореми Лi про диференцiальнi iнварiан-
ти. Нехай Q = ξa(x, u)∂xa

+ ηi(x, u)∂ui — iнфiнiтезiмальний опера-
тор однопараметричної групи G локальних перетворень, що дiє на
множинi M ⊂ J(0) = X × U , де X � R

n — простiр незалежних
змiнних x = (x1, x2, . . . , xn) i U � R

m — простiр залежних змiн-
них u = (u1, u2, . . . , um), G(r) — продовження дiї групи G на пiдмно-
жину M(r) = M × U (1) × U (2) × · · · × U (r) продовженого простору
J(r) = X × U(r) струменiв r-го порядку над простором X × U (тут
U(r) = U × U (1) × U (2) × · · · × U (r), r ≥ 1, Q(r) — r-те продовження
оператора Q (див. [3, 8]). Диференцiальним iнварiантом r-го поряд-
ку групи G (або оператора Q) називається функцiя I:M(r) → R, яка
є iнварiантом продовженої дiї G(r). Необхiдною i достатньою умовою
для того, щоб функцiя I була диференцiальним iнварiантом r-го по-
рядку групи G, є спiввiдношення Q(r)I = 0.

Тут i надалi, якщо не обумовлено iнше, iндекси a, b, c, d змiню-
ються вiд 1 до n, iндекси i, j, k, l — вiд 1 до m. За iндексами, що
повторюються, йде пiдсумовування.

Нехай I = I(x, u) = (I1(x, u), I2(x, u), . . . , Im+n−1(x, u)) — пов-
ний набiр функцiонально незалежних iнварiантiв (або унiверсаль-
ний iнварiант [5]) оператора Q, а J(x, u) — частинний розв’язок
рiвняння QJ = 1. Тодi функцiї I1(x, u), I2(x, u), . . . , Im+n−1(x, u)
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i J(x, u) — функцiонально незалежнi. Виконаємо локальну замiну
змiнних: yc = Ic(x, u), c = 1, n− 1, yn = J(x, u) — новi незалежнi
змiннi та vi = Ii+n−1(x, u) — новi залежнi змiннi. В змiнних y =
(y1, y2, . . . , yn) i v = (v1, v2, . . . , vm) оператор Q має вигляд ∂yn

. Отже,
для будь-якого r ≥ 1 вигляд продовженого оператора Q(r) спiвпадає
з Q = ∂yn

, а тому

ŷ = (y1, y2, . . . , yn−1),

v(r) =
{
viα=

∂|α|vi

∂yα1
1 ∂yα2

2 . . . ∂yαn
n

∣∣∣∣ αa∈N∪{0}, |α|=
n∑
a=1

αa≤r
}

(тут viα = vi, якщо |α| = 0) утворюють повний набiр його функцiо-
нально незалежних iнварiантiв, тобто (ŷ, v(r)) — унiверсальний iнва-
рiант групи G(r). (Функцiональна незалежнiсть компонент ŷ i v(r)
очевидна, бо (y, v(r)) є набором змiнних у просторi J(r).) Це означає,
що (ŷ, v) є фундаментальним набором диференцiальних iнварiантiв
оператора Q, тобто будь-який диференцiальний iнварiант операто-
ра Q можна зобразити як функцiю вiд ŷ i v та похiдних v за опе-
раторами G-iнварiантного диференцiювання, якi спiвпадають тут з
операторами Dya

= ∂ya
+ viya

∂vi + viyayb
∂vi

yb
+ · · · повних похiдних за

змiнними ya.
Повернемося до змiнних x, u. В цих змiнних

Dyc
=

(−1)c+a

∆
D(Id, d=1,n−1, d�=c, J)
D(xb, b=1,n, b �=a)

Dxa
, c = 1, n− 1,

Dyn
=

(−1)n+a

∆
D(Id, d=1,n−1)
D(xb, b=1,n, b �=a)

Dxa
,

(1)

де Dxa
= ∂xa

+ uixa
∂ui + uixaxb

∂ui
xb

+ · · · — оператор повної похiдної
за змiнною xa, а

D(Id, d=1,n−1, d�=c, J)
D(xb, b=1,n, b �=a)

,
D(Id, d=1,n−1)
D(xb, b=1,n, b �=a)

, ∆ =
D(Id, d=1,n−1, J)
D(xb, b=1,n)

позначають якобiани (з повних похiдних)
функцiй Id, d = 1, n− 1, d �= c, J за змiнними xb, b = 1, n, b �= a,
функцiй Id, d = 1, n− 1 за змiнними xb, b = 1, n, b �= a,
функцiй Id, d = 1, n− 1, J за змiнними xb, b = 1, n,

вiдповiдно.
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Як результат отримаємо наступну теорему.

Теорема 1. Нехай I(x, u) = (I1(x, u), I2(x, u), . . . , Im+n−1(x, u)) —
унiверсальний iнварiант оператора Q, J(x, u) — частинний розв’я-
зок рiвняння QJ = 1. Тодi функцiї

Ic(x, u), Dα1
y1 D

α2
y2 . . . D

αn
yn
Ii+n−1(x, u),

де c = 1, n− 1, αa ∈N ∪ {0},
∑n
a=1 αa ≤ r, а оператори Dya

визна-
чаються формулами (1), утворюють повний набiр функцiонально
незалежних диференцiальних iнварiантiв (або унiверсальний дифе-
ренцiальний iнварiант) r-го порядку оператора Q.

Наслiдок 1. Для будь-якого оператора Q iснує повний набiр фун-
кцiонально незалежних диференцiальних iнварiантiв r-го порядку,
в якому кожен iнварiант є рацiональною функцiєю змiнних uiα (α =
(α1, α2, . . . , αn), αa ∈ N ∪ {0}, 0 <

∑n
a=1 αa ≤ r) продовженого про-

стору J(r) з коефiцiєнтами, що залежать вiд xa та uj.

Наслiдок 2. Якщо I = (I1(x, u), I2(x, u), . . . , Im+n−1(x, u)) — унiвер-
сальний iнварiант оператора Q i J = J(x, u) — частинний розв’язок
рiвняння QJ = 1, то функцiї

Dyc
Ii+n−1 =

(−1)c+a

∆
D(Id, d=1,n−1, d�=c, J)
D(xb, b=1,n, b �=a)

Dxa
Ii+n−1,

Dyn
Ii+n−1 =

(−1)n+a

∆
D(Id, d=1,n−1)
D(xb, b=1,n, b �=a)

Dxa
Ii+n−1

(2)

(c = 1, n− 1) утворюють повний набiр функцiонально незалежних
диференцiальних iнварiантiв строго першого порядку оператора Q.

Зауважимо, що за вiдомого унiверсального iнварiанта I операто-
ра Q частинний розв’язок рiвняння QJ = 1 легко знаходиться через
одну квадратуру. Наприклад, у випадку, коли для деякого фiксова-
ного a ξa �= 0, маємо частинний розв’язок

J(x, u) =
∫
dxa/ξ

a(X1 . . . , Xa−1, xa,X
a+1, . . . , Xn, U1, . . . , Um),

де xb = Xb(xa, C), b �= a, uj = U j(x,C) — розв’язок системи алгебра-
їчних рiвнянь I(x, u) = C := (C1, C2, . . . , Cm+n−1) вiдносно змiнних
xb, b �= a, uj , а пiсля iнтегрування необхiдно виконати зворотну пiд-
становку C = I(x, u) (пiдсумовування по a тут немає). Аналогiчно,
коли ηi �= 0 для деякого фiксованого i, тодi можна покласти

J(x, u) =
∫
dui/ηi(X1, . . . , Xn, U1, . . . , U i−1, ui, U i+1, . . . , Um)
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(пiдсумовування по i тут немає), де xb = Xb(ui, C), uj = U j(ui, C),
j �= i, — розв’язок системи алгебраїчних рiвнянь I(x, u) = C вiдносно
змiнних xb, uj , j �= i.

Таким чином, справедлива наступна теорема.

Теорема 2. Якщо знайдено унiверсальний iнварiант оператора Q,
то повний набiр його функцiонально незалежних диференцiальних
iнварiантiв будь-якого порядку будується через одну квадратуру i
диференцiювання.

3. Iнварiантнi диференцiали. Введемо поняття iнварiантного ди-
ференцiала що є частинним випадком бiльш загального поняття кон-
тактно-iнварiантної диференцiальної форми першого порядку у про-
довженому просторi [7].

Означення. Диференцiал dW (x, u) назвемо iнварiантним вiдносно
групи G (оператора Q), якщо вiн не змiнюється пiд дiєю перетво-
рень з групи G.

Необхiдною i достатньою умовою iнварiантностi диференцiала є
рiвнiсть dQW (x, u) = 0. Можливi два принципово рiзнi випадки:
1) функцiя W (x, u) є iнварiантом оператора Q, тобто QW (x, u) = 0;
диференцiал dW (x, u) автоматично є iнварiантним вiдносно опера-
тора Q (iнварiантний диференцiал першого роду);
2) функцiя W (x, u) не є iнварiантом оператора Q, але диференцiал
dW (x, u) iнварiантний вiдносно оператора Q (iнварiантний диферен-
цiал другого роду); тодi QW (x, u) — ненульова стала.

Якщо вiдомо деякий набiр функцiй I(x, u) = (Iq(x, u))q=1,m+n−1

i J(x, u), що задають унiверсальний iнварiант i iнварiантний дифе-
ренцiал оператора Q другого роду вiдповiдно, то всi такi набори,
очевидно, можна знайти за формулами

Î(x, u) = F (I(x, u)), Ĵ(x, u) = J(x, u) +H(I(x, u)), (3)

де F = (F 1, F 2, . . . , Fm+n−1) i H — диференцiйовнi функцiї своїх
аргументiв, |∂F/∂I| �= 0. Формули (3) визначають вiдношення еквi-
валентностi Ω на множинi M наборiв з m + n гладких функцiй вiд
m+ n змiнних з ненульовим якобiаном. Вiдповiдну множину класiв
еквiвалентностi позначимо через M/Ω.

Твердження 1. Мiж M/Ω i множиною ненульових операторiв
{Q} в просторi змiнних (x, u) iснує взаємно-однозначна вiдповiд-
нiсть: сукупнiсть {(I(x, u);J(x, u))} розв’язкiв системи QIq = 0,
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q = 1,m+ n− 1, QJ = 1, де Iq — функцiонально незалежнi, є еле-
ментом множиниM/Ω, i навпаки, якщо (I(x, u);J(x, u)) — деякий
представник класу еквiвалентностi з M/Ω, то система QIq = 0,
q = 1,m+ n− 1, QJ = 1 є визначеною системою лiнiйних алгебраї-
чних рiвнянь вiдносно коефiцiєнтiв вiдповiдного оператора Q.

4. Випадок n = 1. Розглянемо докладнiше випадок однiєї незале-
жної змiнної x (n = 1), в якому можна значно компактнiше сформу-
лювати теорему 1 та її наслiдки, а також отримати деякi додатковi
результати.

Теорема 1′. Нехай I = I(x, u) = (I1(x, u), I2(x, u), . . . , Im(x, u)) —
унiверсальний iнварiант оператора Q, J(x, u) — частинний розв’я-
зок рiвняння QJ = 1. Тодi функцiї

Ij(x, u),
(

1
DxJ

Dx

)s
Ij(x, u), s = 1, r,

де Dx = ∂x+uix∂ui +uixx∂ui
x
+ . . . — оператор повної похiдної за змiн-

ною x, утворюють повний набiр функцiонально незалежних дифе-
ренцiальних iнварiантiв (або унiверсальний диференцiальний iнва-
рiант) r-го порядку оператора Q.

Зауважимо, що iдею доведення теореми 1′ у випадку m = 1 наве-
дено в [12].

Наслiдок 1′. Для будь-якого оператора Q iснує повний набiр фун-
кцiонально незалежних диференцiальних iнварiантiв n-го порядку,
в якому кожен iнварiант є рацiональною функцiєю змiнних uix, uixx,
. . . , (ui)(n) продовженого простору з коефiцiєнтами, що залежать
вiд x та ui.

Наслiдок 2′. Якщо I = (I1(x, u), I2(x, u), . . . , Im(x, u)) — унiвер-
сальний iнварiант оператора Q i J = J(x, u) — частинний розв’язок
рiвняння QJ = 1, то функцiї

Ij(1) = Ij(1)(x, u(1)) =
dIj

dJ
=
DxI

j

DxJ
=

Ijx + Ijuiu
i
x

Jx + Jui′ui
′
x

(4)

утворюють повний набiр функцiонально незалежних диференцiаль-
них iнварiантiв строго першого порядку оператора Q.
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Наслiдок 3. Компоненти строго першого порядку унiверсального
диференцiального iнварiанту оператора Q можна шукати у вигля-
дi дробово-лiнiйних функцiй змiнних uix продовженого простору з
коефiцiєнтами, що залежать вiд x та ui.

Наслiдок 2′ можна переформулювати, використовуючи поняття
iнварiантного диференцiала.

Наслiдок 4. Вiдношення iнварiантних диференцiалiв оператора Q
першого i другого роду є його диференцiальним iнварiантом строго
першого порядку. Якщо dI1, dI2, . . . , dIm утворюють повний набiр
незалежних iнварiантних диференцiалiв оператора Q першого роду,
то їх вiдношення з його iнварiантним диференцiалом другого роду
вичерпують функцiонально незалежнi диференцiальнi iнварiанти
строго першого порядку оператора Q.

Наслiдок 5 (теорема Лi). Нехай n=m=1, I(x, u) i I(1)(x, u, ux) —
диференцiальнi iнварiанти нульового i строго першого порядку опе-
ратора Q. Тодi функцiї

I, I(1),
dsI(1)

dIs
=
(

1
DxI

Dx

)s
I(1), s = 1, r − 1,

утворюють повний набiр функцiонально незалежних диференцiаль-
них iнварiантiв n-го порядку оператора Q.

Оператори G-iнварiантного диференцiювання у випадку однiєї
незалежної змiнної традицiйно шукається у виглядi

D =
1

DxI0
Dx,

де I0 — диференцiальний iнварiант групи G (див., наприклад, наслi-
док 5). Тому для побудови унiверсального диференцiального iнварi-
анта довiльного порядку однопараметричної групи локальних пере-
творень з допомогою оператора G-iнварiантного диференцiювання
такого вигляду необхiдно знати m + 1 функцiонально незалежних
диференцiальних iнварiантiв групи G мiнiмально можливого поряд-
ку, тобтоmфункцiонально незалежних диференцiальних iнварiантiв
нульового порядку (або просто iнварiантiв) i один диференцiальний
iнварiант строго першого порядку. Запропонований в теоремi 1′ алго-
ритм дозволяє взагалi уникнути прямої побудови диференцiальних
iнварiантiв.
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Приклад 1. (Див. для порiвняння [3].) Нехай n = m = 1, а
G = SO(2) — група поворотiв, що дiє на X × U � R

2, з iнфiнiтезi-
мальним оператором Q = u∂x − x∂u. I =

√
x2 + u2 — iнварiант гру-

пи G (оператора Q), а тому (в позначеннях з доведення теореми 2)
U(x,C) = ±

√
C2 − x2. Тодi

J = ±
∫

dx√
C2 − x2

= ± arcsin
x

C
= ± arcsin

x√
x2 + u2

(тут константу iнтегрування покладено рiвною нулю), звiдки

I(1) =
Ix + Iuux
Jx + Juux

=
x+ uux
−u+ xux

√
x2 + u2, або Ĩ(1) =

x+ uux
−u+ xux

— диференцiальний iнварiант першого порядку оператора Q.

5. Стандартний пiдхiд та iнтегрування систем рiвнянь типу
Рiкатi. Прямим методом диференцiальнi iнварiанти строго першого
порядку знаходяться як iнварiанти першого продовження

Q(1) = ξa∂xa
+ ηi∂ui + (ηkc + ηkujujc − ξbxc

ukb − ξbujujcu
k
b )∂uk

c

оператора Q, тобто як першi iнтеграли вiдповiдної характеристичної
системи звичайних диференцiальних рiвнянь

dxa

ξa
=
dui

ηi
=

dukc
ηkc + ηkujujc − ξbxc

ukb − ξbujujcu
k
b

, (5)

що залежать не тiльки вiд x та u, а й вiд iнших змiнних постору J(1).
(Тут uia — змiнна продовженого простору J(1), що вiдповiдає похiднiй
∂ui/∂xa; нижнi iндекси функцiй означають диференцiювання за вiд-
повiдними змiнними; в останньому рiвняннi пiдсумовування по a, c,
i та k немає). Iнтегрування системи (5) як правило є технiчно скла-
дною задачею. За вiдомого унiверсального iнварiанта I(x, u) опера-
тора Q воно зводиться до iнтегрування систем рiвнянь типу Рiккатi
вигляду

dukc
dxa

= −ξ
b
uj

ξa
ujcu

k
b +

ηkuj

ξa
ujc −

ξbxc

ξa
ukb +

ηkxc

ξa

∣∣∣∣ u=U(xa,C)

xd=Xd(xa,C), d �=a
, (6)

якщо ξa �= 0 для деякого фiксованого a, або

dukc
dui

= −ξ
b
uj

ηi
ujcu

k
b +

ηkuj

ηi
ujc −

ξbxc

ηi
ukb +

ηkxc

ηi

∣∣∣∣ x=X(ui,C),

ul=U l(ui,C), l �=i
, (7)
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якщо ηi �= 0 для деякого фiксованого i. Тут xd = Xd(xa, C), d �= a,
u = U(x,C) та x = X(ui, C), ul = U l(ui, C), l �= i, — розв’язки систе-
ми алгебраїчних рiвнянь I(x, u) = C вiдносно змiнних xd, d �= a, u та
x, ul, l �= i, вiдповiдно. Константи C = (C1, C2, . . . , Cm+n−1) в систе-
мах (6) i (7) вважаються параметрами. Випадок ηi �= 0 зводиться до
випадку ξa �= 0 з допомогою перетворення годографа:

x̃a = ui, x̃d = xd, ũi = xa, ũl = ul, d �= a, l �= i,

ũia =
1
uia
, ũid = −u

i
d

uia
, ũla =

ula
uia
, ũld = uld −

uid
uia
ula.

Тому надалi детально розглядається лише випадок ξa �= 0.
Запропонований нами в наслiдку 2 метод знаходження диферен-

цiальних iнварiантiв строго першого порядку на вiдмiну вiд стан-
дартного метода дозволяє уникнути прямого iнтегрування систем
рiвнянь типу Рiккатi (6) або (7) i знайти розв’язок задачi через одну
квадратуру i диференцiювання. Це означає, що за вiдомого унiвер-
сального iнварiанта I(x, u) оператора Q системи (6) i (7) завжди
iнтегруються однiєю квадратурою. Дiйсно, загальний розв’язок си-
стеми (6) задається неявно m незачепленими системами лiнiйних ал-
гебраїчних рiвнянь

Dxb
Îj
∣∣∣∣ u=U(xa,C)

xd=Xd(xa,C), d �=a
= 0,

де Îj = Ij+n−1 +
∑n−1
d=1 C̃jdI

d + C̃jnJ , C̃ib — довiльнi сталi. Щоб за-
писати розв’язок в явному виглядi, додатково введемо позначення:

x̄ = (xd)nd=1, d �=a, X̄ = (Xd)nd=1, d �=a, z = xa,

I x̄ = (Id)n−1
d=1 , Iu = (Ij+n−1)mj=1,

C x̄ = (Cd)n−1
d=1 , Cu = (Cj+n−1)mj=1,

C̃ ′ = (C̃jd)mj=1
n−1
d=1 , C̃ ′′ = (C̃jn)mj=1, Î = Iu + C̃ ′I x̄ + C̃ ′′J.

Тодi загальний розв’язок системи (6) дається формулами

(ujb)
m
j=1

n
b=1 = −Î−1

u Îx

∣∣∣∣ u=U(xa,C)

x̄=X̄(xa,C)

,

або
(uja)

m
j=1 = Uz − UCx̄X̄−1

Cx̄ X̄z +H((C̃ ′ + C̃ ′′JCx̄)X̄−1
Cx̄ X̄z − C̃ ′′JCx̄),

(ujb)
m
j=1

n
b=1, b �=a = UCx̄X̄−1

Cx̄ −H(C̃ ′ + C̃ ′′JCx̄)X̄−1
Cx̄ ,
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де H = (UCu −UCx̄X̄−1
Cx̄ X̄Cu)(E + C̃ ′′JCu − (C̃ ′ + C̃ ′′JCx̄)X̄−1

Cx̄XCu)−1,
E — одинична матриця розмiру m × m; значки вектор-функцiй з
нижнiми iндексами з наборiв змiнних позначають вiдповiднi матри-
цi Якобi. Для iснування в деякому околi фiксованої точки (x0, u0)
всiх обернених матриць, що зустрiчаються вище, достатньо вважати
сталi C̃ib малими i виконати попередньо невироджену лiнiйну замiну
в множинi iнварiантiв таким чином, щоб матриця I(x̄,u)(x0, u0) була
одиничною.

Якщо покласти C̃ib = 0, то отримаємо частинний розв’язок

(uja)
m
j=1 = Uz − UCx̄X̄−1

Cx̄ X̄z, (ujb)
m
j=1

n
b=1, b �=a = UCx̄X̄−1

Cx̄ .

Розв’язок системи (6) в явному виглядi при n = 1 необхiдно ви-
писувати окремо. Так як в цьому випадку u = U(x,C) — загальний
розв’язок системи duj/dx = ηj(x, u)/ξ(x, u), то легко перевiрити, що
ux = Ux(x,C) є частинним розв’язком системи (6) (тут, як i в (6),
C — набiр параметрiв). Загальний розв’язок системи (6) має вигляд

ux = −(Iu − C̃Ju)−1(Ix + C̃Jx)
∣∣∣∣
u=U(x,C)

=

= Uz − UC(E + C̃JC)−1C̃Jz

(8)

(в останнiй рiвностi виконано замiну x = z, u = U(z, C)), де E —
одинична матриця розмiру m×m, C̃ = (C̃1, C̃2, . . . , C̃m)T — стовпчик
довiльних констант, Iu = (Iiuj ), Ix = (Iix), Uz = (Ukz ), UC = (U iCj

).
Оберненi матрицi в (8) завжди iснують для достатньо малих C̃i.

Приклад 2.Нехай n = m = 1,Q = ex+u(∂x+2x∂u). I(x, u) = u−x2 —
iнварiант оператора Q, звiдки u = U(x,C) = x2 + C. Тодi

J =
∫
e−x−x

2−Cdx = e−C
∫
e−x−x

2
dx = ex

2−u
∫
e−x−x

2
dx,

а тому

I(1) =
Ix + Iuux
Jx + Juux

=
(ux − 2x)eu

e−x − (ux − 2x)
∫
e−x−x2dx

— диференцiальний iнварiант першого порядку оператора Q. Рiвня-
ння (6) для оператора Q має вигляд

dux
dx

= −u2
x + (2x− 1)ux + 2x+ 2,

а функцiя ux = Ux = 2x є його частинним розв’язком.
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Приклад 3. Нехай n = m = 1, Q = xu(x∂x + ku∂u), k ∈ R.
I(x, u) = ux−k — iнварiант оператора Q, звiдки U(x,C) = Cxk. Тодi

J =
∫

dx

Cxk+2
=


lnx
C

=
lnx
xu

, якщо k = −1,

− x−(k+1)

(k + 1)C
= − 1

(k + 1)xu
, якщо k �= −1

(тут константу iнтегрування покладено рiвною 0). Вiдповiдне рiвня-
ння Рiккатi

dux
dx

= − 1
Cxk

u2
x +

2(k − 1)
x

ux + kCxk−2.

Функцiя ux = kCxk−1 є частинним розв’язком цього рiвняння, а його
загальний розв’язок задається формулою

ux = − C

x2

(
1 +

1

Ĉ − lnx

)
, якщо k = −1, або

ux = Cxk−1

(
k − k + 1

1 + Ĉxk+1

)
, якщо k �= −1,

де Ĉ — довiльна стала.

Зауваження. Для добре вiдомих груп перетворень на площинi (тоб-
то n = m = 1) iнтегровнiсть в квадратурах рiвнянь (6) i (7) як пра-
вило очевидно випливає з вигляду цих рiвнянь. Так, коли ξu = 0 або
ηx = 0, вони є лiнiйними рiвнянням або рiвняннями Бернулi вiдповiд-
но. Якщо G — однопараметрична група конформних перетворень, то
ξx = ηu i ξu = −ηx, а тому в рiвняннях (6) i (7) змiннi роздiляються:

dv

v2 + 1
=
ηx
ξ
dx

∣∣∣∣
u=U(x,C)

i
dv

v2 + 1
=
ηx
η
du

∣∣∣∣
x=X(u,C)

.

5. Висновки. Таким чином, пошук диференцiальних iнварiантiв
однопараметричної групиG локальних перетворень у просторi з однi-
єю незалежною змiнною зводиться теоремами 1 i 2 до побудови унi-
версального iнварiанта групи G. Доведення цих теорем не є суттєво
чутливим до кiлькостi змiнних i, крiм того, допускає узагальнення на
деякi класи багатопараметричних груп локальних перетворень (або
алгебр Лi диференцiальних операторiв).
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Проведено групову класифiкацiю в класi багатовимiрних нелiнiйних
хвильових рiвнянь вигляду utt = ∇(f(u)∇u) + g(u).

Group classification in the class of multidimensional nonlinear wave equati-
ons of the form utt = ∇(f(u)∇u) + g(u) is carried out.

1. Вступ. В данiй статтi проведено групову класифiкацiю в класi
багатовимiрних нелiнiйних хвильових рiвнянь вигляду

utt = ∇(f(u)∇u) + g(u), або utt = (f(u)ua)a + g(u), (1)

для однiєї дiйсної функцiї u = u(t, x) вiд n + 1 незалежних змiнних
t = x0 i �x = (x1, x2, . . . , xn), n ∈ N. Тут i надалi нижнiй iндекс фун-
кцiї позначає диференцiювання за вiдповiдною змiнною. Iндекси a i
b змiнюються вiд 1 до n. За iндексами, що повторюються, йде пiдсу-
мовування. ∇ = (∂1, ∂2, . . . , ∂n), ∂a = ∂/∂xa. f i g — довiльнi гладкi
функцiї залежної змiнної u, причому f(u) > 0. Для класифiкацiї
використано технiку дослiджень, запропоновану в [1].

Клас рiвнянь (1) з використанням методiв симетрiйного аналiзу,
вивчався в багатьох роботах (див., наприклад, [2–5]). Але, наскiль-
ки нам вiдомо, задачу повної групової класифiкацiї в цьому класi
нiде не розглянуто. Не зважаючи на iснування окремих результатiв
щодо симетрiйних властивостей рiвнянь вигляду (1), остаточне твер-
дження щодо класифiкацiї не сформульовано навiть для важливих
пiдкласiв, коли f ≡ 1 або g ≡ 0.



64 О.Ф. Василенко, I.А. Єгорченко

2. Результат класифiкацiї. Введемо позначення:
∂t = ∂/∂t, ∂a = ∂/∂xa, Jab = xa∂b − xb∂a, a < b, I = u∂u,

J0a = t∂a + xa∂t, D = t∂t + xa∂a, D′ = xa∂a + 2∂u,
Ka = 2xaD + (t2 − xbxb)∂a − (n− 1)xaI,
K0 = 2tD − (t2 − xbxb)∂t − (n− 1)tI.

Результат групової класифiкацiї щодо рiвнянь вигляду (1) сфор-
мульовано у виглядi трьох наступних теорем.

Теорема 1. Ядро Gker основних груп рiвнянь вигляду (1) спiвпадає
з групою E(1)⊗ E(n) (прямим добутком груп Евклiда в просторах
змiнних t i �x вiдповiдно), алгебра Лi якої Aker = e(1)⊕e(1) = 〈∂t, ∂1〉
при n = 1 та Aker = e(1)⊕ e(n) = 〈∂t〉 ⊕ 〈∂a, Jab〉 при n > 1.

Теорема 2. Алгебра Лi Aequiv групи еквiвалентностi Gequiv класу
рiвнянь (1) породжується операторами ∂t, ∂a, Jab (при n � 2), a <
b, ∂u, t∂t+xa∂a+2u∂u, xa∂a+2f∂f , t∂t+xa∂a−2g∂g. Дiя будь-якого
перетворення еквiвалентностi на функцiї f, g має вигляд

f̃(u) = δ1f(δ3u+ δ0), g̃(u) = δ2g(δ3u+ δ0), (2)
де δ0, δ1, δ2, δ3 ∈ R, δ1, δ2, δ3 > 0.

Зауваження. Щоб зняти вимогу додатностi для константи δ2 (або
δ3) необхiдно врахувати дискретне перетворення еквiвалентностi рiв-
нянь (1): t̃ = t, x̃ = x, ũ = −u, f̃ = f, g̃ = −g.
Теорема 3. З точнiстю до перетворень з Gequiv для рiвнянь (1)
iснують лише наступнi випадки розширення максимальної в сенсi
Лi алгебри iнварiантностi Amax = Amax(f, g) (нижче наведено лише
базиснi оператори з доповнення до Aker; ε, ε̂ — ненульовi сталi, що
перетвореннями еквiвалентностi можна одночасно звести до ±1):

I. f = const > 0.

1. f = 1, g = g(u): J0a;
2. f = 1, g = |u|γ , де γ �∈ {0; 1} та або γ �= n+3

n−1 , або n = 1:
J0a, (1− γ)D + 2I;

3. f = 1, g = |u|
n+3
n−1 , де n > 1: J0a, 2D − (n− 1)I, Ka, K0;

4. f = 1, g = εeu: J0a, D − 2∂u, якщо n > 1,
або ϕ1∂t + ϕ1∂x − 2ϕ̇1∂u, ϕ

2∂t − ϕ2∂x + 2ϕ̇2∂u, якщо n = 1,
де ϕ1 = ϕ1(x + t), ϕ2 = ϕ2(x − t) — довiльнi гладкi несталi
функцiї своїх аргументiв;
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5. f = 1, g = εu: J0a, I, χ(t, �x)∂u,
де χ = χ(t, �x) — довiльний розв’язок вихiдного рiвняння;

6. f = 1, g = 0: J0a, D, I, χ(t, �x)∂u, Ka, K0,
де χ = χ(t, �x) — довiльний розв’язок вихiдного рiвняння.

II. f �= const .

1. f = f(u), g = 0: D;
2. f = εeu, g = ε̂eαu: αD −D′;
3. f = εeu, g = 0: D, D′;
4. f = ε|u|β , g = ε̂|u|γ : γD − βxa∂a − 2u∂u;
5. f = ε|u|γ , g = 0, де γ �∈ {−4; 0; −4

n+2}: D, γxa∂a + 2u∂u;

6. f = εu−4, g = ε̂u−3: 2t∂t + u∂u, t
2∂t + tu∂u;

7. f = εu−4, g = ε̂u−3− 1
4u: 2 cos t ∂t−sin t u∂u, 2 sin t ∂t+cos t u∂u;

8. f = εu−4, g = ε̂u−3 + 1
4u: et(2∂t + u∂u), e−t(2∂t − u∂u);

9. f = εu−4, g = 0: 2t∂t + u∂u, t
2∂t + tu∂u, 2xa∂a − u∂u;

10. f = εu−4, g = − 1
4u: 2 cos t ∂t − sin t u∂u, 2 sin t ∂t + cos t u∂u,

2xa∂a − u∂u;
11. f = εu−4, g = 1

4u: et(2∂t + u∂u), e−t(2∂t − u∂u), 2xa∂a − u∂u;

III. f �= const . Випадки, коли i довiльнi елементи f i g, для яких є
розширення, i склад самого розширення залежать вiд розмiрностi
простору змiнних �x.

n = 1 :

1. f = εu−4/3, g = ε̂u: 2x∂x − 3u∂u, x2∂x − 3xu∂u;
2. f = εu−4/3, g = 3

4εu
−1/3 + ε̂u: 2 cosx ∂x+ 3 sinxu∂u,

2 sinx ∂x− 3 cosxu∂u;
3. f = εu−4/3, g = − 3

4εu
−1/3 + ε̂u: ex(2∂x − 3u∂u), e−x(2∂x +

3u∂u);
4. f = εu−4/3, g = 0: 2x∂x − 3u∂u, x2∂x − 3xu∂u, 2t∂t + 3u∂u;
5. f = εu−4/3, g = 3

4εu
−1/3: 2 cosx ∂x+ 3 sinxu∂u,

2 sinx ∂x− 3 cosxu∂u, 2t∂t + 3u∂u;
6. f = εu−4/3, g = − 3

4εu
−1/3: ex(2∂x − 3u∂u), e−x(2∂x + 3u∂u),

2t∂t + 3u∂u;
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n = 2 :
1. f = εu−1, g = ε̂u: ξ1∂1 + ξ2∂2 − 2ξ11u∂u;
2. f = εu−1, g = 0: ξ1∂1 + ξ2∂2 − 2ξ11u∂u, t∂t + 2u∂u;

тут (ξ1, ξ2) = (ξ1(x1, x2), ξ2(x1, x2)) — довiльний розв’язок сис-
теми Кошi–Рiмана ξ11 = ξ22 , ξ

1
2 = −ξ21 ;

n = 3 :
1. f = ε|u|− 4

n+2 , g = ε̂u:
xa∂a − n+2

2 u∂u, 2xaxb∂b − xbxb∂a − (n+ 2)xau∂u;

2. f = ε|u|− 4
n+2 , g = 0:

xa∂a − n+2
2 u∂u, 2xaxb∂b − xbxb∂a − (n+ 2)xau∂u, t∂t + n+2

2 u∂u.

3. Висновки. Отриманi результати є цiкавими з кiлькох причин.
Проведено повну групову класифiкацiю в класi рiвнянь (1), що до-
зволяє твердити про вiдсутнiсть випадкiв розширення групи симе-
трiї, нееквiвалентних випадкам з теореми 3. З отриманого результату
можна легко виокремити твердження щодо повної групової класифi-
кацiї в двох важливих пiдкласах класу (1) (один — з f ≡ 1, iнший —
з g ≡ 0). Крiм вiдомих випадкiв розширення симетрiї (всi випадки
з f = const та деякi випадки з g = 0), знайдено цiлу низку нових
випадкiв розширення. Серед них є такi, що мають неочевидну i не-
стандартну симетрiю.

Наступним кроком симетрiйного аналiзу виокремлених рiвнянь з
широкою симетрiєю є лiївська редукцiя та побудова їх точних розв’яз-
кiв. Цi результати разом з докладним доведенням класифiкацiї бу-
дуть темою наступних публiкацiй.

Автори висловлюють щиру подяку Р.О. Поповичу за постановку
задачi та плiднi обговорення результатiв, що мiстяться в статтi.
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Розглянуто тензор-биспiнорнi рiвняння для дублетiв часток з довiль-
ним напiвцiлим спiном i ненульовою масою, що взаємодiють з зовнi-
шним електромагнiтним полем. Отримано формулу для енергiї частки
з спiном 3

2
у постiйному магнiтному полi i знайдено умову, коли ε2 ≥ 0

для всiх значень магнiтного полю i довiльної величини гiромагнiтного
спiввiдношення.

In the present paper we consider tensor-bispinor equations, which descri-
be doublets of particles with an arbitrary half-integer spin and nonzero
masses interacting with external electromagnetic field by using nonmini-
mal coupling. We also obtain the energy levels of the particle with spin
3
2
in constant magnetic field and find the conditions when ε2 ≥ 0 for all

values of magnetic field and an arbitrary gyromagnetic ratio g.

1. Introduction. The development of the theories of unification of
fundamental particle interaction needs a consistent description of parti-
cle with higher spin. Moreover, so called baryon resonances with spin
s = 3

2 ,
5
2 , ... has been descovered experimentally. Such resonances exsist

in parity doublet and parity singlet as well.
The problem of description of motion equation for particles with

arbitrary spin was first formulated and parity solved by Dirac [2]. In
numerous paper which appear later a number of such equations were
proposed and analyzed. However, all such equations except the Dirac
equation for electron are not satisfactory [3]–[8]. The main deffect of
these equation are acausal propagation of solutions, complex energies
and incorrect value of the gyromagnetic ratio etc.

In the present paper we proposed the equation for doublets of massive
particles with an arbitrary half-integer spins, interacting with external
electromagnetic field, which does not have many defects enumerated
above. In our approach the particle with spin s = n + 1

2 is described
by irreducible antisymmetric tensor-bispinor of rank 2n.

Tensor-bispinor equations for particles with spin 3
2 were considered in

[7]–[10]. We generalize these results for particles of arbitrary half-integer
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spin and for the case of linear and quadratic anomalous interactions,
with external electromagnetic field.

Finally we consider the motion of particle with spin 3
2 in constant

magnetic field and show that difficulty with the complex energy levels
can be overcomed using non-linear anomalous interaction.

2. Free equation for doublets. In this section we propose the model
describing particles with arbitrary half-integer spins in terms of irreduci-
ble antisymmetric tensor-bispinor Ψ[µ1,ν1][µ2,ν2]...[µn,νn] of rank 2n (n =
s− 1

2 ) satisfyng the condition

γµγνΨ[µν][µ1ν1]...[µn−1νn−1] = 0. (1)

Moreover, Ψ[µ1,ν1]...[µn,νn] satisfy the Dirac equation

(γλpλ −m)Ψ[µ1,ν1]...[µn,νn] = 0, (2)

where pµ = i ∂
∂xµ . Commuting γµγν and (γλpλ − m), we come to the

secondary constraint for Ψ[µ1ν1][µ2ν2]...[µnνn]

pµγνΨ[µν][µ1ν1]...[µn−1νn−1] = 0. (3)

The wave function Ψ[µ1ν1][µ2ν2]...[µnνn] belong to the carier space of
the representation[

D

(
s− 1

2
, 0
)
⊕D
(

0, s− 1
2

)]
⊗
[
D

(
1
2
, 0
)
⊕D
(

0,
1
2

)]
=

= D(s, 0)⊕D(0, s)⊕D
(
s− 1

2
,
1
2

)
⊕D
(

1
2
, s− 1

2

)
⊕

⊕D(s− 1, 0)⊕D(0, s− 1).

(4)

of the Lorentz group. Thus, the wave function Ψ[µ1ν1][µ2ν2]...[µnνn] has
16s components.

Constraint (1) removed the states which correspond to the represen-
tation D(s − 1, 0) ⊕ D(0, s − 1). The secondary constraint (3) nullifies
the remaining part of non-physical components and as a result we have
exactly 4(2s + 1) independent components, i.e. twice more than it is
necessary for describing particles with spin s.

In order to introduce interaction of higher spin particles with external
electromagnetic field it is necessary to write equations (1)–(3) as a single
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equation. For this purpose we present the wave function Ψ[µ1ν1]...[µnνn]

in the form

Ψ[µ1ν1]...[µnνn] = Φ[µ1ν1]...[µnνn] +
1
2

(
γ[µ1Aν1][µ2ν2]...[µnνn]+

+ γ[µ2Aν2][µ1ν1][µ3ν3]...[µnνn] + · · ·+ γ[µnAνn][µ1ν1]...[µn−1νn−1]
)
,

γµ1Φ
[µ1ν1][µ2ν2]...[µnνn] = 0,

γλA
λ[µ2ν2]...[µnνn] = γµ2A

λ[µ2ν2]...[µnνn] = 0.

(5)

Here we take into account that Ψ[µ1ν1]...[µnνn] satisfy the condition (1).
Then the single equation for the spin s = n + 1

2 , n = 1, 2, 3, . . . has the
form

(γλpλ −m)Ψ[µ1ν1][µ2ν2]...[µnνn] − n

2(8n− 11)

n∑
i=1

P1(µiνi)+

+
n

(8n− 11)

n∑
i,j=1(j>i)

P2(µiνi;µjνj) = 0,

γµ1γν1Ψ
[µ1ν1]...[µnνn] = 0

(6)

where P1(µiνi) and P2(µiνi;µjνj) are

P1(µiνi) = [γµi
, γνi

]pλAλ[µ1ν1]...[µi−1νi−1][µi+1νi+1]...[µnνn],

P2(µiνi;µjνj) = P1(µiνj)− P1(µiµj) + P1(νiµj)− P1(νiνj),
(7)

After contracting (6) with pµ1γν1 − pν1γµ1 we come to constraint (3).
For an important particular case of spin s = 3

2 equation (6) reads as

(γλpλ −m)Ψµν +
1
6
[γµ, γν ]pλAλ = 0,

γµγνΨµν = 0,
(8)

where Ψµν = Φµν + 1
2 (γµAν − γνAµ) and γµΦµν = γµA

µ = 0. We also
can rewrite this equation in the form

(γλpλ −m)Ψµν +
1
12

(pµγν − pνγµ)[γρ, γσ]Ψ[ρσ]−

− 1
12

[γµ, γν ](pργσ − pσγρ)Ψ[ρσ]+

+
1
24

[γµ, γν ]γλpλ[γρ, γσ]Ψ[ρσ] = 0,

(9)
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If we contract (9) with [γµ, γν ] we obtain that γµγνΨµν = 0 and after
contracting (9) with pµγν−pνγµ we come to the constraint pµγνΨµν = 0.

The propagator corresponding to this equation has the form

Gµνρσ(p) =
(γλpλ +m)
p2 −m2

(
1
2
(gµρgνσ − gµσgνρ)−

− 1
12m

[γµ, γν ](pργσ − pσγρ) +
1

12m
(pµγν − pνγµ)[γρ, γσ]+

+
1

24m
[γµ, γν ]γλpλ[γρ, γσ]

)
.

(10)

Finally we note that equations (6) are equivalent to the equations
for an arbitrary spins in the Dirac form introduced in [11]. However the
tensor-bispinor formalism is more convenient for describing the minimal
and anomalous interaction with electromagnetic field.

3. Anomalous interaction linear in electromagnetic field. We
start with minimal interaction, which can be introduced in equation (6)
by using the substitution

pµ −→ πµ = pµ − eAµ, (11)

where Aµ is the vector-potential of electromagnetic field.
Let us analyse in detail equation (6) for spin- 3

2 . In this case we can
use the equivalent form (9) and we have

(γλπλ −m)Ψµν +
1
12

(πµγν − πνγµ)[γρ, γσ]Ψ[σρ]−

− 1
12

[γµ, γν ](πργσ − πσγρ)Ψ[ρσ]+

+
1
24

[γµ, γν ]γλπλ[γρ, γσ]Ψ[ρσ] = 0.

(12)

Contracting (12) with i
4 [γµ, γν ] and then with (πµγν−πνγµ) we come

to the constraints:

γµγνΨµν = 0, (13)

πµγνΨµν =
ie

m
(Fµν − γλγνFµλ)Ψµν , (14)

where Fµν = i(pµAν − pνAµ) is the tensor of electromagnetic field.
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Substituting (13) and (14) in (12) we obtain an equation for Ψµν

(γλπλ −m)Ψµν − ie

6m
[γµ, γν ](Fρλ − γσγλFρσ)Ψρλ = 0. (15)

Equation (15) is equivalent introduced in [11]. It can be found by
using the substitution

Ψab =
1
2
εabc

(
Φ(1)
c + Φ(2)

c

)
, Ψ0c =

i

2

(
Φ(2)
c − Φ(1)

c

)
, (16)

a, b, c = 1, 2, 3, . . ., Φ(1)
c and Φ(2)

c are bispinors.
Now let us generalize equation (12) by adding the term Tµνρσ Ψρσ which

is linear in Fµν , i.e. introduce so-called anomalous interaction [3]:

(γλπλ −m)Ψµν +
1
12

(πµγν − πνγµ)[γρ, γσ]Ψρσ−

− 1
12

[γµ, γν ](πργσ − πσγρ)Ψρσ+

+
1
24

[γµ, γν ]γλπλ[γρ, γσ]Ψρσ + Tµνρσ Ψρσ = 0.

(17)

We suppose that the following relation is satisfied

γµT
µν
ρσ = 0. (18)

It is possible to show that (18) is the necessary and sufficient condition
to obtain consistent equation (17) whose solutions propagate with the
velocity less then the velocity of light. Using Fµν , εµνρσ, gµν and γµ one
can construct the basis antisymmetric tensor-bispinors linear in Fµν :

Tµν1 ρσ = F νρ γ
µγσ − Fµρ γνγσ − F νσ γµγρ + Fµσ γ

νγρ,

Tµν2 ρσ = Fµρ δ
ν
σ − F νρ δµσ − Fµσ δνρ + F νσ δ

µ
ρ ,

Tµν3 ρσ = γνγλFρλδ
µ
σ − γµγλFρλδνσ − γνγλFσλδµρ + γµγλFσλδ

ν
ρ+

+ γργ
λF νλ δ

µ
σ − γργλFµλ δνσ + γσγ

λFµλ δ
ν
ρ − γσγλF νλ δµρ ,

Tµν4 ρσ = (δµσδ
ν
ρ − δνσδµρ )γαγβFαβ ,

Tµν5 ρσ = γ4(F̃µρ δ
ν
σ − F̃ νρ δµσ − F̃µσ δνρ + F̃ νσ δ

µ
ρ ),

Tµν6 ρσ = γ4(Fµα ε
αν
ρσ − F ναεαµρσ + Fαρε

αµν
σ − Fασεαµνρ),
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Tµν7 ρσ = (γµγν − γνγµ)Fρσ + Fµν(γργσ − γσγρ),
Tµν8 ρσ = γνγλFρλδ

µ
σ − γµγλFρλδνσ − γνγλFσλδµρ + γµγλFσλδ

ν
ρ−

− γργλF νλ δµσ + γργ
λFµλ δ

ν
σ − γσγλFµλ δνρ + γσγ

λF νλ δ
µ
ρ ,

Tµν9 ρσ = γ4(Fµα ε
αν
ρσ − F ναεαµρσ − Fαρεαµνσ + Fασε

αµν
ρ),

Tµν10 ρσ = (γµγν − γνγµ)Fρσ − Fµν(γργσ − γσγρ),

(19)

here F̃µν = 1
2ε
µν
ρσF

ρσ.
Then the general form of Tµνρσ is the following

Tµνρσ =
10∑
i=1

αiT
µν
i ρσ, (20)

where αi are an arbitrary constants.
Using (18) and asking for existence of Hermitian Lagrangian corres-

pondingly to (17) we come to the conditions:

α1 = α6 = −α9 =
λ

2
, α2 = 2λ,

α3 = α8 =
λ

4
, α4 = α5 = α7 = α10 = 0,

(21)

here λ is an arbitrary constant.
Substituting (19)–(21), into (17) we can write down equation (17) in

the form

(γλπλ −m)Ψµν +
ie

m
((1 + λ)(F νρ γ

µγσ − Fµρ γνγσ)Ψρσ+

+ (1 + λ)(γνγλFρλΨρµ − γµγλFρλΨρν)+

+ (1 + 4λ)(Fµρ Ψρν − F νρ Ψρµ) + (1 + 2λ)γ4ε
µνλ
σ FρλΨρσ) = 0.

(22)

Using (16) this equation can be expressed in the Dirac-like form(
Γµπµ −m+

e

4m
(1− iΓ4)×

×
( i

4
(g − 2)[Γµ,Γν ] + gτµν

)
Fµν
)
Ψ(1) = 0,

(23)

(
Γµπµ −m+

e

4m
(1 + iΓ4)×

×
( i

4
(g − 2)[Γµ,Γν ] + gτµν

)
Fµν
)
Ψ(2) = 0,

(24)
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here g = 2
3

(
1− λ

2

)
, Ψ(1) = (Φ(1)

1 ,Φ(1)
2 ,Φ(1)

3 )T , Ψ(2) = (Φ(2)
1 ,Φ(2)

2 ,Φ(2)
3 )T ,

Sµν = i
4 [Γµ,Γν ]+τµν and τµν satisfy the relations τab = εabcτc, τ0a = iτa,

τaτa = τ(τ + 1), [τa, τb] = iεabcτc, a, b, c = 1, 2, 3. Matrices Γµ and τa
can be represented in the following forms Γµ = γµ ⊗ I3, τa = I4 ⊗ τ̂a,
symbol ⊗ designates the direct product of matrices, τ̂a are 3×3 matrices,
realizating the representation D(1) of the algebra AO(3), I3 and I4 are
the unit matrices of demention 3× 3 and 4× 4 respectively.

In the representation (16) constraints (13) and (14) are reduced to
the forms

[(Γµπµ +m)(1 + iΓ4)(SµνSµν − 3)]Ψ(1) = 24mΨ(1), (25)

[(Γµπµ +m)(1− iΓ4)(SµνSµν − 3)]Ψ(2) = 24mΨ(2). (26)

We see that the value g = 2 for arbitrary parameter g correspond to
the most simple form of equation (23), (24). It is interesting to note that
exactly this value of g is predicted by string theory and is accepted to
be correct.

4. Anomalous interaction quadratic in electromagnetic field. In
section 3 we consider the anomalous interaction linear in Fµν . Here we
analyze anomalous interaction quadratic in Fµν .

The simplest method to introduce such anomalous interaction con-
sists of modernization equation (17) to the form

(γλpλ −m)Ψµν +
1
12

(πµγν − πνγµ)[γρ, γσ]Ψρσ−

− 1
12

[γµ, γν ](πργσ − πσγρ)Ψρσ +
1
24

[γµ, γν ]γλπλ[γρ, γσ]Ψρσ+

+ Tµνρσ Ψρσ + Tµνρσ T
ρσ
δε Ψδε = 0,

(27)

with Tµνρσ found in section 3 (see (19)–(21)). Using (16) we come to the
equations for Ψ(1) and Ψ(2) which generalize (23)–(24)(

Γµπµ −m+
e

4m
(1− iΓ4)×

×
(
gSµνF

µν − iΓµΓνFµν + g1(SµνFµν)2
))

Ψ(1) = 0,
(28)

(
Γµπµ −m+

e

4m
(1 + iΓ4)×

×
(
gSµνF

µν − iΓµΓνFµν + g1(SµνFµν)2
))

Ψ(2) = 0.
(29)
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Thus in contrast with the anomalous interaction linear in Fµν the
anomalous interaction quadratic in Fµν gives us more freedom (in this
case we have two constants g and g1). This additional freedom can be
used to overcome the difficulty with complex energy levels for the particle
in constant magnetic field when g > 2

3 , indicated below.

5. Particle with spin s = 3
2
in constant magnetic field. Let us

use proposed equations to solve the problem of interaction of charged
particle of spin 3

2 with the constant and homogeneous magnetic field.
We start equations (28)–(29)which can be written in the following

equivalent form(
πµπ

µ −m2 +
eg

2
SµνF

µν +
eg1
2

(SµνFµν)2
)

Ψ(1)
+ = 0, (30)

(SµνSµν − 15)Ψ(1)
+ = 0, (31)

Ψ(1)
− =

1
m

ΓµπµΨ
(1)
+ , Ψ(1) = Ψ(1)

+ + Ψ(1)
− (32)

(a similiar equation can be obtained for (29)).
The tensor-bispinor Fµν corresponding to the constant and homoge-

neous magnetic field are of the form

F0a = F23 = −F32 = F31 = −F13 = 0, a = 1, 2, 3,
F12 = −F21 = H3 = H, H ≥ 0,

H is a value of magnetic field.
The general form of the solution of equation (31), (32) is [11]

Ψ(1)
+ =


Φ(1)

3
2

0̂
1
m

(
ε+ 2

3Saπa
)
Φ(1)

3
2

− 2
3mK

3
2
a πaΦ

(1)
3
2

 ,

here (
K

3
2
3

)
mm′

= δmm′

√
9
4
−m2,

(
K

3
2
1

)
mm′

± i
(
K

3
2
2

)
mm′

= ±δm±m′

√
3
2
∓m(m∓ 1)± 3m,

Tensor-bispinor equation for doublets 75

m,m′ = − 3
2 ,−

1
2 ,

1
2 ,

3
2 , 0̂ = (0, 0)T , Φ(1)

3
2

is a 4 component spinor substi-

tuting Ψ(1)
+ into (30) we come to the equation[

p2 + e2H2x2
2 − eH(gS3 + 2g1S2

3H + 2x2p1)
]
Φ(1)

3
2

=

= (ε2 −m2)Φ(1)
3
2
.

(33)

So the problem of describing the motion of particle with spin 3
2 reduce

to the solution of equation (33).
Using the eigenvectors Ω

3
2
ν , (ν = − 3

2 ,−
1
2 ,

1
2 ,

3
2 ) of matrix S3 we can

represent Φ 3
2
in the form

Φ(1)
3
2

= exp(i(p1x1 + p3x3))

3
2∑

ν=− 3
2

f
3
2
ν (x2)Ω

3
2
ν ,

here f
3
2
ν (x2) are unknown functions, Ω

3
2
ν are 4 components spinor eigen-

vectors of S3, S3Ω
3
2
ν = νΩ

3
2
ν and Ω

3
2
ν are:

Ω
3
2
− 3

2
=


1
0
0
0

, Ω
3
2
− 1

2
=


0
1
0
0

, Ω
3
2
1
2

=


0
0
1
0

, Ω
3
2
3
2

=


0
0
0
1

.
The functions f

3
2
ν satisfy the equation(

d2

dy2
+ y2

)
f

3
2
ν (y) = ηf

3
2 ν(y),

where η = ε2−m2−p23
eH + ν(g + 2g1νH), x2 = 1

eH (p1 +
√
eHy).

Requiring that f
3
2 ν(y) → 0 when y → ±∞ we have

η = 2n+ 1, n = 0, 1, 2, 3, . . . .

Then the energy levels for the particle with spin s = 3
2 are

ε2 = m2 + p2
3 + eH(2n+ 1− ν(g + 2g1νH)). (34)

We note that for the case of anomalous interaction linear in Fµν (i.e. for
g1 = 0) ε2 can be negative provided n = p3 = 0, (νg− 1)eH < m2. Thus
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the diffuclty with complex energies indicated earlier for spin-1 equati-
on [13] appears for our spin 3

2 equation also. However, this difficulty is
overcomed choosing g1 �= 0, namely

g1 ≤ −
(3g − 2)2e

72m2
. (35)

6. Discussion. Thus in this paper we present the equations for doublets
of particles with an arbitrary half-integer spin s, the equation for par-
ticles with spin- 3

2 was considered in details, which include tensor-spinor.
Using the approach proposed in [11] it is possible to prove that these
equations are casual, i.e. thier solutions propagate with the velocity less
than light velocity.

As we show the corresponding constants for anamalous interaction
can be chosen in such way that the equation does not lead to the di-
fficulties with complex energies of particle interact with the constant
magnetic field, which are typical for higer spiun relativistic wave equati-
ons.
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[10] Loide R.K., Kôiv M., Saar R. Single mass equations for an antisymmetric tensor-
bispinor// J. Phys. A. — 1983. — 16, № 2. — P. 463–469.

[11] Fushchich W.I., Nikitin A.G. Symmetries of equations of quantum mechanics. —
N.Y.: Allerton, 1994. — 400 p.

[12] Fouldy L.L., Wouthuysen S.A. On the Dirac theory of spin 1/2 particles and its
non-relativistic limit // Phys. Rev. — 1950. — 78, № 1. — P. 29–37.

[13] Beckers J., Debergh N., Nikitin A.G. On parasupersymmetries and relativi-
stic description for spin one particles: II. The interacting context with (elec-
tro)magnetic fields // Fortschritte der Physik. — 1995. — 43, № 1. — P. 81–95.



Працi Iнституту математики НАН України 2001, том 36, 78–82

УДК 517.958

Про проблему взаємодiї частинки
довiльного спiну з полем Кулона
Р.М. ГОЛОВНЯ

Iнститут математики НАН України, Київ
E-mail: golovn@ukr.net.ua

З використанням рiвнянь, запропонованих Мошинським iз спiвавтора-
ми, знайдено спектр частинки довiльного спiну, яка взаємодiє з полем
Кулона.

Using equations proposed by Moshinski et al the energy spectrum of the
particle of arbitrary spin interacting with Coulomb field is found.

В роботах [1, 2] запропоновано рiвняння для частинки довiльного
спiну s, якi можна записати у наступнiй формi:

Hψ ≡
(
cΛi4pi +mc2Λ45

)
= sEψ, pi = − ∂

∂ri
, i = 1, 2, 3, (1)

де Λi4 та Λ45 — матрицi, якi належать до зображення D(s, s) групи
O(5).

При введеннi мiнiмальної взаємодiї з зовнiшнiм електромагнiтним
полем

pi → πi −
e

c
Ai, i

∂

∂t
→ i

∂

∂t
− eA0,

цi рiвняння набувають вигляду

H̃ψ ≡
(
cΛi4πi +mc2Λ45

)
= sEψ. (2)

Використаємо рiвняння (2) як модель задачi про взаємодiю ча-
стинки довiльного спiну з полем Кулона, тобто коли

A0 =
ze

r
, Ai = 0, Ei =

∂A0

∂ri
=
zeri
r3

, r2 = r21 + r22 + r23.

Щоб розв’язати запропоновану задачу, доцiльно застосувати се-
рiю наближених перетворень еквiвалентностi (узагальненi перетво-
рення Фолдi–Вуйтхойзена), що дозволяє записати гамiльтонiан си-
стеми (2) у видi розкладу за степенями 1/c.
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Оператор наближеного перетворення виберемо у виглядi

W = U3U2U1, W−1 = U−1
1 U−1

2 U−1
3 ,

де

U1 = exp
(
i

c
Λi5pi

)
, U2 = exp

{
ei

2c

(
2sΛi4Ei −

1
3
Λi5[pi, p2]+

)}
,

U3 = exp
(
−s

8
[Λi5,Λj4]+

∂Ej
∂xi

)
, [AB]+ = AB +AB, j = 1, 2, 3,

p2 = p2
1 + p2

2 + p2
3.

Застосовуючи цей оператор до гамiльтонiана H̃ та нехтуючи чле-
нами порядку вище 1/c2, отримаємо

H̃ ′ψ′ = sEψ′, (3)

де ψ′ = Wψ,

H̃ ′ = WH̃W−1 = Λ45

(
mc2 +

p2

2m
− (p2)2

8m3c2

)
+
sze2

2r
+

+
sze2

2m2c2
Λij
[
pi,

rj
r3

]
+

+
2πze2s
3m2c2

(Λi5Λi5 + Λi4Λi4) δ(r).

Оскiльки матрицi Λ45, Λi5Λi5 + Λi4Λi4 комутують мiж собою i з
усiма iншими матрицями, що входять в рiвняння (3), вони можуть
бути дiагоналiзованi.

Власнi значення ν матрицi Λ45 дорiвнюють ν = s, s− 1, . . . , s0 [6],
де s — цiле або напiвцiле число, s0 = 0 для цiлих s i s0 = 1/2 для
напiвцiлих s. Власнi значення ν′ матрицi Λi5Λi5 +Λi4Λi4 дорiвнюють
ν′ = s, s− 1, . . . , s0.

Вiдповiднi рiвняння приймають вигляд

H̃ ′′ψ′ = sEψ′,

H̃ ′′ = ν

(
mc2 +

p2

2m
− (p2)2

8m3c2

)
+
sze2

2r
+
sze2

m2c2
S · p× r

r3
+

+
2πze2s
3m2c2

(
4s(s+ 1)− ν(ν + 1)− ν′2

)
δ(r).

(4)

де S = (S1, S2, S3) — матрицi, що належать до зображення D(ν)
групи O(3).
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Рiвняння (4) будемо розв’язувати з використанням теорiї збурень.
Представимо гамiльтонiан H̃ ′′ у виглядi

H̃ ′′ = H0 +H1 +H2 +H3,

де

H0 =
νp2

2m
+
sze2

2r
, H1 = −ν(p

2)2

8m3c2
, H2 =

sze2

m2c2
S · p× r

r3
,

H3 =
2πze2s
3m2c2

(
4s(s+ 1)− ν(ν + 1)− ν′2

)
δ(r).

Тодi для ν �= 0 рiвняння (4) зводяться до стацiонарного рiвняння
Шрьодiнгера

H ′
0ψν = Eνψν , (5)

де

Eν =
s

ν
E −mc2, H ′

0 =
p2

2m
+
α̃

r
, α̃ =

sze2

2ν
.

Власнi значення оператора H ′
0 добре вiдомi [5]

Eν = Eνlm = −mα̃
2

4n2
.

Знайдемо вiдповiднi поправки до рiвнiв енергiї [5]

E(a) =
∫
ψ∗HaψdV,

де ψ є нормованi тензорнi добутки власних векторiв нерелятивiст-
ського рiвняння Шрьодiнгера на власнi вектори матрицi S3.

Розкладаючи цi функцiї по повному базису, який утворюють сфе-
ричнi спiнори — власнi вектори операторiв J2, L2, J3, S2 [4]

J2Ωsjj−λm = j(j + 1)Ωsjj−λm,

L2Ωsjj−λm = (j − λ)(j − λ+ 1)Ωsjj−λm,

S2Ωsjj−λm = s(s+ 1)Ωsjj−λm, J3Ωsjj−λm = mΩsjj−λm,

S · r × p

r
Ωsjj−λm = hsjλ Ωsjj−λm,
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де hsjλ = 1
2 (λ(2j + 1) − λ2 − s(s + 1)), j — довiльнi цiлi або напiвцiлi

невiд’ємнi числа,

m = −j,−j + 1, . . . , j, λ = −s,−s+ 1, . . . ,−s+ 2msj ,

msj = min(s, j) =
{
s, s ≤ j,
j, s > j

та використовуючи результат роботи [3], отримаємо вiдповiднi по-
правки у виглядi

E(1) = −mα̃
4

2n4

(
n

l + 1
2

− 3
4

)
,

E(2) =
8mα̃4

n3

hsjλ
(2j − 2λ+ 1)2(j + 1

2 )
,

E(3) =
4mα̃4

3n3

(
4s(s+ 1)− ν(ν + 1)− ν′2

)
δ0j−λ.

Вiдповiднi значення енергiї задаються формулою

E =
ν

s
mc2 − ν

s

mα2

8n2
− s3

ν3

mα4

32n4

(
n

i− λ+ 1
2

− 3
4

)
+

+
s3

ν3

α4

4n3

(
λ(2j + 1)− λ2 − s(s+ 1)

)
(2j − 2λ+ 1)2

(
j + 1

2

) +

+
s3

ν3

mα4

24n2

(
4s(s+ 1)− ν(ν + 1)− ν′2

)
+ o
(
α6
)
,

яка узагальнює формулу Зоммерфельда для електрона на випадок
частинки з довiльним спiном.

Автор висловлює подяку доктору фiз.-мат. наук А.Г. Нiкiтiну за
постановку задачi та змiстовнi консультацiї пiд час дослiджень.
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Вiдокремлення змiнних
для стацiонарного рiвняння
Шрьодiнгера з потенцiалом,
що задовольняє рiвнянню Лапласа
О.Ю. ЖАЛIЙ

Iнститут математики НАН України, Київ
E-mail: zhaliy@imath.kiev.ua

Отримано класифiкацiю потенцiалiв V (x1, x2, x3), якi (a) забезпечують
вiдокремлення змiнних в тривимiрному стацiонарному рiвняннi Шре-
дiнгера хоча б в однiй ортогональнiй системi координат та (b) задо-
вiльняють рiвняння Лапласа.

We describe all explicit forms of the potential V (x1, x2, x3) that, (a) provide
separability of the three-dimensional stationary Schrödinger equation at
least in one orthogonal coordinate system, and (b) satisfy the Laplace
equation.

Ейзенхарт в 1948 роцi отримав вичерпну класифiкацiю потенцiалiв
V (x1, x2, x3), для яких тривимiрне стацiонарне рiвняння Шрьодiнге-
ра

(∆3 − λ1 − V (x1, x2, x3))ψ(x1, x2, x3) = 0, (1)

де λ1 — спектральний параметр, допускає вiдокремлення змiнних [1].
В результатi було одержано 11 класiв потенцiалiв V (x1, x2, x3), при
яких рiвняння (1) за допомогою анзацу

ψ(x1, x2, x3) = ϕ1(ω1(�x))ϕ2(ω2(�x))ϕ3(ω3(�x)) (2)

допускає вiдокремлення змiнних хоча б в однiй ортогональнiй систе-
мi координат ω1(�x), ω2(�x), ω3(�x).

Формули для потенцiалiв, одержанi Ейзенхартом, є дуже громiд-
кими, оскiльки вони мiстять довiльнi функцiї вiд ω1(�x), ω2(�x), ω3(�x),
якi в свою чергу заданi неявно. Тому фiзична iнтерпретацiя одержа-
них результатiв є дуже складною проблемою. Внаслiдок цього вини-
кає природня задача видiлити пiдкласи потенцiалiв, якi дозволяють
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роздiлити змiннi в рiвняннi Шрьодiнгера, i задовольняють деякi до-
датковi фiзично мотивованi обмеження. Саме з цих мiркувань в ро-
ботi [2] було запропоновано накласти на шуканi потенцiали умову

∆V (x1, x2, x3) = 0, (3)

тобто вимагати, щоб функцiя V була розв’язком рiвняння Лапласа.
При такому виборi функцiї V чотири-вектор �A = �0, A0 =V (x1, x2, x3)
буде розв’язков системи рiвнянь Макселла у вакуумi за вiдсутностi
струмiв.

Нами отримано всi можливi форми потенцiалiв V (x1, x2, x3), якi:
(a) забезпечують вiдокремлення змiнних в рiвняннi (1) хоча б в однiй
ортогональнiй системi координат; (b) задовiльняють рiвняння Ла-
пласа (3).

Зауважимо, що аналогiчну задачу для випадку двох просторових
змiнних було розглянуто в роботi [2].

Ми не наводимо деталi обчислень, а зразу подаємо кiнцевi резуль-
тати у такiй послiдовностi:
• система координат ω1, ω2, ω3, в якiй тривимiрне стацiонарне

рiвняння Шрьодiнгера (1) з вiдповiдним потенцiалом V (x1, x2,
x3), що задовiльняє рiвняння Лапласа (3)), допускає вiдокрем-
лення змiнних;

• загальний вигляд згаданого потенцiалу V (x1, x2, x3);
• редукованi рiвняння на функцiї ϕ1(ω1), ϕ2(ω2), ϕ3(ω3), що отри-

муються в результатi вiдокремлення змiнних за допомогою ан-
зацу (2) в рiвняннi Шрьодiнгера (1) при вказаному потенцiалi
V (x1, x2, x3) в цiй системi координат.

Зауважимо, що там де це можливо ми спрощуємо формули, вико-
ристовуючи iнварiантнiсть системи рiвнянь (1), (3) вiдносно групи
переносiв та поворотiв в просторi змiнних x1, x2, x3. Окрiм цього,
координатнi системи ω1, ω2, ω3 визначенi з точнiстю до перетворень

ωa → ω̃a = fa(ωa), a = 1, 2, 3,

де fa(ωa) — довiльнi гладкi функцiї. В данiй роботi вони вибранi
таким чином, що виконуються умови

∆ωa = 0, a = 1, 2, 3.

1. Декартовi координати

x1 = ω1, x2 = ω2, x3 = ω3, ω1, ω2, ω3 ∈ R.
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Потенцiал має вигляд:

V1 = a1

(
x2

1 − x2
3

)
+ a2

(
x2

2 − x2
3

)
+ a3x1 + a4x2 + a5x3.

Редукованi рiвняння мають вигляд:

ϕ′′
1 =
(
λ1 + a1ω

2
1 + a3ω1

)
ϕ1,

ϕ′′
2 =
(
λ2 + a2ω

2
2 + a4ω2

)
ϕ2,

ϕ′′
3 =
(
λ3 − (a1 + a2)ω2

3 + a5ω3

)
ϕ3.

2. Цилiндричнi координати

x1 = eω1 cosω2, x2 = eω1 sinω2, x3 = ω3,

0 ≤ ω2 < 2π, ω1, ω3 ∈ R.

Потенцiал має вигляд:

V2 = a1 log
(
x2

1 + x2
2

)
+

1

(x2
1 + x2

2)
2

(
a2

(
x2

1 − x2
2

)
+ 2a3x1x2

)
+

+ a4

(
x2

1 + x2
2 − 2x2

3

)
+ a5x3.

Редукованi рiвняння мають вигляд:

ϕ′′
1 =
(
λ1e

2ω1 − λ2 + a4e
4ω1 + 2a1ω1e

2ω1
)
ϕ1,

ϕ′′
2 = (λ2 + a2 cos 2ω2 + a3 sin 2ω2)ϕ2,

ϕ′′
3 = (λ3 − 2a4ω

2
3 + a5ω3)ϕ3.

3. Координати параболiчного цилiндра

x1 =
(
ω2

1 − ω2
2

)
/2, x2 = ω1ω2, x3 = ω3,

ω1 > 0, ω2, ω3 ∈ R.

Потенцiал має вигляд:

V3 = 2a1x1 + a2

√
R+ x1

2R
+ a3

x2

2R
√
R+ x1

+

+ a4

(
4x2

1 + x2
2 − 5x2

3

)
+ a5x3, R =

√
x2

1 + x2
2.

Редукованi рiвняння мають вигляд:

ϕ′′
1 =
(
λ1ω

2
1 − λ2 + a4ω

6
1 + a1ω

4
1 + a2ω1

)
ϕ1,

ϕ′′
2 =
(
λ1ω

2
2 + λ2 + a4ω

6
2 − a1ω

4
2 + a3ω2

)
ϕ2,

ϕ′′
3 =
(
λ3 − 5a4ω

2
3 + a5ω3

)
ϕ3.
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4. Координати елiптичного цилiндра

x1 = a coshω1 cosω2, x2 = a sinhω1 sinω2, x3 = ω3,

ω1 > 0, −π < ω2 ≤ π, ω3 ∈ R, a > 0.

Потенцiал має вигляд:

V4 = 2a1
a2

f
f1

√
f2
1 − 1 + 2a2

x1x2

ff1
√
f2
1 − 1

+

+ 2a3

(
a2

f
f1

√
f2
1−1 arccosh f1+

x1x2

ff1
√
f2
1−1

arccos
x1

af1

)
+

+ a4

(
x2

1 + x2
2 − 2x2

3

)
+ a5x3,

де

f =
√

(a2 +R2)2 − 4a2x2
1, f1 =

√
a2 +R2 + f

2a2
,

R =
√
x2

1 + x2
2.

Редукованi рiвняння мають вигляд:

ϕ′′
1 =
(
λ1a

2 cosh2 ω1 + λ2 + a4a
4 cosh4 ω1+

+a2(a3ω1 + a1) sinh 2ω1

)
ϕ1,

ϕ′′
2 =
(
−λ1a

2 cos2 ω2 − λ2 − a4a
4 cos4 ω2+

+a2(a3ω2 + a2) sin 2ω2

)
ϕ2,

ϕ′′
3 =
(
λ3 − 2a4ω

2
3 + a5ω3

)
ϕ3.

5. Сферичнi координати

x1 = ω−1
1 sechω2 cosω3, x2 = ω−1

1 sechω2 sinω3,

x3 = ω−1
1 tanhω2, ω1 > 0, ω2 ∈ R, 0 ≤ ω3 < 2π.

Потенцiал має вигляд:

V5 =
a1

r
+ a2

x3

r3
+
a3

r2

(
x3

2r
log

r + x3

r − x3
− 1
)

+

+
1

(x2
1 + x2

2)
2

(
a4

(
x2

1 − x2
2

)
+ 2a5x1x2

)
,

де r =
√
x2

1 + x2
2 + x2

3.
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Редукованi рiвняння мають вигляд:

ϕ′′
1 =
(
λ1ω

−4
1 − λ2ω

−2
1 + a1ω

−3
1

)
ϕ1,

ϕ′′
2 =
(
λ2 sech2ω2 − λ3+

+ cosh−2 ω2(a2 tanhω2 + a3(ω2 tanhω2 − 1))
)
ϕ2,

ϕ′′
3 = (λ3 + a4 cos 2ω3 + a5 sin 2ω3)ϕ3.

6. Координати витягнутого сфероїда

x1 = a cschω1 sechω2 cosω3, a > 0,
x2 = a cschω1 sechω2 sinω3, x3 = a cothω1 tanhω2,

ω1 > 0, ω2 ∈ R, 0 ≤ ω3 < 2π.

Потенцiал має вигляд:

V6 =
a1

r+
+
a2

r−
+ a3

(
1
r+

arctanh
x+

3

r+
− 1
r−

arctanh
x−3
r−

)
+

+
1

(x2
1 + x2

2)
2

(
a4

(
x2

1 − x2
2

)
+ 2a5x1x2

)
,

де x±3 = x3 ± a та r± =
√
x2

1 + x2
2 + (x3 ± a)2.

Редукованi рiвняння мають вигляд:

ϕ′′
1 =
(
λ1a

2 sinh−4 ω1 − λ2 sinh−2 ω1 − λ3+

+a(2a3ω1 + a1 + a2) coshω1 sinh−3 ω1

)
ϕ1,

ϕ′′
2 =
(
λ1a

2 cosh−4 ω2 + λ2 cosh−2 ω2 − λ3+

+a(−2a3ω2 − a1 + a2) cosh−3 ω2 sinhω2

)
ϕ2,

ϕ′′
3 = (λ3 + a4 cos 2ω3 + a5 sin 2ω3)ϕ3.

7. Координати сплющеного сфероїда

x1 = a cscω1 sechω2 cosω3, a > 0,
x2 = a cscω1 sechω2 sinω3, x3 = a cotω1 tanhω2,

0 < ω1 < π/2, ω2 ∈ R, 0 ≤ ω3 < 2π.

Потенцiал має вигляд:

V7 = 2a1a
f1
f

+ 2a2
x3

ff1
−2a3

(
a
f1
f

arccotf1−
x3

ff1
arctanh

x3

af1

)
+

+
1

(x2
1 + x2

2)
2

(
a4

(
x2

1 − x2
2

)
+ 2a5x1x2

)
,
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де

f =
√

(a2 − r2)2 + 4a2x2
3, f1 =

√
−a2 + r2 + f

2a2
,

r =
√
x2

1 + x2
2 + x2

3.

Зауважимо, що у цьому випадку вираз для V може бути переписано
у виглядi

V7 =
a1 + ia2

r̃+
+
a1 − ia2

r̃−
+ ia3

(
1
r̃+

arctanh
x̃+

3

r̃+
−

− 1
r̃−

arctanh
x̃−3
r̃−

)
+

1

(x2
1 + x2

2)
2

(
a4

(
x2

1 − x2
2

)
+ 2a5x1x2

)
,

де x̃±3 = x3 ± ia та r̃± =
√
x2

1 + x2
2 + (x3 ± ia)2.

Редукованi рiвняння мають вигляд:

ϕ′′
1 =
(
λ1a

2 sin−4 ω1 − λ2 sin−2 ω1 + λ3+
+2a(−a3ω1 + a1) cosω1 sin−3 ω1

)
ϕ1,

ϕ′′
2 =
(
−λ1a

2 cosh−4 ω2 + λ2 cosh−2 ω2 − λ3+

+2a(a3ω2 + a2) cosh−3 ω2 sinhω2

)
ϕ2,

ϕ′′
3 = (λ3 + a4 cos 2ω3 + a5 sin 2ω3)ϕ3.

8. Параболiчнi координати

x1 = eω1+ω2 cosω3, x2 = eω1+ω2 sinω3, x3 = (e2ω1 − e2ω2)/2,
ω1, ω2 ∈ R, 0 ≤ ω3 ≤ 2π.

Потенцiал має вигляд:

V8 =
a1

r
+ 2a2x3 +

a3

r
log

r + x3

r − x3
+

+
1

(x2
1 + x2

2)
2

(
a4

(
x2

1 − x2
2

)
+ 2a5x1x2

)
,

де r =
√
x2

1 + x2
2 + x2

3.
Редукованi рiвняння мають вигляд:

ϕ′′
1 =
(
λ1e

4ω1 − λ2e
2ω1 − λ3 + e2ω1

(
a2e

4ω1 + 4a3ω1 + a1

))
ϕ1,

ϕ′′
2 =
(
λ1e

4ω2 + λ2e
2ω2 − λ3 − e2ω2

(
a2e

4ω2 + 4a3ω2 − a1

))
ϕ1,

ϕ′′
3 = (λ3 + a4 cos 2ω3 + a5 sin 2ω3)ϕ3.
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9. Параболоїдальнi координати

x1 = 2a coshω1 cosω2 sinhω3, a > 0,
x2 = 2a sinhω1 sinω2 coshω3,

x3 = a(cosh 2ω1 + cos 2ω2 − cosh 2ω3)/2,
ω1, ω3 ∈ R, 0 ≤ ω2 < π.

Потенцiал має вигляд:

V9 = 2a1x3 + a2
sinh 2ω1

LM
+ a3

sin 2ω2

LN
+ a4

sinh 2ω3

NM
+

+ a5

(
ω1

sinh 2ω1

LM
+ ω2

sin 2ω2

LN
− ω3

sinh 2ω3

NM

)
,

де

L = cosh 2ω1 − cos 2ω2, M = cosh 2ω1 + cosh 2ω3,

N = cos 2ω2 + cosh 2ω3.

Редукованi рiвняння мають вигляд:

ϕ′′
1 =
(
λ1a

2 cosh2 2ω1 − λ2a cosh 2ω1 − λ3+

+a2
(
a1a cosh3 2ω1 + (a2 + a5ω1) sinh 2ω1

))
ϕ1,

ϕ′′
2 =
(
−λ1a

2 cos2 2ω2 + λ2a cos 2ω2 + λ3+
+a2
(
−a1a cos3 2ω2 + (a3 + a5ω2) sin 2ω2

))
ϕ2,

ϕ′′
3 =
(
λ1a

2 cosh2 2ω3 + λ2a cosh 2ω3 − λ3+

+a2
(
−a1a cosh3 2ω3 + (a4 − a5ω3) sinh 2ω3

))
ϕ3.

10. Елiпсоїдальнi координати

x1 = a
1

sn(ω1, k)
dn(ω2, k

′) sn(ω3, k), a > 0,

x2 = a
dn(ω1, k)
sn(ω1, k)

cn(ω2, k
′) cn(ω3, k),

x3 = a
cn(ω1, k)
sn(ω1, k)

sn(ω2, k
′)dn(ω3, k),

0 < ω1 < K, −K ′ ≤ ω2 ≤ K ′, 0 ≤ ω3 ≤ 4K,
k2 + k′2 = 1, 0 < k, k′ < 1.
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Потенцiал має вигляд:

V10 = a1

(
−c1d1(c1d1 + s1E1)

s41LM
+

+k′2
s2c2d2(ω2 − E2)

LN
+ k2 s3c3d3E3

NM

)
+ a2

(
−ω1c1d1

s31LM
+ k′2

ω2s2c2d2

N
+ k2ω3s3c3d3

MN

)
+

+ a3
c1d1

s31LM
+ a4

s2c2d2

LN
+ a5

s3c3d3

MN
,

де

L =
d2
1

s21
− k′2c22, M =

d2
1

s21
+ k2c23, N = k′2c22 + k2c23.

Тут i надалi ми використовуємо позначення

s1 = sn(ω1, k), c1 = cn(ω1, k), d1 = dn(ω1, k),
s2 = sn(ω2, k

′), c2 = cn(ω2, k
′), d2 = dn(ω2, k

′),
s3 = sn(ω3, k), c3 = cn(ω3, k), d3 = dn(ω3, k)

(4)

для елiптичних функцiй Якобi та

E1 = E(amω1, k), E2 = E(amω2, k
′), E3 = E(amω3, k) (5)

для елiптичних iнтегралiв другого роду. Їх явна форма

E(amω, k) =

ω∫
0

dn2(θ, k)dθ.

Редукованi рiвняння мають вигляд:

ϕ′′
1 =
(
λ1a

2 d
4
1

s41
− λ2

d2
1

s21
+ λ3+

+ a2 c1d1

s31

(
−a1

(
c1d1

s1
+ E1

)
− a2ω1 + a3

))
ϕ1,

ϕ′′
2 =
(
−λ1a

2k′4c42 + λ2k
′2c22 − λ3+

+a2s2c2d2(a1k
′2(ω2 − E2) + a2k

′2ω2 + a4)
)
ϕ2,

ϕ′′
3 =
(
λ1a

2k4c43 + λ2k
2c23 + λ3+

+a2s3c3d3(a1k
2E3 + a2k

2ω3 + a5)
)
ϕ3.
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11. Конiчнi координати

x1 = ω−1
1 dn(ω2, k

′) sn(ω3, k),

x2 = ω−1
1 cn(ω2, k

′) cn(ω3, k),
x3 = ω−1

1 sn(ω2, k
′)dn(ω3, k),

ω1 > 0, −K ′ ≤ ω2 ≤ K ′, 0 ≤ ω3 ≤ 4K,
k2 + k′2 = 1, 0 < k, k′ < 1.

Потенцiал має вигляд:

V11 =
a1

r
+ a2ω

2
1

s2c2d2

k′2c22 + k2c23
+ a3ω

2
1

s3c3d3

k′2c22 + k2c23
+

+ a4ω
2
1

(
d2
2 − k2c23 +

k′2s2c2d2(E2 − ω2)− k2E3s3c3d3

k′2c22 + k2c23

)
+

+ a5ω
2
1

(
k′2ω2s2c2d2 + k2ω3s3c3d3

k′2c22 + k2c23
− 1
)
,

де використано позначення (4) i (5), та r =
√
x2

1 + x2
2 + x2

3.
Редукованi рiвняння мають вигляд:

ϕ′′
1 =
(
λ1ω

−4
1 − λ2ω

−2
1 +

(
k2a4 + a5

)
ω−2

1 + a1ω
−3
1

)
ϕ1,

ϕ′′
2 =
(
λ2k

′2c22 − λ3 + a4

(
d4
2 + k′2s2c2d2 (E2 − ω2)

)
+

+a5k
′2ω2s2c2d2 + a2s2c2d2

)
ϕ2,

ϕ′′
3 =
(
λ2k

2c23 + λ3 − a4k
2
(
k2s43 + E3s3c3d3

)
+

+a5k
2ω3s3c3d3 + a3s3c3d3

)
ϕ3.

Вiдмiтимо, що деякi з одержаних потенцiалiв допускають безпо-
середню фiзичну iнтерпретацiю. Наприклад, потенцiали V5, V8, V11

за умови a2 = a3 = a4 = a5 = 0 зводяться до стандартного потенцi-
алу Кулона. Далi, функцiя V6 при a3 = a4 = a5 = 0 — це потенцiал
для вiдомої задачi двох центрiв в квантовiй механiцi, тобто зада-
чi знаходження хвильових функцiй електрона, що рухається в полi
двох закрiплених зарядiв a1 та a2, вiддалених на вiдстань 2a (модель
iонiзованої молекули водню). Коулсон i Джозеф [3] показали, що вiд-
повiдне рiвняння Шрьодiнгера (1) допускає вiдокремлення змiнних
лише в системi координат витягнутого сфероїда. Таким чином, ми
одержали узагальнення цього потенцiалу.

Автор вдячний Р.З. Жданову за цiннi зауваження.
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Метод iтерацiй при дослiдженнi
конвективного руху в’язкої
нестисливої рiдини
O.М. ЖУКОВСЬКИЙ, В.П. КАРАГОДОВ

Iнститут математики НАН України, Київ
E-mail: zhuk@imath.kiev.ua

В роботi дослiджується iтерацiйний процес для розв’язування задач
конвекцiї рiдини з застосуванням методу Гальоркiна по просторових
змiнних та доводяться теореми про його збiжнiсть.

In the paper we consider iterative process for solving convection problem
by means Galerkin’s method by space variables and prove theorems on
their convergence.

Розглянемо початково-крайову задачу для рiвнянь Нав’є–Стокса

vt + (v · ∇)v = ν∆v −∇p+ f, (1)

div v = 0, x ∈ QT , t ∈ [0, T ], (2)

v(x, 0) = a(x), v(x, t)|ΓT
= 0. (3)

Тут шуканi величини — вектор швидкостi v(x, t) руху рiдини та
тиск p(x, t) в точцi x ∈ Q (Q ⊂ E2 або Q ⊂ E3) в момент ча-
су t ∈ [0, T ]; Γ — границя областi Q вважається кусково-гладкою
(QT = Q×[0, T ], ΓT = Γ×[0, T ]), f(x, t) — сила зовнiшнього збурення;
ν = const — в’язкiсть рiдини. Вважається, що a(x) ∈W 2

2 (Q)∩H(Q),
f(x, t) ∈ L2,1(QT ), де W 2

2 (Q) i L2(Q) — вiдповiдно гiльбертовi про-
стори Соболєва i Лебега, а також, що div a = 0 i div f = 0.

Якiсне дослiдження цiєї задачi проведено в [1] на основi введення
поняття узагальненого розв’язку i застосування методу Гальоркiна
за просторовими змiнними. Ця методика є ефективною також при
конструктивнiй побудовi розв’язкiв. Суттєвим в нiй є те, що зада-
ча вiдшукання розв’язкiв зводиться до знаходження v(x, t) та p(x, t)
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з окремих задач. В данiй роботi розглядається задача про визначе-
ння швидкостi руху рiдини v(x, t).

Крiм того, в результатi застосування методу Гальоркiна задача
зводиться до задачi Кошi для системи звичайних диференцiальних
рiвнянь. При цьому, звичайно, нелiнiйнiсть вихiдних рiвнянь (1) пе-
реноситься на рiвняння отриманої системи i є однiєю з основних про-
блем при її розв’язуваннi.

Зазначимо, що застосування даної методики гарантує виконан-
ня умови енергетичної нейтральностi конвективного члена рiвняння
(1), тобто ((v · ∇)v, v) = 0. Тут i далi (·, ·) позначає скалярний добу-
ток в просторi L2(Q). Вказана умова є однiєю з визначальних при
чисельному моделюваннi конвективного руху рiдини, поскiльки при
її порушеннi виникає так звана “штучна” в’язкiсть, яка навiть при
помiрнiй швидкостi руху рiдини може досягати реальної в’язкостi та
перевищувати її. Про значний негативний вплив такої в’язкостi на
точнiсть розв’язкiв свiдчать роботи [2–4].

Що стосується питання нелiнiйностi, то звичайно ця проблема ви-
рiшується шляхом лiнеаризацiї рiвнянь завдяки застосуванню мето-
ду iтерацiй. Як приклад успiшного застосування цього методу можна
навести роботи [4, 5]. Проте, при цьому виникає питання про збi-
жнiсть iтерацiй взагалi i, зокрема, про збiжнiсть до точного розв’яз-
ку. Дослiдженню цього питання присвячена дана робота. Зауважи-
мо, що застосування методу Гальоркiна i методу iтерацiй при роз-
в’язуваннi поставленої задачi у випадках двовимiрної та тривимiрної
областей Q принципово не вiдрiзняються. Разом з тим умови збiжно-
стi iтерацiй у вказаних випадках будуть рiзнi.

При застосуваннi методу Гальоркiна будемо керуватися тими ж
самими вимогами до вибору фундаментальної системи базисних фун-
кцiй {ak(x)}, що й при доведеннi однозначної розв’язностi задачi (1)–
(3) [1], а саме вважатимемо, що ak(x) ∈ W 2

2 (Q) ∩H(Q) i ця система
функцiй ортонормована в L2(Q).

Розв’язок задачi (1)–(3) шукаємо у виглядi

vn(x, t) =
n∑
k=1

cnk (t)ak(x), (4)

де cnk (t), k = 1, n — коефiцiєнти, якi необхiдно визначити. Далi для
спрощення запису iндекс n при vn та cnk в деяких випадках не будемо
вказувати, маючи на увазi, що v — гальоркiнське наближення (4),
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а c(t) = {ck(t), k = 1, n} — вектор-коефiцiєнт в цьому наближеннi в
скiнченному базисi розмiрностi n.

В результатi застосування методу Гальоркiна отримаємо для ви-
значення розв’язку (4) наступнi спiввiдношення:

(vt, ak) + ((v · ∇)v, ak) + ν(vx, akx) = (f, ak), k = 1, n. (5)

Формально цi спiввiдношення можна отримати, якщо розв’язок у ви-
глядi (4) пiдставити в рiвняння (1) i домножити їх скалярно в L2(Q)
на ak(x), k = 1, n. Строге виведення спiввiдношень (5) на основi уза-
гальненої постановки задачi (1)–(3) наведено в [1].

Спiввiдношення (5) представляють собою згадану вище систему
нелiнiйних звичайних диференцiальних рiвнянь. В матричному ви-
глядi вона може бути записана наступним чином:

dc

dt
+ cDc+Ac = F, (6)

де c(t) = {ck(t), k = 1, n} — шуканий вектор коефiцiєнтiв гальор-
кiнського наближення (4). Iншi складовi вiдомi: A — квадратна си-
метрична додатньо визначена матриця розмiрностi n × n; D — три-
вимiрна матриця розмiрностi n × n × n, F — вектор розмiрностi n.
Початкове значення c(0) = {ck(0), k = 1, n} визначається з початко-
вої умови (3), а саме:

ck(0) = (a(x), ak(x)), k = 1, n. (7)

Для розв’язання задачi (6), (7) або, що те саме, задачi (5), (7) про-
понується наступний iтерцiйний процес. Розiб’ємо вiдрiзок [0, T ] на
M частин [ti, ti+1], i = 0,M − 1, так, що t0 = 0, tM = T . Це розбиття,
взагалi кажучи, нерiвномiрне, але число M розбиття, як буде пока-
зано, можна вибрати скiнченним, керуючись певними умовами. Тут
же зазначимо, що у випадку двовимiрних областей Q ⊂ E2 число M
залежить лише вiд вихiдних даних задачi (1)–(3), а у випадку, коли
Q ⊂ E3 — також вiд розмiру n координатного базису.

На кожному вiдрiзку [ti, ti+1], i = 0,M − 1, розглядатимемо на-
ступнi задачi:(

s+1
vt , ak

)
+
((

s
v · ∇
)
s+1
v , ak

)
+ ν
(
s+1
vx , akx

)
= (f, ak), (8)

s+1
ck (ti) =

(
s+1
v (x, ti), ak

)
= ck(ti), k = 1, n, (9)
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де ck(ti) = (v(x, ti), ak), k = 1, n — точний розв’язок задачi Кошi (5),
(7) на вiдрiзку [ti−1, ti], тобто розв’язок системи (8), (9) на цьому
вiдрiзку при s → ∞ (або наближений розв’язок при s ≤ S). Тут
s = 0, 1, 2, . . . — номер iтерацiї.

Покажемо, що iтерацiйний процес (8), (9) збiгається на кожному
з вiдрiзкiв [ti, ti+1], i = 0,M − 1, при вiдповiдному розбиттi вiдрiзка
[0, T ]. Позначимо для зручностi

y(t) = ||v(x, t)||, ϕ(t) = ||vx(x, t)||,

де || · || позначає норму в L2(Q).
Як вiдомо [1], для гальоркiнських наближень v = vn(x, t) мають

мiсце наступнi оцiнки:

y(t) ≤ y(0) +

T∫
0

||f ||dt ≡ C1,

1
2
y2(t) + ν

t∫
0

ϕ2dτ ≤ 1
2
y2(0) + C1

T∫
0

||f ||dt ≡ C2.

(10)

Такi ж оцiнки виконуються i для наближень
s+1
v (x, t), s = 0, 1, 2, . . ..

Вони виводяться так само як оцiнки (10).
Домножимо кожне iз спiввiдношень (8) на

s+1
ck+1(t) i просумуємо

їх по k = 1, n. Тодi отримаємо наступнi рiвностi:

1
2

(
s+1

y2

)′
+ ν

s+1

ϕ2 =
(
f,
s+1
v
)
,

t ∈ [ti, ti+1], i = 0,M − 1, s = 0, 1, 2, . . .

(11)

Iнтегруючи (11) по t на [ti, ti+1], отримаємо спочатку оцiнку

s+1
y (t) ≤

s+1
y (ti) +

ti+1∫
ti

||f ||dt ≡ Ai, i = 0,M − 1,

а потiм, з врахуванням цiєї оцiнки, наступну:

1
2

s+1

y2 (t) + ν

t∫
ti

ϕ2dt ≤ 1
2
y2(ti) +Ai

ti+1∫
ti

||f ||dt, i = 0,M − 1.
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Звiдси, як легко переконатись, матимемо оцiнки для t ∈ [0, T ]:

s+1
y (t) ≤ y(0) +

T∫
0

||f ||dt ≡ C1,

1
2

s+1

y2 (t) + ν

t∫
0

ϕ2dt ≤ 1
2
y2(0) + C1

T∫
0

||f ||dt ≡ C2,

(12)

де Ci — константи, що залежать лише вiд a(x), ν та f(x, t) (y(0) =
||a(x)||). Оцiнки (12) мають мiсце при всiх s = 0, 1, 2, . . ..

Вiднiмемо вiд спiввiдношення (8) спiввiдношення (5), записанi
для вiдрiзка [ti, ti+1]. Зауважимо, що в (5) через v позначено га-
льоркiнське наближення vn розв’язку. Введемо для зручностi нове
позначення v = vs+1 =

s+1
v −vn. Тодi для t ∈ [ti, ti+1], i = 0,M − 1,

будемо мати:

(vt, ak) +
((

s
v · ∇
)
v, ak

)
+ ((vs · ∇)vn, ak) + ν(vx, akx) = 0,

(v(x, ti), ak) = 0, k = 1, n, s = 0, 1, 2, . . . .
(13)

Звiдси виводяться, так само як (10), наступнi рiвностi:

1
2
(
y2
)′

+ νϕ2 = ((vs · ∇)v, vn) ,

y(ti) = 0, t ∈ [ti, ti+1], i = 0,M − 1, s = 0, 1, 2, . . . .
(14)

Оцiнка правої частини в (13) залежить вiд розмiрностi областi Q:
Q ⊂ E2 чи Q ⊂ E3.

Розглянемо спочатку випадок, коли Q — двовимiрна. Слiд зазна-
чити, що при чисельному моделюваннi конвективного руху рiдини в
бiльшостi випадкiв розглядаються саме такi областi. Це пов’язано з
великим обсягом обчислень при розв’язуваннi таких задач i обмеже-
ними можливостями ЕОМ.

Використовуючи нерiвностi Гьольдера, Юнга та властивостi фун-
кцiй з H(Q) при Q ⊂ E2 [1], отримаємо, що

J = |((vs · ∇) v, vn)| = |((vs · ∇) vn, v)| ≤
≤ ϕn ‖vs‖4,Q ‖v‖4,Q ≤

√
2ϕny1/2

s ϕ
1/2
s y1/2ϕ1/2 ≤

≤ 1
4
ν−1 (ϕn)2 y2

s +
1
2
νϕ2

s +
1
4
ν−1 (ϕn)2 y2 +

1
2
νϕ2.

(15)
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Пiдставимо оцiнку (15) в рiвнiсть (14) i проiнтегруємо по t на [ti, ti+1].
Тодi отримаємо

y2(t) + ν

t∫
ti

ϕ2(t)dt ≤ 1
2
ν−1y2

m

ti+1∫
ti

(ϕn)2 dt+

+
1
2
ν−1y2

sm

ti+1∫
ti

(ϕn)2 dt+
1
2
ν

ti+1∫
ti

ϕ2
sdt,

(16)

де ym = max
t∈[ti,ti+1]

y(t), ysm = max
t∈[ti,ti+1]

ys(t).

Легко переконатись [6], що завдяки оцiнцi (10) вiдрiзок [0, T ] мо-
жна розбити на скiнченну кiлькiстьM вiдрiзкiв [ti, ti+1], i = 0,M − 1,
таких, що на кожному з них виконуватиметься умова

ν−1

ti+1∫
ti

(ϕn)2dt < 1. (17)

Тодi з (16) випливає нерiвнiсть

1
2
y2
m + ν

ti+1∫
ti

ϕ2(t)dt <
1
2
y2
sm + ν

ti+1∫
ti

ϕ2
sdt,

яка виконується для всiх i = 0,M − 1 та s = 0, 1, 2, . . .. Цю нерiвнiсть
можна записати у виглядi

||vs+1||2
V 1,0

2

(
Q

ti+1
ti

) < ||vs||2
V 1,0

2

(
Q

ti+1
ti

) , (18)

де

||vs+1||2
V 1,0

2

(
Q

ti+1
ti

) =
1
2
y2
m + ν

ti+1∫
ti

ϕ2dt. (19)

Нерiвнiсть (18) означає, що
∥∥∥s+1
v −vn

∥∥∥
V 1,0

2

(
Q

ti+1
ti

) →
s→∞ 0 рiвномiрно

по t ∈ [ti, ti+1], i = 0,M − 1, незалежно вiд розмiру n координатного
базису.
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Отже, має мiсце сильна збiжнiсть послiдовностi
s
v до розв’язку vn

на кожному вiдрiзку [ti, ti+1], i = 0,M − 1. Виходячи з обмеженостi
s
v в нормi V 1,0

2 (QT ) (12) та однозначної розв’язностi задачi (5), (7)
((6), (7)) [1] на [0, T ] заключаємо, що послiдовнiсть

s
v(x, t) збiгається

при s→∞ до точного розв’язку задачi (5), (7). З другого боку в [1]
доведена збiжнiсть гальоркiнського наближення (4) при n → ∞ до
єдиного узагальненого розв’язку задачi (1)–(3).

Таким чином, доведена теорема.

Теорема 1. Якщо в задачi (1)–(3) a(x) ∈ W 2
2 (Q) ∩ H(Q), f(x, t) ∈

L2,1(QT ), x ∈ Q ⊂ E2, t ∈ [0, t], то вiдрiзок [0, T ] завжди можна
розбити на скiнченну кiлькiсть M вiдрiзкiв [ti, ti+1], i = 0,M − 1,
на кожному з яких iтерцiйний процес (8), (9) збiгається в нормi
(19) при s → ∞ до точного гальоркiнського наближення vn задачi
(5), (7). Це розбиття визначається лише вихiдними даними задачi,
а саме, значеннями ν, a(x) та f(x, t) i не залежить вiд розмiру n
координатного базису {ak(x)}, k = 1, n.

Зауваження. Якщо при виведеннi спiввiдношення (13) прийняти
v = vs+1 =

s+1
v − s

v, то в результатi тiєї ж послiдовностi дiй отримає-
мо, що∥∥∥s+1

v − s
v
∥∥∥
V 1,0

2

(
Q

ti+1
ti

) →
s→∞ 0, (20)

тобто буде доведена фундаментальнiсть послiдовностi
s
v в просторi

V 1,0
2 (QT ) на кожному з вiдрiзкiв [ti, ti+1], i = 0,M − 1, при тiй же

умовi (17), де замiсть vn буде значення
s
v. При доведеннi цього вико-

ристовується замiсть (10) оцiнка (12).

Збiжнiсть (20) має важливе прикладне значення. Це пов’язано з
тим, що при чисельному розв’язуваннi переважної бiльшостi такого
типу задач збiжнiсть iтерацiй можливо контролювати саме в цьому
розумiннi, поскiльки точний результат vn(x, t) — невiдомий. Виня-
тком є лише тестовi задачi, на яких перевiряється обчислювальний
процес. У випадку тривимiрної областi Q ⊂ E3 також мають мi-
сце твердження сформульованої вище теореми, але при цьому, як це
показано в роботi [7], збiжнiсть залежить також вiд розмiру n коор-
динатного базису {ak(x)}, k = 1, n. Це визначається тим, що умовою
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збiжностi iтерацiй
s
v на кожному вiдрiзку [ti, ti+1], i = 0,M − 1 є ви-

конаня нерiвностi

2
√

(3)ν−1λ1/2
n

ti+1∫
ti

s

ϕ2 dt < 1, i = 0,M − 1, (21)

де λn — найбiльше власне значення дискретного аналога оператора

−∆̃v = −∆v +∇p, div v = 0, v|Γ = 0

в скiнченному n-вимiрному координатному базисi {ak(x)}, k = 1, n,
— симетричної додатньо визначеної матрицi A розмiру n× n в (6).

Наведемо iншi умови збiжностi iтерацiй, в яких залежнiсть вiд
розмiру n координатного базису виражається не через значення λn,
як в (21), а безпосередньо через координатнi функцiї ak(x), k = 1, n,
та коефiцiєнти ck(t) гальоркiнського наближення.

Як легко переконатись, враховуючи ортонормованiсть в L2(Q)
координатних функцiй ak(x), k = 1, n,

y2(t) = ‖v(x, t)‖2 =
n∑
k=1

c2k(t),

i, отже, враховуючи (11), маємо, що
n∑
k=1

c2k(t) ≤ C2
1 , n = 1, 2, . . . , (22)

де C1 — константа, визначена в (10). Зазначимо, що оцiнка (22) вико-
нується для всiх значень n = 0, 1, 2, . . ., t ∈ [0, T ], тобто є абсолютною.

З другого боку вибранi координатнi функцiї ak(x) ∈ W 2
2 (Q), а

отже — неперервнi по x в Q. Для них, як вiдомо [1], виконується
оцiнка

max
x∈Q

|ak(x)| ≤ C(Q)||ak(x)||(2)2,0 ≡ Ak, k = 1, n,

де C(Q) — константа, що залежить вiд розмiру областi Q.
Позначимо B(n) = max

k
Ak. Тодi, розглядаючи в (4) компоненти

vni (x, t) вектора vn(x, t) = {vni (x, t), 1, 3} як скалярнi добутки векто-
рiв cn(t) = {cnk (t), 1, n} та αi(x) = {aki(x), k = 1, n}, де aki(x), i = 1, 3
– компоненти вектора ak(x), отримаємо

|vn(x, t)| ≤ |cn(t)|
n∑
k=1

|ak(x)| ≤
√
ny(t)B(n) ≤

√
nC1B(n),
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звiдки випливає оцiнка

max
x∈Q,t∈[0,T ]

|vn(x, t)| ≤
√
nC1B(n). (23)

Права частина в (14) оцiнюється з використанням нерiвностей Гьоль-
дера, Юнга та (23) наступним чином:

|((vs · ∇)v, vn)| ≤ max
x∈Q,t∈[0,T ]

|vn| ysϕ ≤

≤ νϕ2 + n(4ν)−1C2
1B

2(n)y2
s .

(24)

Пiдставимо (24) в (14). Тодi отримаємо, що(
y2
)′ ≤ n(2ν)−1C2

1B
2(n)y2

s , y(ti) = 0, i = 0,M − 1. (25)

Iнтегруючи (25) по t на [ti, ti+1], i = 0,M − 1, отримаємо нерiвнiсть

y2(t) ≤ n(2ν)−1C2
1B

2(n)y2
sm(ti+1 − ti), i = 0,M − 1, (26)

де ysm = max
t∈[ti,ti+1]

ys(t). Поскiльки нерiвнiсть (26) виконується для

всiх t ∈ [ti, ti+1], то вона матиме мiсце i для ym = max
t∈[ti,ti+1]

y(t). Оче-

видно, що при заданому значеннi розмiру n координатного базису
величину ti+1 − ti можна вибрати таку, що виконуватиметься нерiв-
нiсть

n(2ν)−1C2
1B

2(n)(ti+1 − ti) < 1. (27)

Як було прийнято вище, y(t) = ys+1(t) =
∥∥∥s+1
v (x, t)− vn(x, t)

∥∥∥. Отже,
нарештi, матимемо, що

max
t∈[ti,ti+1]

ys+1(t) < max
t∈[ti,ti+1]

ys(t), i = 0,M − 1,

для всiх s = 0, 1, 2, . . .. Це означає, що
∥∥∥s+1
v (x, t)− vn(x, t)

∥∥∥ →
s→∞ 0,

тобто послiдовнiсть iтерацiй
s
v(x, t) збiгається в нормi простору L2(Q)

до точного гальоркiнського наближення V n(x, t) розв’язку задачi
(1)–(3) при s → ∞. Отриманий результат сформулюємо у виглядi
наступної теореми.

Теорема 2. У випадку тривимiрної областi Q ⊂ E3 при iнших iден-
тичних умовах теореми 1 мають мiсце її твердження, обумовленi
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розмiром n координатного базису {ak(x), k = 1, n}, в якому буду-
ються гальоркiнськi наближення розв’язку задачi (1)–(3), а саме
значенням B(n).

Зауваження 2. Використана тут методика доведення збiжностi iте-
рацiйного процесу дозволяє апрiорi визначити розбиття вiдрiзка
[0, T ] на вiдповiдну кiлькiсть M вiдрiзкiв [ti, ti+1], на яких задоволь-
нятиметься умова (27). При цьому це розбиття буде рiвномiрним,
а саме:

τ = ti+1 − ti < 2ν(nC2
1B

2(n))−1. (28)

Поскiльки величини C1 на B(n) визначаються безпосередньо з поча-
ткових умов задачi (1)–(3) та вибраного базису координатних фун-
кцiй, це має важливе прикладне значення. Очевидно, що оцiнка (28)
так само може бути використана у випадку, коли Q ⊂ E2.
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Поточечная оценка
градиента решения нелинейной
параболической задачи
А.В. ЖУРАВСКАЯ

Институт математики НАН Украины, Киев

Для градiєнта розв’язку нелiнiйної параболiчної граничної задачi в
областi з виключеною замкненою множиною з використанням мето-
ду Мозера доведена поточкова оцiнка.

The pointwise estimation was proved for the gradient of the solution of the
nonlinear parabolic boundary value problem by means of Mozer’s method.

Пусть Ω1 — ограниченная область в R
n, n ≥ 3 и F — замкнутое

множество, содержащееся в шаре радиуса d, d < 1. В цилиндриче-
ской области QT = Ω× [0, T ], Ω = Ω1\F рассматривается параболи-
ческая задача

∂v

∂t
−

n∑
i=1

d

dxi
ai

(
x, t,

∂v

∂x

)
= 0, (x, t) ∈ QT , (1)

v(x, t) = kf(x, t), (x, t) ∈ ∂Ω× [0, T ], k ∈ R. (2)

Обозначим
∂

∂xj
ai(x, t, p) = a′ji(x, t, p),

∂

∂pl
ai(x, t, p) = a′′li(x, t, p).

Функции ai(x, t, p), i = 1, n, определены при (x, t) ∈ QT , p ∈ R
n и

удовлетворяют таким условиям:
A1) для почти всех t ∈ [0, T ] функции ai (x, t, p) , i = 1, n диф-

ференцируемы по x, p, измеримы по t для любых p ∈ R
n, x ∈ Ω и

ai(x, t, 0) = 0, при i = 1, n.
A2) С положительными C1, K, C2 выполнены неравенства

n∑
l,i=1

a′′li(x, t, p)qlqi ≥ C1|q|2, |a′′li(x, t, p)| ≤ K, (3)
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|a′ji(x, t, p)| ≤ C2|p|. (4)

Из оценок (3) следуют оценки

n∑
i=1

ai(x, t, p)pi ≥ ν|p|2,
n∑
i=1

|ai(x, t, p)| ≤ ν−1|p|. (5)

Предполагаем, что функция f(x, t) принадлежит
0

W 1
2(Ω1) для ∀ t∈

[0, T ].
Под решением задачи (1)–(2) понимаем такую функцию v(x, t) ∈

V2(QT ), что v(x, t)−kf(x, t)∈
0

V 2(QT ) и для любых ψ(x, t)∈
0

W
1,1
2 (QT ),

t1 ∈ [0, T ] справедливо интегральное тождество∫
Ω

v(x, t)ψ(x, t)dx− k
∫
Ω

f(x, 0)ψ(x, 0)dx+

+

t1∫
0

∫
Ωs

{
−v(x, t)∂ψ(x, t)

∂t
+

n∑
i=1

ai

(
x, t,

∂v

∂t

)
∂ψ(x, t)
∂xj

}
dxdt = 0.

Отметим также интегральное тождество

τ∫
0

∫
Ωs

{
∂

∂t
vh(x, t)ϕ(x, t)+

+
n∑
i=1

[
ai

(
x, t,

∂v

∂x

)]
h

∂ϕ(x, t)
∂xi

}
dxdt = 0.

(6)

справедливое при h > 0, 0 < τ < T − h для произвольной функции

ϕ(x, t) ∈
0

V
1,0
2 (QT ), где использовано обозначение

ηh(x, t) = [η(x, t)]h =
1
h

t+h∫
t

η(x, s)ds

для усреднения по t. Определения пространств V2(QT ),
0

V
1,0
2 (QT ),

0

V 2(QT ) такие же, как в [1].
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Лемма 1. Пусть выполнены условия A1–A2. Существует посто-
янная C ′, которая зависит только от ν, n и такая, что выполнена
оценка ∫∫

2ρ
3 ≤|x−x0|≤ 4ρ

3

t∈
[
τ− ρ2

2 ,τ+
ρ2

2

]

∣∣∣∣∂v∂x
∣∣∣∣2 dxdt ≤ C ′ d

2(n−2)

ρn−4
(7)

при ρ: d ≤ ρ ≤ 1.

Доказательство. Подставляем в интегральное тождество (6) фун-

кцию ϕ(x) из класса
0

V
1,0
2 (QT )

ϕ(x, t) = vh(x, t)ψ4(x)χ4(t),

где функция ψ(x) равна единице при 2ρ
3 ≤ |x− x0| ≤ 4ρ

3 и нулю
вне множества ρ

2 ≤ |x− x0| ≤ 3ρ
2 , а функция χ(t) равна единице

при t ∈
[
τ − ρ2

2 , τ + ρ2

2

]
и нулю при t ∈

[
τ − ρ2, τ + ρ2

]
и такие что

0 ≤ ψ ≤ 1, | ∂ψ∂x |≤
L
ρ , 0 ≤ χ ≤ 1, | ∂χ∂x |≤

B
ρ2 .

Использовав условия (5), получим

ν

τ∫
0

∫
Ω

∣∣∣∣∂vh∂x
∣∣∣∣2 ψ4χ4dxdt ≤ 2ν−1L

ρ

τ∫
0

∫
Ω

vh
∂vh
∂x

ψ3χ4dxdt−

− 1
2

∫
Ω

v2
hψ

4χ4dx|τ0 +
2B
ρ2

τ∫
0

∫
Ω

v2
hψ

4χ3dxdt.

Оценив первый интеграл правой части этого неравенства с помощью
неравества Юнга, получим

τ∫
0

∫
Ω

∣∣∣∣∂vh∂x
∣∣∣∣2 ψ4χ4dxdt ≤ C1

ρ2

τ∫
0

∫
Ω

v2
hψ

3χ3dxdt.

Использовав определение функций ψ(x), χ(t) и то, что

|v| ≤ C ′′
(
d

ρ

)n−2

,

получим утверждение леммы.
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Теорема. Пусть выполнены условия A1–A2. Тогда существует по-
стоянная C, которая зависит только от n, ν, C1, C2, C

′ такая,
что для решений v(x, t) задачи (1)–(2) при 3ρ

4 ≤ |x−x0| ≤ 4ρ
3 выпол-

нена оценка

∣∣∣∣∂v∂x
∣∣∣∣ ≤ C

1
ρ

(
d

ρ

)n−2

. (8)

Доказательство. Подставим в интегральное тождество (6) фун-

кцию ϕ(x, t) из класса
0

V
1,0
2 (QT )

ϕ(x, t) =
∂

∂xi

{∣∣∣∣∂vh∂x
∣∣∣∣r ∂vh∂xi

ψs+2(x)χs+2(t)
}
,

где функция ψ(x) равна единице при 3ρ
4 ≤ |x − x0| ≤ 5ρ

4 и нулю
вне множества 2ρ

3 ≤ |x − x0| ≤ 4ρ
3 , а функция χ(t) равна единице

при t ∈
[
τ − ρ2

3 , τ + ρ2

3

]
и нулю при t ∈

[
τ − ρ2

2 , τ + ρ2

2

]
и такие что

0 ≤ ψ ≤ 1, | ∂ψ∂x |≤
L
ρ , 0 ≤ χ ≤ 1, | ∂χ∂x |≤

B
ρ2 , получим

τ∫
0

∫
Ω

∂vh
∂t

∂

∂xi

{∣∣∣∣∂vh∂x
∣∣∣∣r ∂vh∂xi

ψs+2χs+2

}
dxdt+

+

τ∫
0

∫
Ω

n∑
j=1

[
aj

(
x, t,

∂v

∂x

)]
h

×

× ∂

∂xj

{
∂

∂xi

(∣∣∣∣∂vh∂x
∣∣∣∣r ∂vh∂xi

ψs+2χs+2

)}
dxdt = 0.

(9)

Для удобства домножим интегральное тождество на −1.
Рассмотрим каждое слагаемое отдельно. Проинтегрировав первое

слагаемое по частям, использовав определение функции χ(t) и то,
что

n∑
i=1

∂2vh
∂xi∂t

∂vh
∂xi

=
1
2
∂

∂t

∣∣∣∣∂vh∂x
∣∣∣∣2
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имеем
τ∫

0

∫
Ω

∂vh
∂xi

∂

∂t

{∣∣∣∣∂vh∂x
∣∣∣∣r ∂vh∂xi

ψs+2χs+2

}
dxdt ≤

≤ r + 1
r + 2

∫
Ω

∣∣∣∣∂vh∂x |r+2 ψs+2χs+2dx

∣∣∣∣τ
0

−

− Br(s+ 2)
ρ2(r + 2)

τ∫
0

∫
Ω

∣∣∣∣∂vh∂x
∣∣∣∣r+2

ψs+2χs+1dxdt.

(10)

Проинтегрируем по частям второе слагаемое и, учитывая, что

∂

∂xi
aj

(
x, t,

∂v

∂x

)
= a′ij(x, t, p) +

n∑
l=1

a′′lj(x, t, p)
∂2vh
∂xl∂xi

и используя неравенства (3), (4), (5) и неравенство Юнга, получим

n∑
i=1

τ∫
0

∫
Ω

n∑
j=1

∂
[
aj
(
x, t, ∂v∂x

)]
h

∂xi
×

×
(

∂

∂xj

{∣∣∣∣∂vh∂x
∣∣∣∣r ∂vh∂xi

ψs+2χs+2

})
dxdt ≤

≤ R1 +R2 +R3 +R4 +R5,

(11)

где

R1 = C2ε
2

τ∫
0

∫
Ω

∣∣∣∣∂vh∂x
∣∣∣∣r ψs+2χs+2

n∑
i,j=1

∣∣∣∣ ∂2vh
∂xi∂xj

∣∣∣∣2 dxdt+

+
C2

ε2

τ∫
0

∫
Ω

∣∣∣∣∂vh∂x
∣∣∣∣r+2

ψs+2χs+2dxdt,

R2 = r2C2n

τ∫
0

∫
Ω

∣∣∣∣∂vh∂x
∣∣∣∣r+2

ψs+2χs+2dxdt+

+ nC2

τ∫
0

∫
Ω

∣∣∣∣∂vh∂x
∣∣∣∣r ψs+2χs+2

n∑
j,k=1

∣∣∣∣ ∂2vh
∂xj∂xk

∣∣∣∣2 dxdt,
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R3 = (s+ 2)
LC2

ρ2

τ∫
0

∫
Ω

∣∣∣∣∂vh∂x
∣∣∣∣r+2

ψs+1χs+2dxdt,

R4 = C1

τ∫
0

∫
Ω

∣∣∣∣∂vh∂x
∣∣∣∣r ψs+2χs+2

n∑
i,l=1

∣∣∣∣ ∂2vh
∂xi∂xl

∣∣∣∣2 dxdt,

R5 = (s+ 2)
L

ρ2

τ∫
0

∫
Ω

∣∣∣∣∂vh∂x
∣∣∣∣r+1

ψs+1χs+2 ×

×
n∑

j,i,l=1

∣∣∣∣[a′′lj (x, t, ∂v∂x
)]

h

∣∣∣∣ · ∣∣∣∣ ∂2vh
∂xl∂xi

∣∣∣∣ dxdt.
Из оценок (10), (11) для равенства (9) получим∫

Ω

∣∣∣∣∂vh∂x
∣∣∣∣r+2

ψs+2χs+2dx|τ0 +

+

τ∫
0

∫
Ω

∣∣∣∣∂vh∂x
∣∣∣∣r ψs+2χs+2

n∑
i,j=1

∣∣∣∣ ∂2vh
∂xi∂xj

∣∣∣∣2 dxdt ≤
≤ C9

(r + s)3

ρ2

τ∫
0

∫
Ω

∣∣∣∣∂vh∂x
∣∣∣∣r+2

ψs+1χs+2dxdt.

(12)

Воспользуемся теоремой включения пространства V2(QT ) в прос-
транство L 2(n+2)

n
(QT ) и неравенством (12).

I(r + 2, s+ 1) :=

τ∫
0

∫
Ω

∣∣∣∣∂vh∂x
∣∣∣∣r+2

ψs+1χs+1dxdt ≤

≤
(
C10

(r + s)2n2

ρ2(n+ 2)2

)n+2
n

×

×

 τ∫
0

∫
Ω

∣∣∣∣∂vh∂x
∣∣∣∣
(r+2)n
(n+2)

ψ
(s+1)n
(n+2) −2χ

(s+1)n
(n+2) −2dxdt


n+2

n

,
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отсюда

I(r + 2, s+ 1) ≤

≤
(
C10

(r + s)2n2

ρ2(n+ 2)2

)n+2
n
(
I

(
(r + 2)n
n+ 2

,
(s+ 1)n
n+ 2

− 2
))n+2

n

.

(13)

Выберем последовательности ri, si в виде ri = 2
(
n+2
n

)i − 2, si =
(n+ 5)

(
n+2
n

)i − (n+ 3). Тогда ri + si = (n+ 7)
(
n+2
n

)i − (n+ 5).
Дальше положим

zi = (I(ri + 2, si + 1))(
n

n+2 )i

.

Последовательное применение неравенства (13) дает

zi ≤
(
C10

n2

ρ2(n+ 2)2

) i∑
k=1

(n+2
n )(k−1)

×

×

((n+ 7)
(
n+ 2
n

))2
i∑

k=1
k(n+2

n )(k−1)

+ (n+ 5)
2

i∑
k=1

(n+2
n )(k−1)

 z0.
Отсюда получаем оценку τ∫

0

∫
Ω

∣∣∣∣∂vh∂x
∣∣∣∣2(

n+2
n )i

ψsi+1χsi+1dxdt

( n
n+2 )

i

≤

≤
(
C12

C12

ρ2(n+ 2)2

)n+2
n

τ∫
0

∫
Ω

∣∣∣∣∂vh∂x
∣∣∣∣2 ψ3χ3dxdt.

Воспользовавшись определением функций ψ(x), χ(t), получим∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∂vh∂x

∣∣∣∣2
∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
L( n

n=2 )
i (Ω′)

≤
(

C12

ρ2(n+ 2)2

)n+2
n
∫∫
Ω′

∣∣∣∣∂vh∂x
∣∣∣∣2 dxdt,

где Ω′ =
{

(x, t) : 3ρ
4 ≤ |x− x0| ≤ 4ρ

3 , t ∈
[
τ − ρ2

3 , τ + ρ2

3

]}
.

Перейдем к пределу при i→∞ и воспользуемся неравенством (7):

max
(x,t)∈Ω′

∣∣∣∣∂vh∂x
∣∣∣∣2 ≤ C13

1
ρ2

(
d

ρ

)2(n−2)

.
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Окончательно имеем∣∣∣∣∂v∂x
∣∣∣∣ ≤ C

1
ρ

(
d

ρ

)n−2

, (x, t) ∈ Ω′,

что и доказывает оценку (8).
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Асимптотичнi розв’язки сингулярно
збурених диференцiальних рiвнянь
з iмпульсною дiєю
Ю.I. КАПЛУН

Київський нацiональний унiвеpситет iменi Таpаса Шевченка

Розглянуто сингуляpно збуpенi диференцiальнi piвняння з iмпульсною
дiєю, a також piвняння з умовою iмпульсної дiї, яка мiстить малий
паpаметp.

We study the problem of existence of solutions to singularly perturbed
differential equations with impulsive effects as well as a similiar problem,
when the condition of impulsive effects contains a small parameter.

В цiй роботi дослiджено задачу вигляду [1, 2]:

ε
dx

dt
= g(t, x), (1)

∆x|t=ti = Ii(x), i ∈ Z, (2)

де функцiя g(t, x) визначена в R
2; для моментiв iмпульсної дiї ti ∈ R

1

iснує δ > 0 таке, що ti+1 − ti ≥ δ для всiх i ∈ Z. Функцiї Ii(x), i ∈ Z,
неперервнi на R

1. Крiм того, припустимо, що виконуються умови:

a) функцiя g(t, x) нескiнченно диференцiйовна в R
2;

b) похiдна g′x(t, x) < 0 для всiх значень (t, x) ∈ R
2;

c) породжуюча задача вигляду

g(t, x) = 0, (3)

∆x|t=ti = Ii(x), i ∈ Z, (4)

має розв’язок x = x0(t), який є нескiнченно диференцiйовним
за виключенням точок iмпульсної дiї;

d) функцiї Ii(x) нескiнченно диференцiйовнi для всiх x ∈ R
1;

e) значення I ′i(x0(ti)) �= 1.
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Розв’язок задачi (1)–(2) шукаємо у виглядi асимптотичного ряду:

x(t, ε) = x̄(t, ε) + Πx(τ, ε), (5)

де x̄(t, ε) = x̄0(t) + εx̄1(t) + . . . — регулярна частина асимптотики,

Πx(τ, ε) =
∑
i∈Z

Πx(τi, ε), де Πx(τi, ε) =
∞∑
k=0

εkΠkx(τi), τi =
t−ti
ε

,

— сингулярна частина асимптотики. Примежева функцiя Πkx(τi) ви-
значена в деякому правому околi точки τi = 0, i ∈ Z.

Для знаходження в явному виглядi коефiцiєнтiв асимптотичного
pяду пiдставимо (5) в рiвняння (1) та прирiвняємо коефiцiєнти при
однакових степенях малого паpаметpа ε:

ε
dx̄(t, ε)
dt

+
∑
i∈Z

dΠx(τi)
dτi

= ḡ + Πg, (6)

де ḡ = ḡ(t, ε) = g(t, x̄(t, ε)),

Πg = g(ti + ετi, x(ti + ετi, ε))− g(ti + ετi, x̄(ti + ετi, ε)).

Розклавши функцiю ḡ(t, ε) в асимптотичний pяд за ε i прирiв-
нявши коефiцiєнти при однакових степенях паpаметpа ε, отримаємо
з (6) систему рiвнянь для знаходження членiв регулярної частини
асимптотики розв’язку (5), тобто систему спiввiдношень:

0 = g(t, x̄0(t));

dx̄0(t)
dt

= gx(t, x̄0(t))x̄1(t);

dx̄k(t)
dt

= gx(t, x̄0(t))x̄k+1(t) +Gk(t), k ∈ N,

(7)

де функцiї Gk(t) (k ∈ N) залежать вiд функцiй x̄l(t), l = 0, k − 1.
Враховуючи умову iмпульсної дiї (2), знайдемо, що функцiя x̄0(t)

задовольняє систему (3), (4), тобто x̄0(t) є нескiнченно диференцi-
йовною за виключенням точок iмпульсної дiї ti. Пiдставивши x̄0(t)
в друге рiвняння, знайдемо x̄1(t), i т.д. Таким чином, ми отримуємо
розклад регулярної частини асимптотики (5), причому функцiї x̄k(t)
є нескiнченно диференцiйовними за змiнною t за виключенням точок
iмпульсної дiї ti.
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Знайдемо функцiї Πx(τi, ε), i ∈ Z. Розглянемо розв’язок задачi
(1), (2) на iнтервалi (−∞, t1]. В околi точки t1 необхiдно побудувати
примежеву функцiю Πx(τ1, ε) = Π0x(τ1) + εΠ1x(τ1) + · · · .

Пiдставивши розклад Πx(τ1, ε) в (6), отримаємо:

dΠx(τ1, ε)
dτ1

= Π1g, (8)

де Π1g = g(τ1ε+ t1, x̄(τ1ε+ t1, ε)+Πx(τ1, ε))−g(τ1ε+ t1, x̄(τ1ε+ t1, ε)).
Прирiвнявши коефiцiєнти при однакових степенях ε в розкладi

функцiї Π1g в ряд Тейлора в околi точки ε = 0, знайдемо систему

dΠ0x(τ1)
dτ1

= g(t1, x̄0(t1) + Π0x(τ1))− g(t1, x̄0(t1));

dΠ1x(τ1)
dτ1

= τ1g
′
t(t1, x̄0(t1) + Π0x(τ1))+

+ g′x(t1, x̄0(t1) + Π0x(τ1))(Π1x(τ1) + x̄1(t1) + x̄′0(t1)τ1)−

− g′t(t1, x̄0(t1))τ1 − g′x(t1, x̄0(t1))(x̄1(t1) + x̄′0(t1)τ1);

dΠkx(τ1)
dτ1

= g′x(t1, x̄0(t1) + Π0x(τ1))Πkx(τ1) + Fk(τ1), k ≥ 2,

де Fk(τ1), k = 2, 3, . . . — функцiї, що полiномiально залежать вiд
Πlx(τ1), l = 1, k − 1.

Розглянемо умову iмпульсної дiї (2):

I1(x(t, ε)) = I1(x̄0(t) + Π0x(τ1) + ε(x̄1(t) + Π1x(τ1)) + · · ·) =

= I1(x̄0(t) + Π0x(τ1))+

+ εI ′1(x̄0(t) + Π0x(τ1))[x̄1(t) + Π1x(τ1)]+

+ ε2{I ′1(x̄0(t) + Π0x(τ1))[x̄2(t) + Π2x(τ1)] + J2(t, τ1)}+ · · · .

Тут функцiї Jk (k = 2, 3, . . .) залежать вiд x̄l,Πlx(τ1), l = 1, k − 1.
Оскiльки функцiя x̄0(t) задовольняє умову iмпульсної дiї (2) при
ε = 0, то можна покласти Π0x(τ1) ≡ 0.

Розглянемо рiвняння для визначення Π1x(τ1):

dΠ1x(τ1)
dτ1

= g′x̄(t1, x̄0(t1))Π1x(τ1). (9)
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Функцiя x̄1(t) має в точцi t = t1 стрибок ∆x̄1 = x̄1(t1 +0)− x̄1(t1−0).
З розкладу функцiї I1(x) випливає, що

∆x̄1|t=t1 + Π1x(0) = I ′1(x̄0(t1))[x̄1(t1) + Π1x̄(0)],

звiдки знаходимо початкову умову для функцiї Π1x(τ1) :

Π1x(0) =
−∆x̄1|t=t1 + I ′1(x̄0(t1))x̄1(t1)

1− I ′1(x̄0(t1))
. (10)

Отже, функцiя Π1x(τ1) задовольняє задачу Кошi (9), (10). Ана-
логiчно функцiя Πkx(τ1) є розв’язком задачi Кошi вигляду:

dΠkx(τ1)
dτ1

= g′x(t1, x̄0(t1))Πkx(τ1) + Fk(τ1), (11)

Πkx(0) =
−∆x̄k|t=t1 + I ′1(x̄0(t1))x̄k(t1) + Jk(t1, 0)

1− I ′1(x̄0(t1))
. (12)

Покажемо, що функцiї Πkx(τ1), k = 0, 1, . . . , є примежевими, тоб-
то Πkx(τ1) → 0 при τ1 →∞. Справедлива лема.

Лема. Функцiї Πkx(τ1), k = 0, 1, . . . , що є розв’язками задачi (11),
(12) мають властивiсть: |Πkx(τ1)| → 0 при τ1 → ∞. Бiльш того,
iснують такi сталi c, γ > 0, що для всiх k = 0, 1, . . . виконуються
нерiвностi: |Πkx(τ1)| ≤ c exp (−γτ1) для всiх τ1 ≥ 0.

Аналогiчно будуються примежeвi функцiї Πk(τi), k = 0, 1, . . . , в
околах точок

τi =
t− ti
ε

= 0.

Введемо позначення

Xn(t, ε) =
n∑
k=0

εk[x̄k(t) +
∑
i∈Z

Πkx(τi)].

Теорема 1. При виконаннi умов a)–e) ряд (5) є асимптотичним ря-
дом для розв’язку x(t, ε) задачi (1), (2) на довiльному вiдрiзку [a, b],
тобто справедлива оцiнка:

max
a≤t≤b

|x(t, ε)−Xn(t, ε)| = O
(
εn+1
)
.
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Теорема 2. Нехай виконуються умови a)–e); задача (3), (4) має
T-перiодичний розв’язок. Тодi задача (1), (2) має асимптотичний
на довiльному вiдрiзку [a, b] розв’язок вигляду (5), для якого справе-
дливе спiввiдношення:

max
t∈[a,b]\{ti,i∈Z}

|Xn(t+ T, ε)−Xn(t, ε)| = O (εm) для ∀ m ∈ N.

Розглянемо сингулярно збурене диференцiальне рiвняння (1) з
умовою iмпульсної дiї (2), що мiстить малий параметр:

ε
dx

dt
= g(t, x), (13)

∆x|t=ti = εIi(x), i ∈ Z, (14)

де функцiя g(t, x) ∈ C∞(R2); моменти iмпульсної дiї ti такi, що iснує
δ > 0, для якого ti+1 − ti ≥ δ для всiх i ∈ Z. Функцiї Ii(x), i ∈
Z, неперервнi на R

1. Незбурена для (13), (14) задача має вигляд
спiввiдношення g(t, x) = 0,щодо якого припустимо, що iснує функцiя
x = x̄0(t), визначена на R

1, така, що g(t, x̄0(t)) ≡ 0. Розв’язок задачi
(13), (14) можна знайти у виглядi асимптотичного ряду аналогiчно
алгоритму побудови pозв’язку задачi (1), (2), описаному вище.

Теорема 3. При виконаннi умов a), b), d) ряд (5) є асимптотичним
рядом для розв’язку x(t, ε) задачi (13), (14) на довiльному вiдрiзку
[a, b] ⊂ R

1, тобто справедлива оцiнка:

max
a≤t≤b

|x(t, ε)−Xn(t, ε)| = O
(
εn+1
)
.

Теорема 4. Нехай виконуються умови a), b), d); функцiя x̄0(t) є
T-перiодичною та iснує m ∈ N таке, що для довiльного i ∈ Z вико-
нується рiвнiсть ti+m = ti + T.
Тодi iснує асимптотичний на довiльному вiдрiзку [a, b] розв’язок

задачi (13), (14) виду (5), для якого справедливе спiввiдношення:

max
t∈[a,b]\{ti,i∈Z}

|Xn(t+ T, ε)−Xn(t, ε)| = O (εm) для ∀ m ∈ N.
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Дослiдження збiжностi iтерацiйного
процесу при розв’язуваннi задач
термоконвекцiї
В.П. КАРАГОДОВ

Iнститут математики НАН України, Київ

Запропоновано iтерацiйний проекцiйний метод розв’язування двови-
мiрних задач термоконвекцiї рiдини з вибором кроку по часу для всьо-
го часового промiжку. Доведено його збiжнiсть до гальоркiнських на-
ближень таких задач.

We present an iterative projective method of solving two-dimensional
thermoconvection problem with selected time step for all time interval. Its
convergence to Galerkin’s approximate solutions of this problem is proved.

Дослiдження процесiв, пов’язаних з тепловою конвекцiєю рiдини,
є актуальним у зв’язку з широким розповсюдженням фiзичного яви-
ща конвекцiї як у природi, так i в багатьох галузях практичної дiяль-
ностi людини, таких як енергетика, хiмiчна промисловiсть, металур-
гiя, метереологiя, агротехнiка тощо. При практичному дослiдженнi
явищ термоконвекцiї часто використовують модель, що описується
рiвняннями Нав’є–Стокса в наближеннi Обербека–Бусiнеска. Виве-
дення рiвнянь цiєї моделi детально розглянуто в [1]. Зазначимо, що
їх отримують за умови сталостi всiх теплофiзичних параметрiв рiди-
ни, крiм архiмедових сил, якi повязанi з її тепловим розширенням,
тобто змiною густини рiдини в залежностi вiд температури.

Розглянемо наступну систему рiвнянь:

vt + (v · ∇)v = ν∆v −∇p− βgu+ f,

div v = 0, x ∈ QT , t ∈ [0, T ],
(1)

v(x, 0) = a(x), v(x, t)|ΓT
= 0, (2)

ut + (v · ∇)u = χ∆u+ q, (3)

u(x, 0) = u0(x), u(x, t)|ΓT
= 0. (4)
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Задача полягає у визначеннi вектора швидкостi руху рiдини v(x, t),
тиску p(x, t) в рiдинi та температури u(x, t) в точках x деякої заданої
замкнутої областi Q (QT = Q× [0, T ]) з границею Γ (ΓT = Γ× [0, T ])
в момент часу t ∈ [0, T ]. Границя Γ вважається кусково-гладкою; ν,
β, χ — сталi коефiцiєнти в’язкостi, теплового розширення i темпера-
туропровiдностi рiдини; f(x, t) i q(x, t) — густина вiдповiдно сил зов-
нiшнього збурення рiдини та джерел теплової енергiї в точцi x ∈ Q
в момент часу t ∈ [0, T ]; g — вектор прискорення сили земного тяжi-
ння. Вважається також, що div a = 0 i div f = 0.

Задача (1)–(4) однозначно розв’язна у випадку двовимiрних обла-
стей (Q ⊂ E2). У випадку, коли Q ⊂ E3, однозначна розв’язнiсть має
мiсце при певних обмеженнях на вихiднi данi задачi, або на промiжок
часу [0, T ], на якому вона розглядається [2, 3]. Основною проблемою
як при якiсному дослiдженнi, так i при чисельному моделюваннi за-
дачi (1)–(4), є нелiнiйнiсть рiвнянь (1), (3). Ефективним методом
дослiдження задач такого типу є застосування методу iтерацiй, за
допомогою якого нелiнiйнi рiвняння лiнеаризують, що певною мi-
рою спрощує вказану проблему. Прикладом успiшного застосування
методу iтерацiй як в теоретичному, так i в прикладному аспектах
можуть є [1, 4, 5].

В цiй роботi розглянуто прикладний аспект вказаної проблеми,
а саме доведено збiжнiсть iтерацiйного процесу, за допомогою якого
успiшно дослiджувались процеси конвективного руху рiдини висо-
кої iнтенсивностi [4, 5]. Розглянуто узагальненi розв’язки задачi (1)–
(4), отриманi за допомогою методу Гальоркiна, що застосовується по
просторових змiнних. Зауважимо також, що проблема нелiнiйностi
рiвнянь (1), (3) загалом однаково проявляєтьcя при розв’язуваннi
задачi як для двовимiрних, так i тривимiрних областей Q. В цiй ро-
ботi вивчено випадок Q ⊂ E2. Постановки задач для довимiрних
областей широко застосовуються при вивченнi процесiв термоконве-
кцiї. Це пов’язано з вiдносною простотою таких задач i можливiстю
чисельного моделювання.

Зупинимость спочатку на деяких апрiорних оцiнках, що випли-
вають з рiвнянь (1)–(4). Якщо рiвняння (1) i (3) домножити вiдпо-
вiдно на v та u скалярно в L2(Q) i врахувати, що ((v · ∇)v, v) = 0,
((v · ∇)u, u) = 0 та (v,∇p) = 0, то отримаємо наступнi енергетичнi
спiввiдношення:

1
2
(
y2
)′

+ νϕ2 = (f, v)− β(gu, v), (5)
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1
2
(
z2
)′

+ χζ2 = (q, u), (6)

де y(t) = ||v(x, t)||, ϕ(t) = ||vx(x, t)||, z(t) = ||u(x, t)||, ζ(t)= ||ux(x, t)||.
Тут i далi (·, ·) i || · || позначають, вiдповiдно, скалярний добуток i
норму в L2(Q), а

||vx||2 =
∫
Q

|vx|2dx, де |vx|2 =
2∑

i,j=1

v2
ixj
,

||ux||2 =
∫
Q

|ux|2dx, де |ux|2 =
2∑
i=1

u2
xi
,

vi, i = 1, 2 — компоненти вектора v. Iнтегруючи спочатку (6), а потiм
(5) по t на [0, T ], отримаємо такi оцiнки:

y(t) ≤ C1, z(t) ≤ C3, (7)

1
2
y2(t) + ν

t∫
0

ϕ2dτ ≤ C2,
1
2
z2(t) + χ

t∫
0

ζ2dτ ≤ C4, (8)

де Ci, i = 1, 4 — константи, що визначаються лише вихiдними даними
задачi.

Лeгко переконатись [2], що цi оцiнки мають мiсце i для гальоркiн-
ських наближень вiдповiдного узагальненого розв’язку задачi (1)–
(4), а саме для розв’язку у виглядi

vn(x, t) =
n∑
k=1

cnk (t)ak(x), n = 1, 2, . . . ,

um(x, t) =
m∑
l=1

bml (t)θl(x), m = 1, 2, . . . ,

(9)

де {ak(x)}, k = 1, n — деяка повна в W 2
2 (Q) ∩ H(Q) фундамен-

тальна система координатних функцiй, {θl(x)}, l = 1,m — повна

в W 2
2 (Q)∩

◦
W 1

2 (Q) фундаментальна система функцiй, а cnk (t) та bml (t)
— коефiцiєнти, якi визначаються з наведеної нижче системи звичай-
них диференцiальних рiвнянь. Тут i далi W l

p(Q) — простори Соболє-
ва, H(Q) — гiльбертiв простiр соленоїдальних в Q вектор-функцiй,
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рiвних нулю на границi Γ,
◦
W 1

2 (Q) — гiльбертiв простiр, функцiї яко-
го задовольняють однорiдну граничну умову (4). Вважатимемо, що
{ak(x)} та {θl(x)} — ортонормованi в L2(Q).

Застосування методу Гальоркiна по просторових змiнних до роз-
в’язування задачi (1)–(4), коли розв’язки шукаються у виглядi (9),
приводить до розв’язування задачi Кошi для системи звичайних не-
лiнiйних диференцiальних рiвнянь. В матричному виглядi вона ма-
тиме такий вигляд [4, 5]:

dc

dt
+ cD1c+A1c = F + Pb,

db

dt
+ cD2b+A2b = Q,

(10)

де c(t) = {ck(t), k = 1, n} та b(t) = {bl(t), l = 1,m} — невiдомi вектор-
коефiцiєнти в (9). Iншi складовi системи (10) вiдомi: A1, A2 — ква-
дратнi симетричнi додатньо визначенi матрицi розмiрностi n × n та
m×m вiдповiдно; D1,D2 — тривимiрнi матрицi розмiрностi n×n×n
та n×m×m; P — прямокутна матриця розмiрностi n×m, F i Q —
вектори розмiрностi n та m вiдповiдно. З початкових умов (2), (4)
вихiдної задачi отримаємо початковi умови для рiвнянь (10), а саме:

ck(0) = (a(x), ak(x)), k = 1, n,
bl(0) = (u0(x), θl(x)), l = 1,m.

(11)

Зауважимо, що задача (10), (11) однозначно розв’язна на всьому про-
мiжку [0, T ], оскiльки всi члени рiвнянь (10) залежать аналiтично вiд
невiдомих c(t) та b(t) i, як легко переконатись, c(t) та b(t) рiвномiрно
обмеженi на [0, T ] [2, 6], а саме, враховуючи (7),

|c(t)|2 = y2(t) ≤ C1, |b(t)|2 = z2(t) ≤ C3.

Розглянемо iтерацiйний процес, за допомогою якого розв’язуєть-
ся задача (1)–(4), а точнiше, — задача (10)–(11), поскiльки метод
iтерацiй на практицi застосовується до рiвнянь (10)–(11). Для спро-
щення викладок та наглядностi будемо виходити з постановки (1)–
(4). Розiб’ємо умовно промiжок часу [0, T ] на M вiдрiзкiв [ti, ti+1],
i = 0,M − 1 так, що t0 = 0, tM = T . Це розбиття, взагалi кажучи,
нерiвномiрне, а кiлькiсть M вiдрiзкiв, як буде показано, скiнченна.
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На кожному вiдрiзку [ti, ti+1], i = 0,M − 1, розглядаємо задачу

s+1
vt +

(
s
v · ∇
)
s+1
v + ν

s+1

∆v −∇
s+1
p − βgs+1

u + f,

div
s
v = div

s+1
v = 0,

(12)

s+1
v (x, ti) = v(x, ti),

s+1
v |

Γ
ti+1
ti

= 0, (13)

s+1
ut +

(
s
v ·∇
)
s+1
u = χ∆

s+1
u + q, (14)

s+1
u (x, ti) = u(x, ti), u(x, t)|

Γ
ti+1
ti

= 0, (15)

x ∈ Q, t ∈ [ti, ti+1], i = 0,M − 1, s = 0, 1, 2, . . . ,

де s — номер iтерацiї, {v(x, ti), u(x, ti)} — граничне значення розв’яз-
ку задачi (12)–(15) при s→∞ на вiдрiзку [ti−1, ti]. Для визначеностi
покладемо при s = 0

◦
v(x, t) = 0, тобто при s = 1 отримаємо розв’язок

1
v(x, t),

1
u(x, t) вiдповiдної лiнiйної задачi, коли в рiвняннях (12) та

(14) вiдсутнi члени (
s
v ·∇)

s+1
v i

s
v ·∇)

s+1
u , що вiдповiдають нелiнiйним

конвективним членам в рiвняннях (1) i (3).
Далi будемо формально вважати, що розв’язок задачi (1)–(4) —

це гальоркiнське наближення, тобто v = vn i u = um i введемо по-
значення

v = vs+1 =
s+1
v −vn, u = us+1 =

s+1
u −um, p =

s+1
p −pn. (16)

Вiднiмемо вiд рiвнянь (12)–(15) рiвняння (1)–(4). Тодi в прийня-
тих позначеннях отримаємо такi спiввiдношення:

vt +
(
s
v · ∇
)
v + (vs · ∇)vn = ν∆v −∇p− βgu, (17)

v(x, ti) = 0, v(x, t)|
Γ

ti+1
ti

= 0, (18)

ut +
(
s
v ·∇
)
u+ (vs · ∇)um = χ∆u, (19)

u(x, ti) = 0, u(x, t)|
Γ

ti+1
ti

= 0, (20)
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x ∈ Q, t ∈ [ti, ti+1], i = 0,M − 1, s = 0, 1, 2, . . . .

Домножимо скалярно в L2(Q) рiвнiсть (17) i початкову умову (18) на
v(x, t) та рiвнiсть (19) i початкову умову (20) на u(x, t), а початковi
умови (18) i (20) — вiдповiдно на v(x, ti) та u(x, ti). Враховуючи,
що ((

s
v ·∇)v, v) = 0, ((

s
v ·∇)u, u) = 0, (∇p, v) = 0, отримаємо такi

спiввiдношення:

1
2
(
y2
)′

+ νϕ2 = ((vs · ∇)v, vn)− β(gu, v), (21)

1
2
(
z2
)′

+ χζ2 = ((vs · ∇)u, um) , (22)

y(ti) = 0, z(ti) = 0, t ∈ [ti, ti+1],

i = 0,M − 1, s = 0, 1, 2, . . . ,
(23)

де згiдно введених вище позначень y(t) = ||v(x, t)|| = || s+1
v −vn||,

z(t) = ||u(x, t)|| = || s+1
u −um||. Аналогiчно визначаються позначення

ϕ(t) та ζ(t).
Зазначимо, що виведення рiвностей (17)–(20) i, отже, рiвностей

(21)–(23) проведено тут формально заради спрощення викладок. Ра-
зом з тим, легко переконатись, що спiввiдношення (21)–(23), на якi
ми будемо спиратись далi, отримуються, якщо строго виходити з
узагальненої постановки задачi при застосуваннi методу Гальоркiна
по просторових змiнних [6]. Отже, надалi вважаємо, що значення
vn та

s
v — це гальоркiнськi наближення вiдповiдно задач (1)–(4) та

(12)–(15).
Щоб отримати необхiднi оцiнки буде використано вiдомi нерiв-

ностi Гьольдера та Юнга, а також нерiвнiсть, що виконується для

функцiй iз простору
◦
W 1

2 [6], а саме:

||u||44,Q ≤ 2||u||2||ux||2, x ∈ Q ⊂ E2. (24)

Оцiнимо правi частини в рiвностях (21), (22):

J1 = |((vs · ∇)u, um)| = |((vs · ∇)um, u)| ≤ ||umx ||||vs||4,Q||u||4,Q ≤

≤
√

2ζmy1/2
s ϕ

1/2
s z1/2ζ1/2 ≤ 2−1/2ζm(ysϕs + zζ) ≤

≤ 1
2
ε21y

2
s (ζm)2 +

1
4
ε−2
1 ϕ2

s +
1
2
ε22z

2(ζm)2 +
1
4
ε−2
2 ζ2.



122 В.П. Карагодов

Виберемо ε21 = 2ν−1 та ε22 = (4χ)−1. Пiдставивши отриману при цих
значеннях оцiнку J1 в рiвняння (22), матимемо нерiвнiсть

(
z2
)′ ≤ 2ν−1y2

s (ζm)2 +
1
4
νϕ2

s + (4χ)−1z2 (ζm)2 ,

проiнтегрувавши яку по t на [ti, ti+1] i врахувавши умову z(ti) = 0,
отримаємо

z2(t) ≤ 2ν−1y2
sm

ti+1∫
ti

(ζm)2dt+

+
1
4
ν

ti+1∫
ti

ϕ2
sdt+ (4χ)−1z2

m

ti+1∫
ti

(ζm)2dt.

(25)

Тут i далi нижнiй iндекс m позначає максимальне значення функцiї
по t на [ti, ti+1], а саме:

ym = max
t∈[ti,ti+1]

y(t), zm = max
t∈[ti,ti+1]

z(t),

ysm = max
t∈[ti,ti+1]

ys(t), zsm = max
t∈[ti,ti+1]

zs(t).

Очевидно, що нерiвнiсть (25) виконується при всiх значеннях t ∈
[ti, ti+1], i, отже, для максимального значення z(t) в її лiвiй частинi.
Вважаємо довжину вiдрiзка такою, що справедлива нерiвнiсть

(4χ)−1

ti+1∫
ti

(ζm)2dt ≤ 1
2
. (26)

Тодi

z2
m ≤ 4χν−1y2

sm +
1
2
ν

ti+1∫
ti

ϕ2
sdt. (27)

Виконання умови (26) на всiх [ti, ti+1], i = 0,M − 1, досягається роз-
биттям вiдрiзка [0, T ] на скiнченну кiлькiсть M таких вiдрiзкiв, зав-
дяки оцiнцi (8). Доведення цього факту наведено в [1].
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Аналогiчно отримаємо наступну оцiнку:

J2 = |((vs · ∇)v, vn)| = |((vs · ∇)vn, v)| ≤

≤
√

2ϕny1/2
s ϕ

1/2
s y1/2ϕ1/2 ≤

≤ 1
2
ε21y

2
s(ϕ

n)2 +
1
4
ε−2
1 ϕ2

s +
1
2
ε22y

2(ϕn)2 +
1
4
ε−2
2 ϕ2.

Виберемо тут ε21 = ν−1 та ε22 = (2ν)−1. Тодi

J2 ≤ (2ν)−1y2
s(ϕ

n)2 +
1
4
νϕ2

s + (4ν)−1y2(ϕn)2 +
1
2
νϕ2.

Накiнець, скориставшись оцiнкою (27), отримаємо, що

J3 = β|(gu, v)| ≤ β|g|zy ≤ 1
2
z2 +

1
2
β2|g|2y2 ≤

≤ 2χν−1y2
sm +

1
2
ν

ti+1∫
ti

ϕ2
sdt+

1
4
β2|g|2y2.

Пiдставимо оцiнки J2 та J3 в рiвнiсть (21):(
y2
)′

+ νϕ2 ≤
(

1
2
ν−1 (ϕn)2 + β2|g|2

)
y2+

+
(
ν−1 (ϕn)2 + 4χν−1

)
y2
sm +

1
2
νϕ2

s +
1
2
ν

ti+1∫
ti

ϕ2
sdt.

Проiнтегруємо цю нерiвнiсть по t на [ti, ti+1], зважаючи на умо-
ву (23), тобто, що y(ti) = 0.

y2(t) + ν

t∫
ti

ϕ2dt ≤ y2
m

1
2
ν−1

ti+1∫
ti

(ϕn)2 dt+ β2|g|2(ti+1 − ti)

+

+ y2
sm

ν−1

ti+1∫
ti

(ϕn)2 dt+ 4χν−1(ti+1 − ti)

+

+
1
2

(1 + ti+1 − ti) ν
ti+1∫
ti

ϕ2
sdt.

(28)
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Нерiвнiсть (28) виконується для всiх t ∈ [ti, ti+1], а отже, i для ма-
ксимального значення лiвої частини. Вважаємо, що вiдрiзок [0, T ]
розбито на M частин [ti, ti+1], i = 0,M − 1, таких, що на кожному з
них одночасно виконуються нерiвностi

1
2
ν−1

ti+1∫
ti

(ϕn)2dt+ β2|g|2(ti+1 − ti) ≤
1
2
,

ν−1

ti+1∫
ti

(ϕn)2dt+ 4χν−1(ti+1 − ti) <
1
2
, ti+1 − ti < 1,

(29)

а також нерiвнiсть (26). Таке розбиття завжди можна зробити зав-
дяки оцiнкам (8).

Тодi з (28) випливає, що

1
2
y2
m + ν

ti+1∫
ti

ϕ2dt <
1
2
y2
sm + ν

ti+1∫
ti

ϕ2
sdt. (30)

Нерiвнiсть (30) означає, що послiдовнiсть ys збiгається при s → ∞
(зауважимо, що y = ys+1 = || s+1

v −vn||) до нуля, а вiдповiдно
s
v — до

vn в нормi простору V 1,0
2 (QT ). Норма в ньому визначається насту-

пним чином:

||v(x, t)||2
V 1,0

2 (QT )
=

1
2

max
t
y2(t) + ν

T∫
0

ϕ2dt. (31)

З нерiвностi (27) випливає, вiдповiдно, збiжнiсть zm до нуля i вiдпо-
вiдно

s
u до um при s→∞. Отже, доведена наступна

Теорема. Якщо в задачi (1)–(4) a(x) ∈ W 2
2 (Q) ∩ H(Q), u0(x) ∈

W 2
2 (Q) ∩

◦
W 1

2 (Q), f(x, t) та q(x, t) ∈ L2,1(QT ), то у випадку дво-
вимiрної областi Q ⊂ E2 вiдрiзок [0, T ] завжди можна розбити на
скiнченну кiлькiсть М вiдрiзкiв [ti, ti+1], i = 0,M − 1 таких, що на
кожному з них iтерацiйний процес (12)–(15) збiгається, а саме,
iтерацiї {sv, su} збiгаються при s→∞ до гальоркiнських наближень
{vn, um} :

s
v — в нормi (31), а

s
u — в нормi простору L2(Q). Це розби-

ття визначається нерiвностями (26), (29), якi залежать лише вiд
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вихiдних даних задачi i не залежать вiд розмiрностi координатних
базисiв {ak(x), k = 1, n} та {θl(x), l = 1,m}.
Зауваження 1. Умови гладкостi для a(x), u0(x), f(x, t) та g(x, t)
вибрано, виходячи з умов однозначної розв’язностi задачi (1)–(4).
При доведеннi збiжностi iтерацiй досить вимагати, щоб a(x) ∈ H(Q)

та u0(x) ∈
◦
W 1

2 .

Зауваження 2. Якщо замiсть (16) покласти v = vs+1 =
s+1
v − s

v,

u = us+1 =
s+1
u − s

u, p =
s+1
p −

s
p, то повторивши всi викладки, отри-

маємо збiжнiсть цих рiзниць до нуля при s → ∞ у наведених вище
нормах. Така збiжнiсть контролюється при чисельному моделюваннi
задачi (1)–(4), оскiльки розв’язки {vn, um} чи точнi розв’язки {v, u}
невiдомi. Виключенням є випадки перевiрки алгоритмiв на тестових
задачах.
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Розглянуто загальну процедуру побудови конформно-iнварiантних ан-
зацiв для довiльного векторного поля.

General procedure of construction of conformally-invariant Ansätze for
arbitrary vector field has been considered.

Розглянемо систему S диференцiальних рiвнянь з частинними похi-
дними

S : FA(x,u,u
1
, . . . ,u

r
) = 0, A = 1, . . . ,m, (1)

яка визначена на вiдкритiй множинi M ⊂ X×U � R
p×R

q простору
p незалежних та q залежних змiнних. В (1) x = (x1, . . . , xp) ∈ X, u =

(u1, . . . , uq) ∈ U, u
l

=
{

∂luk

∂x
α1
1 ∂x

α2
2 ...∂x

αp
p
, 0 ≤ αi ≤ l,

p∑
i=1

αi = l

}
, l =

1, 2, . . . , r; FA — достатньо гладкi скалярнi функцiї своїх аргументiв.
Нехай G — локальна група перетворень, яка дiє в M , — є групою

iнварiантностi системи (1), i її векторнi поля Лi мають вигляд

Xa = ξia(x,u)∂xi
+ ηaj (x,u)∂uj , a = 1, . . . , n, (2)

де ξia, ηaj — довiльнi гладкi функцiї в M , ∂xi
= ∂

∂xi
, ∂uj = ∂

∂uj , i =
1, . . . , p, j = 1, . . . , q. Зауважимо, що оператори (2) складають базис
алгебри Лi AG групи G, тобто мають мiсце спiввiдношення

[Xa,Xb] = CcabXc, a, b, c = 1, . . . , n,

де Ccab — структурнi константи.
Розв’язок u = f(x) системи (1), де f = (f1, . . . , fq), називається G-

iнварiантним розв’язком, якщо вiн залишається незмiнним при всiх
перетвореннях iз групи G. Це означає, що для довiльного g ∈ G
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функцiї f та g(f) (якщо вона визначена) збiгаються в їх загальнiй
областi визначення.

Якщо G — група симетрiї системи (1), то, при виконаннi деяких
додаткових припущень про регулярнiсть дiї групи G, ми можемо зна-
йти всi G-iнварiантнi розв’язки системи S, розв’язавши редуковану
систему диференцiальних рiвнянь S/G.

Для того, щоб побачити, як здiйснюється процедура симетрiйної
редукцiї, розглянемо випадок, коли група G дiє в M проектовно (са-
ме такi групи перетворень i пiдлягають подальшому дослiдженню).
Це означає, що всi перетворення g iз G мають вигляд

(x,u) = g((x,u)) = (Ψg(x),Φg(x,u)),

тобто, закон перетворення незалежних змiнних x не мiстить зале-
жних змiнних (якщо група G дiє в M проектовно, то у векторних
полях Лi (2) ξia = ξia(x)). Цим самим визначена проектовна дiя гру-
пи G x = g(x) = Ψg(x) в довiльнiй пiдмножинi Ω ⊂ X.

Надалi вважаємо, що дiя групи G в M та її проектовна дiя в Ω є
регулярними й орбiти цих дiй мають одну й ту ж розмiрнiсть s (цю
розмiрнiсть ще називають рангом групи G або її алгебри Лi AG).
Вiдзначимо, що умова rank G = s piвносильна умовi [1]

rank ‖ξia(x0)‖ = rank ‖ξia(x0), ηaj (x0,u0)‖ = s (3)

в довiльнiй точцi (x0,u0) ∈ M. Також, далi вважаємо, що s < p
(випадок s = p є тривiальним, а для s > p не iснують G-iнварiантнi
функцiї).

Якщо виконуються зробленi припущення, то iснують [1] p − s
функцiонально-незалежних iнварiантiв y1 = ω1(x), y2 = ω2(x), . . .,
yp−s = ωp−s(x) (перша група iнварiантiв) проектовної дiї групи G
в Ω, кожен з яких є також iнварiантом повної дiї групи G в M , та
q функцiонально-незалежних iнварiантiв дiї групи G в M вигляду
v1 = g1(x,u), v2 = g2(x,u), . . . , vq = gq(x,u) (друга група iнварiан-
тiв). Запишемо коротко повний набiр iнварiантiв групи G у виглядi

y = w(x), v = g(x,u). (4)

Далi, оскiльки має мiсце рiвнiсть

rank
∥∥∥∥∂gj∂ui

∥∥∥∥ = q, i, j = 1, . . . , q,
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то, згiдно з теоремою про iснування неявної функцiї, другу систе-
му (4) можна розв’язати вiдносно u

u = r̃(x,v). (5)

Для першої системи (4) має мiсце умова

rank
∥∥∥∥∂ωj∂xi

∥∥∥∥ = p− s, j = 1, . . . , p− s; i = 1, . . . , p.

Виберемо p− s незалежних змiнних x̃ = (x̃1, . . . , x̃p−s) так, що

rank
∥∥∥∥∂ωj∂x̃i

∥∥∥∥ = p− s, i, j = 1, . . . , p− s,

i назвемо їх головними, а решту s незалежних змiнних x̂ = (x̂1, . . .,
x̂s) назвемо параметричними (в усi подальшi формули вони дiйсно
входять як параметри). Тодi першу систему (4) можна розв’язати
вiдносно головних змiнних

x̃ = z(x̂,y). (6)

Пiдставивши (6) в (5) приходимо до рiвностi u = r̃(x̂, z,v) або

u = r(x̂,y,v). (7)

Зауважимо, що в (5)–(7) r̃ = (r̃1, . . . , r̃q), r = (r1, . . . , rq), z = (z1, . . .,
zp−s) — деякi коректно визначенi функцiї. Побудована так G-iнварi-
антна функцiя u (7) називається анзацом. В результатi пiдстановки
анзацу (7) в систему (1) ми, згiдно з теоремою про умовне iснування
iнварiантних розв’язкiв [1], приходимо до системи рiвнянь, яка не
залежить вiд параметричних змiнних, а є системою диференцiальних
рiвнянь вiдносно v як функцiй змiнних y. Це i є редукована система
S/G, в якiй кiлькiсть незалежних змiнних y1, . . . , yp−s на s менша
вiд кiлькостi незалежних змiнних в системi (1). Якщо v = h(y) —
розв’язок редукованої системи, то, пiдставивши його значення в (7),
ми тим самим отримаємо G-iнварiантний розв’язок системи (1).

Зупинимося далi на п’ятнадцятипараметричнiй групi конформ-
них перетворень C(1, 3), яка дiє у вiдкритiй областi M ⊂ R

1,3 × R
q

чотиривимiрного простору-часу Мiнковського незалежних змiнних
x0,x = (x1, x2, x3) та q-вимiрного простору залежних змiнних u =
u(x0,x), u = (u1, u2, . . . , uq). Ця група перетворень є групою iнварi-
антностi ряду важливих лiнiйних та нелiнiйних рiвнянь з частинни-
ми похiдними математичної та теоретичної фiзики [2]–[4].
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Конформна група C(1, 3) породжується генераторами тpансляцiй
Pµ (µ = 0, 1, 2, 3), поворотiв Jab (a, b = 1, 2, 3, a < b), псевдоповоротiв
(перетворень Лоренца) J0a (a = 1, 2, 3), перетворень подiбностi (ди-
латацiї) D та конформних перетворень Kµ (µ = 0, 1, 2, 3), якi скла-
дають базис алгебри Лi c(1, 3) конформної групи й задовольняють
такi комутацiйнi спiввiдношення:

[Pµ, Pν ] = 0, [Pµ, Jαβ ] = gµαPβ − gµβPα,
[Jµν , Jαβ ] = gµβJνα + gναJµβ − gµαJνβ − gνβJµα,
[Pµ,D] = Pµ, [Jµν ,D] = 0, [Kµ, Jαβ ] = gµαKβ − gµβKα,

[D,Kµ] = Kµ, [Kµ,Kν ] = 0, [Pµ,Kν ] = 2(gµνD − Jµν).
Тут i нижче µ, ν, α, β = 0, 1, 2, 3, gµν — метричний тензор простору
Мiнковського R

1,3:

gµν =


1, µ = ν = 0;

−1, µ = ν = 1, 2, 3;
0, µ �= ν.

Аналiзуючи результати дослiджень (в класичному пiдходi Лi) си-
метрiйних властивостей ряду фундаментальних систем диференцi-
альних рiвнянь з частинними похiдними, приходимо до висновку,
що вiдомi реалiзацiї в класi векторних полiв Лi груп P (1, 3), P̃ (1, 3),
C(1, 3) (див., наприклад, [1]–[4]) можна подати у такому виглядi:

Pµ = ∂xµ
,

Jµν = xµ∂xν
− xν∂xµ

− (Sµνu · ∂u),
D = xµ∂xµ

− k(Eu · ∂u),
K0 = 2x0D − (xνxν)∂x0 − 2xa(S0au · ∂u),
K1 = −2x1D − (xνxν)∂x1 + 2x0(S01u · ∂u)−

−2x2(S12u · ∂u)− 2x3(S13u · ∂u),
K2 = −2x2D − (xνxν)∂x2 + 2x0(S02u · ∂u)+

+2x1(S12u · ∂u)− 2x3(S23u · ∂u),
K3 = −2x3D − (xνxν)∂x3 + 2x0(S03u · ∂u)+

+2x1(S13u · ∂u) + 2x2(S23u · ∂u).

(8)

У формулах (8) Sµν — (q×q)-матрицi, що реалiзують зображення
алгебри Лi o(1, 3) групи перетворень Лоренца O(1, 3):

[Sµν , Sαβ ] = gµβSνα + gναSµβ − gµαSνβ − gνβSµα,
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E — одинична q× q-матриця, u = (u1, u2, . . . , uq)T , ∂u = (∂u1 , ∂u2 , . . .,
∂uq )T ; символ (∗·∗) означає скалярний добуток двох вектор-стовпцiв
у просторi R

q. Також, тут i далi, пiднiмання та опускання iндексiв
µ, ν здiйснюється за допомогою метричного тензора простору Мiн-
ковського R

1,3, а за iндексами, що повторюються, передбачено пiд-
сумовування в межах їх змiни: вiд 0 до 3 за iндексами µ, ν та вiд
1 до 3 за iндексом a. Число k — деяке цiлком визначене число, яке
називається степенем конформностi алгебри c(1, 3).

Як випливає iз спiввiдношень (8), iстотною особливiстю iнфiнiте-
зимальних операторiв, якi складають базис алгебри c(1, 3), є та, що
вони мають вигляд (2), де функцiї ξia є функцiями лише незалежних
змiнних x ∈ X = R

p, a функцiї ηaj лiнiйно залежать вiд u.
Отже, нехай локальна група перетворень G дiє проектовно в M ,

AG = 〈X1, . . . , Xn〉 — її алгебра Лi, базис якої складають iнфiнiтези-
мальнi оператори вигляду

Xa = ξia(x)∂xi
+ ρajk(x)uk∂uj

(a = 1, . . . , n; i = 1, . . . , p; j, k = 1, . . . , q).
(9)

Згiдно iз сказаним вище, у цьому випадковi група G має два класи
iнварiантiв: перший клас складають p − s (де s — ранг групи G)
функцiонально-незалежних iнварiантiв

w = w(x), w = (ω1, . . . , ωp−s), (10)

а другий клас — q iнварiантiв

h = h(x,u), h = (h1, . . . , hq). (11)

При цьому функцiї w та h є iнварiантами групи G тодi i тiльки тодi,
коли вони є вiдповiдно розв’язками таких двох систем диференцi-
альних рiвнянь з частинними похiдними другого порядку:

ξia(x)
∂ω

∂xi
= 0, ω = ω(x), (12)

ξia(x)
∂h

∂xi
+ ρajk(x)uk

∂h

∂uj
, h = h(x,u). (13)

В (12), (13) a = 1, . . . , n; i = 1, . . . , p; j, k = 1, . . . , q.
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У загальному випадку G-iнварiантний анзац має вигляд (6), де
v ≡ h. Але, як показано в [3], якщо iнфiнiтезимальнi оператори гру-
пи G мають вигляд (9), то G-iнварiантний анзац для векторного поля
u можна подати у лiнiйнiй формi

u = Λ(x)h(w), (14)

де Λ(x) — деяка вiдома невироджена в Ω ⊂ M q × q-матриця, u =
(u1, . . . , uq)T , h = (h1, . . . , hq)T .

Знайдемо умови, яким повинна задовольняти матриця Λ(x) в ан-
зацi (14).

Лема 1. Нехай G-iнварiантний анзац має вигляд (14). Тодi iснує
така невироджена в Ω (q × q)-матриця H(x) = Λ−1(x), яка є роз-
в’язком матричного диференцiального рiвняння з частинними по-
хiдними

ξia(x)
∂H(x)
∂xi

+H(x)Γa(x) = 0, (15)

де Γa(x) — деякi вiдомi (q×q)-матрицi, що визначаються виглядом
iнфiнiтезимальних операторiв (9).

Доведення. Якщо G-iнварiантний анзац має вигляд (14), то вико-
нується рiвнiсть

h = H(x)u,

де H(x) = Λ−1(x), тобто другий клас iнварiантiв (11) групи G по-
виннi складати функцiї, якi є лiнiйними формами функцiй uj

hb = hbl(x)ul, b, l = 1, . . . , q.

Необхiдною i достатньою умовою того, що функцiя hb є iнварiан-
том групи G, є те, що вона задовольняє рiвняння (13)

ξia(x)
∂hbl(x)
∂xi

ul + ρajl(x)ulhbj(x) = 0

або

ξia(x)
∂hbl(x)
∂xi

+ hbj(x)ρajl(x) = 0, (16)

для всiх значень b. В (16) a = 1, . . . , n; i = 1, . . . , p; b, j, l = 1, . . . , q.
Поклавши H(x) = ‖hbj(x)‖, Γa(x) = ‖ρajl(x)‖, бачимо, що другий
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доданок у лiвiй частинi рiвностi (16) є елементом матрицi H(x)Γa(x)
(a = 1, . . . , n), який записаний у клiтинцi (b, l), тобто, матриця H(x)
задовольняє рiвняння (15), де матриця Γa(x) цiлком визначається
виглядом iнфiнiтезимальних операторiв (9).

У лемi 1 кожному операторовi Xa (a = 1, . . . , n) aлгeбри Лi AG
cпiвставлено деяку матрицю Γa. Використовуючи запис (8) iнфiнiте-
зимальних операторiв конформної групи, неважко переконатися, що
аналогiчними матрицями для базисних операторiв алгебри c(1, 3) є
такi матрицi:

• генератори трансляцiй Pµ (µ = 0, 1, 2, 3) — нульовi (q × q)-мат-
рицi;

• генератори поворотiв та перетворень Лоренца Jµν (µ, ν = 0, 1,
2, 3) — (q × q)-матрицi −Sµν ;

• оператор дилатацiї D — матриця −kE, де k — степiнь конформ-
ностi алгебри c(1, 3), a E — одинична (q × q)-матриця;

• генератори конформних перетворень Kµ (µ = 0, 1, 2, 3) — мат-
рицi

−2x0kE − 2xaS0a (a = 1, 2, 3) для оператора K0,

2x1kE + 2x0S01 − 2x2S12 − 2x3S13 для оператора K1,

2x2kE + 2x0S02 + 2x1S12 − 2x3S23 для оператора K2,

2x3kE + 2x0S03 + 2x1S13 + 2x2S23 для оператора K3.

Вiдома форма матриць Γa для операторiв алгебри c(1, 3) дозволяє
визначити i клас матриць H = Λ−1 з анзацу (14).

Так, якщо алгебра AG є деякою пiдалгеброю алгебри Пуанкаре
p(1, 3) = 〈Pµ, Jµν | µ, ν = 0, 1, 2, 3〉, то матрицi Γa належать множинi
матриць Sµν i природним є пошук матриць H у класi матриць

H̃ = Π
j

exp(θjSj), j = 1, . . . , 6, (17)

де Sj — вiдомi матрицi Sµν , а θj = θj(x0,x) — довiльнi гладкi функцiї,
визначенi в Ω̃ ⊂ R

1,3.
Якщо AG є деякою пiдалгеброю розширеної алгебри Пуанкаре

p̃(1, 3) = p(1, 3)+⊃ 〈D〉, множина матриць Sj (j = 1, . . . , 6) доповнює-
ться матрицею E, а тому тут

H = [exp θE]H̃, (18)

де θ = θ(x0,x) — довiльна гладка в Ω̃ функцiя, а H̃ — матриця (17).
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Нарештi, якщо AG є деякою пiдалгеброю конформної алгебри
c(1, 3), то тут матpицi Γa є лiнiйними комбiнацiями матриць E та
Sµν , a тому i у цьому випадковi матрицю H природно шукати у
виглядi (18).

Нехай Ha = S0a − Sa3, H̃a = S0a + Sa3 (a = 1, 2). Надалi ми
використовуємо базис алгебри o(1, 3), який складають матрицi S03,
S12, Ha, H̃a (a = 1, 2).

Врахувавши сказане вище, будемо шукати матрицю H = H(x0,x)
= Λ−1(x0,x) у виглядi

H = exp{(− ln θ)E} exp(θ0S03) exp(−θ3S12) exp(−2θ1H1)×
× exp(−2θ2H2) exp(−2θ4H̃1) exp(−2θ5H̃2),

(19)

де θ = θ(x0,x), θ0 = θ0(x0,x), θm = θm(x0,x) (m = 1, 2, . . . , 5) —
довiльнi гладкi функцiї, визначенi в деякiй вiдкритiй областi Ω̃ ⊂
R

1,3.
Нехай L = 〈Xa|a = 1, 2, 3〉 — деяка пiдалгебра рангу s алгебри

c(1, 3), базис якої, внаслiдок (8), складають оператори, якi можна
подати у такому загальному виглядi:

Xa = ξµa (x0,x)∂xµ
+ (Γ̃au · ∂u), a = 1, . . . , s. (20)

В операторах (20) матрицi Γ̃a = Γ̃a(x0,x) визначаються через вiдо-
мi матрицi Γa в базисних операторах конформної алгебри, а тому
можемо покласти, що

Γ̃a = faE + fa0 S03 + fa1H1 + fa2H2 + fa3 S12 + fa4 H̃1 + fa5 H̃2

(a = 1, . . . , s),
(21)

де fa = fa(x0,x), fa0 = fa0 (x0,x), fam = fam(x0,x) (m = 1, . . . , 5) —
деякi вiдомi гладкi функцiї.

Згiдно з результатами леми 1, для побудови вiдповiдного пiдал-
гебрi L анзаца (14) ми повиннi знайти розв’язки систем (12) та (15),
що у нашому випадковi набувають вигляду

ξµa
∂ω

∂xµ
= 0, (22)

ξµa
∂H

∂xµ
+H · Γ̃a = 0, (23)
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де ξµa = ξµa (x0,x), Γ̃a = Γ̃(x0,x) визначаються виглядом базисних опе-
раторiв пiдалгебри L (зокрема, Γ̃a мають вигляд (21)), H — матриця
(19), ω = ω(x0,x), a = 1, . . . , s; µ = 0, 1, 2, 3.

Розглянемо систему (23).

Лема 2. Нехай H має вигляд (19). Тодi

ξµa
∂H

∂xµ
= H

{
−θ−1ξµa

∂θ

∂xµ
E + ξµa

∂θ0
∂xµ

[(1 + 8θ1θ4 + 8θ2θ5)S03+

+8(θ1θ5 − θ2θ4)S12 + 2θ1H1 + 2θ2H2 − 2(θ4 + 4θ1θ24+

+8θ2θ4θ5 − 4θ1θ25)H̃1 − 2(θ5 + 4θ2θ25 + 8θ1θ4θ5 − 4θ2θ24)H̃2]−

−ξµa
∂θ3
∂xµ

[8(θ2θ4 − θ1θ5)S03 + (1 + 8θ1θ4 + 8θ2θ5)S12+

+2θ2H1 − 2θ1H2 + 2(θ5 + 4θ2θ25 − 4θ2θ24 + 8θ1θ4θ5)H̃1−

−2(θ4 + 4θ1θ24 − 4θ1θ25 + 8θ2θ4θ5)H̃2]−

−2ξµa
∂θ1
∂xµ

[4θ4S03 + 4θ5S12 +H1 + 4(θ25 − θ24)H̃1 − 8θ4θ5H̃2]−

−2ξµa
∂θ2
∂xµ

[4θ5S03 − 4θ4S12 +H2 − 8θ4θ5H̃1 + 4(θ24 − θ25)H̃2]−

−2ξµa
∂θ4
∂xµ

H̃1 − 2ξµa
∂θ5
∂xµ

H̃2

}
,

де a = 1, 2, 3, µ = 0, 1, 2, 3.

Для доведення леми 2 потрiбно використати вiдому формулу Кемп-
белла–Хаусдорфа.

Теорема. Система (23) зводиться до системи диференцiальних
рiвнянь з частинними похiдними для визначення значень функцiй
θ, θ0, θm (m = 1, 2, . . . , 5):

ξµa
∂θ

∂xµ
= faθ, ξµa

∂θ0
∂xµ

= 4(θ4fa1 + θ5f
a
2 )− fa0 ,

ξµa
∂θ1
∂xµ

= 4(θ1θ4 + θ2θ5)fa1 + 4(θ1θ5 − θ2θ4)fa2

− θ1fa0 − θ2fa3 +
1
2
fa1 ,
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ξµa
∂θ2
∂xµ

= 4(θ2θ4 − θ1θ5)fa1 +

+ 4(θ2θ5 + θ1θ4)fa2 − θ2fa0 + θ1f
a
3 +

1
2
fa2 ,

ξµa
∂θ3
∂xµ

= 4(θ4fa2 − θ5fa1 ) + fa3 ,

ξµa
∂θ4
∂xµ

= θ4f
a
0 − 2(θ24 − θ25)fa1 − 4θ4θ5fa2 − θ5fa3 +

1
2
fa4 ,

ξµa
∂θ5
∂xµ

= θ5f
a
0 − 4θ4θ5fa1 + 2(θ24 − θ25)fa2 + θ4f

a
3 +

1
2
fa5 .

(24)

В (24) µ = 0, 1, 2, 3; a = 1, . . . , s. Вигляд лiнiйних опеpаторiв ξµa∂xµ

та функцiй fa, fa0 , fam (m = 1, 2, . . . , 5) визначається базисними
операторами пiдалгебри L рангу s алгебри c(1, 3).

Доведення. Пiдставивши знайдене в лемi 2 значення ξµa
∂H
∂xµ

в лiву
частину рiвностi (23), бачимо, що (H �= 0) вона рiвносильна системi
рiвностей, лiвi частини яких є лiнiйними комбiнацiями матриць E,
S01, S12, Ha, H̃a (a = 1, 2). Тому рiвнiсть нулю лiвої частини рiвно-
стей (23) еквiвалентна рiвностi нулю коефiцiєнтiв бiля цих матриць.
Врахувавши вигляд (21) матриць Γ̃a, в результатi досить громiздких
перетворень приходимо до системи (24).

Пiдводячи пiдсумок, вiдмiтимо, що побудова конформно-iнварi-
антних анзацiв зводиться до знаходження фундаментальної системи
розв’язкiв лiнiйної системи (22) та множини частинних розв’язкiв
системи (24), яка, взагалi кажучи, є нелiнiйною системою диферен-
цiальних рiвнянь з частинними похiдними першого порядку.
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[3] Fushchych W. and Zhdanov R. Symmetries and exact solutions of nonlinear
Dirac equations. — Kyiv: Mathematical Ukraina Publisher, 1997. — 383 p.

[4] Фущич В.И., Никитин А.Г. Симметрия уравнений Максвелла. — Киев: На-
ук. думка, 1983. — 200 с.
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В данiй роботi повнiстю розв’язано задачу класифiкацiї квазiлiнiйних
рiвнянь гiперболiчного типу з двома незалежними змiнними, якi iнва-
рiантнi вiдносно одно- та двовимiрних алгебр Лi. Крiм того, одержано
вичерпний опис рiвнянь дослiджуваного класу, якi допускають триви-
мiрнi розкладнi розв’язнi алгебри Лi.

We have completely solved the problem of description of quasi-linear hy-
perbolic-type differential equations in two independent variables that are
invariant under one- and two-dimensional Lie algebras. Moreover, we have
obtained an exhaustive description of the equations under consideration
admitting three-dimensional split solvable Lie algebras.

Вступ.Диференцiальнi рiвняння з частинними похiдними гiперболi-
чного типу займають важливе мiсце серед фундаментальних рiвнянь
математичної фiзики. До них, зокрема, приводять задачi (наближе-
ного) опису процесiв коливань рiзноманiтної природи в термiнах ди-
ференцiальних рiвнянь. При цьому, як правило, обмежуються пер-
шим наближенням, одержуючи лiнiйнi рiвняння. Основна перевага
такого пiдходу полягає у тому, що лiнiйнi диференцiальнi рiвняння
задовольняють принцип лiнiйної суперпозицiї. Цей принцип обумов-
лює ефективнiсть застосування iснуючого на даний час математи-
чного апарату для аналiзу та розв’язування таких рiвнянь.

В рядi випадкiв опис процесiв коливань в термiнах лiнiйних рiв-
нянь є незадовiльним, оскiльки вiдповiдна математична модель не
“вiдчуває” бiльш тонких нелiнiйних ефектiв, притаманних дослiджу-
ваному процесовi. Класичним прикладом є солiтоннi рiвняння, що
описують суттєво нелiйний ефект фазового зсуву взаємодiючих со-
лiтонних розв’язкiв. Розв’язки лiнеаризованих солiтонних рiвнянь
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очевидно не мають такої властивостi. Отже, наступному (бiльш то-
чному) наближенню реального процесу вiдповiдає нелiнiйна матема-
тична задача, для розв’язування i дослiдження якої є досить обме-
жений математичний апарат. Бiльше цього, якщо дослiджуються ди-
ференцiальнi рiвняння з довiльними функцiями, то взагалi не iснує
загальних методiв для їх точного iнтегрування.

Ситуацiя суттєво змiнюється, якщо нелiнiйнi диференцiальнi рiв-
няння мають нетривiальнi симетрiйнi властивостi. Дiйсно, за такої
умови для їх аналiзу можна застосувати потужнi методи теорiї груп
та алгебр Лi (див., наприклад, [1]–[4]). У зв’язку iз цим актуальною
є задача виокремлення iз заданого класу нелiнiйних рiвнянь тих,
якi допускають нетривiальнi групи симетрiї. Вiдзначимо, що зада-
ча класифiкацiї рiвнянь за їх групами симетрiї є центральною про-
блемою класичного групового аналiзу диференцiальних рiвнянь [1].
Вiдповiдна процедура називається груповою класифiкацiєю дифе-
ренцiальних рiвнянь.

Дана стаття присвячена груповiй класифiкацiї квазiлiнiйних ди-
ференцiальних рiвнянь гiперболiчного типу

utt = uxx + F (t, x, u, ux). (1)

Тут i далi, u = u(t, x), ut = ∂u
∂x , ux = ∂u

∂x i т.п., F — довiльна гладка
функцiя.

Проблему групової класифiкацiї лiнiйних рiвнянь другого поряд-
ку з двома незалежними змiнними вивчав ще С. Лi. Вiн, зокрема,
довiв теoрему, яка стверджує, що лiнiйне диференцiальне рiвняння
другого порядку з двoма незалежними змiнними допускає не бiльш
нiж трипараметричну групу нетривiальних перетворень [5]. Повний
розв’язок задачi групової класифiкацiї лiнiйних рiвнянь вигляду (1)
було одержано Л.В. Овсяннiковим [6] (див., такoж, [1]). Також вiд-
значимо роботу [7], де було проведено групову класифiкацiю лiнiй-
них хвильових рiвнянь

utt = f2(x)uxx.

Наскiльки нам вiдомо, задача групової класифiкацiї нелiнiйних
рiвнянь загального вигляду (1) не розглядалася. Зауважимо, що ча-
стинний випадок цього рiвняння, який одержується за умови F =
F (u), дослiджував С. Лi [8]. Зокрема, вiн повнiстю дослiдив симе-
трiю рiвняння Бонне utx = expu.
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Також слiд вiдзначити роботи, де одержано (повний або частко-
вий) розв’язок задачi групової класифiкацiї таких одновимiрних не-
лiнiйних хвильових рiвнянь:

utt = uxx + F (t, x, u), [3, 9],

utt = −λuxx + F (u, ux), [10],

utt = [f(u)ux]x, [11, 12],

utt = f(ux)uxx, [13],

utt = [f(x, u)ux]x, [14],

utt = [f(u)ux + g(x, u)]x, [15],

utt = f(x, ux)uxx + g(x, ux)x, [16].

Тут ми розглядаємо задачу групової класифiкaцiї нелiнiйних рiв-
нянь вигляду (1) вiдносно розкладних розв’язних алгебр Лi опера-
торiв симетрiї за умови

Fuxux
�≡ 0. (2)

Метод класифiкацiї є модифiкацiєю пiдходу до розв’язування задач
групової класифiкацiї диференцiальних рiвнянь з двома незалежни-
ми змiнними, запропонованого нами в [17]. В рамках цього пiдходу
здiйснено повну групову класифiкaцiю рiвнянь теплопровiдностi з
нелiнiйним джерелом

ut = uxx + F (t, x, u, ux),

тобто явно вказанi всi можливi функцiї F , для яких цi рiвняння
допускають нетривiальну групу симетрiї.

Запропонований пiдхiд базується на синтезi iнфiнiтезимальногo
методу Лi [1] (див., також, [18]), методу перетворень еквiвалентно-
стi та методiв класифiкацiї абстрактних скiнченновимiрних дiйсних
алгебр Лi. Загальний опис пiдходу та ряд допомiжних тверджень
про загальну структуру груп симетрiї рiвнянь вигляду (1), (2) по-
дано в другiй частинi роботи. Третя частина присвячена класифiка-
цiї нелiнiйних рiвнянь (1), (2), якi допускають тривимiрнi розкладнi
розв’язнi алгебри Лi операторiв симетрiї.

Метод класифiкацiї та деякi попереднi результати. Основною
перевагою запропонованого у [17] пiдходу до групової класифiкацiї
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диференцiальних рiвнянь над традицiйним методом перетворень ек-
вiвалентностi є те, що вiн дозволяє ефективно класифiкувати рiвня-
ння, якi мiстять довiльнi функцiї вже двох, трьох i бiльше змiнних.
Тобто клас рiвнянь, груповi властивостi яких можуть бути система-
тично вивченi, суттєво розширюється.

Стосовно класу рiвнянь (1) алгоритм методу групової класифiка-
цiї, розробленого в [17], передбачає виконання наступних крокiв.

I. Iз використанням iнфiнiтезимального методу Лi знаходимо си-
стему визначальних рiвнянь для коефiцiєнтiв iнфiнiтезималь-
ного оператора, що генерує групу симетрiї рiвняння (1). Ви-
значальнi рiвняння, якi явно залежать вiд функцiї F та її по-
хiдних, називаються класифiкуючими. Iнтегруючи тi з визна-
чальних рiвнянь, якi не залежать вiд F , одержуємо найбiльш
загальний вигляд iнфiнiтезимального оператора, що допуска-
ється рiвняннями вигляду (1). Окрiм цього, iз використанням
iнфiнiтезимального методу (або прямими обчисленнями) буду-
ємо групу еквiвалентностi E дослiджуваного рiвняння.

II. Другий крок передбачає побудову реалiзацiй алгебр Лi An роз-
мiрностi n ≤ 3 в класi отриманих на першому кроцi iнфiнiтези-
мальних операторiв з точнiстю до еквiвалентностi, яка визнача-
ється перетвореннями iз групи E . Пiдставляючи одержанi опе-
ратори в класифiкуючi рiвняння, видiляємо тi реалiзацiї, якi є
алгебрами симетрiї диференцiального рiвняння (1). Поступове
розширення розмiрностi алгебр iнварiантностi призводить до
зменшення ступеню довiльностi в невiдомiй функцiї F .

III. Третiй крок передбачає завершення групової класифiкацiї до-
слiджуваного рiвняння. Для цього можна використовувати як
традицiйнi методи (якщо “довiльнi елементи” в дослiджувано-
му рiвняннi є функцiями одного аргументу), так i подальшe
розширення вже вiдомих реалiзацiй алгебр Лi до реалiзацiй ал-
гебр симетрiї рiвняння (1) наступної розмiрностi.

Результатом виконання цього алгоритму є перелiк рiвнянь, якi
належать до класу (1) разом з їх алгебрами симетрiї. Задачa групової
класифiкацiї вважається повнiстю розв’язаною, якщо доведено, що

1) побудованi алгебри Лi є максимальними алгебрами симетрiї
вiдповiдних рiвнянь;



140 В. Лагно, О. Магда, Р. Жданов

2) в рамках сформульованої задачi отриманий перелiк мiстить ли-
ше нееквiвалентнi рiвняння (тобто, такi рiвняння, якi перетво-
реннями iз групи E не зводяться одне в iнше).

Перший та, частково, другий кроки алгоритму в рамках задачi
групової класифiкацiї нелiнiйних рiвнянь вигляду (1), (2) було здiй-
снено в [19]. Зупинимося на отриманих там результатах.

Згiдно з методом Лi, iнфiнiтезiмальний оператор групи симетрiї
рiвняння (1) шукаємо у виглядi

X = τ(t, x, u)∂t + ξ(t, x, u)∂x + η(t, x, u)∂u,

де τ , ξ, η — деякi гладкi функцiї, визначенi у вiдкритiй областi Ω
простору V = R

2 × R
1 незалежних t, x та залежної u = u(t, x) змiн-

них. З використанням iнфiнiтезимального методу Лi доведено, що
найбiльш загальний iнфiнiтезимальний оператор групи симетрiї (1),
(2) має вигляд

X = (λt+ λ1)∂t + (λx+ λ2)∂x + [h(x)u+ r(t, x)]∂u. (3)

При цьому дiйснi сталi λ, λ1, λ2 та функцiї h = h(x), r = r(t, x),
F = F (t, x, u, ux) задовольняють класифiкуюче рiвняння

rtt − rxx −
d2h

dx2
u− 2

dh

dx
ux + (h− 2λ)F−

−(λt+ λ1)Ft − (λx− λ2)Fx − (hu+ r)Fu

−
(
rx +

dh

dx
u+ (h− λ)ux

)
Fux

= 0.

(4)

Групу еквiвалентностi E рiвняння (1), (2) складають невиродженi
перетворення постору V

t = α(t, x, u), x = β(t, x, u), v = U(t, x, u),
D(t, x, v)
D(t, x, u)

�= 0,

якi залишають клас рiвнянь (1), (2) iнварiантним. Iнакше кажучи,
якщо в (1), (2) перейти до нових змiнних t, x, v, то одержується
рiвняння того ж самого вигляду:

vt t = vx x + F̃ (t, x, v, vx), F̃vx vx
�= 0.

В результатi безпосереднiх обчислень ми довели, що групу E скла-
дають перетворення

t = γt+ γ1, x = εγx+ γ2, v = ρ(x)u+ θ(t, x), (5)

де {γ, γ1, γ2} ⊂ R, γ �= 0, ε = ±1, ρ �= 0.
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При виконаннi другого кроку алгоритму суттєво використовує-
ться таке твердження [19].

Теорема 1. Iснують перетворення (5), якi зводять оператор (3)
до одного iз таких сeми операторiв:

Q1 = k(t∂t + x∂x) (k �= 0), Q2 = ∂t + k∂x (k �= 0),
Q3 = ∂x, Q4 = ∂t, Q5 = ∂t + f(x)u∂u (f �= 0),
Q6 = f(x)u∂u (f �= 0), Q7 = f(t, x)∂u (f �= 0).

Iз теореми 1 випливає, що iснують сiм нееквiвалентних нелiнiйних
рiвнянь вигляду (1), (2), якi допускають алгебри симетрiї розмiрно-
стi не нижчої за 1. Нижче подано перелiк одновимiрних алгебр Лi
симетрiї та вiдповiднi їм значення функцiй F в iнварiантних рiвня-
ннях.

A1
1 = 〈t∂t + x∂x〉 : F = t−2G(ξ, u, ω), ξ = tx−1, ω = xux,

A2
1 = 〈∂t + k∂x〉, (k > 0) : F = G(η, u, ux), η = x− kt,

A3
1 = 〈∂x〉 : F = G(t, u, ux),

A4
1 = 〈∂t〉 : F = G(x, u, ux),

A5
1 = 〈∂t + f(x)u∂u〉, (f �= 0) : F = −tf ′′u+ t2(f ′)2u−

− 2tf ′ux + etfG(x, v, ω), v = e−tfu,
ω = u−1ux − f ′f−1 ln |u|,

A6
1 = 〈f(x)u∂u〉, (f �= 0) : F = −f−1f ′′u ln |u|−

− 2f−1f ′ux ln |u|+ f−2(f ′)2u ln2 |u|+ uG(t, x, ω),
ω = u−1ux − f ′f−1 ln |u|; ,

A7
1 = 〈f(t, x)∂u〉, (f �= 0) : F = f−1(ftt − fxx)u+

+G(t, x, ω), ω = ux − f−1fxu.

ТутG— довiльна гладка функцiя, символом ()′ позначається похiдна
за вiдповiдною змiнною.

Далi, як доведено в [19], справедливе таке твердження.

Теорема 2. В класi операторiв (3) не iснують реалiзацiї алгебр
so(3) та sl(2,R).

Iз теореми 2 випливають два важливих наслiдки.

Наслiдок 1. В класi операторiв (3) не iснують реалiзацiї напiвпро-
стих дiйсних алгебр Лi.
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Наслiдок 2. Не iснують нелiнiйнi рiвняння вигляду (1), (2), алге-
бри iнварiантностi яких iзоморфнi напiвпростим алгебрам Лi або
мiстять їх як пiдалгебри.

Пiдсумовуючи сказане вище, робимо висновок, що без втрати за-
гальностi можна обмежитися розглядом реалiзацiй розв’язних ал-
гебр Лi. У вiдповiдностi iз цим у [19] було проведено класифiкацiю
нелiнiйних рiвнянь (1), (2), алгебри iнварiантностi яких є двохвимiр-
ними розв’язними алгебрами Лi.

Добре вiдомо (див., наприклад, [20]), що з точнiстю до iзомор-
фiзму iснують двi дiйснi розв’язнi двохвимiрнi алгебри Лi A2.i =
〈e1, e2〉, (i = 1, 2):

A2.1 : [e1, e2] = 0;
A2.2 : [e1, e2] = e2.

Розгляд реалiзацiй цих алгебр в класi операторiв (3) i перевiрка для
них умови (4) показали, що iснують 15 нееквiвалентних рiвнянь до-
слiджуваного класу, алгебри симетрiї яких є реалiзацiями алгебри
A2.1. Аналогiчно, iснують 16 рiвнянь вигляду (1), (2), алгебри симе-
трiї яких являються реалiзацiями алгебри A2.2. Нижче ми подаємо
перелiки базисних операторiв реалiзацiй двохвимiрних алгебр Лi та
вiдповiднi їм значення функцiй F в iнварiантних рiвняннях (1), (2).

A2.1-iнварiантнi рiвняння

A1
2.1 = 〈t∂t + x∂x, u∂u〉 : F = x−2uG(ω, v),

ω = tx−1, v = u−1xux;

A2
2.1 = 〈t∂t + x∂x, σ(ξ)∂u〉, (σ �= 0, ξ = tx−1) :

F = x−2[σ−1((1− ξ2)σ′′ − 2ξσ′)u+G(ξ, ω)],
ω = ξσ′u+ σxux;

A3
2.1 = 〈∂t + k∂x, u∂u〉, (k > 0) : F = uG(η, ω),

η = x− kt, ω = u−1ux;

A4
2.1 = 〈∂t + k∂x, ϕ(η)∂u〉, (k > 0, η = x− kt, ϕ �= 0) :

F = (k2 − 1)ϕ′′ϕ−1u+G(η, ω), ω = ϕux − ϕ′u;

A5
2.1 = 〈∂t + k∂x, ∂x +mu∂u〉, (k > 0, m �= 0) :

F = emη G(ω, v), η = x− kt, ω = ue−mη, v = u−1ux;
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A6
2.1 = 〈∂t, ∂x〉 : F = G(u, ux);

A7
2.1 = 〈∂x, ∂t + ku∂u〉, (k > 0) :

F = ektG(ω, v), ω = e−ktu, v = u−1ux;

A8
2.1 = 〈∂x, u∂u〉 : F = uG(t, ω), ω = u−1ux;

A9
2.1 = 〈∂x, ϕ(t)∂u〉, (ϕ �= 0) : F = ϕ−1ϕ′′u+G(t, ux);

A10
2.1 = 〈∂t, ∂u〉 : F = G(x, ux);

A11
2.1 = 〈∂t, f(x)u∂u〉, (f �= 0) :

F = −f−1f ′′u ln |u| − 2f−1f ′ux ln |u|+
+ f−2(f ′)2u ln2 |u|+ uG(x, ω);
ω = u−1ux − f ′f−1 ln |u|;

A12
2.1 = 〈∂t + f(x)u∂u, g(x)u∂u〉, (δ = f−1f ′ − g−1g′ �= 0) :

F = −g−1g′′u ln |u| − 2g−1g′ux ln |u|+
+ g−2(g′)2u ln2 |u| − 2fδtux + 2fδg′g−1tu ln |u|+
+ f2δ2t2u+ f(g−1g′′ − f−1f ′′)tu+ uG(x, ω),
ω = u−1ux − g′g−1 ln |u| − tfδ;

A13
2.1 = 〈∂t + f(x)u∂u, etf∂u〉, (f �= 0) :

F = [f2 − tf ′′ + t2(f ′)2]u− 2tf ′ux + etfG(x, ω),
ω = e−tf (ux − tf ′u);

A14
2.1 = 〈f(x)u∂u, g(x)u∂u〉, (δ = f ′g − g′f �= 0) :

F = −u−1u2
x − δ−1δ′ux+

+ δ−1[f ′′g′ − g′′f ′]u ln |u|+ uG(t, x);

A15
2.1 = 〈ϕ(t)∂u, ψ(t)∂u〉, (ϕ′ψ − ϕψ′ �= 0) :

F = ϕ−1ϕ′′u+G(t, x, ux), ϕ′′ψ − ϕψ′′ = 0.

A2.2-iнварiантнi рiвняння

A1
2.2 = 〈t∂t + x∂x, xu∂u〉 : F = x−2u ln2 |u|−

− 2x−1ux ln |u|+ t−2uG(ξ, ω), ξ = tx−1;
ω = xu−1ux − ln |u|;
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A2
2.2 = 〈t∂t + x∂x, tϕ(ξ)∂u〉, (ϕ �= 0, ξ = tx−1) :

F = t−2(1− ξ2)ϕ−1ξ(2ϕ′ + ξϕ′′)u+ t−2G(ξ, ω),
ω = xϕux + ξϕ′u;

A3
2.2 = 〈∂t + k∂x, e

k−1xu∂u〉, (k > 0) :

F = k−2u ln2 |u| − 2k−1ux ln |u| − k−2u ln |u|+
+ uG(η, ω), η = x− kt, ω = u−1ux − k−1 ln |u|;

A4
2.2 = 〈∂t + k∂x, e

tϕ(η)∂u〉, (η = x− kt, k > 0, ϕ �= 0) :
F =

(
(k2 − 1)ϕ′′ϕ−1 − 2kϕ′ϕ−1 + 1

)
u+G(η, ω),

ω = ϕux − ϕ′u, ϕ′ = dϕ/dη;

A5
2.2 = 〈−t∂t − x∂x, ∂t + k∂x〉, (k > 0) :

F = η−2G(u, ω), η = x− kt, ω = uxη;

A6
2.2 = 〈−t∂t − x∂x +mu∂u, ∂t + k∂x〉, (k > 0, m �= 0) :

F = |η|−2−mG(v, ω), η = x− kt,
ω = u|η|m, v = ux|η|m+1;

A7
2.2 = 〈∂x, exu∂u〉 : F = u ln2 |u| − u ln |u| − 2ux ln |u|+

+ uG(t, ω), ω = u−1ux − ln |u|;

A8
2.2 = 〈∂x, exϕ(t)∂u〉, (ϕ �= 0) :

F = (ϕ−1ϕ′′ − 1)u+G(t, ω), ω = ux − u;

A9
2.2 = 〈−t∂t − x∂x, ∂x〉 : F = t−2G(u, tux);

A10
2.2 = 〈−t∂t − x∂x + ku∂u, ∂x〉, (k �= 0) :

F = |t|−2−kG(v, ω), v = |t|ku, ω = |t|k+1ux;

A11
2.2 = 〈∂t, et∂u〉 : F = u+G(x, ux);

A12
2.2 = 〈−t∂t − x∂x, ∂t〉 : F = x−2G(u, ω), ω = xux;

A13
2.2 = 〈∂t + f(x)u∂u, e(1+f)t∂u〉, (f �= 0) :

F = −
(
tf ′′ − t2(f ′)2 − (1 + f)2

)
u− 2tf ′ux+

+ etfG(x, ω), ω = e−tf
(
ux − f ′(t+ f−1)u

)
;
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A14
2.2 = 〈−t∂t − x∂x, ∂t + kx−1u∂u〉, (k > 0);

F = −2ktx−3u+ k2t2x−4u+ 2ktx−2ux+

+ x−2ektx
−1
G(v, ω), v = e−kx

−1tu,

ω = xu−1ux + ln |u|;

A15
2.2 = 〈k(t∂t + x∂x), |x|k

−1
u∂u〉, (k �= 0, 1) :

F = −k−2(1− k)x−2u ln |u| − 2k−1x−1ux ln |u|+
+ k−2x−2u ln2 |u|+ x−2uG(v, ω),
v = tx−1, ω = xu−1ux − k−1 ln |u|;

A16
2.2 = 〈k(t∂t + x∂x), |t|k

−1
ϕ(ξ)∂u〉, (k �= 0, 1, ϕ �= 0, ξ = tx−1) :

F = [k−1(k−1 − 1) + 2ξ(k−1 − ξ2)ϕ−1ϕ′+
+ ξ2(1− ξ)2ϕ−1ϕ′′]t−2u+ t−2G(ξ, ω),
ω = xϕux + ξϕ′u.

ТутG— довiльна гладка функцiя, символом ()′ позначається похiдна
за вiдповiдною змiнною.

Класифiкацiя рiвнянь (2), iнварiантних вiдносно тривимiр-
них pозкладних розв’язних алгебр Лi. Нагадаємо, що серед рiв-
нянь дослiджуваного вигляду немає таких, алгебри iнварiантностi
яких iзоморфнi напiвпростим алгебрам Лi або мiстять їх як пiдал-
гебри. Тому без втрати загальностi розгляду, достатньо обмежитись
розглядом розв’язних алгебр Лi.

Нехай A3 = 〈e1, e2, e3〉. З точнiстю до iзоморфiзму розрiзняють
дев’ять тривимiрних розв’язних дiйсних алгебр Лi (нижче наведено
значенння лише ненульових комутацiйних спiввiдношень мiж бази-
сними елементами цих алгебр):

A3.1 = A1 ⊕A1 ⊕A1 = 3A1;
A3.2 = A2.2 ⊕A1 : [e1, e2] = e2;
A3.3 : [e2, e3] = e1;
A3.4 : [e1, e3] = e1, [e2, e3] = e1 + e2;
A3.5 : [e1, e3] = e1, [e2, e3] = e2;
A3.6 : [e1, e3] = e1, [e2, e3] = −e2;
A3.7 : [e1, e3] = e1, [e2, e3] = qe2, (0 < |q| < 1);
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A3.8 : [e1, e3] = −e2, [e2, e3] = e1;
A3.9 : [e1, e3] = qe1 − e2, [e2, e3] = e1 + qe2, (q > 0).

Вiдзначимо, що алгебри A3.1, A3.2 розкладаються в пряму суму
алгебр Лi нижчої розмiрностi, i у подальшому ми називаємо їх роз-
кладними розв’язними алгебрами Лi. Решта тривимiрних алгебр Лi
є нерозкладними. Також зауважимо, що алгебра A3.3 (вiдома в лiте-
ратурi, як алгебра Вейля) є нiльпотентною.

Наявнiсть у розв’язної алгебри Лi композицiйного ряду дозволяє
використовувати вже вiдомi результати класифiкацiї для двохвимiр-
них алгебр Лi для побудови реалiзацiй тривимiрних алгебр Лi. Тому
для вивчення реалiзацiй алгебр A3.1 та A3.2 достатньо провести роз-
ширення вiдомих реалiзацiй вiдповiдно алгебр A2.1 таA2.2, доповнив-
ши їх ще одним базисним оператором вигляду (3). При цьому, для
спрощення вигляду цього оператора можна використовувати лише
тi з перетворень (5), якi не змiнюють вигляд базисних операторiв
вiдповiдної реалiзацiї двохвимiрної алгебри Лi.

Розглянемо два характерних приклади розширення реалiзацiй ал-
гебри A2.1 до реалiзацiй алгебри A3.1.

Нехай має мiсце реалiзацiя A1
2.1. Доповнивши її оператором e3

вигляду (3) i перевiривши комутацiйнi спiввiдношення, бачимо, що
для коефiцiєнтiв оператора e3 виконуються спiввiдношення

λ1 = λ2 = r(t, x) = 0, h = p = const.

Тобто, оператор e3 = λe1 + pe2 є лiнiйною комбiнацiєю перших двох
базисних операторiв реалiзацiї A1

2.1. Звiдси випливає, що реалiзацiя
A1

2.1 не допускає розширення до реалiзацiї алгебри A3.1.
Нехай, тепер, має мiсце реалiзацiя A2

2.1. Доповнивши її операто-
ром e3 вигляду (3) i перевiривши комутацiйнi спiввiдношення, бачи-
мо, що має мiсце така реалiзацiя алгебри A3.1:

〈t∂t + x∂x, σ(ξ)∂u, γ(ξ)∂u〉, ξ = tx−1,

де γ′σ − γσ′ �= 0. Але, як показує безпосередня перевiрка, за цiєї
умови вiдповiдне iнварiантне рiвняння є лiнiйним.

Нехай, нарештi, має мiсце реалiзацiя A3
2.1. Безпосереднi обрахун-

ки показують, що i у цьому випадкoвi iснує єдине розширення до
реалiзацiї алгебри A3.1

〈∂t, ∂x, u∂u〉,
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a вiдповiдне iнварiантне рiвняння

utt = uxx + uG(ω), ω = u−1ux,

задовольняє сформульовану задачу за умови Gωω �= 0.
Провiвши аналогiчний аналiз реалiзацiй Ai2.1 (i = 4, 5, . . . , 13, 15),

ми отримали ще шiсть нееквiвалентних реалiзацiй алгебри A3.1, та-
ких що вiдповiднi iнварiантнi рiвняння задовольняють умову (2).
Повний перелiк значень функцiй F в A3.1-iнварiантних рiвняннях
наведено в таблицi 1, де використано такi позначення:

A1
3.1 = 〈∂t, ∂x, u∂u〉;

A2
3.1 = 〈∂t, ∂x, ∂u〉;

A3
3.1 = 〈∂t + β∂x, e

kη∂u, ∂x + ku∂u〉, β > 0, k > 0, η = x− βt;
A4

3.1 = 〈∂x, ∂t + ku∂u, e
kt∂u〉, k > 0;

A5
3.1 = 〈∂x, ϕ(t)∂u, ψ(t)∂u〉, σ = ψ′ϕ− ψϕ′ �= 0, σ′ = 0;

A6
3.1 = 〈∂x, f(x)u∂u, ϕ(x)u∂u〉,

σ = f ′ϕ− fϕ′ �= 0, ρ = ϕ′f ′′ − ϕ′′f ′;
A7

3.1 = 〈f(x)u∂u, ϕ(x)u∂u, ∂t + ψ(x)u∂u〉, σ = f ′ϕ− ϕ′f �= 0,
ρ = f ′′ϕ′ − ϕ′′f ′, f ′ψ − fψ′ �= 0, ϕ′ψ − ϕψ′ �= 0.

Таблиця 1. A3.1-iнварiантнi рiвняння (1), (2)

№ Функцiя F Реалiзацiя A3.1

1 uG(ω), ω = u−1ux A1
3.1

2 G(ux) A2
3.1

3 k2(β2 − 1)u+ ekηG(ω), A3
3.1

η = x− βt, ω = e−kη(ux − ku)
4 k2u+ ektG(ω), ω = e−ktux A4

3.1

5 ϕ−1ϕ′′u+G(t, ux), ϕ = ϕ(t) A5
3.1

6 −u−1u2
x − σ−1σ′ux + σ−1ρu ln |u|, A6

3.1

σ = σ(x), ρ = ρ(x)

7 −u−1u2
x − σ−1σ′ux + σ−1ρu ln |u|+

+tσ−1[σ′ψ′ − ψρ− σψ′′]u, σ = σ(x), A7
3.1

ρ = ρ(x), ψ = ψ(x)
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Безпосередньою перевiркою встановлюємо, що для першого, п’я-
того, шостого i сьомого рiвнянь iз таблицi 1 вiдповiднi реалiзацiї ал-
гебри A3.1 є максимальними алгебрами iнварiантностi. Для решти
рiвнянь максимальними алгебрами iнварiантностi є такi чотириви-
мiрнi алгебри Лi:

A2
3.1 +⊃ 〈t∂u〉 для другого рiвняння,

A3
3.1 ⊂+ 〈ek(x+βt)∂u〉 для третього рiвняння,

A4
3.1 ⊂+ 〈e−kt∂u〉 для четвертого рiвняння.

Тут k > 0, β > 0.
Для повного опису A3.1-iнварiантних рiвнянь необхiдно проана-

лiзувати розширення реалiзацiї A14
2.1 до реалiзацiй алгебри A3.1. Для

цього ми розглянемо бiльш загальне рiвняння

utt = uxx − u−1u2
x +A(x)ux +B(x)u ln |u|+ uD(t, x), (6)

яке, очевидно, мiстить як частиннi випадки A14
2.1-iнварiантне рiвнян-

ня, та шосте i сьоме рiвняння iз таблицi 1. В наступнiй лемi подано
повний опис рiвнянь вигляду (6), максимальна алгебра iнварiантно-
стi, яких має розмiрнiсть не вищу за 3.

Лема 1. Якщо функцiї A, B, D є довiльними, то максимальною
алгеброю iнварiантностi рiвняння (6) є двовимiрна алгебра Лi, еквi-
валентна реалiзацiї A14

2.1, i (6) зводиться до A14
2.1-iнварiантного рiв-

няння. За умови, що максимальна алгебра iнварiантностi рiвняння
(6) є тривимiрною (ми позначаємо її A3), мають мiсце такi випад-
ки:
I. A3 ∼ A6

3.1, функцiї A,B,D зводяться до вiдповiдних функцiй в
A6

3.1-iнварiантному рiвняннi;
II. A3 ∼ A7

3.1, функцiї A,B,D зводяться до вiдповiдних функцiй
в A7

3.1-iнварiантному рiвняннi;
III. D = x−2G(ξ), ξ = tx−1, G �= 0 :

1) A3 ∼ A3.2, A3 = 〈t∂t + x∂x, u∂u, |x|1−nu∂u〉,
A = nx−1 (n �= 1), B = 0;

2) A3 ∼ A3.3, A3 =〈t∂t + x∂x, u∂u, u ln |x|∂u〉, A = x−1, B = 0;

3) A3 ∼ A3.4, A3 = 〈t∂t + x∂x,
√
|x|u∂u,

√
|x| ln |x|u∂u〉,

A = 0, B = 1
4x

−2;
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4) A3 ∼ A3.9, A3 = 〈t∂t + x∂x,
√
|x| cos( 1

2β ln |x|)u∂u,√
|x| sin(1

2β ln |x|)u∂u〉, A = 0, B = mx−2,

m > 1
4 , β =

√
4m− 1;

5) A3 ∼ A3.7, A3 = 〈t∂t + x∂x, (
√
|x|)1+βu∂u, (

√
|x|)1−βu∂u〉,

A = 0, B = mx−2, m < 1
4 , m �= 0, β =

√
1− 4m;

6) A3 ∼ A3.8, A3 = 〈t∂t + x∂x, cos(
√
m ln |x|)u∂u,

sin(
√
m ln |x|)u∂u〉, A = x−1, B = mx−2, m > 0;

7) A3 ∼ A3.6, A3 = 〈t∂t + x∂x, |x|
√

|m|u∂u, |x|−
√

|m|u∂u〉,
A = x−1, B = mx−2, m < 0;

8) A3 ∼ A3.4, A3 = 〈t∂t + x∂x, (
√
|x|)1−nu∂u, (

√
|x|)1−n×

× ln |x|u∂u〉, A = nx−1 (n �= 0, 1), B = 1
4 (n− 1)2x−2;

9) A3 ∼ A3.9, A3 = 〈t∂t + x∂x, (
√
|x|)1−n cos( 1

2β ln |x|)u∂u,
(
√
|x|)1−n sin(1

2β ln |x|)u∂u〉, A = nx−1 (n �= 0, 1),

B = mx−2 (m > 1
4 (n− 1)2), β =

√
4m− (n− 1)2;

10) A3 ∼ A3.7, A3 = 〈t∂t + x∂x, (
√
|x|)1−β−nu∂u,

(
√
|x|)1−n+βu∂u〉, A = nx−1 (n �= 0, 1), B = mx−2

(m < 1
4 (n− 1)2, m �= 0), β =

√
(n− 1)2 − 4m.

IV. D = G(t),

1) A3 ∼ A3.3, A3 = 〈∂x, u∂u, xu∂u〉, A = B = 0;
2) A3 = A3.2, A3 = 〈∂x, u∂u, exu∂u〉, A = −1, B = 0;
3) A3 ∼ A3.8, A3 = 〈∂x, cos (x)u∂u, sin (x)u∂u〉, A = 0, B = 1;
4) A3 ∼ A3.6, A3 = 〈∂x, exu∂u, e−xu∂u〉, A = 0, B = −1;

5) A3 ∼ A3.4, A3 = 〈∂x, e
1
2xu∂u, e

1
2xxu∂u〉, A = −1, B = 1

4 ;

6) A3 ∼ A3.7, A3 = 〈∂x, e
1
2 (1+β)xu∂u, e

1
2 (1−β)xu∂u〉,

A = −1, B = m (m < 1
4 ), m �= 0, β =

√
1− 4m;

7) A3 ∼ A3.9, A3 = 〈∂x, e
1
2x cos( 1

2βx)u∂u, e
1
2x sin(1

2βx)u∂u〉,
A = −1, B = m (m > 1

4 ), β =
√

4m− 1;

V. D = G(η), η = x− kt, k > 0,

1) A3 ∼ A3.3, A3 = 〈∂t + k∂x, u∂u, xu∂u〉, A = B = 0;
2) A3 = A3.2, A3 = 〈∂t + k∂x, u∂u, e

xu∂u〉, A = −1, B = 0;
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3) A3 ∼ A3.8, A3 = 〈∂t + k∂x, cos (x)u∂u, sin (x)u∂u〉,
A = 0, B = 1;

4) A3 ∼ A3.6, A3 = 〈∂t + k∂x, e
xu∂u, e

−xu∂u〉, A = n, B = −1;

5) A3 ∼ A3.4, A3 = 〈∂t + k∂x, e
1
2xu∂u, e

1
2xxu∂u〉,

A = −1, B = 1
4 ;

6) A3 ∼ A3.7, A3 = 〈∂t + k∂x, e
1
2 (1+β)xu∂u, e

1
2 (1−β)xu∂u〉,

A = −1, B = m (m < 1
4 ), m �= 0, β =

√
1− 4m;

7) A3 ∼ A3.9, A3 = 〈∂t + k∂x, e
1
2x cos( 1

2βx)u∂u,

e
1
2x sin(1

2βx)u∂u〉, A = −1, B = m (m > 1
4 ) β =

√
4m− 1.

Доведення. Пiдставивши в класифiкуючe рiвняння (4) вираз

F = −u−1u2
x +A(x)ux +B(x)u ln |u|+ uD(t, x),

одержуємо таку систему визначальних рiвнянь для функцiй h(x),
r(t, x) та сталих λ, λ1, λ2 оператора симетрiї (3):

r = 0,
(λx+ λ2)A′ + λA = 0,
(λx+ λ2)B′ + 2λB = 0,
h′′ +Ah′ +Bh = −(λt+ λ1)Dt − (λx+ λ2)Dx − 2λD.

(7)

Спочатку зупинимось на доведеннi першої частини леми, вважа-
ючи функцiї A, B, D довiльними. Лiва частина четвертого рiвняння
системи (7) залежить лише вiд змiнної x.Крiм того, оскiлькиD — до-
вiльна функцiя своїх аргументiв, то, взагалi кажучи, Dt �= 0. Звiдси
випливає, що сталi λ, λ1, λ2 з необхiднiстю дорiвнюють нулю. Тому
четверте рiвняння зводиться до лiнiйного звичайного диференцiаль-
ного рiвняння другого порядку для функцiї h(x)

h′′ +Ah′ +Bh = 0. (8)

Загальний розв’язок цього рiвняння можна подати у виглядi

h = C1f(x) + C2ϕ(x), C1, C2 ∈ R,

де функцiї f(x) i ϕ(x) складають фундаментальну систему розв’язкiв
рiвняння

y′′ +Ay′ +By = 0, y = y(x). (9)
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Далi, пiдставивши вираз для h у (8), маємо

A = −σ−1σ′, B = σ−1(ϕ′f ′′ − f ′, ϕ′′),

де σ = ϕf ′ − ϕ′f �= 0. Першу частину твердження доведено.
Припустимо тепер, що D = 0. Тодi, якщо хоча б одна iз функцiй

A або B є довiльною функцiєю вiд x, то λ = λ2 = 0, а функцiя h
задовольняє рiвняння (8). Має мiсце перший випадок другої частини
твердження.

Далi, якщо функцiї A i B не є довiльними, то згiдно iз другим та
третiм рiвняннями системи (7) вони, з точнiстю до еквiвалентностi,
набувають одного iз таких значень:

1) A = B = 0;
2) A = n, B = m, m, n ∈ R, |n|+ |m| �= 0;
3) A = nx−1, B = mx−2,m, n ∈ R, |n|+ |m| �= 0.

(10)

За цих умов, максимальна алгебра iнварiантностi вiдповiдних рiв-
нянь (6) має розмiрнiсть вищу за 3.

Таким чином, без втрати загальностi розгляду, можна вважати,
що D �= 0. Iнтегруючи рiвняння

(λt+ λ1)Dt + (λx+ λ2)Dx + 2λD = H(x)

за умовиD �= 0, одержуємо с точнiстю до еквiвалентностi такi вирази
для функцiї D(t, x)

D = x−2G(ξ) + x−2
∫
xH(x) dx, ξ = tx−1;

D = G(η) + k−1
∫
H(x) dx, η = x− kt, k > 0;

D = G(t) +
∫
H(x) dx,

D = tH(x) + H̃(x).

(11)

Неважко перевiрити, що iснують замiни змiнних вигляду

t = t, x = x, u = θ(x)v(t, x), θ �= 0, (12)

де θ — розв’язок рiвняння

θ−1θ′′ − θ−2(θ′)2 +Aθ−1θ′ +B ln |θ|+ Λ(x) = 0,
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якi залишають вигляд рiвняння (6) незмiнним, а значення (11) фун-
кцiї D зводять до таких:

D = x−2G(ξ), ξ = tx−1;
D = G(η), η = x− kt, k > 0;
D = G(t),
D = tH(x).

(13)

Для перших трьох значень функцiї D виконується рiвнiсть H(x) ≡ 0.
Тому функцiя h задовольняє рiвняння (8). За умови, що D = tH(x)
маємо

h′′ +Ah′ +Bh = −λ1H, (λx+ λ2)H ′ + 3λH = 0.

Таким чином, максимальна алгебра iнварiантностi вiдповiдного рiв-
няння (8) є тривимiрною тодi i тiльки тодi, коли λ = λ2 = 0, що
вiдповiдає другому випадковi iз другої частини твердження леми.

Нехай, тепер, D = x−2G(ξ), ξ = tx−1. Тодi функцiя G �= 0 задо-
вольняє рiвняння

(λ2ξ − λ1)G′ + 2λ2G = 0. (14)

Якщо G є довiльною функцiєю, то λ1 = λ2 = 0 i, крiм того, λ �=
0 (iнакше максимальна алгебра iнварiантностi буде двохвимiрною).
Тому виконуються рiвностi

xA′ + a = 0, xB′ + 2B = 0.

Звiдси випливає, що функцiї A та B можуть набувати лише першо-
го та третього значень iз (10). Аналiзуючи цi значення, одержуємо
десять випадкiв пункту III другої частини твердження.

Якщо ж функцiя G не являється довiльною, то, iнтегруючи (14),
маємо

G = p, p ∈ R, p �= 0;
G = p(ξ − q)−2, p �= 0, q ∈ R.

За умови G = p, параметр λ2 дорiвнює нулю. Тому з вимоги того,
щоб максимальна алгебра iнварiантностi була тривимiрною, випли-
ває, що λ також дорiвнює нулю. Це вiдповiдає випадковi, коли A i
B в (6) є довiльними функцiями (перший випадок iз другої частини
твердження). Якщо ж G = p(ξ − q)−2, p �= 0, то маємо λ1 = λ2q.
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Звiдси випливає, що максимальна алгебра iнварiантностi вiдповiд-
ного рiвняння (6) є тривимiрною тодi i тiльки тодi, коли функцiї A,
B задаються формулами 3) iз (10) (при цьому λ1 = λ2 = 0, а тому
мають мiсце випадки, якi мiстяться в третьому пунктовi другої ча-
стини твердження), або коли функцiї A, B задаються формулами 2)
iз (10) (при цьому λ = 0, D = p(t− qx)−2 i з точнiстю до позначення
сталих маємо випадки четвертого (q = 0) або п’ятого (q �= 0) пунктiв
другої частини твердження).

Нехай, тепер, D = G(η), η = x− kt, k > 0. Тодi має мiсце рiвнiсть

λ(ηG′ + 2G) + (λ2 − kλ1)G′ = 0.

Звiдси випливає, що коли G — довiльна функцiя змiнної η, то λ = 0,
λ2 = kλ1. Тому максимальна алгебра iнварiантностi рiвняння (6)
буде тривимiрною тодi, коли A = B = 0 або A, B задаються фор-
мулами 2) iз (10). Таким чином, одержуємо всi випадки iз п’ятого
пункту другої частини твердження.

Припустимо тепер, що G = p (p �= 0) або G = pη−2 (p �= 0). Тодi
вимога того, щоб максимальна алгебра iнварiантностi рiвняння (6)
була тривимiрною, приводить нас до випадкiв, одержаних вище.

Нехай, нарештi, D = G(t), тодi справедлива рiвнiсть

(λt+ λ1)G′ + 2λG = 0.

Звiдси випливає, що коли G — довiльна функцiя, то λ = λ1 = 0
i максимальна алгебра iнварiантностi рiвняння (6) буде тривимiр-
ною тодi, коли функцiї A, B задаються формулою 2) iз (10). Таким
чином, одержуємо всi випадки iз четвертого пункту другої частини
твердження. Якщо ж G = p (p �= 0) aбо G = pt−2 (p �= 0), то вимо-
га того, щоб максимальна алгебра iнварiантностi рiвняння (6) була
тривимiрною, приводить нас до випадкiв, одержаних вище.

Iз доведеної леми, зокрема, випливає, що розширення реалiзацiї
A14

2.1 до реалiзацiй алгебри A3.1 приводить до вже вiдомих реалiзацiй
A5

3.1, A
6
3.1. Отже, A3.1-iнварiантнi рiвняння (1), (2) з точнiстю до ек-

вiвалентностi вичерпуються рiвняннями, значення функцiї F в яких
наведенi в таблицi 1.

Також, серед рiвнянь (6) є ще три рiвняння, максимальними алге-
брами iнварiантностi яких є тривимiрнi алгебри Лi iзоморфнi алгебрi
A3.2. Решта ж тривимiрних алгебр iнварiантностi рiвнянь вигляду
(6) є реалiзацiями нерозкладних розв’язних тривимiрних алгебр Лi.
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Далi ми проводимо класифiкацiю нелiнiйних диференцiальних
рiвнянь (1), (2), алгебрами iнварiантностi яких є реалiзацiї алгебри
A3.2. Оскiльки A3.2 = A2.2 ⊕A1, то для побудови реалiзацiй алгебри
A3.2 достатньо проаналiзувати розширення вiдомих реалiзацiй алге-
бриA2.2 ще одним оператором вигляду (3), який комутує з базисними
операторами реалiзацiй Ai2.2 (i = 1, . . . , 16). Розглянемо, наприклад,
реалiзацiю A1

2.2, для якої e1 = t∂t+x∂x, e2 = xu∂u. Поклавши e3 рiв-
ним операторовi (3) i перевiривши комутацiйнi спiввiдношення, якi
визначають алгебру A3.2, одержуємо реалiзацiю

〈t∂t + x∂x, xu∂u, u∂u〉,

яка є алгеброю iнварiантностi рiвняння

utt = uxx − u−1u2
x + x2uG(ξ), ξ = tx−1.

Це рiвняння належить до класу рiвнянь (6) (перший випадок iз тре-
тього пункту другої частини твердження леми при n = 0).

Провiвши аналогiчний аналiз решти п’ятнадцяти реалiзацiй ал-
гебри A2.2, ми отримали ще двадцять A3.2-iнварiантних рiвнянь ви-
гляду (1), (2). Повний перелiк значень функцiй F , якi визначають цi
рiвняння, наведено в таблицi 2, де використано такi позначення:

A1
3.2 = 〈k(t∂t + x∂x), |x|k

−1
u∂u, u∂u〉, k �= 0;

A2
3.2 = 〈∂t, ∂x, exu∂u〉;

A3
3.2 = 〈∂t + k∂x, e

k−1xu∂u, u∂u〉, k > 0;

A4
3.2 = 〈∂t + k∂x, e

k−1xu∂u, ∂t +mu∂u〉, k > 0, m �= 0;
A5

3.2 = 〈−t∂t − x∂x, ∂t + k∂x, u∂u〉, k ≥ 0;
A6

3.2 = 〈−t∂t − x∂x +mu∂u, ∂t + k∂x, |η|−m∂u〉,
η = x− kt, k = m = 0 або k > 0, m ∈ R;

A7
3.2 = 〈∂x, exu∂u, u∂u〉;

A8
3.2 = 〈∂x, exu∂u, ∂t +mu∂u〉, m > 0;

A9
3.2 = 〈−t∂t − x∂x, ∂x, u∂u〉;

A10
3.2 = 〈−t∂t − x∂x + ku∂u, ∂x, |t|−k∂u, 〉, k ∈ R;

A11
3.2 = 〈∂t + ku∂u, e

(1+k)t∂u, ∂x〉, k ∈ R;

A12
3.2 = 〈∂t + ku∂u, e

(1+k)t∂u, ∂x +m(∂t + (1 + k)u∂u)〉,
k ∈ R, m > 0;

A13
3.2 = 〈∂t + k(cos x)u∂u, e(1+k cos x)t∂u, e

kt cos x cos x∂u〉, k �= 0;
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A14
3.2 = 〈−t∂t − x∂x, ∂t + kx−1u∂u, u∂u〉, k > 0;

A15
3.2 = 〈−t∂t − x∂x, ∂t + kx−1u∂u, e

ktx−1
∂u〉, k > 0;

A16
3.2 = 〈k(t∂t + x∂x), |t|k

−1 |ξ| k−1
2k ∂u, |ξ|

k−1
2k ∂u〉,

k �= 0, 1, ξ = tx−1;

A17
3.2 = 〈∂x, ex+(m−k)t∂u, ∂t + k∂x +mu∂u〉, m, k ∈ R;

A18
3.2 = 〈∂t + k∂x, e

1
2k

−1(x+kt)∂u, e
1
2k

−1η∂u〉,
k > 0, η = x− kt;

A19
3.2 = 〈∂t + k∂x, e

t+mη∂u, ∂x +mu∂u〉,
k > 0, m �= 0, η = x− kt;

A20
3.2 = 〈∂t + k∂x, e

t+(k−β)−1η∂u, ∂t + β∂x〉,
k > 0, k �= 1, β ∈ R, β �= k, η = x− kt;

A21
3.2 = 〈∂t + k∂x, e

t+ 1−m
k−β η∂u, ∂t + β∂x +mu∂u〉;

k > 0, β ∈ R, k �= β, m ∈ R.

Таблиця 2. A3.2-iнварiантнi рiвняння (1), (2)

№ Функцiя F Реалiзацiя A3.2

1 −u−1u2
x − k−1(1− k)x−1ux + x−2uG(ξ), A1

3.2

ξ = tx−1

2 u ln2 |u| − u ln |u| − 2ux ln |u|+ uG(ω), A2
3.2

ω = u−1ux − ln |u|

3 −u−1u2
x − k−1ux + uG(η), η = x− kt A3

3.2

4 −u−1u2
x − k−1ux + uG(ω), A4

3.2

ω = k2u−1ux − k ln |u| −m(x− kt)

5 uη−2G(ω), η = x− kt, ω = ηuxu
−1 A5

3.2

6 m(k2 − 1)(m+ 1)η−2u+ |η|−2−mG(ω), A6
3.2

η = x− kt, ω = |η|m(mu+ ηux)

7 −u−1u2
x − ux + uG(t) A7

3.2

8 −u−1u2
x − ux + uG(ω), A8

3.2

ω = u−1ux − ln |u|+mt

9 ut−2G(ω), ω = tu−1ux A9
3.2
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Закiнчення таблицi 2.
№ Функцiя F Реалiзацiя A3.2

10 k(k + 1)t−2u+ |t|−2−kG(ω), ω |t|k+1ux A10
3.2

11 (1 + k)2u+ etkG(ω), ω = e−ktux A11
3.2

12 (1 + k)2u+ ekt+mxG(ω), A12
3.2

ω = e−kt−mxux

13 [k2t2 sin2 x+ kt cos x+ k2 cos2 x+ 2k cos x+
+1]u+ 2kt(sin x)ux + ekt cos xG(ω) A13

3.2

ω = e−kt cos x[ux + (tan x+ kt sin x)u]

14 2ktx−2ux − 2ktx−3u+ k2t2x−4u+ x−2uG(ω), A14
3.2

ω = xu−1ux + ktx−1

15 2ktx−2ux + (k2t2x−4 − 2ktx−3 + k2x−2)u+ A15
3.2

+x−2ektx
−1
G(ω), ω = e−ktx

−1
(xux + ktx−1u)

16
[

1−k
k ξ2 + 1−k2

4k2 (1− ξ2)
]
t−2u+ t−2G(ξ, ω), A16

3.2

ω = |ξ| k−1
2k

[
xux + k−1

2k u
]
, ξ = tx−1

17 [(m− k)2 − 1]u+ emtG(ω), ω = e−mt(ux − u) A17
3.2

18 1
4k

−2(k2 − 1)u+G(η, ω), η = x− kt, A18
3.2

ω = e
1
2k

−1η(ux − 1
2k

−1u)

19 [(km− 1)2 −m2]u+ emηG(ω), A19
3.2

η = x− kt, ω = e−mη(ux −mu)

20 [(k(k − β)−1 − 1)2 − (k − β)−2]u+G(ω), A20
3.2

ω = ux − (k − β)−1u

21
[

(k2−1)(1−m)2

(k−β)2 − 2k(1−m)
k−β + 1

]
u+

+e(β−k)
−1ηG(ω), η = x− kt, A21

3.2

ω = em(k−β)−1η
(
ux − 1−m

k−β u
)

Заключнi зауваження. Одним iз основних висновкiв, якi можна
зробити на основi проведених дослiджень, є те що задача повної гру-
пової класифiкацiї iнварiнтних рiвнянь (1) — дуже нетривiальна ма-
тематична проблема, розв’язання якої потребує нетрадицiйних ме-
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тодiв i пiдходiв. Саме цей факт пояснює ту дивну обставину, що для
такого класичного рiвняння, як нелiнiйне хвильове рiвняння (1), за-
дачу групової класифiкацiї до сих пiр не розв’язано в повному обсязi.

В рядi робiт (короткий огляд яких подано у вступi) одержано час-
тковий розв’язок задачi групової класифiкацiї рiвнянь вигляду (1). В
цих роботах або вивчаються груповi властивостi рiвнянь дослiджу-
ваного вигляду при спецiальному виборi функцiї F , або фiксується a
priori вигляд шуканих операторiв симетрiї. Очевидно, що обидва пiд-
ходи ведуть до втрати, як iнварiантних рiвнянь, так i нетривiальних
алгебр iнварiантностi, якi допускаються такими рiвняннями.

Запропонований в [17] метод групової класифiкацiї диференцiаль-
них рiвнянь малої розмiрностi дозволяє в багатьох випадках одер-
жати вичерпний опис iнварiнтних рiвнянь, якi належать до деяко-
го наперед заданого класу диференцiальних рiвнянь з частинними
похiдними. В данiй роботi повнiстю розв’язано задачу класифiкацiї
рiвнянь (1), (2), якi допускають двовимiрнi та тривимiрнi розкладнi
розв’язнi алгебри Лi. Оскiльки, не iснує рiвняннь дослiджуваного ви-
гляду, алгебри iнварiантностi яких були б напiвпростими або мiстили
напiвпростi алгебри, як пiдалгебри, то для повного розв’язання зада-
чi групової класифiкацiї рiвнянь (1), (2) необхiдно дослiдити випадки
тривимiрних нерозкладних розв’язних алгебр Лi та розширень три-
вимiрних розв’язних алгебр Лi до розв’язних алгебр Лi розмiрностi
n > 3.

Iншим важливим застосуванням нашого пiдходу є групова класи-
фiкацiя систем нелiнiйних диференцiальних рiвнянь гiперболiчного
типу з двома незалежними змiнними. Є серйознi пiдстави вважати,
що для таких рiвнянь також можливо одержати повний розв’язок
задачi групової класифiкацiї.
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Iнварiантнiсть рiвнянь
з частинними похiдними другого
порядку вiдносно прямої суми
розширених алгебр Евклiда
Г.О. ЛАГНО

Полтавський державний педагогiчний унiверситет
E-mail: laggo@poltava.bank. gov.ua

Отримано повний опис скалярних диференцiальних рiвнянь з частин-
ними похiдними, iнварiантних вiдносно прямої суми розширених ал-
гебр Евклiда операторiв симетрiї.

Complete classification of second-order scalar partial differential equations
invariant under direct sum of the extended Euclid algebras of symmetry
operators has been obtained.

В статтi розглядається задача опису скалярних диференцiальних
рiвнянь з частинними похiдними другого порядку

F (x0,x, u, uµ, uµν) = 0, (1)

алгебри iнварiантностi яких iзоморфнi прямiй сумi розширених ал-
гебр Евклiда. В (1) x = (x1, x2, x3), u = u(x0,x), uµ = ∂u

∂xµ
, uµν =

∂2u
∂xµ∂xν

, µ, ν = 0, 1, 2, 3. Пiд прямою сумою розширених алгебр Ев-
клiдa ми розумiємо алгебру ẽ(1) ⊕ ẽ(3) = 〈P0,D1〉 ⊕ 〈Pa, Jab,D2〉
(a, b = 1, 2, 3), базиснi оператори якої задовольняють такi комута-
цiйнi спiввiдношення:

[P0, Pa] = [P0, Jab] = [Pa, Pb] = [P0,D2] =
= [D1,D2] = [Pa,D1] = [Jab,D1] = [Jab,D2] = 0,
[Pa, Jbc] = δabPc − δacPb,
[Jab, Jcd] = δadJbc + δbcJad − δacJbd − δbdJac,
[P0,D1] = P0, [Pa,D2] = Pa,

(2)

де a, b, c = 1, 2, 3; δab — символ Кронекера.
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Iнтерес до розглядуваної задачi викликаний, зокрема, тим, що
алгебри iнварiантностi ряду вiдомих рiвнянь математичної фiзики
iзоморфнi алгебрi ẽ(1) ⊕ ẽ(3) або мiстять її як пiдалгебру (дивись,
наприклад, монографiю [1]).

Як вiдомо [2], загальний розв’язок цiєї задачi передбачає побу-
дову повної множини диференцiальних iнварiантiв другого порядку
для вiдомих реалiзацiй даної алгебри Лi в класi векторних полiв Лi.
Вiдзначимо, що аналогiчна задача розглядалася в статтях [3]–[5], де
було знайдено повну множину диференцiальних iнварiантiв друго-
го порядку для вiдомих реалiзацiй алгебр Пуанкаре p(1, n), Евклiда
e(n) та Галiлея g(1, n).

Тут ми, слiдуючи роботам [6]–[10], спочатку проводимо опис не-
еквiвалентних реалiзацiй алгебри ẽ(1)⊕ ẽ(3) в класi векторних полiв
Лi, а потiм для кожної iз них здiйснюємо побудову диференцiальних
iнварiантiв. Зауважимо, що цей пiдхiд дозволив отримати в [6]–[10]
новi, ранiше невiдомi, реалiзацiї алгебр Пуанкаре та Галiлея й вiдпо-
вiднi їм iнварiантнi рiвняння.

1. Реалiзацiї алгебри ẽ(1) ⊕ ẽ(3). Нехай V = R
4 ⊕ R

1 — простiр
чотирьох незалежних R

4 = 〈x0,x〉 та однiєї залежної R
1 = 〈u〉 змiн-

них. Пiд реалiзацiями алгебри ẽ(1)⊕ ẽ(3) в класi векторних полiв Лi,
ми розумiємо реалiзацiї цiєї алгебри в класi лiнiйних диференцiаль-
них операторiв

Q = τ(x0,x, u)∂x0 + ξa(x0,x, u)∂xa
+ η(x0,x, u)∂u, (3)

де τ , ξa, η — гладкi в деякiй областi простору V функцiї; a = 1, 2, 3;
тут i надалi, за iндексами, що повторюються, якщо не оговорено
iншого, передбачено пiдсумовування в межах їх змiни.

Нехай

x0 = h(x0,x, u), xa = ga(x0,x, u), u = f(x0,x, u) (a = 1, 2, 3)(4)

— деяка невироджена замiна змiнних в просторi V . Двi реалiзацiї
алгебри ẽ(1) ⊕ ẽ(3) в класi операторiв (3) будемо називати еквiва-
лентними, якщо iснує замiна змiнних (4), яка зводить одну iз цих
реалiзацiй до iншої. Очевидно, що це вiдношення еквiвалентностi
розбиває всю множину реалiзацiй алгебри ẽ(1) ⊕ ẽ(3) на нееквiва-
лентнi класи, i для повного опису реалiзацiй достатньо вказати по
одному представнику iз кожного класу.
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Тут ми обмежуємося розглядом тих реалiзацiй алгебри ẽ(1)⊕ẽ(3),
в яких гeнератори трансляцiй мають вигляд

Pµ = ∂xµ
, µ = 0, 1, 2, 3. (5)

Саме такi реалiзацiї вiдiгрaють провiдну роль в рiзних задачах ма-
тематичної фiзики.

Теорема 1. Нееквiвалентнi реалiзацiї алгебри ẽ(1)⊕ẽ(3) в класi опе-
раторiв (3), де генератори трансляцiй мають вигляд (5), вичерпу-
ються п’ятьмa реалiзацiями, в яких генератори поворотiв мають
вигляд

Jab = xa∂xb
− xb∂xa

, a, b = 1, 2, 3, (6)

a генератори D1, D2 збiгаються iз однiєю з таких пар операторiв:

D1 = x0∂x0 , D2 = xa∂xa
; (7)

D1 = x0∂x0 , D2 = xa∂xa
+ 2u∂u; (8)

D1 = x0∂x0 − u∂u, D2 = xa∂xa
+ ku∂u, k �= 0; (9)

D1 = x0∂x0 − u∂u, D2 = xa∂xa
; (10)

D1 = x0∂x0 + u∂u, D2 = u∂x0 + xa∂xa
. (11)

Доведення. Згiдно iз зробленими припущеннями, оператори транс-
ляцiй Pµ (µ = 0, 1, 2, 3) мають вигляд (5). Тому, провiвши розшире-
ння комутативного iдеалу T = 〈P1, P2, P3〉 генераторами поворотiв
〈Jab|a, b = 1, 2, 3〉 вигляду (3), ми, згiдно з результатами роботи [10],
отримуємо, що з точнiстю до еквiвалентностi iснує єдина реалiзацiя
алгебри T+⊃ 〈Jab〉 з базисними операторами (5), (6).

Проведемо розширення реалiзацiї алгебри T+⊃ 〈Jab〉 oператорами
D1, D2 вигляду (3) до реалiзацiї алгебри ẽ(1)⊕ ẽ(3). З комутацiйних
спiввiдношень (2) випливає, що D1 i D2 можемо взяти у виглядi

D1 =
(
x0 + τ1(u)

)
∂x0 + η1(u)∂u, (12)

D2 = τ2(u)∂x0 + xa∂xa
+ η2(u)∂u, (13)
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де функцiї τ1, τ2, η1, η2 — гладкi функцiї змiнної u, якi задовольня-
ють таку систему звичайних диференцiальних рiвнянь:

η1 dτ
2

d u
− η2 dτ

1

d u
= τ2, η1 dη

2

d u
− η2 dη

1

d u
= 0. (14)

Найбiльш загальну замiну змiнних (4), яка залишає незмiнним
вигляд операторiв P0, Pa та Jab (6), де a, b = 1, 2, 3, складають пере-
творення

x0 = x0 + h(u), xa = xa, u = f(u). (15)

Нехай в (12) η1 = 0. Тодi, якщо в (13) η2 = 0, то iз (14) випливає,
що τ2 = 0. Отже, поклавши в (15) h(u) = τ1, бачимо, що у цьому
випадку оператори (12), (13) еквiвалентнi операторам (7). Якщо ж в
(13) η2 �= 0, то замiна змiнних (15), де h(u) = τ1, f = C exp

[
2
∫ du
η2

]
,

C = const �= 0, зводить оператори (12), (13) до операторiв

D1 = x0∂x0 , D2 = τ̃2(u)∂x0 + xa∂xa
+ 2u∂u,

для яких система (14) зводиться до рiвностi τ̃2 = 0. Отже, у цьому
випадку оператори D1, D2 еквiвалентнi операторам (8).

Аналогiчний розгляд при η1 �= 0 привiв до реалiзацiй (9)–(11).
Нарештi, безпосередня перевiрка показала, що отриманi реалiза-

цiї нееквiвалентнi.

2. Диференцiальнi iнварiанти. Перелiк нееквiвалентних реалiза-
цiй алгебри ẽ(1)⊕ ẽ(3) теореми 1 дозволяє перейти до опису рiвнянь
(1), aлгебри iнварiантностi яких iзоморфнi прямiй сумi розширених
алгебр Евклiдa. Для цього нам потрiбно для кожної iз реалiзацiй
здiйснити побудову диференцiальних iнварiантiв другого порядку.

Нехай L = 〈Xm|m = 1, 2, . . . , 9〉— одна iз реалiзацiй алгебри ẽ(1)⊕
ẽ(3) з теореми 1. Функцiя

Φ = Φ(x0,x, u, uµ, uµν), µ, ν = 0, 1, 2, 3,

називається диференцiальним iнварiантом другого порядку алгеб-
ри L, якщо вона є iнварiантом другого продовження цiєї алгебри [2].

Згiдно з означенням, процедура побудови диференцiальних iнва-
рiантiв зводиться до побудови фундаментальної множини розв’язкiв
системи лiнiйних диференцiальних рiвнянь з частинними похiдними
першого порядку

X
2
mΦ(x0,x, u, uµ, uµν) = 0, m = 1, 2, . . . , 9; µ, ν = 0, 1, 2, 3. (16)
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Система (16) — це система дев’яти рiвнянь, а функцiя Φ — деяка
гладка функцiя 19 aргументiв. Безпосередньою перевiркою неважко
переконатися, що ранг кожної двiчi продовженої алгебри L дорiв-
нює дев’яти. Тому базис диференцiальних iнварiантiв для кожної iз
реалiзацiй алгебри ẽ(1)⊕ ẽ(3) складатимуть десять функцiй

Λi = Λi(x0,x, u, uµ, uµν), i = 1, . . . , 10,

а найбiльш загальне рiвняння (1), алгебра iнварiантностi якого iзо-
морфна прямiй сумi розширених алгебр Евклiда, матиме вигляд

F (Λ1,Λ2, . . . ,Λ10) = 0.

Оскiльки усi отриманi реалiзацiї алгебри ẽ(1) ⊕ ẽ(3) мiстять як
пiдалгебру алгебру e(1) ⊕ e(3) = 〈P0〉 ⊕ 〈Pa, Jab|a, b = 1, 2, 3〉 з ба-
зисними операторами (5), (6), спочатку побудуємо диференцiальних
iнварiантiв цiєї алгебри.

Лема 1. Функцiї

u, u0, u00,

S1 = uaua, S2 = uaa, S3 = uauabub,

S4 = uabuab, S5 = uauabubcuc, S6 = uabubcuca,

S7 = uau0a, S8 = u0au0a, S9 = u0au0buab

(17)

складають фундаментальну систему диференцiальних iнварiантiв
другого порядку алгебри e(1) ⊕ e(3). В (17) i далi µ, ν = 0, 1, 2, 3;
a, b, c = 1, 2, 3.

Доведення. Оскiльки Pµ
2

= Pµ = ∂xµ
(µ = 0, 1, 2, 3), то iз (16)

випливає, що диференцiальнi iнварiанти не залежать вiд змiнних xµ.
Для генераторiв поворотiв Jab рiвняння (16) набувають вигляду

Jab
2

Φ(u, uµ, uν) = [Jab + ua∂ub
− ub∂ua

+

+ 2uab(∂ubb
− ∂uaa

) + (uaa − ubb)∂uab
+ uac∂ubc

−
− ubc∂uac

+ u0a∂u0b
− u0b∂u0a

]Φ(u, uµ, uµν) = 0.

(18)

Зауважимо, що в (18) за iндексами, якi повторюються, пiдсумовува-
ння немає.

Неважко переконатися, що базис фундаментальних розв’язкiв си-
стеми (18) складають дванадцять функцiй. Безпосередньою пiдста-
новкою переконуємося, що функцiї (17) задовольняють рiвняння (18).
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Тому для доведення леми залишається показати, що вони складають
базис фундаментальної системи розв’язкiв системи (18).

Розiб’ємо множину функцiй (17) на три групи. До першої вiдне-
семо функцiї u, u0, u00, до другої — функцiї Si (i = 1, 2, . . . , 6), а
до третьої —функцiї S7, S8, S9. Очевидною є незалежнiсть функцiй,
якi належать до рiзних груп. Також, неважко показати, що незале-
жними є функцiї, вiднесенi до першої групи. Функцiї, якi вiднесенi до
другої групи, разом iз функцiєю u, як показано в [8], cкладають базис
диференцiальних iнварiантiв другого порядку алгебри e(3). Нарештi,
розглядаючи функцiї S7, S8, S9 як функцiї змiнних u0a (a = 1, 2, 3),
бачимо, що

D(S7, S8, S9)
D(u01, u02, u03)

=

∣∣∣∣∣∣
u1 u2 u3

2u01 2u02 2u03

2u0au1a 2u0au2a 2u0au3a

∣∣∣∣∣∣ �≡ 0.

Доведена лема дозволяє здiйснити побудову базису диференцiаль-
них iнварiантiв другого порядку алгебри ẽ(1)⊕ ẽ(3) в класi функцiй

Φ = Φ(u, u0, u00, S1, . . . , S9).

Оскiльки процедура побудови досить громiздка, то ми тут не на-
водимо промiжних обчислень, а вiдразу подаємо кiнцевий результат
у виглядi наступного твердження.

Теорема 2. Наведенi нижче функцiї Λj (j = 1, 2, . . . , 10) складають
базиси диференцiальних iнварiантiв другого порядку для кожної iз
отриманих реалiзацiй алгебри ẽ(1)⊕ ẽ(3) у вiдповiдностi iз їх пере-
лiком у теоремi 1:

1) Λ1 = u00u
−2
0 , Λ2 = S2S

−1
1 , Λ3 = S3S

−2
1 ,

Λ4 = S4S
−2
1 , Λ5 = S5S

−3
1 , Λ6 = S6S

−3
1 ,

Λ7 = S7u
−1
0 S−1

1 , Λ8 = S8u
−2
0 S−1

1 ,

Λ9 = S9u
−2
0 S−2

1 , Λ10 = u;
2) Λ1 = S1u

−1, Λ2 = S2, Λ3 = S3u
−1, Λ4 = S4,

Λ5 = S5u
−1, Λ6 = S6, Λ7 = S7u

−1
0 ,

Λ8 = S8uu
−2
0 , Λ9 = S9uu

−2
0 , Λ10 = u00uu

−2
0 ;

3) Λ1 = u4−2ku−2
0 Sk1 , Λ2 = u2u−2

0 Sk2 ,

Λ3 = u8−3ku−4
0 Sk3 , Λ4 = u8−2ku−4

0 Sk4 ,

Λ5 = u12−4ku−6
0 Sk5 , Λ6 = u12−3ku−6

0 Sk6 ,
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Λ7 = u−k+4u−k−2
0 Sk7 , Λ8 = u4u−2k−2

0 Sk8 ,

Λ9 = u−k+8u−2k−2
0 Sk9 , Λ10 = uu−2

0 u00;
4) Λ1 = u−3u00, Λ2 = uS2S

−1
1 , Λ3 = uS3S

−2
1 ,

Λ4 = u2S4S
−2
1 , Λ5 = u2S5S

−3
1 , Λ6 = u3S6S

−3
1 ,

Λ7 = u−1S7S
−1
1 , Λ8 = u−2S8S

−1
1 , Λ9 = u−1S9S

−2
1 ,

Λ10 = u−2u0;

5) Λ1 = u−6
0 u2

00 exp(2u−1
0 )S1,

Λ2 = u−6
0 u00 exp(2u−1

0 )[u00S1 + u2
0S2 − 2u0S7],

Λ3 = u−14
0 u3

00 exp(4u−1
0 )[u00S

2
1 − 2u0S1S7 + u2

0S3],

Λ4 = u−12
0 u2

00 exp(4u−1
0 )[2u2

0(S1S8 + S2
7) + u2

00S
2
1+

+u4
0S4 − 4u0u00S1S7 − 4u3

0S
−1
1 S3S7 + 2u2

0u00S3],
Λ5 = u−12

0 u4
00 exp(6u−1

0 )[u−4
0 S5 − 4u−5S3S7+

+u−6
0 (3S1S

2
7 + S2

1S8 + 2u00S1S3)−
−4u−7

0 u00S
2
1S7 + u−8

0 u2
00S

3
1 ],

Λ6 = u−18
0 u3

00 exp(6u−1
0 )[u6

0S6 − 2u5
0(S

2
3S7S

−2
1 + 2S5S7S

−1
1 )+

+3u4
0(S1S9 + S3S8 + 2S2

7S3S
−1
1 + u00S5)−

−2u3
0(3S1S7S8 + S3

7 + 6u00S3S7)+
+3u2

0u00(S2
1S8 + 3S1S

2
7 + u00S1S3)− 6u0u

2
00S

2
1S7 + u3

00S
3
1 ],

Λ7 = u−7
0 u00 exp(2u−1

0 )(u00S1 − u0S7),
Λ8 = u−6

0 exp(2u−1
0 )(u2

00S1 − 2u0u00S7 + u2
0S8),

Λ9 = u−12
0 u00 exp(4u−1

0 )[u4
0S9 − 2u3

0(S7S8 + u00S3S7S
−1
1 )+

+u2
0(3u00S

2
7 + 2u00S1S8 + u2

00S3)− 4u0u
2
00S1S7 + u3

00S
2
1 ],

Λ10 = uu−3
0 u00.
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Групповая классификация
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Розв’язано задачу группової класифiкацiї для керованих систем дру-
гого порядку iз скалярною функцiєю керування.

A group classification problem for single-input control systems of second
order is solved.

1. Вводные замечания. Постановка задачи. Как известно, мно-
гие свойства управляемых систем — управляемость, наблюдаемость,
декомпозируемость, приводимость к наперед заданному виду — но-
сят инвариантный характер, а, следовательно, имеют теоретико-груп-
повую природу и могут быть выявлены с использованием алгоритма
Ли.

К настоящему времени выполнено значительное количество ис-
следований по анализу конкретных управляемых систем. В то же
время исследований, выполненных в самой общей постановке, до-
статочно мало. Под “общностью” будем понимать произвол в специ-
фикации правых частей дифференциальных уравнений управляемой
системы. Объект наших исследований — система вида

ẋ1 = f1
(
t, x1, x2, u1, . . . , ur

)
,

ẋ2 = f2
(
t, x1, x2, u1, . . . , ur

)
,

(1)

где (x1, x2) — фазовые координаты,
(
u1, . . . , ur

)
— управления, t —

время, а
(
f1(·), f2(·)

)
— произвольные аналитические функции ука-

занных аргументов. Сделаем несколько замечаний относительно си-
стемы (1):
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1) систему (1) и систему, полученную из нее невырожденной заме-
ной фазовых координат x̂ = ϕ(t, x), времени t̂ = τ(t, x) а также
управлений û = λ(t, x, u) будем считать (локально) эквивален-
тными;

2) в силу введенного понятия эквивалентности, рассмотрение си-
стем с числом управляющих воздействий больше трех (r ≥ 3)
сводится к системам с двумя управляющими воздействиями
(остальные управления оказываются “несущественными”, а си-
стемы — “несущественно различными”; детали см. в [2]);

3) при r = 2 система (1) локально эквивалентна простейшей си-
стеме

dx1

dt
= û1,

dx2

dt
= û2,

где û1 = f1
(
t, x1, x2, u1, u2

)
, û2 = f2

(
t, x1, x2, u1, u2

)
; так что

рассмотрение систем второго порядка с двумя управляющими
воздействиями (так же, как и систем n-го порядка с n управ-
лениями) не представляет интереса;

4) при r = 1 в качестве новой управляющей функции в системе
(1) можно, например, выбрать

û = f2
(
t, x1, x2, u

)
.

Таким образом, без потери общности, задача групповой классифика-
ции для системы второго порядка со скалярным управлением может
быть сформулирована (в соответствии с [1]) так: для класса диффе-
ренциальных уравнений

ẋ1 = F
(
t, x1, x2, u

)
,

ẋ2 = u
(2)

найти ядро основных групп GE0 и указать все специализации прои-
звольного элемента F (·), дающие расширение группы GE0.

2. Управляемость.Как будет видно из дальнейшего, важным свой-
ством, приводящим к сужению допускаемой группы, является управ-
ляемость системы (2), поэтому остановимся на этом свойстве подро-
бнее.

Под управляемостью системы (2) будем понимать отсутствие у нее
инвариантных поверхностей вида ω

(
t, x1, x2

)
= C.
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Для получения спецификаций функции F
(
t, x1, x2, u

)
, соответст-

вующих условию неуправляемости, заметим, что наличие инвариан-
тов ω

(
t, x1, x2

)
= C можно рассматривать как существование нетри-

виальных решений системы уравнений в частных производных

∂ω

∂t
+ F
(
t, x1, x2, u

) ∂ω
∂x1

+ u
∂ω

∂x2
= 0,

∂ω

∂u
= 0, (3)

где первое уравнение означает, что ω должна быть первым интегра-
лом системы (2), а второе условие означает, что этот первый инте-
грал не должен зависеть от управления u. Если ввести обозначения

X0 =
∂

∂t
+ F
(
t, x1, x2, u

) ∂

∂x1
+ u

∂

∂x2
, U =

∂

∂u
, (4)

систему (3) можно переписать в виде

X0ω = 0, Uω = 0. (5)

Для решения вопроса о количестве функционально-независимых ре-
шений системы (5), ее надо подвергнуть процедуре пополнения —
подсчитать коммутаторы операторов (4) и исследовать их на линей-
ную связанность. Последовательно будем иметь

X1 = [U,X0] = Fu
∂

∂x1
+

∂

∂x2
,

X2 = [U,X1] = Fuu
∂

∂x1
,

X3 = [X0,X1] = (Fut + FFux1 + uFux2 − FuFx1 − Fx2)
∂

∂x1
,

(6)

где [·, ·] — коммутатор операторов, Fu = ∂F/∂u, . . .. Наличие пер-
вых интегралов означает одновременное выполнение условий линей-
ной связанности систем операторов {U,X0,X1,X2} и {U,X0,X1,X3}.
В первом случае это приводит к обращению в нуль определителя ма-
трицы коэффициентов∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 0 0
0 1 F u
0 0 Fu 1
0 0 Fuu 0

∣∣∣∣∣∣∣∣ = Fuu = 0, (7)
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а во втором — к выполнению условия∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0 0 0
0 1 F u
0 0 Fu 1
0 0 Fut + FFux1 + uFux2 − FuFx1 − Fx2 0

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0. (8)

Из условий (7), (8) следует, что система (2) становится неуправляе-
мой только при тех значениях F , которые удовлетворяют системе

Fuu = 0,
Fut + FFux1 + uFux2 − FuFx1 − Fx2 = 0.

(9)

Из первого уравнения (9) следует, что функция F линейна по u, т.е.

F = α
(
t, x1, x2

)
u+ β

(
t, x1, x2

)
, (10)

где α
(
t, x1, x2

)
, β
(
t, x1, x2

)
— произвольные функции. Подставляя

(10) во второе уравнение системы (9), получим

αβx1 − βαx1 − αt + βx2 = 0. (11)

Таким образом, доказана следующая теорема

Теорема 1. Система (2) неуправляема тогда и только тогда, когда
F = α

(
t, x1, x2

)
u+ β

(
t, x1, x2

)
, а для коэффициентов α, β выполня-

ется условие (11).

Доказать теорему 1 можно также с использованием техники диф-
ференциальных форм. Действительно, исключая из системы (2) уп-
равление u в соответствии с условием (10), получим уравнение Пфа-
ффа

Ω = dx1 − α
(
t, x1, x2

)
dx2 − β

(
t, x1, x2

)
dt = 0.

Условие интегрируемости дифференциальной формы вида

dΩ ∧ Ω = 0

приводит в точности к соотношению (11).

Пример 1. Линейная система с постоянными коэффициентами

ẋ1 = a1x
1 + a2x

2 + bu,

ẋ2 = u
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становится неуправляемой (в соответствии с (11)) при выполнении
соотношения ba1 + a2 = 0. Действительно, после исключения u, по-
лучается уравнение Пфаффа

dx1 − bdx2 + a1

(
bx2 − x1

)
dt = 0,

решение которого можно получить в виде(
bx2 − x1

)
e−a1t = C.

3. Групповая классификация. Сразу же заметим, что так как
функция F зависит от всех переменных, ядро основных групп пусто.
Поэтому мы начинаем анализ с построения определяющих уравне-
ний. Коэффициенты τ

(
t, x1, x2, u

)
, ξi
(
t, x1, x2, u

)
, ϕ
(
t, x1, x2, u

)
ин-

финитезимального оператора симметрий

X = τ
∂

∂t
+ ξ1

∂

∂x1
+ ξ2

∂

∂x2
+ ϕ

∂

∂u
(12)

определяются условий [2]

Xf i −X0ξ
i + f iX0τ = 0,

Uξi + f iUτ = 0,
(13)

где f1 = F , f2 = u в соответствии с системой (2). Подстановка ξi =
f iτ + ξ̂i упрощает уравнения (13) до вида

X̂f i −X0ξ̂
i = 0,

U ξ̂i + U(f i)τ = 0,
(14)

где

X̂ = ξ̂1
∂

∂x1
+ ξ̂2

∂

∂x2
+ ϕ

∂

∂u
. (15)

После подстановки в (14) значения f2 = u немедленно получаем

ϕ = X0ξ̂
2, τ = −Uξ̂2. (16)

Подставляя теперь в (14) найденные значения (τ, ϕ) и f1 = F , полу-
чим систему

ξ̂1Fx1 + ξ̂2Fx2 + FuX0ξ̂
2 −X0ξ̂

1 = 0,

U ξ̂1 − FuUξ̂2 = 0.
(17)
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Классификацию начинаем со второго уравнения системы (17). В за-
висимости от значения Fuu возможны следующие варианты:
A. Fuu = 0, т.е. F = α

(
t, x1, x2

)
u + β

(
t, x1, x2

)
. В этом случае

между ξ̂1 и ξ̂2 существует соотношение

ξ̂1 = αξ̂2 + γ, (18)

где γ = γ(t, x1, x2) — произвольная функция. После подстановки (18)
в (17) получим

ξ̂2(αβx1 − βαx1 − αt + βx2) = X0γ − γFx1 .

Здесь появляются две возможности:
A1. Если αβx1 − βαx1 − αt + βx2 �= 0 (система управляема), то

ξ̂2 =
X0γ − γFx1

αβx1 − βαx1 − αt + βx2
.

Выполняя обратные подстановки, получим следующие выражения
для коэффициентов оператора симметрий:

τ = − αγx1 + γx2 − γαx1

αβx1 − βαx1 − αt + βx2
,

ξ1 =
αγt + γβx2 − γαt − βγx2

αβx1 − βαx1 − αt + βx2
,

ξ2 =
γt + βγx1 − γβx1

αβx1 − βαx1 − αt + βx2
,

ϕ = X0

(
X0γ − γ(αx1u+ βx1)
αβx1 − βαx1 − αt + βx2

)
.

(19)

Таким образом, в случае A1 система допускает бесконечномерную
алгебру симметрий с коэффициентами (19), которые зависят от прои-
звольной функции трех переменных γ

(
t, x1, x2

)
. Примечательно, что

коэффициенты
(
τ, ξ1, ξ2

)
не зависят от управления u.

A2. Если αβx1 − βαx1 − αt + βx2 = 0 (система неуправляема), то

ξ̂2 = ψ
(
t, x1, x2, u

)
,

где ψ — произвольная функция указанных аргументов, а для опре-
деления функции γ получаем уравнение

X0γ − γFx1 = 0,
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т.е.

γt + βγx1 + u(αγx1 + γx2) = γβx1 + uγαx1 .

Расщепим полученное уравнение по u:

γt + βγx1 = γβx1 ,

αγx1 + γx2 = γαx1 .
(20)

Вопрос о совместности системы (20) решается путем исследования
на полноту набора операторов

Y1 = ∂t + β∂x1 + γβx1∂γ ,

Y2 = α∂x1 + ∂x2 + γαx1∂γ .
(21)

Найдем их коммутатор:

[Y2, Y1] = (αβx1 − βαx1 − αt + βx2)∂x1+

+ (αβx1 − βαx1 − αt + βx2)x1∂γ .
(22)

В силу нашего предположения о неуправляемости и выполнении ус-
ловия (11), коэффициенты при ∂x1 и ∂γ обращаются в нуль, т.е.
[Y2, Y1] = 0. Это означает, что для любых α, β, удовлетворяющих
условию (11), набор (21) всегда полон и система (20) имеет решение
вида

Γ
(
ω1, ω2

)
= 0,

где ω1
(
t, x1, x2

)
, ω2
(
t, x1, x2, γ

)
— два функционально независимых

инварианта операторов Y2, Y1. Таким образом, для случая A2 коэф-
фициенты принимают вид

τ = −ψu, ξ1 = αψ − (αu+ β)ψu + γ,

ξ2 = ψ − uψu, ϕ = X0(ψu).
(23)

B. Fuu �= 0. Заметим, что в этом случае функция F нелинейна
по u и, следовательно, система всегда управляема. Решение второго
уравнения системы (17), выполненное в соответствии с работой [3],
принимает вид

ξ̂1 = σ − Fu
Fuu

σu, ξ̂2 = − 1
Fuu

σu. (24)
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где σ = σ
(
t, x1, x2, u

)
— произвольная функция. Подставляя най-

денные значения ξ̂1, ξ̂2) в первое уравнение ситемы (17), получим
уравнение на σ

Fuu
∂σ

∂t
+ FuuF

∂σ

∂x1
+ uFuu

∂σ

∂x2
− Fx1Fuuσ+

+(FuFx1 + Fx2 − Ftu − FFux1 − uFx2)
∂σ

∂u
= 0.

(25)

Уравнение (25) — квазилинейное уравнение в частных производных
относительно функции σ, которое может быть решено, например,
методом характеристик. И хотя при некоторых спецификациях фун-
кции F это уравнение может заметно упрощаться (например, при
Fx1 = 0 оно становится линейным; а при F = F (u) превращается
в уравнение X0σ = 0), тем не менее с точки зрения “широты реше-
ния” (в смысле Э. Картана), функция σ будет определяться тремя
функционально независимыми инвариантами уравнения (25). Коэф-
фициенты оператора симметрий для случая B принимают вид:

τ = U

(
1
Fuu

σu

)
, ξ1 = FU

(
1
Fuu

σu

)
+ σ − Fu

Fuu
σu,

ξ2 = uU

(
1
Fuu

σu

)
− 1
Fuu

σu, ϕ = −X0

(
1
Fuu

σu

)
.

(26)

Пример 2. Линейная нестационарная система

ẋ1 = tu+ x2,

ẋ2 = u
(27)

неуправляема, т.к. удовлетворяется условие (11) и система допускает
первый интеграл

x1 − tx2 = C.

Заметим, что замена переменных y = x1− tx2 приводит систему (27)
к “каноническому” виду

ẏ = 0,
ẋ2 = u.

Система (20) в данном случае принимает вид

γt + x2γx1 = 0,
tγx1 + γx2 = 0.

(28)
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и имеет своим решением γ = γ
(
x1 − tx2

)
. Поэтому алгебра инвари-

антности системы (27) образована прямой суммой операторов X1 ⊕
X2, где

X1 = γ(x1 − tx2)∂x1 ,

X2 = −ψu∂t + (tψ −
(
tu+ x2

)
ψu)∂x1 + (ψ − uψu)∂x2+

+
(
ψtu +

(
tu+ x2

)
ψux1 + uψux2

)
∂u.

Пример 3. Линейная управляемая система в канонической форме
Бруновского

ẋ1 = x2,

ẋ2 = u,

в соответствии с (19) допускает оператор симметрии вида

X = −γx2∂t +
(
γ − x2γx2

)
∂x1 +

(
γt + x2γx1

)
∂x2 +X2

0 (γ)∂u,

где X0 = ∂t + x2∂x1 + u∂x2 , γ = γ
(
t, x1, x2

)
.

Пример 4. Нелинейная управляемая система вида

ẋ1 = u2,

ẋ2 = u,

в соответствии с (26) допускает оператор симметрии вида

X = σuu∂t +
(
u2σuu − 2uσu + σ

)
∂x1 + (uσuu − σu)∂x2−

−
(
σtu + u2σx1u + uσx2u

)
∂u,

где, в соответствии с (25), σ = σ
(
u, x1 − tu2, x2 − tu

)
.

4. Заключение. Результаты приведенной групповой классифика-
ции (см. табл. 1) свидетельствуют о том, что для систем второго
порядка имеется 2 принципиальных возможности: в случае управ-
ляемой системы максимальная точечная алгебра симметрий беско-
нечномерна и определяется одной произвольной функцией трех пе-
ременных: в случае линейной системы эта функция зависит только
от времени и фазовых координат, а для нелинейных систем — и от
управлений. Расширение допускаемой группы наступает у неуправ-
ляемых систем, алгебра инвариантности которых представляет со-
бой прямую сумму двух бесконечномерных алгебр, определяемых,
соответственно, одной функцией четырех переменных и одной фун-
кцией одной переменной.
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Таблица 1

Вариант Спецификация Кол-во ф-ций Вид функций

A1 F = αu+ β,K �= 0 1 γ
(
t, x1, x2

)
A2 F = αu+ β,K = 0 2 ψ

(
t, x1, x2, u

)
, γ
(
ω1
)

B Fuu �= 0 1 σ
(
ω1, ω2, ω3

)
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Реалiзацiї групи Пуанкаре в класi
комплексних векторних полiв Лi
М.В. ЛУТФУЛЛIН

Полтавський державний педагогiчний унiверситет

Проведено класифiкацiю реалiзацiй алгебр Лi групи поворотiв O(3) та
групи Пуанкаре P (1, 3) в класi диференцiальних операторiв першого
порядку в просторi трьох незалежних та n залежних змiнних.

We classify realizations of Lie algebras of the rotation group O(3) and of the
Poincaré group P (1, 3) within the class of first-order differential operators
in the space of three independent and n dependent variables.

Опис лiнiйних та нелiнiйних диференцiальних рiвнянь в частинних
похiдних, iнварiантних вiдносно деякої локальної групи перетворень
Лi G, є однiєю з центральних проблем групового аналiзу диферен-
цiальних рiвнянь. Iнфiнiтезимальний метод Лi дає можливiсть за
вiдомими реалiзацiями групи перетворень G будувати всi диферен-
цiальнi рiвняння, що допускають групу G [1, 2]. Тому для побудови
всiх iнварiантних диференцiальних рiвнянь з частинними похiдними
актуальною є задача класифiкацiї всiх нееквiвалентних реалiзацiй
групи Лi G.

Однiєю з важливих груп Лi, якi знаходять застосування в рiзних
задачах математичної та теоретичної фiзики, є група Пуанкаре (див.,
наприклад, [3]). Побудовi реалiзацiй цiєї групи та диференцiальних
рiвнянь, якi допускають групу Пуанкаре, присвячено багато робiт
[4–10].

У данiй роботi ми зупиняємось на дослiдженнi спецiального пiд-
класу реалiзацiй, якi називаються коварiантними (див., наприклад,
[11, 12]).

Ми вивчаємо реалiзацiї групи Пуанкаре P (1, 3) перетворень, яка
дiє у просторi V = X ⊗ U , де X = C

1,3 є простiр комплексних змiн-
них xµ (µ = 0, 1, 2, 3) з метричним тензором

gαβ = diag{1,−1,−1,−1}

та U = C
n — n-вимiрний простiр змiнних uα (α = 1, 2, . . . , n).
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Зауважимо, що при побудовi реалiзацiй групи Пуанкаре ми не
розрiзняємо x та u як незалежнi та залежнi змiннi, проте, якщо роз-
глядати групу Пуанкаре як групу iнварiантностi диференцiальних
рiвнянь, то змiннi uα слiд розглядати як функцiї uα = uα(x).

Вiдомо, що дослiдження реалiзацiй локальної групи перетворень
Лi G зводиться до вивчення реалiзацiй її алгебри Лi AG, базисни-
ми елементами якої в даному випадку є диференцiальнi оператори
першого порядку (векторнi поля Лi) вигляду

Q = ξa(x, u)∂xa
+ ηj(x, u)∂uj

. (1)

Тут ξa та ηj деякi гладкi комплекснi функцiї в просторi X ⊗ U .
Ми використовуємо позначення

∂xa
=

∂

∂xa
, ∂uj

=
∂

∂uj

i проводимо сумування за iндексами, що повторюються (a = 1, 2, 3,
j = 1, 2, . . . , n). Алгебру Лi групи Пуанкаре P (1, 3) будемо називати
алгеброю Пуанкаре i позначати p(1, 3).

Означення. Лiнiйно незалежнi диференцiальнi оператори Pµ, Jαβ
(α, β, µ = 0, 1, 2, 3) вигляду (1) складають реалiзацiю алгебри Пуан-
каре p(1, 3) якщо вони задовольняють комутацiйнi спiввiдношення

[Pα, Pβ ] = 0, [Pµ, Jαβ ] = i(gµαPβ − gµβPα), (2)

[Jαβ , Jµν ] = i(gανJβµ + gβµJαν − gαµJβν − gβνJαµ). (3)

Отже, задача опису реалiзацiй групи P (1, 3) зводиться до побу-
дови операторiв Pµ, Jαβ вигляду (1), якi є лiнiйно незалежними i за-
довольняють спiввiдношення (2)–(3).

Вiдомо [1, 2], що комутацiйнi спiввiдношення не змiнюються в
результатi виконання довiльної невиродженої замiни змiнних x, u

x̃α = fα(x, u), ũβ = gβ(x, u), α = 0, 1, 2, 3, β =1, 2, . . . , n, (4)

де fα, gβ — аналiтичнi функцiї визначенi у просторi X ⊗ U . Обо-
ротнi перетворення утворюють групу (групу дифеоморфiзмiв) i ви-
значають бiнарне вiдношення еквiвалентностi на множинi реалiза-
цiй в класi векторних полiв Лi алгебри p(1, 3). Двi реалiзацiї алгебри
Пуанкаре називаються еквiвалентними, якщо iснують такi оборотнi
перетворення (4), якi трансформують данi реалiзацiї одну в iншу.
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Отже, для повного опису реалiзацiй алгебри p(1, 3) в класi опера-
торiв (1), досить знайти по одному представниковi нееквiвалентних
класiв.

Неважко переконатися, що p(1, 3) = so(1, 3) ∈+I, де so(1, 3) =
〈Jαβ |α, β = 0, 1, 2, 3〉 — алгебра Лi групи Лоренца, яка визначається
спiввiдношеннями (3), I = 〈P0, P1, P2, P3〉 — комутативний iдеал.

Зауважимо, що алгебри iнварiантностi основних рiвнянь реля-
тивiстської фiзики (piвнянь Максвелла, Вейля, Дiрака, Даламбера,
Янга–Мiллса) утворюють реалiзацiї алгебри Пуанкаре p(1, 3) з гене-
раторами трансляцiй

Pµ = i∂xµ
, µ = 0, 1, 2, 3. (5)

Саме такi реалiзацiї ми будемо вивчати.
Перевiривши комутацiйнi спiввiдношення (2), отримуємо, що

Jαβ = i(gαγxγ∂xβ
− gβγxγ∂xα

) + ζγαβ(u)∂xγ
+ ηjαβ(u)∂uj

. (6)

Тут ζγαβ , η
j
αβ — довiльнi гладкi функцiї вiд u; gαβ = gαβ ; α, β, γ =

0, 1, 2, 3; j = 1, 2, . . . , n.
Нехай

Jµν = ηµν
j(u)∂uj

, µ, ν = 0, 1, 2, 3, j = 1, 2, . . . , n. (7)

Пiдстановка операторiв (6) в комутацiйнi спiввiдношення (3) пока-
зує, що оператори Jµν задовольняють комутацiйнi спiввiдношення
алгебри Лоренца (3), де Jαβ → Jαβ .

Отже, для опису реалiзацiй алгебри Пуанкаре p(1, 3) в класi опе-
раторiв (5) та (6) необхiдно знайти реалiзацiї алгебри Лоренца so(1, 3)
в класi операторiв (7).

Для побудови таких реалiзацiй використаємо той факт, що алге-
бра so(1, 3) розкладається в пряму суму двох алгебр Лi so(3) групи
поворотiв.

Нехай

A1 = 1
2 (J23 + iJ01), B1 = 1

2 (J23 − iJ01),
A2 = 1

2 (J31 + iJ02), B2 = 1
2 (J31 − iJ02),

A3 = 1
2 (J12 + iJ03), B3 = 1

2 (J12 − iJ03).
(8)

Оператори Ak, Bk, (k = 1, 2, 3) складають базис алгебри so(1, 3)
i, вiдповiдно до (3), задовольняють такi комутацiйнi спiввiдношення

[Aa, Ab] = iεabcAc, [Ba, Bb] = iεabcBc, [Aa, Bb] = 0. (9)
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Тут εabc — антисиметричний тензор третього порядку з ε123 = 1,
a, b, c = 1, 2, 3.

Оператори Ak (Bk) утворюють базис алгебри Лi групи поворотiв
O(3), тому ми почнемо побудову реалiзацiй алгебри so(1, 3) з класи-
фiкацiї нееквiвалентних реалiзацiй алгебри so(3) в класi операторiв
вигляду (7).

Теорема. Hехай диференцiальнi оператори Aa (a = 1, 2, 3) вигля-
ду (7) задовольняють комутацiйнi спiввiдношення (9). Тодi iсну-
ють замiни змiнних (4), якi зводять данi оператори до однiєї з та-
ких трiйок операторiв:

Aa = 0, a = 1, 2, 3; (10)

A1 = sinu1∂u1 , A2 = cosu1∂u1 , A3 = i∂u1 ; (11)

A1 = − sinu1cthu2∂u1 + cosu1∂u2 + ε
sinu1

shu2
∂u3 ,

A2 = − cosu1cthu2∂u1 − sinu1∂u2 + ε
cosu1

shu2
∂u3 ,

A3 = i∂u1 , ε = 0, 1;

(12)

A1 = sinu1∂u1 + cosu1∂u2 ,

A2 = cosu1∂u1 − sinu1∂u2 ,

A3 = i∂u1 ;

(13)

A1 = sinu1∂u1 + u2 cosu1∂u2 + u2 sinu1∂u3 ,

A2 = cosu1∂u1 − u2 sinu1∂u2 + u2 cosu1∂u3 ,

A3 = i∂u1 .

(14)

Доведення теореми внаслiдок його громiздкостi ми тут не наво-
димо.

Тепер, використовуючи результат теореми, проведемо класифiка-
цiю нееквiвалентних реалiзацiй алгебри Лоренца so(1, 3).

З теореми випливає, що алгебра so(3) має п’ять нееквiвалентних
реалiзацiй в класi векторних полiв Лi (7), якi визначаються форму-
лами (11)–(14).

Для повного опису нееквiвалентних реалiзацiй алгебри so(1, 3)
в класi векторних полiв Лi вигляду (7) потрiбно отримати всi трiйки
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лiнiйно-незалежних операторiв B1, B2, B3, якi разом з операторами
A1, A2, A3 (11)–(14) задовольняють комутацiйнi спiввiдношення (9).

Аналiз комутацiйних спiввiдношень (9) показує, що оператори Bb
(b = 1, 2, 3) мають такий вигляд:

1. Bb =
n∑
j=2

ξbj(u2, . . . , un)∂uj
для трiйки операторiв Aa (11);

2. Bb =
n∑
j=3

ξbj(u3, . . . , un)∂uj
для трiйки операторiв Aa (12);

3. Bb =
n∑
j=2

ξbj(u3, . . . , un)∂uj
для трiйки операторiв Aa (13);

4. Bb =
3∑
k=1

fbk(u4, . . . , un)Qk +
n∑
j=4

ξbj(u4, . . . , un)∂uj

для решти операторiв Aa.

У наведених вище формулах fbk, ξbj — довiльнi гладкi функцiї, а
оператори Qk збiгаються з однiєю з таких трiйок операторiв:

Q1 =
sinu3

shu2
∂u1 + cosu3∂u2 − sinu3 cthu2∂u3 ,

Q2 =
cosu3

shu2
∂u1 − sinu3∂u2 − cosu3 cthu2∂u3 ,

Q3 = i∂u3 ,

(15)

якщо Aa мають вигляд (12), де ε = 1, та

Q1 = 2u2∂u1 − 2u2u3∂u2 + (u2
2 − u2

3 +
1
4
)∂u3 ,

Q2 = u2∂u2 + u3∂u3 ,

Q3 = i

(
2u2∂u1 − 2u2u3∂u2 + (u2

2 − u2
3 −

1
4
)∂u3

)
,

(16)

якщо Aa мають вигляд (14).
Перша трiйка операторiв Bb дiє у просторi змiнних u2, u3, . . . , uq.

Отже згiдно теореми оператори Bb отримуються з формул (11)–(14)
шляхом формальної замiни uj на uj+1 (j = 1, 2, 3).
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Аналогiчно ми можемо застосувати теорему до другої трiйки опе-
раторiв Bb, третьої трiйки, де ξb2 ≡ 0, та четвертої трiйки, де fbk ≡ 0.
Вiдповiднi оператори Bb отримаємо шляхом замiни uj на uj+2 для
другої та третьої трiйок, та uj на uj+3 для четвертої трiйки.

Неважко переконатися, що отриманi набори операторiв Aa, Bb
(a, b = 1, 2, 3) утворюють базиси реалiзацiй алгебри so(1, 3). Такi реа-
лiзацiї будемо називати реалiзацiями алгебри so(1, 3) першого класу.

Далi для скорочення записiв ми використовуємо такi позначення

Φ(j, ε) = − sinuj cthuj+1∂uj
+ cosuj∂uj+1 + ε

sinuj
shuj+1

∂uj+2 ,

Φ̃(j, ε) = − cosuj cthuj+1∂uj
− sinuj∂uj+1 + ε

cosuj
shuj+1

∂uj+2 ,

Ψ(j) = sinuj∂uj
+ cosuj∂uj+1 ,

Ψ̃(j) = cosuj∂uj
− sinuj∂uj+1 ,

Ω(j) = sinuj∂uj
+ uj+1 cosuj∂uj+1 + uj+1 sinuj∂uj+2 ,

Ω̃(j) = cosuj∂uj
− uj+1 sinuj∂uj+1 + uj+1 cosuj∂uj+2 .

У таблицi 1 наведено повний список нееквiвалентних реалiзацiй
алгебри so(1, 3) першого класу.

Таблиця 1
A1, A2, A3 B1, B2, B3

sinu1∂u1 , cosu1∂u1 , i∂u1 sinu2∂u2 , cosu2∂u2 , i∂u2

sinu1∂u1 , cosu1∂u1 , i∂u1 Φ(2, ε), Φ̃(2, ε), i∂u2

sinu1∂u1 , cosu1∂u1 , i∂u1 Ψ(2), Ψ̃(2), i∂u2

sinu1∂u1 , cosu1∂u1 , i∂u1 Ω(2), Ω̃(2), i∂u2

Φ(1, ε), Φ̃(1, ε), i∂u1 Φ(3 + ε, ε1), Φ̃(3 + ε, ε1), i∂u3+ε

Φ(1, ε), Φ̃(1, ε), i∂u1 Ψ(3 + ε), Ψ̃(3 + ε), i∂u3+ε

Φ(1, ε), Φ̃(1, ε), i∂u1 Ω(3 + ε), Ω̃(3 + ε), i∂u3+ε

Ψ(1), Ψ̃(1), i∂u1 Ψ(3), Ψ̃(3), i∂u3

Ψ(1), Ψ̃(1), i∂u1 Ω(3), Ω̃(3), i∂u3

Ω(1), Ω̃(1), i∂u1 Ω(4), Ω̃(4), i∂u4

Тут ε, ε1 незалежно набувають значень 0 та 1.
Аналiз iнших трiйок операторiв Bk приводить до реалiзацiй алге-

бри so(1, 3) другого класу, тобто до операторiв, якi не можуть бути
отриманi iз формул (11)–(14) шляхом замiни змiнних.
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Розглянемо тепер випадок 3, де не всi ξb2 є нулi. Позначимо через
Ta оператори

Ta = ξaj(u3, . . . , un)∂uj
, a = 1, 2, 3, j = 3, 4, . . . , n.

Тодi оператори Ba, що вiдповiдають цьому випадку, можна записати
у такому виглядi

Ba = ba(u3, . . . , un)∂u2 + Ta.

Перевiрка комутацiйних спiввiдношень (9) показує, що оператори
Ta задовольняють комутацiйнi спiввiдношення алгебри Лi групи по-
воротiв O(3). Крiм того, обов’язково не всi Ta ≡ 0. (Якщо всi Ta ≡ 0,
то [Bk, Bj ] = 0.) Отже оператори Ta збiгаються з однiєю з таких
трiйок операторiв

1. T1 = sinu3∂u3 , T2 = cosu3∂u3 , T3 = i∂u3 ;

2. T1 = Φ(3, ε), T2 = Φ̃(3, ε), T3 = i∂u3 ;

3. T1 = Ψ(3), T2 = Ψ̃(3), T3 = i∂u3 ;

4. T1 = Ω(3), T2 = Ω̃(3), T3 = i∂u3 ,

(17)

де ε = 0 або ε = 1.
Оскiльки T3 = i∂u3 , то замiна змiнної u2 дозволяє звести оператор

B3 до B3 = i∂u3 . Якщо оператори Ta збiгаються з першою трiйкою
операторiв (17) то iз комутацiйних спiввiдношень (9) випливає, що

B1 = α cosu3∂u2 + sinu3∂u3 ,

B2 = −α sinu3∂u2 + cosu3∂u3 ,

B3 = i∂u3 ,

де з точнiстю до перетворень (4) α = u4 або α = const, α �= 0. (Якщо
α = 0 то ми приходимо до реалiзацiй першого класу.)

Аналогiчно ми отримуємо реалiзацiї, якi вiдповiдають iншим трiй-
кам операторiв Ta (17). У таблицi 2 наведено трiйки операторiв B1,
B2, B3, якi разом з операторами A1 = Ψ(1), A2 = Ψ̃(1), A3 = i∂u1

утворюють нееквiвалентнi реалiзацiї другого класу.
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Таблиця 2
B1 B2 B3

α cosu3∂u2 + sinu3∂u3 −α sinu3∂u2 + cosu3∂u3 i∂u3

β
sinu3

shu4
∂u2 + Φ(3, ε) β

cosu3

shu4
∂u2 + Φ̃(3, ε) i∂u3

βeu4 sinu3∂u2 + Ψ(3) βeu4 cosu3∂u2 + Ψ̃(3) i∂u3

βu4 cosu3∂u2 + Ω(3) βu4 cosu3∂u2 + Ω̃(3) i∂u3

Тут α = const, α �= 0 або α = u4 та β = const, β �= 0 або β = u5.
Аналiз четвертого випадку проводиться аналогiчно. Використо-

вуючи позначення

Ra = ξaj(u4, . . . , un)∂uj
, a = 1, 2, 3, j = 4, . . . , n,

оператори B1, B2, B3 можна подати у виглядi

Ba = faQ1 + gaQ2 + haQ3 +Ra. (18)

Тут fa, ga, ha — довiльнi гладкi функцiї змiнних u4, . . . , un. Перевiрка
комутацiйних спiввiдношень (9) показує, що оператори Ra задоволь-
няють спiввiдношення [Ra,Rb] = iεabcRc. Отже, з теореми випливає,
що оператори Ra можна отримати з формул (10)–(14) в результатi
замiни змiнних uj на uj+3 (j = 1, 2, 3).

Для подальшого спрощення вигляду операторiв Ba разом iз пе-
ретвореннями (4) ми будемо використовувати перетворення

X → X̃ = VXV−1, V = exp{y1Q1 + y2Q2 + y3Q3}, (19)

де y1, y2, y3 — довiльнi функцiї змiнних u4, . . . , un. Оскiльки для вiд-
повiдних операторiв Aj вигляду (12), (14) та Qk вигляду (15), (16)
комутатори [Aj ,Qk] = 0, то перетворення (19) не змiнюють вигляд
операторiв Aj (j, k = 1, 2, 3).

Якщо всi оператори Ra ≡ 0, то, використовуючи перетворення
(19), ми можемо звести оператор B3 вигляду (18) до

B3 = r(u4, . . . , un)Q3.

Iз комутацiйних спiввiдношень (9) випливає, що r = ±1. Далi,
за допомогою перетворень (19) зводимо оператори Bb до Bb = Qb
(b = 1, 2, 3).
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Аналогiчно розглядаємо випадки, коли операториRk отримують-
ся з формул (11)–(14).

Всi нееквiвалентнi реалiзацiї алгебри so(1, 3) другого класу, якi
вiдповiдають операторам Aj (12) та (14), наведено в таблицi 3. Трiй-
цi операторiв Aj (12) вiдповiдають оператори Q1, Q2, Q3 вигляду
(15), а трiйцi операторiв Aj (14) вiдповiдають оператори Q1, Q2, Q3

вигляду (16). Параметр γ набуває двох значень γ = const, γ �= 0 або
γ = u6.

Таблиця 3
B1 B2 B3

Q1 Q2 Q3

γ
sinu4

shu5
Q3 + Φ(4, 0) γ

cosu4

shu5
Q3 + Φ̃(4, 0) i∂u4

γeu5 sinu4Q3 + Ψ(4) γeu5 cosu4Q3 + Ψ̃(4) i∂u4

Використаємо тепер отриманi вище результати для опису реалiза-
цiй алгебри Пуанкаре p(1, 3) в класi векторних полiв Лi. Обмежимося
розглядом випадку, коли всi функцiї ζγαβ в операторах (6) дорiвню-
ють нулю.

Тодi для того, щоб описати реалiзацiї алгебри p(1, 3), потрiбно в
оператори (6) пiдставити знайденi значення операторiв (7) з ураху-
ванням формул (8).

Для повного опису реалiзацiй алгебри Пуанкаре p(1, 3) отриманий
список наборiв операторiв Aj , Bk (j, k = 1, 2, 3) слiд доповнити таки-
ми:

1. A1 = sinu1∂u1 , A2 = cosu1∂u1 , A3 = i∂u1 , Bk = 0,

2. A1 = Φ(1, ε), A2 = Φ̃(1, ε), A3 = i∂u1 , Bk = 0,

3. A1 = Ψ(1), A2 = Ψ̃(1), A3 = i∂u1 , Bk = 0,

4. A1 = Ω(1), A2 = Ω̃(1), A3 = i∂u1 , Bk = 0,
5. Aj = 0, B1 = sinu1∂u1 , B2 = cosu1∂u1 , B3 = i∂u1 ,

6. Aj = 0, B1 = Φ(1, ε), B2 = Φ̃(1, ε), B3 = i∂u1 ,

7. Aj = 0, B1 = Ψ(1), B2 = Ψ̃(1), B3 = i∂u1 ,

8. Aj = 0, B1 = Ω(1), B2 = Ω̃(1), B3 = i∂u1 ,

9. Aj = 0, Bk = 0.
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Асимптотична поведiнка власних
значень та власних функцiй задачi
Фур’є в густому з’єднаннi типу 3:2:1
Т.А. МЕЛЬНИК

Київський нацiональний унiверситет iменi Тараса Шевченка
E-mail: melnyk@imath.kiev.ua

Доведено теореми про збiжнiсть та асимптотичнi оцiнки (при ε → 0)
для власних значень та власних функцiй крайової задачi Фур’є в гу-
стому з’єднаннi, яке складається з деякої областi та великої кiлькостi
N2, N = O

(
ε−1
)
, тонких цилiндрiв.

Convergence theorems and asymptotic estimates (as ε→ 0 ) are proved for
eigenvalues and eigenfunctions of the Fourier problem in a thick junction,
which consists of some domain and a large number N2, N = O(ε−1), of
thin cylinders.

1. Вступ та постановка задачi. Пiд густим перiодичним з’єднан-
ням Ωε типуm : k : d ми розумiємо область в R

n, отриману приєднан-
ням вздовж деякого многовиду (зона з’єднання) на границi областi
Ω0 (тiло з’єднання) великої кiлькостi ε-перiодично розмiщених тон-
ких областей. Тип з’єднання m : k : d вказує: m (m ≤ n) — на гра-
ничну розмiрнiсть тiла з’єднання, k — на граничну розмiрнiсть зони
з’єднання, а d — на граничну розмiрнiсть приєднувальних тонких
областей.

Предметом дослiдження крайових задач в таких з’єднаннях є ви-
вчення асимптотичної поведiнки розв’язкiв цих задач, коли ε → 0,
тобто коли кiлькiсть тонких приєднувальних областей необмежено
зростає, а їх товщина прямує до нуля. Огляд результатiв по цiй тема-
тицi мiстять роботи [1, 2, 3]. Тут тiльки зауважимо, що характерною
особливiстю таких областей є їх специфiчна зв’язнiсть: в таких обла-
стях iснують точки, вiдстань мiж якими є порядку O(ε), а довжина
всiх кривих, якi з’єднують цi точки i належать областi, має порядок
O(1). За рахунок цього зявляються новi якiснi особливостi в асимпто-
тичнiй поведiнцi розв’язкiв. Так, наприклад, елiптичнi крайовi зада-
чi в густих з’єднаннях втрачають елiптичнiсть, коли ε→ 0 [1]; спект-
ральнi задачi гублять компактнiсть в граничному переходi [2, 3].
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Виявляється, що асимптотична поведiнка спектру суттєво зале-
жить вiд типу крайових умов на границях тонких приєднувальних
областей. В роботах [4, 5, 6] ця залежнiсть була вивчена вiдповiдно
для задач Неймана, Дiрiхлє та Стєклова в з’єднаннi типу 2:1:1, а в [2]
для задачi Неймана в з’єднання типу 3:2:1. В данiй роботi розгляда-
ється змiшана крайова спектральна задача в з’єднаннi типу 3:2:1 з
крайовими умовами Фур’є на границях тонких цилiндрiв.

Модельне з’єднання Ωε типу 3:2:1 є об’єднанням областi

Ω0 =
{
x ∈ R

3 : x′ ∈ K, 0 < x3 < γ(x′)
}

та великої кiлькостi N тонких цилiндрiв Gε = ∪N−1
i,j=0Gε(i, j),

Gε(i, j) = {x ∈ R
3 : (ε−1x1 − i, ε−1x2 − j) ∈ ω, −l < x3 < 0},

тобто Ωε — це внутрiшнiсть об’єднання Ω0 ∪ Gε. Тут x′ = (x1, x2);
K = (0, a)2; γ ∈ C1(K) i γ > 0 на K, N — велике натуральне чи-
сло, тому величина ε = a/N є малим дискретним параметром, який
характеризує вiдстань мiж тонкими цилiндрами та їх товщину; пло-
ска область ω, границя якої є гладкою, разом iз своїм замиканням
належить кругу

{
x′ ∈ R

2 : (x1 − 1/2)2 + (x2 − 1/2)2 < ρ2
0 < 1/4

}
i є

симетричною вiдносно прямих x1 = 1/2, x2 = 1/2.
Розглянемо наступну спектральну задачу

−∆xu(ε, x) = λ(ε)u(ε, x), x ∈ Ωε,
∂νu(ε, x) = −εk0u(ε, x), x ∈ Γε,
∂νu(ε, x) = 0, x ∈ ∂Ωε \ (Γε ∪Qε) ,
u(ε, x) = 0, x ∈ Qε = ∂Ωε ∩ {x3 = −1},

(1)

де ∂ν = ∂/∂ν — зовнiшня нормальна похiдна; Γε бiчнi поверхнi тон-
ких цилiндрiв, де задаються умови Фур’є (коефiцiєнт k0 > 0).

Для кожного фiксованого значення ε > 0 iснує злiчена кiлькiсть
власних значень (ВЗ) задачi (1):

0 < λ1(ε) ≤ · · · ≤ λn(ε) ≤ · · · → ∞, n→∞; (2)

вiдповiднi власнi функцiї (ВФ) {un(ε, ·) : n ∈ N}, якi належать про-
стору Соболєва H1(Ωε), виберемо ортонормованими в L2(Ωε).

Мета дослiджень — вивчити асимптотичну поведiнку ВЗ та ВФ
задачi (1) при ε→ 0, та знайти iншi граничнi точки спектру.
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2. Усереднена задача та її спектр. Для побудови асимптотики
використаємо пiдхiд розроблений в [4]. Будемо шукати першi члени
асимптотики для ВФ un(ε, ·) у виглядi (далi iндекс n не пишемо)

u(ε, x) ≈ v+
0 (x) + εv+

1 (x) + · · · , в областi Ω0, (3)

а в тонкому цилiндрi Gε(i, j) (i, j = 0, . . . , N − 1)

u(ε, x) ≈ v−0 (x) +
∞∑
k=1

εkv−k
(
x, η

(i)
1 , η

(j)
2

)
, (4)

де η(i)
1 = ε−1x1 − i, η(j)

2 = ε−1x2 − j. Асимптотику для ВЗ λn(ε)
шукаємо у виглядi: λ(ε) ≈ µ+ · · · .

Пiдставляючи µ i (3) в задачу (1) замiсть λn(ε) та un(ε, ·) вiдповiд-
но, виписуємо спiввiдношення, яким мають задовiльняти функцiя v+

0

та число µ

−∆x v
+
0 (x) = µ v+

0 (x), x ∈ Ω0,

∂ν v
+
0 (x) = 0, x ∈ ∂Ω0 \K.

(5)

В тонкому цилiндрi Gε(i, j) розкладемо формально функцiї v−k
у ряди Тейлора за змiнними x1 та x2 в околi точки

(
x

(i)
1 , x

(j)
2

)
=(

ε
(
i+ 1

2

)
, ε
(
j + 1

2

))
. Пiсля чого, (4) перепишеться у виглядi

u(ε, x) ≈ v−0 (i, j, x3) +
2∑
k=1

εkV i,jk

(
x3, η

(i)
1 , η

(j)
2

)
+O
(
ε3
)
, (6)

де

V i,jk =
k∑

m=0

((
η
(i)
1 − 1

2

)
∂
∂x1

+
(
η
(j)
2 − 1

2

)
∂
∂x2

)m
m!

×

× v−k−m(i, j, x3, η
(i)
1 , η

(j)
2 ),

v−k (i, j, . . .) = v−k
(
x

(i)
1 , x

(j)
2 , . . .

)
.

Пiдставляючи (6) та µ у вiдповiднi рiвняння задачi (1) та збираю-
чи коефiцiєнти при однакових степенях ε i прирiвнюючи їх до нуля,
отримаємо задачi (p = 1, 2)

−∆η′V
i,j
p (x3, η

′) = ∂2
x3
V i,jp−2(i, j, x3) + µV i,jp−2(i, j, x3), η′ ∈ ω,

∂νη′V
i,j
2 (x3, t, η

′) = −k0V
i,j
p−2(i, j, x3), η′ ∈ ∂ω.
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де η′ =
(
η
(i)
1 , η

(j)
2

)
; V i,j0 = v−0 (i, j, x3), V

i,j
−1 = 0; змiнна x3 ∈ (−l, 0)

розглядається як параметр. З цих задач випливає, що при p = 1
функцiя V i,j1 не залежить вiд η′. Обмежуючись побудовою перших
членiв асимптотичних розвинень, покладемо V i,j1 = 0. Тодi з означен-
ня V i,j1 , маємо

v−1 (i, j, x3, η
′) = −∂x1v

−
0 (i, j, x3)

(
η
(i)
1 − 1

2

)
−

− ∂x2v
−
0 (i, j, x3)

(
η
(j)
2 − 1

2

)
.

Записуючи умову iснування розв’язку задачi при p = 2, дiстанемо
спiввiдношення

|ω| ∂2
x3
v−0 (i, j, x3) + (µ|ω| − lωk0) v−0 (i, j, x3) = 0, x3 ∈ (−1, 0),

де lω — довжина границi плоскої областi ω, а |ω|— її площа. Оскiльки
точки (x(i)

1 , x
(j)
2 ), i, j = 0, 1, . . . , N − 1, утворюють ε-сiтку в K, то це

рiвняння при ε→ 0 матиме мiсце для всiх точок x′ ∈ K, тобто

|ω|∂2
x3x3

v−0 (x) + (µ|ω| − lωk0) v−0 (x) = 0, x ∈ D,
v−0 (x1, x2,−1) = 0,

(7)

де D = K × (−1, 0) — паралелепiпед, який заповнюється тонкими
цилiндрами в граничному переходi. Друге спiввiдношення для v−0
зявилось внаслiдок умов Дiрiхлє на основах Qε тонких цилiндрiв.
Слiд зауважити, що на вертикальних сторонах цього паралелепiпеда
не задається жодних крайових умов.

Таким чином, знайденi спiввiдношення, яким мають задоволь-
няти першi члени зовнiшнiх асимптотичних розвинень (3), (6). За-
лишилось забезпечити неперервнiсть цих асимптотичних наближень
та їх градiєнтiв в зонi з’єднання цилiндрiв та тiла. Це робиться з
допомогою процедури узгодження асимптотичних розвинень (3), (6)
з внутрiшнiм асимптотичним розвиненням, яке шукаємо у виглядi:

u(ε, x) ≈ v+
0 (x′, 0) + ε

3∑
i=1

Zi(η)∂xi
v+
0 (x′, 0) + · · · , η = ε−1x. (8)

В (8) {Zi} — це функцiї типу примежового шару, якi задано в об’єд-
наннi нескiнченних напiвцилiндрiв Π = Π+∪Π−, Π+ = (0, 1)×(0, 1)×
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(0,+∞), Π− = ω×(−∞, 0]. Зрозумiло, що в силу перiодичностi розмi-
щення тонких цилiндрiв функцiї {Zi} мають бути 1-перiодичними по
змiнних η1 та η2. Iншi спiввiдношення для цих функцiй отримуються
пiд час пiдстановки (8) в задачу (1). В результатi маємо

∆η Zi(η) = 0, η ∈ Π±,
∂η3Zi(η

′, 0) = 0, (η′, 0) ∈ ∂Π+ \ ω,
∂νη′ Zi(η) = −δ1,iν1(η′)− δ2,iν2(η′), η ∈ ∂Π− \ ω,

де δi,j — символ Кронекера.
Iснування таких функцiй примежевого шару та їх властивостi бу-

ли вивченi в роботi [2]. З результатiв цiєї роботи випливає, що фун-
кцiї Zi мають таку асимптотику:

Zi(η) =

{
O(exp(−δiη3)), η3 → +∞,
−ηi + 1

2 +O(exp(δiη3)), η3 → −∞,
i = 1, 2;

Z3(η) =

{
C3 + η3 +O(exp(−δ3η3)), η3 → +∞,
1
|ω|η3 +O(exp(δ3η3)), η3 → −∞,

де δi, i = 1, 2, 3, — деякi додатнi константи. Крiм того, цi функцiї
володiють певною симетрiєю вiдносно осi (1/2, 1/2, 0): Z1 є непарною
по η1 i парною по η2, Z2 є парною по η1 i непарною по η2, а Z3 є
парною як по η1, так i по η2.

Узгоджуючи асимптотику зовнiшнiх асимптотичних розвинень
(3), (6) та внутрiшнього асимптотичного розвинення (8), а саме асим-
птотика перших членiв зовнiшнiх розвинень при x3 → ±0 має спiвпа-
дати з асимптотикою перших членiв внутрiшнього розвинення при
η3 → ±∞, отримаємо

v+
0 (x′, 0) = v−0 (x′, 0), ∂x3v

+
0 (x′, 0) = |ω|∂x3v

−
0 (x′, 0), x′ ∈ K. (9)

Таким чином, першi члени v±0 асимптотичних розвинень (3), (6)
та число µ мають задовольняти спiввiдношенням (5), (7) та (9), якi
формують усереднену спектральну задачу для задачi (1).

Легко переконатись, що спектральний параметр µ в усередненiй
задачi є додатнiм. Розв’язуючи звичайне диференцiальне рiвняння
(7) з врахуванням крайової умови, знаходимо

v−0 (x) = B(x′) sin

√
µ− lωk0

|ω| (x3 + 1).
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Пiдставляючи цей вираз в умови спряження (9), отримаємо спект-
ральну задачу

−∆ v+
0 (x) = µ v+

0 (x), x ∈ Ω0,

∂ν v
+
0 (x) = 0, x ∈ ∂Ω0 \K,

∂3v
+
0 (x′, 0) = f(µ) v+

0 (x′, 0), x′ ∈ K,
(10)

де f(µ) = |ω|
√
µ− |ω|−1lωk0 cot

√
µ− |ω|−1lωk0. Причому спектраль-

ний параметр µ входить як в рiвняння задачi (10), так i нелiнiйно
в крайову умову на K.

Так само, як в роботi [2] зводимо задачу (10) до спектральної
задачi L(µ) (v) = 0, v ∈ H1(Ω0), для оператор-функцiї

L(µ) = (µ+ 1) A1 − f(µ) A2 − I, (11)

де I — одиничний оператор в H1(Ω0); A1, A2 — самоспряженi, невi-
д’ємнi та компактнi оператори в H1(Ω0), якi задаються рiвностями

(A1ϕ,ψ)H1(Ω0) =
∫

Ω0

ϕ(x)ψ(x) dx, ∀ ϕ,ψ ∈ H1(Ω0);

(A2ϕ,ψ)H1(Ω0) =
∫
K

ϕ(x′, 0)ψ(x′, 0) dx′, ∀ ϕ,ψ ∈ H1(Ω0).

Спектр таких оператор-функцiй вивчено в роботi [4], з результатiв
якої випливає теорема.

Теорема 1. Спектр оператор-функцiї (11) складається з скiнченно-
кратних додатнiх власних значень {µ(m)

n : n,m ∈ N} та точок
iстотного спектру {Pm = π2(m − 1)2 + |ω|−1lωk0, m ∈ N}, якi роз-
бивають власнi значення на серiї

0 < µ
(1)
1 ≤ · · · ≤ µ(1)

n ≤ · · · → P1 при n→∞, (12)

Pm−1 < µ
(m)
1 ≤ · · · ≤ µ(m)

n ≤ · · · → Pm, n→∞, m ≥ 2. (13)

3. Асимптотичнi оцiнки. Нехай µ
(m)
n — власне значення усере-

дненої задачi (5), (7), (9), а
(
v
(m)
n

)±
— вiдповiдна власна функцiя,

причому

(
v(m)
n

)−
(x) =

(
v
(m)
n

)+
(x′, 0)√

µ
(m)
n − lωk0

|ω|
sin

√
µ

(m)
n − lωk0

|ω| (x3 + 1),
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а функцiя
(
v
(m)
n

)+
є вiдповiдною власною функцiєю оператор-фун-

кцiї L. Далi iндекси m,n опускаються. Аналогiчно, як в роботi [2],
будується апроксимуюча функцiя R(ε, x)

R(ε, x) = v+(x)+

+ εχ0(x3)
3∑
i=1

(Zi(η)− δi,3η3) ∂xi
v+(x′, 0), x ∈ Ω0,

i

R(ε, x) = v−(x) + ε
(
Y1(η1)∂x1v

−(x) + Y2(η2)∂x2v
−(x)+

+ χ0(x3)
3∑
i=1

(Zi(η)− δi,1Y1(η1)− δi,2Y2(η2)−

−δi,3|ω|−1
2 η3)∂xi

v+(x′, 0)
)
, η = ε−1x, x ∈ Gε,

де χ0 — гладка зрiзаюча функцiя, яка рiвна 1 в деякому околi точки
x3 = 0; Yi(ηi) = −ηi + 1/2 + [ηi] ([x] — цiла частина x).

Легко перевiрити, що R(ε, ·) ∈ Hε, де Hε — це гiльбертовий прос-
тiр функцiй, якi належать простору H1(Ωε) i мають нульовi слiди на
Qε; скалярний добуток в цьому просторi задається виразом

〈u, v〉ε = εk0

∫
Γε

uv dσx′ +
∫

Ωε

∇u · ∇v dx,

а ‖ · ‖ε — норма, породжена цим добутком. Визначимо оператор Aε :
Hε → Hε рiвнiстю

〈Aεu, v〉ε =
∫

Ωε

u(x)v(x) dx, u, v ∈ Hε.

Очевидно, що оператор Aε — самоспряжений, додатнiй i компактний,
а його власними значеннями є величини {λ−1

n (ε) : n ∈ N}.
Iнтегруванням частинами доводимо тотожнiсть

ε

∫
Γε

ψ(x) dσx = ε

∫
Gε

(∇η′W )
(
x′

ε

)
· ∇x′ψ(x) dx+

lω
|ω|

∫
Gε

ψ dx (14)

для довiльної функцiї ψ ∈ H1(Gε). Тут η′ = x′/ε, а функцiя W (η′) —
це 1−перiодично продовжений по η1 та η2 розв’язок задачi

∆η′W = lω|ω|−1 в ω, ∂ν(η′)W = 1 на ∂ω,
∫
ω

W (η′) dη′ = 0.
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Використовуючи цю рiвнiсть, доводимо, що при достатньо малих
значеннях параметра ε норма ‖u‖2H1(Ωε) =

∫
Ωε

(
u2 + |∇u|2

)
dx та нор-

ма ‖ · ‖ε є еквiвалентними в просторi Hε.

Пiдставимо тепер функцiю R
(m)
n (ε, ·) та число µ(m)

n в задачу (1)
замiсть u(ε, ·) та λ(ε). Домножаючи отриману рiвнiсть в областi Ωε
на довiльну функцiю ψ ∈ Hε i iнтегруючи частинами, приходимо до
спiввiдношення

〈Rmn (ε, ·), ψ〉ε − µ(m)
n

∫
Ωε

Rmn (ε, x)ψ(x) dx = Fε(ψ), (15)

де |Fε(ψ)| ≤ c(n,m, δ) ε1−δ‖ψ‖ε для довiльного δ > 0. Оцiнка (15)
норми функцiоналу Fε ∈ (Hε)

∗
, яка виводиться з допомогою леми 5

з [5] та рiвностi (14), показує, що нев’язки вiд функцiї Rmn (ε, ·) та
числа µ(m)

n в задачi (1) є малими.
Використовуючи означення оператора Aε та теорему Рiса про зо-

браження неперервного функцiоналу, з (15) виводимо∥∥∥∥Aε (R(m)
n

)
−
(
µ

(m)
n

)−1

R
(m)
n

∥∥∥∥
ε∥∥∥R(m)

n

∥∥∥
ε

≤ c(δ) ε1−δ, (16)

де δ — довiльне додатнє фiксоване число. Нерiвнiсть (16) є цен-
тральним елементом в абстрактнiй схемi з [7] для обгрунтування
асимптотичної поведiнки власних значень та власних функцiй за-
дачi (1). Якщо навiть безпосередньо застосувати до цiєї нерiвностi
лему 12 з [8], то отримаємо, що в довiльному ε1−δ-околi кожного вла-
сного значення µ(m)

n усередненої задачi обов’язково мiститься деяке
власне значення задачi (1). Далi застосовуючи схему з [7], доводимо
теореми.

Теорема 2. Спектр задачi (1) збiгається до спектру усередненої
задачi (5), (7), (9) в хаусдорфовому розумiннi, тобто

1) ∀ µ(m)
n ∃λ−1(ε) ∈ σ(Aε) : λ(ε) → µ

(m)
n при ε→ 0;

2) якщо λ−1(ε) ∈ σ(Aε) i λ(ε) → µ при ε → 0, то µ — власне
значення усередненої задачi.

Для довiльного фiксованого n ∈ N та δ > 0 iснують додатнi
сталi c0, ε0, що для всiх значень параметра ε ∈ (0, ε0) маємо:

|λn(ε)− µ(1)
n | ≤ c0 ε

1−δ.
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Для будь-яких n,m ∈ N та δ > 0 iснують додатнi сталi c1(n,m,
δ), εn,m,δ, що для всiх значень ε ∈ (0, εn,m) в iнтервалi(

µ(m)
n − c1ε1−δ , µ(m)

n + c1ε
1−δ
)

(17)

мiститься стiльки власних значень задачi (1), яка кратнiсть влас-
ного значення µ(m)

n усередненої задачi.

Теорема 2 показує, як ведуть себе власнi значення задачi (1): при
достатньо малих значеннях параметра ε спостерiгається згущення
власних значень задачi (1) бiля спектру усередненої задачi. При фi-
ксованому значеннi iндекса n має мiсце збiжнiсть λn(ε) до власного
значення µ

(1)
n з серiї (12) при ε → 0. Зрозумiло, що ця збiжнiсть

не є рiвномiрною вiдносно n. Згiдно першого i третього твердження
теореми, для кожного власного значення µ(m)

n з серiї (13) iснує послi-
довнiсть власних значень λn(ε)(ε) задачi (1) така, що λn(ε)(ε) → µ

(m)
n ,

ε→ 0, при цьому обов’язково iндекс n(ε) → +∞ при ε→ 0.
Застосовуючи до (16) другу частину леми 12 ([8]) та враховуючи

теорему 1, отримаємо асимптотичнi оцiнки для власних функцiй.

Теорема 3. Нехай µ(m)
n — власне значення кратностi r. Тодi iснує

скiнчена лiнiйна комбiнацiя власних функцiй

Uε =
r∑
i=0

d(m)
n (ε)un(ε)+i(ε, x), ‖Uε‖ε = 1,

якi вiдповiдають вiдповiдно всiм власним значенням задачi (1) з
вiдрiзку (17), така, що∥∥∥∥∥ R

(m)
n (ε, ·)

‖R(m)
n (ε, ·)‖ε

− Uε

∥∥∥∥∥
ε

≤ c2 ε
1−δ.

Нехай µ(1)
n — просте власне значення усередненої задачi (5), (7),

(9). Тодi∥∥∥R(1)
n (ε, ·)− α(ε)un(ε, ·)

∥∥∥
H1(Ωε)

≤ c3 ε
1−δ,

де 0 < c4 ≤ α2(ε) ≤ c5; сталi c2, c3, c4, c5 не залежать вiд ε.
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Показано, що рiвняння Дiрака для зарядженої частинки, взаємодiючої
з зовнiшнiм електричним полем, допускає розширену суперсиметрiю
за умови, що вiдповiдний потенцiал має добрi властивостi вiдносно пе-
ретворень вiдзеркалення. Зокрема, для релятивiстського атому водню
вказано N = 4 i N = 6 суперсиметрiї.

It is shown that the Dirac equation for a charged particle interacting wi-
th an external electric field admits extended supersymmetry provided the
related potential has well definite parities. In particular, N = 4 and N = 6
SUSY for the relativistic Hydrogen atom is indicated.

1. Introduction. First introduced in particle physics [1], SUSY plays
more and more essential role in quantum mechanics, refer e.g. to survey [2].
Moreover, some of important quantum mechanical problems (such as an
interaction of an electron with constant and homogeneous magnetic or
Coulomb fields) admit exact SUSY [3, 4].

It was pointed out long time ago [5], that the Dirac and Schrödinger–
Pauli equations for an electron interacting with a time-independent mag-
netic field are supersymmetric, provided the related vector-potential has
a definite parity w.r.t simultaneous reflection of all spatial coordinates.

Recently, generalizing this idea of paper [5], the extended N = 3, N =
4 and N = 6 SUSY for an electron in three-dimensional magnetic field
was found [6]–[9]. A sufficient condition of existence of such a symmetry
is that the vector-potential has definite parities w.r.t. reflection of any
spatial variable. These results establish deep connections between super-
symmetries and discrete involutive symmetries and stimulate systematic
search for discrete symmetries of the Dirac and Schrödinger–Pauli equati-
ons [7, 9, 11].
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In the present paper we prove existence of N = 3, N = 4 and N = 6
SUSY for the Dirac equation for an electron interacting with the electric
field. We also indicate symmetries of this equation w.r.t. algebras of di-
screte transformations which appear to be rather extended. In particular
we prove the symmetry of the related Columb problem w.r.t. the algebra
gl(8, R).

2. Two forms of the Dirac equation. Consider the stationary Dirac
equation for a particle interacting with a time independent electric field

LΨ ≡ (ε− γ0γapa − γ0m− eA0) Ψ = 0, (1)

where pa = −i ∂
∂xa

, a = 1, 2, 3, ε is the Hamiltonian eigenvalue, A0 =
A0(x) is a potential of electric field, γµ (µ = 0, 1, 2, 3) are Dirac matrices
(we choose γ4 = γ0γ1γ2γ3 diagonal).

To search for SUSY of (1) it is convenient to transform this equation
to the following equivalent form(

ε2 − 2eA0ε+ e2A2
0 − papa −m2 − 2ieSaEa

)
Φ̂ = 0, (2)

(1 + iγ4) Φ̂ = 0, (3)

where Sa = i
4εabcγbγc, Ea = −i∂A0

∂xa
. The corresponding transformation

can be represented as [12]

Φ̂ =→ V +Ψ, Ψ = V −Φ̂, L→ V +γ0LV
−,

V ± = 1± 1
m

(1 + iγ4) (γ0L−m) .
(4)

In accordance with (3) function Φ̂ has only two non-zero components
which we denote by Φ. Moreover, equation (2) reduce to the form(

ε2 −m2
)
Φ =
(
p2 + ieσaEa − e2A2

0 + 2eεA0

)
Φ, (5)

where σa are the Pauli matrices.
The system of two second-order equations (5) is mathematically equi-

valent to the system of four first order equations given by relations (1).
Thus there exist one-to-one correspondence between symmetries of equati-
ons (1) and (5). Nevertheless, equation (5) is much more convenient for
symmetry analysis then (1) because of reduction of the number and di-
mension of the involved matrices.
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Let us suppose that A0 depends on some parameters a = (a1, a2, . . .),
and is a homogeneous function of x and a:

A0(kx, ka) =
1
k
A0(x, a). (6)

A familiar example of such a potential is the potential generated by
a system of point charges, i.e., A0 = Σ gie

‖x−ai‖ , where ai are charges
coordinates.

Choosing new variables r = xε and b = aε we reduce (5) to the form

λΦ = HΦ, H = −p′ap′a + ieσaE
′
a + (1− eA0(r, b))

2
, (7)

where p′a = −i ∂
∂ra

, E′
a = −∂A0

∂ra
, λ = m2

ε2 , r = (r1, r2, r3).
We say equation (7) admits N = n SUSY, if there exist n constants

of motion QA which commute with “Hamiltonian” H and satisfy the
following relations:

QAQB +QBQA = 2gABH, [QA,H] = 0, A,B = 1, 2, . . . , n.(8)

If gAB = δAB (δAB is the Kronecker symbol), then relations (8)
define superalgebra characterizing SUSY quantum mechanics with n
supercharges [2]. We will consider also a more general case when the
diagonal elements of the tensor gAB are equal either to +1 or to −1
(and gAB = 0 for A �= B).

Discrete symmetries and supercharges. In addition to (6), we sup-
pose that A0(r) is an even function w.r.t. reflections of space variables.
Let us consider consequently all possible combinations of such parities.

Let

A0(−r) = A0(r), (9)

then equation (7) is invariant w.r.t. the space reflection transformation
Φ(r) → RΦ(r) = Φ(−r). In addition, we can construct a symmetry
operator (supercharge) Q:

Q = Rq, q = σap
′
a − 1 + eA0 (10)

which satisfies the condition Q2 = H and generates N = 1 SUSY for
equation (7).

Analogously, equation (7) admits N=1 SUSY provided A0 is an even
function w.r.t. reflection of one of co-ordinate axis, say

A0(r̂1r) = A0(r), r̂1r = (−r1, r2, r3). (11)
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The corresponding supercharge is Q = R1q, where operator R1 is defined
as follows: R1Φ(r) = σ1Φ(r̂1r).

If A0 is an even function w.r.t. reflections of two given coordinate
axes, say

A0(r̂1r) = A0(r), A0(r̂2r) = A0(r), r̂2r = (r1,−r2, r3) (12)

then there exist two supercharges for equation (7), namely

Q1 = R1q, Q2 = iR2q. (13)

Operators (13) satisfy relations (8) for g11 = −g22 = 1.
Finally, if A0 is an even function w.r.t. reflection of any co-ordinate

axis, i.e.,

A0(rar) = A0(r), a = 1, 2, 3, (14)

then equation (7) admits N = 3 SUSY generated by following super-
charges

Q1 = R1q, Q2 = R2q, Q3 = R3q. (15)

We notice that all supercharges introduced in the above are Hermitian
w.r.t. the following indefinite metrics

(Φ1,Φ2) =
∫
d3xΦ1R̂Φ2, (16)

where R̂ = R for the case when A0 satisfies (9) and R̂ = R1 for the case
when parity properties of A0 are defined by relations (11), (12) and (14).

In all considered cases equation (7) is invariant w.r.t. the following
“antiunitary” [13] transformation

Φ(r) → CΦ(r) = iσ2Φ∗(r) (17)

where the asterisk denotes the complex conjugation. Using this symmetry
and taking into account the relations

{Ra, σap′a} = 0, [C, σap′a] = 0, {Ra, C} = 0, R2
1 = −C2 = 1,

it is possible to construct additional supercharges and obtain the followi-
ng bases of superalgebra (8)

Q1 = iRq, Q2 = CQ1 (g11 = g22 = −1), (18)
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Q1 = R1q, Q2 = CQ1 (g11 = −g22 = 1), (19)

Q1 = R1q, Q2 = iR2q, Q3 = CR1q

(g11 = −g22 = −g33 = 1)
(20)

and
Q1 = CR1q, Q2 = iR2q, Q3 = CR3q, Q4 = CRq

(g11 = −g22 = g33 = −g44 = 1)
(21)

for the cases (9), (11), (12) and (14) correspondingly.
We see that extended SUSY is admitted by a number of problems

describing interaction of spin 1/2 particle with an electric field, provided
the corresponding potentials have definite parities. Let us present simple
examples of such potentials:

A0 =
ge

‖x‖ , (22)

A0 =
ge

‖x + a‖ −
ge

‖x− a‖ , (23)

A0 =
ge

‖x + a‖ −
ge

‖x− a‖ +
ge

‖x + b‖ −
ge

‖x− b‖ , (24)

A0 =
ge

‖x + a‖ −
ge

‖x− a‖ +
ge

‖x + b‖−

− ge

‖x + b‖ +
ge

‖x + c‖ −
ge

‖x + c‖ .
(25)

Here a = (a, 0, 0), b = (a, b, 0), c = (a, b, c), a �= b, b �= c, c �= a.
Relations (22), (23), (24) and (25) define potentials of a point charge,

of electric dipole, of two and three parallel dipoles correspondingly (the
three last examples correspond to elementary units of the crystal of
NaCL). These potentials have parities defined by relations (14), (12),
(11) and (9) respectively.

Extended SUSY for the hydrogen atom. Here we show that for the
case of the Coulomb potential (22) equation (7) admits more extended,
N = 6 SUSY. This extension is caused by existence of the Johnson–
Lippman [14] constant of motion for the Dirac equation and additional
symmetry operators

J2 = JaJa, D = σaJa − 1/2, (26)

(where Ja = εabcrbp
′
c + σa/2) for the corresponding equation (7).
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Let us suppose that Φ is an eigenfunction of symmetry operators J2

and D with eigenvalues j(j + 1) and ±κ = ±(j + 1/2) correspondingly,
and rewrite equation (7), (22) in the form

µΦ = ĤΦ, (27)

where

Ĥ = p′2 + iα
σara
r3

−
(α
r
− 1
)2

+
1
b2

(
σaJa −

1
2

)2

,

µ =
(
κ2

b2
− m2

ε2

)
, α = ge2, b2 = κ2 − α2.

(28)

Using the relations

{D,σap′a} = {D,σara} = 0,
[
σap

′
a,
σbrb
r

]
= −2i

r
D, (29)

it is not difficult to verify that the operator

Q =
i

κ
D

(
σap

′
a +

α

ρ
+
α2

b2

)
+
ακ

b2
σara
r

(30)

is a supercharge for “Hamiltonian” Ĥ, satisfying the relation Q2 = Ĥ.
To find additional supercharges we use (29) and the following relati-

ons

[Rab, Q] = [Rab,Σ] = [C,Σ] = {C,Q} = {Σ, Q} = 0,

Σ2 = R2
ab = 1,

(31)

where Σ = 1
b

(
D − iαρaσa

ρ

)
, Rab = iRaRb.

Products of Q with Σ or Rab are supercharges too, moreover, there
exist exactly four of them:

Q1 = R23Q, Q2 = R31Q, Q3 = R12Q, Q4 = iΣQ. (32)

Operators (32) commute with Ĥ and satisfy relations (8) where g11 =
g22 = g33 = −g44 = 1. They are Hermitian w.r.t. the following scalar
product

(Φ1,Φ2) =
∫
d3xΦ+

1 MΨ2, (33)
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where M = JaJa + 1
4 + iασ·rr D is a positive defined metric operator (we

suppose α� 1).
A more extended set of supercharges can be obtained using antiuni-

tary symmetry (17). It includes six operators

Q1 = Q, Q2 = iΣQ, Q3 = CQ,

Q4 = CR12Q, Q5 = CR31Q, Q6 = CR12Q
(34)

which satisfy relations (8) with H = Ĥ, g11 = g22 = g33 = −g44 =
−q55 = −g66 = 1.

Using explicit solutions for the Dirac equation with the Coulomb
potential (refer e.g. to ref. [12]), it is possible to show that the found
SUSY is exact in as much as the ground state of the system (27) is not
degenerated.

With a help of transformations (4) it is possible to find symmetry
operators (which correspond to supercharges (34)) for the initial Dirac
equation. In this way we obtain the following operators which satisfy
superalgebra (8) and are defined on solutions of the Dirac equation:

Q1 = Q̂, Q2 = iR̂1R̂2R̂3Q̂, Q3 = ĈQ̂,

Q4 = iĈR̂1R̂2Q̂, Q5 = iĈR̂2R̂3Q̂, Q6 = iĈR̂3R̂1Q̂,
(35)

where Q̂ is the Johnson-Lippman [14] constant of motion

Q̂ = mα
σ̂axa
x

+ γ0D
(
σ̂apa + iγ4

α

x

)
,

σ̂a = i
2εabcγbγc and Ĉ, R̂a are analogues of operators C and Ra defined

on the solutions of the initial Dirac equation (1)

Ĉψ(x) = iγ2ψ
∗(x), R̂aψ(x) = γ4γaψ(r̂ax).

It can be verified by direct calculation that operators (35) commute
with L of (1) and satisfy relations (8) where H = (L− ε)2, g11 = g22 =
g33 = −g44 = −q55 = −g66 = 1.

Discussion. Thus, in addition to known SUSY systems including inte-
ractions with a magnetic field [6]–[12] we describe an origin of extended
SUSY for interaction of an electron with an electric field. By this we
present additional arguments for physical relevance of extended SUSY,
and describe a class of quantum mechanical systems which admit it.
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It is interesting to search for such quantum mechanical systems which
admit extended SUSY and describe an interaction of spinning particles
with a superposition of electric and magnetic fields. An example of such
a system with time-dependent potentials was proposed in paper [15].

A natural question arises what kind of SUSY degeneracy appears
for such well studied system as a relativistic Hydrogen atom (described
by equation (27)). Acting by operators (34) on known solutions of this
equation (which are present e.g. in book [12]) we recognize, that they
change either the signs of the quantum numbers κ and m (eigenvalues
of operators D and J3) or the relative phases of wave functions with
different m. In other words, such a degeneracy does exists. Being more
or less obvious for the considered system, it can play a non-trivial role
if we add a small perturbing interaction. Moreover, the found extended
SUSY is preserved for more complicated systems such as a charged parti-
cle interacting with superposed Columb and Aharonov–Bohm potenti-
als [17].

In addition to the SUSY context, the above results can be used to
construct internal symmetries for the equations under consideration.
Thus, starting with supercharges (34) and fixing in (27) ε �= 0, we can
define the operators Γ0 = Σ, Γk = Qk

µ , k = 1, 2, . . . , 6, which form the
seven- dimensional Clifford algebra, i.e., satisfy the following relations

ΓµΓν + ΓνΓµ = 2gµν , (36)

where µ, ν = 0, 1, . . . , 6, g00 = g11 = g22 = g33 = −g44 = −g55 = −g66 =
1. All linearly independent products of operators Γµ include 64 operators
which form a basis of algebra gl(8, R). In accordance with the above,
this algebra generates an external symmetry for the Hydrogen atom.
This algebra is more extended then known so(2, 4) symmetry (refer, e.g.,
to [16]) and is isomorphic to the involutive symmetry algebra of the free
Dirac equation found in papers [7, 10].

In analogous way it is possible to find internal symmetry algebras for
the problems characterized by parities (9), (11), and (12). These algebras
are equivalent to the orthogonal Lie algebras so(1, 2), so(1, 3)⊕ so(1, 3)
and so(1, 4) correspondingly.
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Про одну пiдмодель
iдеальної нестисливої рiдини
Г.В. ПОПОВИЧ

Iнститут математики НАН України, Київ

Дослiджено одну лiївську пiдмодель корозмiрностi два рiвнянь Ойле-
ра, що описують рух iдеальної нестисливої рiдини. В результатi побу-
довано широкi класи точних розв’язкiв рiвнянь Ойлера, якi мiстять,
зокрема, довiльнi функцiї.

A Lie submodel of the Euler equations describing motion of an incompressi-
ble ideal fluid is investigated. As a result, large classes of exact solutions of
the Euler equations, which contain, in particular, arbitrary functions, are
constructed.

1. Вступ. Рiвняння, що описують рух нестисливої рiдини, вирiзня-
ються серед iнших рiвнянь гiдродинамiки iнварiантнiстю вiдносно
переходу до систем координат, якi рухаються поступово з довiльною
швидкiстю (вiдносно початкової системи координат). Так, добре вi-
домо [1], що максимальною в розумiннi Лi алгеброю iнварiантностi
системи рiвнянь Ойлера (для руху iдеальної нестисливої рiдини в
полi потенцiйних сил)

�ut + (�u · ∇)�u+∇p = �0, div �u = 0 (1)

є нескiнченновимiрна алгебра A(E), породжена наступними базис-
ними елементами:

∂t, Jab = xa∂b − xb∂a + ua∂ub − ub∂ua (a < b),

Dt = t∂t − ua∂ua − 2p∂p, Dx = xa∂a + ua∂ua + 2p∂p,

R(�m) = R(�m(t)) = ma(t)∂a +ma
t (t)∂ua −ma

tt(t)xa∂p,

Z(χ) = Z(χ(t)) = χ(t)∂p.

(2)

Тут i надалi вектор �u = {ua(t, �x)} позначає поле швидкостей рiдини,
p = p(t, �x) — тиск, �x = {xa}, ∂t = ∂/∂t, ∂a = ∂/∂xa, ∇ = {∂a},
ma = ma(t) и χ = χ(t) — довiльнi достатньо гладкi функцiї змiнної t
(наприклад, з C∞((t0, t1),R)). Густину рiдини вважаємо рiвною 1.
Iндекси a, b i c змiнюються вiд 1 до 3, iндекси i i j — вiд 1 до 2. За
iндексами, що повторюються, йде пiдсумовування.
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Хоча рiвняння Нав’є–Стокса, що враховують ефект в’язкостi рi-
динi, бiльш адекватно описують гiдродинамiчнi процеси, дослiдни-
цький iнтерес до рiвнянь Ойлера залишається достатньо великим,
зокрема, в галузi симетрiйного аналiзу [1]–[6]. Дана робота продов-
жує цикл робiт [7]–[9], присвячених лiївським пiдмоделям рiвнянь
Ойлера. А саме, в нiй побудовано анзац корозмiрностi два за пiдалге-
брою, що входить в перелiк нееквiвалентних двовимiрних пiдалгебр
алгебри A(E), отримано вiдповiдну систему редукованих рiвнянь,
вивчено її симетрiйнi властивостi i знайдено широкi класи точних
розв’язкiв, що мiстять довiльнi константи i функцiї. Цiкаво, що для
розглянутої пiдалгебри розв’язання редукованої системи фактично
зводиться до iнтегрування одного рiвняння з частинними похiдними
третього порядку, яке можна зобразити через добуток двох операто-
рiв, причому внутрiшнiй буде лiнiйним звичайним диференцiальним
оператором другого порядку за iнварiантною “просторовою” змiн-
ною, а зовнiшнiй — нелiнiйним оператором “матерiальної похiдної”
за iнварiантною “часовою” змiнною. В результатi побудовано новi
класи точних розв’язкiв рiвнянь Ойлера.

2. Пiдалгебра, анзац i редукована система. Розглянемо пiдал-
гебру A2

12(κ, η) = 〈Dx + κJ12, R(0, 0, η(t))〉, що входить в перелiк
нееквiвалентних двовимiрних пiдалгебр алгебри A(E), наведений в
[7, 8]. Тут η = η(t) — довiльна гладка функцiя змiнної t, η �≡ 0.
Алгебри A2

12(κ, η) i A2
12(κ̃, η̃) еквiвалентнi, якщо κ̃ = κ i ∃E,C, δ∈R

(E,C �= 0): η̃(t̃) = Cη(t), де t = Et̃+ δ.
Анзац за алгеброю A2

12(κ, η) можна побудувати лише для тих t,
для яких η(t) �= 0. Вiн має наступний вигляд:

u1= |η|(x1w
1 − x2(w2 + κw1))− 1

2ηtη
−1x1,

u1= |η|(x2w
1 + x1(w2 + κw1))− 1

2ηtη
−1x2,

u3= η−1|η|1/2rw3 + ηtη
−1x3,

p = η2r2s− 1
2ηttη

−1x2
3 + (1

4ηttη
−1 − 3

8 (ηt)2η−2)r2,

(3)

де wa = wa(z1, z2), s = s(z1, z2) — новi невiдомi функцiї iнварiантних
незалежних змiнних z1 =

∫
|η(t)|dt, z2 = arctg x2

x1
− κ ln r − 1

2κ ln |η|;
r =
√
x2

1 + x2
2.

Зауважимо, що вибiр анзацу саме такого вигляду обгрунтовує-
ться необхiднiстю одразу отримати редуковану систему в формi, най-
бiльш зручнiй для дослiдження. Тут спрацьовує “закон збереження
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складностi”: вдало пiдiбраний складний анзац — проста редукована
система (i навпаки).

Пiдстановка анзацу (3) в рiвняння Ойлера (1) дає таку систему
редукованих рiвнянь:

w1
1 + w2w1

2 + w1w1 − (w2 + κw1)2 + 2s− κs2 = 0,

w2
1 + w2w2

2 + w1w2 + (w2 + κw1)((1 + κ
2)w1 + κw2)

− 2κs+ (1 + κ
2)s2 = 0,

w1
1 + w2w1

2 + w1w3 = 0,

w2
2 + 2w1 = 0.

(4)

3. Дослiдження редукованої системи. З системи (4) випливає,
що функцiя w2 є розв’язком рiвняння

(∂1 + w2∂2)((1 + κ
2)w2

22 − 4κw2
2 + 4w2) = 0. (5)

Якщо функцiя w2 вiдома, то функцiї w1 i s виражаються через її
похiднi, а w3 — довiльний розв’язок лiнiйного рiвняння з частинними
похiдними першого порядку:

s = 1
4 (∂1 + w2∂2)((1+κ

2)w2
2 − 2κw2)− 1

8 (1+κ
2)(w2

2)
2 + 1

2 (w2)2,

w1 = − 1
2w

2
2, w3 = H(Ω)/

√
Ω2,

де H = H(Ω) — довiльна функцiя змiнної Ω, Ω = Ω(z1, z2) — перший
iнтеграл рiвняння dz2 = w2dz1.

Теорема 1. Максимальною в сенсi Лi алгеброю iнварiантностi сис-
теми (4) є алгебра

Amax = 〈∂z1 , ∂z2 , G = z1∂z2 + ∂w2 − 2w2∂s,

Dz1 = z1∂z1 − w1∂w1 − w2∂w2 − 2s∂s, w3∂w3〉.
(6)

Зауваження. Серед операторiв лiївської симетрiї системи (4) тiльки
оператор ∂z2 (з точнiстю до лiнiйної залежностi) є iндукованим при
будь-яких η. А саме, J12 ∼ ∂z2 , D

x ∼ −κ∂z2 (тут знак “∼” означає
“iндукує”). Для деяких значень η можливi додатковi iндукцiї:

η = 1: Dt ∼ Dz1 , ∂t ∼ ∂z1 ;

η = |t|ν , ν �= 0,−1: 2Dt ∼ 2(ν + 1)Dz1 + (ν − 2)w3∂w3 − κν∂z2 ;

η = |t|−1: 2Dt ∼ 2∂z1 − 3w3∂w3 + κ∂z2 ;

η = eνt, ν �= 0: 2∂t ∼ 2νDz1 + νw3∂w3 − κν∂z2 .
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В усiх iнших випадках оператори лiївської симетрiї системи (4) не
iндукуються операторами з A(E).

Теорема 2. Максимальна в сенсi Лi алгебра iнварiантностi рiвня-
ння (5) породжується операторами

∂z1 , ∂z2 , G̃ = z1∂z2 + ∂w2 , D̃z1 = z1∂z1 − w2∂w2 .

4. Точнi розв’язки. Схема побудови точних розв’язкiв системи (4)
буде наступною: знаходимо точнi розв’язки рiвняння (5), а потiм пiд-
ставляємо w2 в вирази для w1, s та рiвняння для Ω.При використаннi
лiївських розв’язкiв рiвняння (5) запропонована схема дає частково
iнварiантнi розв’язки системи (4) вiдносно алгебр, що мiстять опе-
ратор w3∂w3 .

Найбiльш широкий клас точних розв’язкiв рiвняння (5) (i, вiдпо-
вiдно, системи (4)) вдається побудувати, якщо помiтити, що рiвня-
ння (5) є диференцiальним наслiдком для сiм’ї звичайних лiнiйних
диференцiальних рiвнянь

(1 + κ
2)w2

22 − 4κw2
2 + 4w2 = 4C, C = const. (7)

де змiнна z1 є параметром. А саме,

w1 = e2ν2z2+ρ cos(2ν1z2 − ϕ) + C,

w2 = −e2ν2z2+ρ
(
ν2 cos(2ν1z2 − ϕ)− ν1 sin(2ν1z2 − ϕ)

)
,

s = − 1
2ν1e

4ν2z2+2ρ + 1
2e

2ν2z2+ρ
(
(ρt + 2ν2C) sin(2ν1z2 − ϕ)

− (ϕt + 2κν2C cos(2ν1z2 − ϕ)
)

+ 1
2C

2,

(8)

де ρ, ϕ — довiльнi функцiї змiнної z1, ν1 = 1
1+κ2 , ν2 = κ

1+κ2 . (Розв’я-
зок з w1 = C входить в сiм’ю (8) за умови, що допускається рiвнiсть
ρ ≡ −∞.) Частинний розв’язок для w3 — w3 = 0. Для деяких значень
параметрiв-функцiй ρ i ϕ вдалося знайти перший iнтеграл Ω рiвня-
ння dz2 = w2dz1 i, вiдповiдно, загальний розв’язок рiвняння на w3:

ϕ = const, C = 0: Ω =
∫
eρdz1 −

∫
e−2ν2z2 cos−1(2ν1z2−ϕ)dz2,

ϕ, ρ = const: Ω = z1 −
∫ (
e2ν2z2+ρ cos(2ν1z2−ϕ)+C

)−1
dz2,

Проведемо лiїську редукцiю рiвняння (5). Серед знайдених в та-
кий спосiб розв’язкiв вибиратимемо лише тi, що дають розв’язки
системи (4), вiдмiннi вiд (8). Перерахуємо нееквiвалентнi одновимiр-
нi пiдалгебри алгебри з теореми 2, вiдповiднi анзаци i редукованi
рiвняння:
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1) 〈∂z2〉: w2 = ψ(ω), ω = z1; ψ′ = 0;

2) 〈∂z1〉: w2 = ψ(ω), ω = z2; ((1 + κ
2)ψ′′ − 4κψ′ + 4ψ)′ = 0;

3) 〈G̃〉: w2 = ψ(ω) + z2/z1, ω = z1; ω2ψ′ + ωψ + κ = 0;

4) 〈∂z1 ± G̃〉: w2 = ψ(ω)± z1, ω = z2 ∓ 1
2z

2
1 ;

ψ((1 + κ
2)ψ′′ − 4κψ′ + 4ψ)′ ± 4 = 0;

5) 〈D̃z1 + µ∂z2〉: w2 = z−1
1 ψ(ω), ω = z2 − µ ln |z1|;

(ψ − µ)((1 + κ
2)ψ′′ − 4κψ′ + 4ψ)′ = ((1 + κ

2)ψ′′ − 4κψ′ + 4ψ);

Перша пiдалгебра дає розв’язок системи (4), що є особливим в
зображеннi (8):

w2 = C, w1 = 0, s = 1
2C

2, w3 = H(z2 − Cz1).
Розв’язок, що вiдповiдає другiй пiдалгебрi, має вигляд (8) (випадок
ϕ, ρ = const). Третє редуковане рiвняння iнтегрується; отриманий
розв’язок не належить сiм’ї (8):

w2 = z−1
1 (z2 − κ ln |z1|), w3 =

√
|z1|H(z−1

1 z2 + 1
2κ(ln |z1|)2),

w1 = − 1
2z

−1
1 , s = 1

2z
−1
1 ((z2 − κ ln |z1|)2 − 3

4 + 1
4κ

2).

Знайти точнi розв’язки (навiть частиннi) для четвертого редукова-
ного рiвняння не вдалося. У випадку п’ятої пiдалгебри всi точнi
розв’язки, що можливо побудувати, мають вигляд (8).

5. Висновки. Результати, отриманi в цiй роботi, є реалiзацiєю всiх
пунктiв програми “Пiдмоделi” [10] для однiєї пiдмоделi корозмiрностi
(рангу) 2 iдеальної нестисливої рiдини. Важливою особливiстю до-
слiдженої пiдмоделi (системи (4)) є те, що вона фактично зводиться
до рiвняння (5), яке є диференцiальним наслiдком для сiм’ї звичай-
них лiнiйних диференцiальних рiвнянь (7) з незалежною змiнною z2
(змiнна z1 вiдiграє роль параметра). Саме це дозволило побудува-
ти бiльшiсть iз знайдених точних розв’язкiв пiдмоделi. За рахунок
вдалого пiдбору анзацу в редуковану систему (4) не входять явно
незалежнi iнварiантнi змiннi i її структура є вiдносно простою.

Серед лiвських пiдмоделей рiвнянь Ойлера (1) спорiдненою до
розглянутої є пiдмодель, побудована за пiдалгеброю 〈Dx, R(�m)〉, де
вектор-функцiя �m = �m(t) неколiнеарна сталому вектору. Ця пiдмо-
дель значно складнiша (зокрема, рiвняння редукованої системи не-
тривiально зачепленi i мiстять незалежну змiнну в явному виглядi).
Її дослiдження буде темою наступних робiт.
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Використовуючи новий пiдхiд, здiйснено вичерпний опис симетрiй Лi
для систем двох зачеплених нелiнiйних рiвнянь Лапласа з двома неза-
лежними змiнними. Знайдено низку випадкiв, коли нелiнiйнi системи
iнварiантнi вiдносно нескiнченновимiрних алгебр Лi, що мають стру-
ктури, аналогiчнi до алгебри iнварiантностi вiдомого рiвняння Лiувiля.

Using a new approach, Lie symmetries for nonlinear systems of two coupled
Laplace equations with two independent variables are described completely.
It is established that some nonlinear systems are invariant with respect
to the infinite-dimensional Lie algebras. Those algebras possess similar
structures to the Lie algebra of the well-known Liouville equation.

1. Вступ. В останнi два-три десятилiття iнтенсивно дослiджуються
cистеми рiвнянь реакцiї-дифузiї вигляду

λ1Ut = ∆U + F (U, V ),

λ2Vt = ∆V +G(U, V ),
(1)

де F i G — довiльно заданi дiйснi диференцiйовнi функцiї, λ1, λ2 —
довiльнi дiйснi сталi, U = U(t, x), V = V (t, x) — шуканi функцiї вiд
n+1 змiнних t, x = (x1, . . . , xn), a нижнi iндекси t бiля U i V означа-
ють диференцiювання за цiєю змiнною. Це пов’язано перш за все з
тим, що на них ґрунтуються математичнi моделi для опису рiзнома-
нiтних процесiв у фiзицi, хiмiї та бiологiї [1–3]. Велика кiлькiсть ста-
тей присвячена дослiдженню iснування, єдиностi та асимптотичнiй
поведiнцi розв’язкiв вiдповiдних крайових задач, у яких накладаю-
ться тi чи iншi обмеження на функцiї F i G та розмiрнiсть простору n
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(див. [3, 4] та цитовану там лiтературу). Порiвняно недавно розпо-
чалися спроби опису алгебр Лi, вiдносно яких системи вигляду (1) є
iнварiантними [5, 6]. У роботах [7, 8] здiйснено вичерпний опис всiх
можливих алгебр iнварiантностi еволюцiйних систем вигляду (1) в
залежностi вiд вигляду пари функцiй (F,G). Проте при λ1 = λ2 = 0
параболiчна система (1) вироджується у елiптичну, а це означає, що
її симетрiйнi властивостi (структура алгебр iнварiантностi) суттєво
змiнюються. Зокрема, виявляється, що випадок n = 2 є особливим
порiвняно з iншими. Отже, у цiй роботi розглядатимемо cистему елi-
птичних рiвнянь

∆u = F (u, v), ∆v = G(u, v), (2)

де u = u(x) та v = v(x) — шуканi функцiї вiд двох змiнних x =
(x1, x2).

Необхiдно дати коротке обґрунтування важливостi розгляду си-
стеми (2) щодо можливих застосувань. Скажiмо, (1+2)-вимiрними
системами вигляду (1) (при вiдповiдному виборi пари функцiй (F,G))
моделюють процеси формування забарвлення хутра у ссавцiв та крил
у комах [3]. Оскiльки цi процеси врештi-решт стабiлiзуються, то оста-
точна (тобто при t → ∞) просторова структура забарвлення зада-
ється функцiями, якi задовольняють вiдповiднi двовимiрнi системи
вигляду (2). Аналогiчна картина спостерiгається у випадку моделю-
вання конкуренцiї (спiвiснування) тварин чи рослин на певнiй тери-
торiї. Очевидно, що опис структури розв’язкiв за допомогою анзацiв
i сама побудова точних розв’язкiв для двовимiрних рiвнянь є суттєво
простiшою задачою, нiж для тривимiрних.

Окрiм того, деякi параболiчнi системи вигляду (1) за допомогою
анзацiв

U(t, x) = φ1(t)u(x), V (t, x) = φ2(t)v(x), (3)

де φ1, φ2 — вiдомi функцiї, вдається звести до вiдповiдних елiпти-
чних систем вигляду (2). Скажiмо, системи, iнварiантнi вiдносно ал-
гебри Ґалiлея AG(1.n) [5, 6], мiстять нелiнiйностi

F = Uf(ω), G = V g(ω), ω = Uλ2V −λ1 ,

де f, g — довiльнi диференцiйованi функцiї змiнної ω, лiївським ан-
зацом (3) при φk(t) = exp(αλkt), k = 1, 2, α ∈ R зводяться до елiпти-
чних систем (2) при

F = uf(ω)− αλ1u, G = ug(ω)− αλ2v, ω = uλ2v−λ1 .
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Низку iнших пар функцiй (φ1(t), φ2(t)) i вiдповiдних нелiнiйностей F
iG, якi зводять (1) до (2) за допомогою анзацу (3), можна побудувати
на пiдставi вислiдiв роботи [7]. Отже, важливiсть вичерпного опису
всiх можливих алгебр iнварiантностi систем вигляду (2) в залежностi
вiд вигляду пар функцiй (F,G) не повинна викликати сумнiвiв.

2. Визначальнi рiвняння та перетворення еквiвалентностi.
Вiдразу наголосимо, що хоч метод Лi детально розроблений [9–11],
проте добре вiдомо, що задача повного (вичерпного) опису всеможли-
вих cиметрiй Лi для рiвнянь, якi мiстять довiльнi функцiї, є дуже
складною. Якщо ж розглядуване диференцiальне рiвняння (систе-
ма рiвнянь) мiстить довiльну функцiю вiд декiлькох аргументiв, то
донедавна вважалося, що ця задача практично нерозв’язна. Проте
вiдразу пiсля розв’язання цiєї задачi для системи рiвнянь реакцiї-
дифузiї (1) вдалося зробити це i для cистеми (2), застосовуючи дещо
iнший пiдхiд до класифiкацiї.

Отже, вiдповiдно до класичної схеми Лi [9–11] розгляньмо iнфi-
нiтезимальний оператор перетворень iнварiантностi

Q = ξ1(x, u, v)∂1 + ξ2(x, u, v)∂2 + η1(x, u, v)∂u + η2(x, u, v)∂v,

коефiцiєнти-функцiї якого ξ1, ξ2, η1, η2 повиннi бути знайденi з так
званих визначальних рiвнянь, якi в нашому випадку породжує си-
стема (2). Оскiльки на теперiшнiй час процедура отримання визна-
чальних рiвнянь практично для будь-яких реальних математичних
моделей не викликає труднощiв, то ми їх вiдразу подаємо:

ξiu = ξiv = 0, ξ11 = ξ22 , ξ12 + ξ21 = 0,

ηiuu = ηiuv = ηivv = 0, ηiju = ηijv = 0,
(4)

η1Fu + η2Fv = η1
uF + η1

vG− 2ξ11F + ∆η1,

η1Gu + η2Gv = η2
uF + η2

vG− 2ξ11G+ ∆η2.
(5)

Тут i нижче iндекси i тa j приймають значення 1, 2, а нижнi iндекси
означають диференцiювання за змiнними x1, x2, u, v.

З рiвнянь (4) випливає, що

ξ1 = ξ1(x), η1 = h11u+ h12v + η10(x),

ξ2 = ξ2(x), η2 = h21u+ h22v + η20(x),
(6)
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дe hij = const. Пiдставляючи вирази (6) для коефiцiєнтiв iнфiнiте-
зимального оператора Q в рiвняння (5), врештi-решт отримуємо(

h11x1 + h12x2 + η10(x)
)
Fu +

(
h21x1 + h22x2 + η20(x)

)
Fv

= h11F + h12G− 2ξ11F + ∆η10,(
h11x1 + h12x2 + η10(x)

)
Gu +

(
h21x1 + h22x2 + η20(x)

)
Gv

= h21F + h22G− 2ξ11G+ ∆η20,

(7)

Рiвняння (7) є основою для пошуку всеможливих cиметрiй Лi,
якi можуть допускати системи вигляду (2). Методика цього пошуку
детально буде описана в однiй з наших наступних статей. Тут лише
зауважимо три важливi моменти, якi суттєво використовувалися.

По-перше, неважко помiтити, що будь-яка система вигляду (2) iн-
варiантна вiдносно тривимiрної алгебри Евклiда AE(2) з базисними
операторами

P1 = ∂1, P2 = ∂2, J = x1∂2 − x2∂1 (8)

Бiльше того, легко довести таке: якщо система вигляду (2) допускає
хоч один додатковий оператор iнварiантностi, то це автоматично на-
кладає обмеження на вигляд функцiй F i G. Нижче алгебру AE(2)
називатимемо тривiальною алгеброю симетрiй Лi системи (2) i вона
є ядром всеможливих алгебр Лi, якi допускає ця система при фiксо-
ваних (конкретних) функцiях F i G.

По-друге, необхiдно було знайти групу еквiвалентностi в класi си-
стем (2), тобто групу таких локальних перетворень, при яких вигляд
системи не змiнюється, попри те, що вигляд власне функцiй F i G
може змiнюватися. З цiєю метою ми застосували подiбний до викла-
деного в [12] пiдхiд i розглянули однопараметричнi групи локальних
симетрiй системи

∆u = F, ∆v = G, Fi = Gi = 0, (9)

для яких iнфiнiтезимальний оператор має вигляд

Q̂ = ξ̂1(x, u, v)∂1 + ξ̂2(x, u, v)∂2 + η̂1(x, u, v)∂u + η̂2(x, u, v)∂v

+ χ̂1(x, u, v, F,G)∂F + χ̂2(x, u, v, F,G)∂G.

Пошук коефiцiєнтiв оператора Q̂ вiдбувається за класичним крите-
рiєм iнварiантностi i легко доводиться до кiнця, оскiльки тут F i G
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розглядаються як залежнi змiннi. У пiдсумку отримуємо, що алге-
бра Лi групи еквiвалентностi Gequiv породжується такими базисними
операторами:

∂1, ∂2, J, x1∂1 + x2∂2 − 2F∂F − 2G∂G, ∂u, ∂v,

u∂u + F∂F , v∂u +G∂F , u∂v + F∂G, v∂v +G∂G.
(10)

Oтже, перетворення еквiвалентностi з Gequiv, якi нетривiальним чи-
ном дiють на F i G, мають вигляд

x̃ = δx, ũ = a11u+ a12v + b1, ṽ = a21u+ a22v + b2,

F̃ = δ−2(a11F + a12G), G̃ = δ−2(a21F + a22G),
(11)

дe δ, aij , bi = const, δ �= 0, det(aij)2i,j=1 �= 0.
По-третє, для деяких класiв систем вигляду (2) (тобто систем з

бiльш конкретизованими функцiями F i G) знайдено додатковi пе-
ретворення еквiвалентностi, що не мiстяться в Gequiv. Це дозволи-
ло суттєво спростити пошук i зменшити кiлькiсть нееквiвалентних
систем вигляду (2), якi допускають розширення тривiальної алге-
бри AE(2).

3. Основний результат класифiкацiї. Нехай Amax=Amax(F,G) —
максимальна (в сенсi Лi) алгебра iнварiантностi (MAI) системи (2)
з конкретно заданими функцiями F iG. Тодi iснує 51 нееквiвалентна
система вигляду (2), кожна з яких iнварiантна вiдносно Amax �=
AE(2). Всi цi випадки природним чином розбиваються на чотири
сiм’ї:

1. 6 випадкiв лiнiйних систем вигляду (2), якi наведено лише для
повноти результату;

2. 5 випадкiв нелiнiйних систем вигляду (2), iнварiантних вiднос-
но нескiнченновимiрних алгебр Лi, що мiстять пiдалгебри, iзо-
морфнi алгебрi iнварiантностi вiдомого рiвняння Лiувiля ∆u =
λ expu;

3. 26 випадкiв нелiнiйних систем вигляду (2), MAI яких нескiн-
ченновимiрнi i мiстять оператори R(χ) = χ(x)∂u, де функцiя
χ(x) — довiльний розв’язок рiвняння Пуасона ∆χ = βχ;

4. 14 випадкiв нелiнiйних систем вигляду (2) iз скiнченновимiр-
ними MAI, що є розширеннями тривiальної алгебри AE(2) шля-
хом додавання одного, двох або трьох додаткових операторiв
iнварiантностi.
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Ciм’я 1. ∆u = a11u+ a12v + b1, ∆v = a21u+ a22v + b2.

Тут aij , bi, i, j = 1, 2 — довiльнi дiйснi сталi. Ocкiльки система лiнiй-
на, то вона iнварiантна вiдносно операторiв

R̂(χ1, χ2) = χ1(x1, x2)∂x1 + χ2(x1, x2)∂x2 , I = u∂u + v∂v,

дe χ = (χ1, χ2) — довiльний розв’язок цiєї ж системи. В залежностi
вiд жорданової форми матрицi (aij)2i,j=1, отримуємо шiсть нееквiва-
лентних класiв таких систем, якi наводяться нижче разом з базисни-
ми операторами з розширень вiдповiдних МАI.

1.1. ∆u = 0, ∆v = 0:
R̂(χ1, χ2), ξ1(x1, x2)∂x1 + ξ2(x1, x2)∂x2 , u∂u, v∂v, v∂u, u∂v;

1.2. ∆u = v, ∆v = 0: R̂(χ1, χ2), I, x∂x − 2v∂v, v∂u;

1.3. ∆u = εu, ∆v = εv: R̂(χ1, χ2), u∂u, v∂v, v∂u, u∂v;

1.4. ∆u = εu, ∆v = γv, γ �= ε: R̂(χ1, χ2), u∂u, v∂v;

1.5. ∆u = γu+ v, ∆v = γv, γ �= 0: R̂(χ1, χ2), I, v∂u;

1.6. ∆u = γu− v, ∆v = u+ γv: R̂(χ1, χ2), I, u∂v − v∂u,

де ε = ±1, a у випадку 1.1 (ξ1, ξ2) — довiльний розв’язок системи
Кошi-Рiмана (ξ11 = ξ22 , ξ12 = −ξ21).

Ciм’я 2. ∆u = f(v)eu, ∆v = g(v)eu.

Тут f i g — довiльнi дiйснi диференцiйовнi функцiї, не рiвнi одно-
часно нулю, тобто (f, g) �≡ (0, 0). Системи такого вигляду завжди
iнварiантнi вiдносно оператора, характерного для рiвняння Лiувiля,
а саме:

L(ξ) = ξ1(x1, x2)∂x1 + ξ2(x1, x2)∂x2 − 2ξ11(x1, x2)∂u,

дe ξ = (ξ1, ξ2) — довiльний розв’язок системи Кошi–Рiмана ξ11 = ξ22 ,
ξ12 = −ξ21 .

В залежностi вiд вигляду функцiй f i g, отримуємо п’ять нееквi-
валентних класiв систем, якi наводяться нижче разом з базисними
операторами вiдповiдних МАI.

2.1. ∆u = 0, ∆v = eu: L(ξ), R′(χ), v∂v + ∂u, u∂v;
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2.2. ∆u = εeu, ∆v = 0: L(ξ), R′(χ), v∂v;

2.3. ∆u = C1e
uvµ, ∆v = C2e

uvµ+1, (µC1, C2) �= (0, 0):
L(ξ), v∂v − µ∂u;

2.4. ∆u = (C1 − 2εC2v)eu+εv2 , ∆v = C2e
u+εv2 , (C1, C2) �= (0, 0):

L(ξ), ∂v − 2εv∂u;

2.5. ∆u = f(v)eu, ∆v = g(v)eu у випадках, що не зводяться до
перерахованих вище: L(ξ).

Тут ε = ±1, R′(χ) = χ(x)∂v, де ∆χ = 0.

Ciм’я 3. ∆u = f(v) + βu, ∆v = g(v).

Тут f i g — довiльно заданi дiйснi диференцiйовнi функцiї, для яких
(f ′′, g′′) �= (0, 0) i система перетвореннями еквiвалентностi не зводи-
ться до випадкiв 2.1 або 2.2 (останнє, зокрема означає, що вектор-
функцiї (f, g) i (f ′, g′) — лiнiйно незaлeжнi). Системи такого вигляду
завжди допускають iнфiнiтезiмальний оператор

R(χ) = χ(x1, x2)∂u,

дe χ = χ(x) — довiльний розв’язок рiвняння Пуасона ∆χ = βχ. В за-
лежностi вiд вигляду функцiй f i g, отримуємо 26 нееквiвалентних
класiв систем, якi наводяться нижче разом з базисними операто-
рами з розширень вiдповiдних МАI (скрiзь нижче базовi оператори
тривiальної алгебри AE(2) нами опущенi; також введено позначення
x∂x ≡ x1∂x1 + x2∂x2).

3.1. ∆u = vµ, ∆v = 0, µ �∈ {0, 1}:
R(χ), 2u∂u + x∂x, v∂u, 2v∂v − µx∂x;

3.2. ∆u = ln v, ∆v = 0: R(χ), 2u∂u + x∂x, v∂u, 2v∂v + |x|2
2 ∂u;

3.3. ∆u = f(v), ∆v = 0: R(χ), 2u∂u + x∂x, v∂u;

3.4. ∆u = v2 + εu, ∆v = 0: R(χ), 2u∂u + v∂v, 2v∂u − ε∂v;

3.5. ∆u = vµ + εu, ∆v = εv, µ �∈ {0, 1}: R(χ), µu∂u + v∂v, v∂u;

3.6. ∆u = ln v + εu, ∆v = εv: R(χ), εv∂v − ∂u, v∂u;
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3.7. ∆u = vµ, ∆v = ε, µ �∈ {0, 1}:
R(χ), 2(1 + µ)u∂u + 2v∂v + x∂x, 2v∂u − ε |x|

2

2 ∂u;

3.8. ∆u = ln v, ∆v = ε:
R(χ), 2u∂u + 2v∂v + x∂x − |x|2

2 ∂u, 2v∂u − ε |x|
2

2 ∂u;

3.9. ∆u = ev, ∆v = ε: R(χ), u∂u + ∂v, (2v − ε |x|
2

2 )∂u;

3.10. ∆u = 0, ∆v = εvµ, µ �∈ {0, 1}: R(χ), u∂u, 2v∂v +(1−µ)x∂x;

3.11. ∆u = v ln v + γ1u, ∆v = γ2v, γ1 �= γ2:
R(χ), u∂u + v∂v + (γ2 − γ1)−1v∂u;

3.12. ∆u = vµ ln v, ∆v = εvµ, µ �∈ {0, 1}:
R(χ), 2u∂u + 2v∂v + 2ε−1v∂u + (1− µ)x∂x;

3.13. ∆u = ln v, ∆v = εvµ, µ �= 0:
R(χ), 2v∂v + 2(1− µ)v∂u + |x|2

2 ∂u + (1− µ)x∂x;

3.14. ∆u = ln v + εu, ∆v = γv, γ �= ε: R(χ), εv∂v − ∂u;

3.15. ∆u = vµ+γ1u, ∆v = γ2v, γ1 �= γ2, µ �= 0: R(χ), µu∂u+v∂v;

3.16. ∆u = f(v) + εu, ∆v = εv: R(χ), v∂u;

3.17. ∆u = f(v), ∆v = 1: R(χ), 2v∂u − |x|2
2 ∂u;

3.18. ∆u = v2 + εu, ∆v = 1: R(χ), 2v∂u − ε∂v + 2ε−1∂u;

3.19. ∆u = vev, ∆v = εev: R(χ), 2v∂u + 2ε∂v − εx∂x;

3.20. ∆u = εu, ∆v = f(v), f ′′ �= 0: R(χ), u∂u;

3.21. ∆u = 0, ∆v = f(v), функцiї vf ′, f ′, f — лiнiйно незaлeжнi:
R(χ), u∂u;

3.22. ∆u = eµv, ∆v = εev, µ �= 0: R(χ), 2(µ− 1)u∂u + 2∂v − x∂x;

3.23. ∆u = ev + εu, ∆v = γ: R(χ), u∂u + ∂v;

3.24. ∆u = v, ∆v = εev: R(χ), 2u∂u − 2∂v + x∂x − |x|2
2 ∂u;

3.25. ∆u = vµ, ∆v = εvν , µν �= 0, µ �= ν:
R(χ), 2(1 + µ− ν)u∂u + 2v∂v + (1− ν)x∂x;
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3.26. ∆u = f(v) + βu, ∆v = g(v), якщо вибранi функцiї f i g не
зводять систему до однiєї з перерахованих вище: R(χ),

де |x|2 = x2
1 + x2

2. У випадках 3.3, 3.15, 3.16 функцiя f = f(v) така,
що чотири функцiї vf ′, f ′, f , 1 — лiнiйно незaлeжнi.

Ciм’я 4 репрезентує системи вигляду (2) зi скiнченновимiрними МАI
розмiрностi 4, 5 та 6 (δ ∈ {0; 1}).

4.1. ∆u = εvµu, ∆v = εvµ+1, µ �= 0: 2v∂v − µx∂x, u∂u, v∂u;

4.2. ∆u = f(v)u, ∆v = f(v)v, vf ′ + C, f ′, f — лiнiйно незaлeжнi
при довiльно вибранiй C = const: u∂u, v∂u;

4.3. ∆u = εvµ(u+ ln v), ∆v = εvµ+1, µ �= 0:
4u∂u + 2v∂v − (2µ− 1)x∂x, v∂u + ∂v, ;

4.4. ∆u = εvµu+ vν+1, ∆v = εvν+1, µ �∈ {ν, ν ± 1, 0}:
2(1 + ν − µ)u∂u + 2v∂v − µx∂x, v∂u;

4.5. ∆u = C2ω
µv + C1ω

µ+1/2, ∆v = C2ω
µ, ω = v2/2− u,

(C1(2µ+ 1), C2µ) �= (0, 0), C2
1 + C2

2 = 1:
4u∂u + 2v∂v − (2µ− 1)x∂x, v∂u + ∂v;

4.6. ∆u = vµeδu/v(C2u + C1v), ∆v = vµeδu/vC2v, C2
1 + C2

2 = 1,
(δC1, δC2, µC1C2) �= (0, 0, 0): 2u∂u+2v∂v−µx∂x, 2v∂u− δx∂x;

4.7. ∆u = uµvνC1u, ∆v = uµvνC2v, (C1(µ + 1), C2µ) �= (0, 0),
(C1ν, C2(ν + 1)) �= (0, 0), (µ, ν) �= (0, 0), (µν,C1 − C2) �= (0, 0),
C2

1 + C2
2 = 1: 2u∂u − µx∂x, 2v∂v − νx∂x;

4.8. ∆u = (u2 + v2)µ/2eν arctan v/u(C1u− C2v), (µ, ν) �= (0, 0),
∆v = (u2 + v2)µ/2eν arctan v/u(C1v + C2u), C2

1 + C2
2 = 1:

2u∂u + 2v∂v − µx∂x, u∂v − v∂u − νx∂x;

4.9. ∆u = eδu/v(g(v)u+ f(v)), ∆v = eδu/vg(v)v: 2v∂u − δx∂x;

4.10. ∆u = eδu(g(ω)v + f(ω)), ∆v = eδug(ω), ω = v2/2− u:
2v∂u + 2∂v − δx∂x;

4.11. ∆u = vµ+1(γg(ω) ln v + f(ω)), ∆v = vµ+1g(ω), ω = u/v − γ ln v,
γ �= 0: 2u∂u + 2v∂u + γv∂u − µx∂x;

4.12. ∆u = uµf(ω)u, ∆v = uµg(ω), ω = v− lnu: 2u∂u+2∂v−µx∂x;
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4.13. ∆u = uµf(ω)u, ∆v = uµg(ω)v, ω = u−νv: 2u∂u+2ν∂v−µx∂x;

4.14. ∆u = eν arctan v/u(f(ω)u− g(ω)v),
∆v = eν arctan v/u(f(ω)v+g(ω)u), ω = ln(u2 +v2)−2µ arctan v/u:
u∂v − v∂u + µ(u∂u + v∂v)− νx∂x.
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Система коварiантних рiвнянь для
взаємодiючої частинки зi спiном 3/2
у (1+1)-вимiрному просторi
О.I. САПЄЛКIН

Iнститут кiбернетики iм. В.М. Глушкова НАН України, Київ

Знайдено сумiсну систему коварiантних диференцiальних рiвнянь для
частинки зi спiном 3/2, що взаємодiє з електромагнiтним полем в (1 +
1)-вимiрному просторi-часi.

A covariant system of equations for spin 3/2 particle interacting with
electromagnetic field in (1 + 1)-dimensional space-time is found.

1. Вступ. Успiхи суперсиметричних квантових теорiй поля знову
поставили в ряд найактуальнiйших теорiю частинок iз вищим значе-
нням спiна. Незважаючи на те, що релятивiстським хвильовим рiв-
нянням присвячене величезна кiлькiсть робiт, є всi пiдстави ствер-
джувати, що задовiльна модель частинки зi спiном бiльше одиницi
дотепер не побудована. Теорiя таких рiвнянь стикається з трудноща-
ми принципового характеру (головнi з яких пов’язанi з порушенням
принципу причинностi).

Можливо, подiбних недолiкiв можна уникнути в рамках коварi-
антних систем диференцiальних рiвнянь, iдея яких була запропоно-
вана в однiй з останнiх робiт Дiрака [4]. Кожне окремо рiвняння такої
системи не iнварiантне щодо перетворень iз групи Пуанкаре. Власти-
вiстю iнварiантностi володiє тiльки сукупнiсть усiх рiвнянь системи.
Коварiантним системам рiвнянь для вiльних частинок присвяченi
роботи [1, 2, 3]. Але досi жодного прикладу подiбних систем з ураху-
ванням взаємодiї для частинок зi спiном бiльше 1/2 запропоновано
не було. В данiй роботi вперше пропонується коварiантна система
для частинки зi спiном 3/2, що взаємодiє з електромагнiтним полем
в (1 + 1)-вимiрному просторi-часi.

Будемо виходити з коварiантної системи наступного вигляду:

Lnψ(x)=(−sπn+Snαπα+κSn2+Bµνn Fµν)ψ(x) = 0, n = 0, 1,(1)
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де матрицi Sµν , µ, ν = 0, 2, утворюють зображення алгебри AO(1, 2)
i задовольняють комутацiйним спiввiдношенням:

[Sµν , Sλσ] = i(gµσSνλ + gνλSµσ − gµλSνσ − gνσSµλ),

g00 = −g11 = −g22 = 1, g01 = g10 = g02 = g20 = g21 = g12 = 0; κ, s —
числовi параметри. За повторювальними грецькими iндексами йде
коварiантне пiдсумування, Snαpα = Sn0p0 − Sn1p1, i застосовується
система одиниць Хевiсайда, у якiй h = c = 1. Рiвняння (1) включає
як члени, що вiдповiдають мiнiмальнiй взаємодiї та отримуються
замiною

pn ⇒ πn = pn − eAn
де p0 = p0 = i ∂

∂x0
, p1 = −p1 = −i ∂

∂x1
, An — вектор-потенцiал еле-

ктромагнiтного поля, e — заряд частинки, так i члени Bµνn Fµν , що
вiдповiдають аномальнiй взаємодiї типу Паулi. Тут Fab = −i[πa, πb]
— тензор електромагнiтного поля а Bµνn — числовi матрицi, що пiд-
лягають визначенню з умов сумiсностi й iнварiантностi.

З урахуванням того, що у двовимiрному випадку тiльки F01 та
F10 вiдмiннi вiд нуля, введемо позначення

F01 = F, Bn = B10
n −B01

n , n = 0, 1

i запишемо систему (1) у зручному для подальшого дослiдження
виглядi

L0ψ(x) = (sπ0 + S01π1 − κS02 +B0F )ψ(x) = 0,
L1ψ(x) = (sπ1 + S01π0 − κS12 +B1F )ψ(x) = 0.

(2)

2. Про сумiснiсть системи (2). Шляхом нескладних обчислень
можна показати, що комутатор операторiв L0 i L1 матиме вигляд

[L0, L1]ψ(x) = ((κS12 −B1F )L0 + (−κS02 +B0F )L1+
+κ(S01S02 − sS12)π0 + κ(sS02 − S01S12)π1 + i(s2 − S2

01)F+
+(sB1 − S01B0)π0F + (S01B1 − sB0)π1F )ψ(x).

(3)

Права частина спiввiдношення (3) не включає додаткових умов на
ψ(x), якщо вона є дифференцiальним наслiдком системи (2), або лi-
нiйною комбiнацiєю операторiв рiвнянь iз матричними коефiцiєнта-
ми, що не залежать вiд похiдних (такими є доданки в першому рядку
комутатора, якi тому далi можуть не розглядатися).
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Має мiсце наступна

Теорема. Система (2) сумiсна, якщо:
1) система

K
(
s2 − S2

01

)
= κ(G0s−G1S01), KG1 + κG1S01 = 0,

має ненульовий розв’язок K; тут

G0 = (S01S02 − sS12), G1 = (sS02 − S01S12);

2) матрицi B0, B1 задовольняють рiвняння

sB1 − S01B0 = 0, S01B1 − sB0 = 0, G1B1 =
is

κ

(
s2 − S2

01

)
.

Доведення. Дiйсно, нехай iснують такi матрицi K0, K1, що лiнiйна
комбiнацiя

K0L0 +K1L1 = (sK0 +K1S01)π0 + (K0S01 + sK1)π1−
−κ(K0S02 +K1S12) + (K0B0 +K1B1)F

спiвпадає з правою частиною (3). Тодi повиннi виконуватися першi
два рiвняння другої частини теореми, тому що ця лiнiйна комбiнацiя
не мiстить похiдних вiд F , що входять в останнiй рядок комутато-
ра (3). Далi необхiдно, щоб спiвпадали коефiцiєнти при однакових
степенях операторiв похiдних. Тому

sK0 +K1S01 = κG0, K0S01 + sK1 = κG1.

Пiсля нескладних перетворень знайдемо, що

K0(s2 − S2
01) = κ(G0s−G1S01),

K1 = (K0S01 − κG1)/s.

Припускаючи, що перше рiвняння цiєї системи має розв’язок, скори-
стаємося виразом K1 через K0 та отримаємо

K0L0 +K1L1 = κ(S01S02 − sS12)π0 − κ(sS02 − S01S12)π1+

−κ
s
(K0G1 + κG1S12) +

κ

s
G1B1F.

Якщо тепер, прирiвняти вiдповiднi коефiцiєнти останього виразу та
комутатора (3), то остаточно отримаємо рiвняння, що фiгурують в
твердженнi теореми.
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Зауважимо, що в доведенi не використовувалися властивостi ма-
триць S01, S02, S12 , що значно розширює клас систем вигляду (2)
до яких можна застосувати доведену теорему.

3. Спiн 3/2. Виберемо матрицi S01, S02, S12 наступним чином:

S01 =
i

2


3 0 0 0
0 1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −3

 ,

S02 =
i

2


0
√

3 0 0√
3 0 2 0
0 2 0

√
3

0 0
√

3 0

 ,

S12 =
i

2


0 −

√
3 0 0√

3 0 −2 0
0 2 0 −

√
3

0 0
√

3 0

 ,
а s = − 3

2 i. Цi матрицi утворюють незвiдне зображення алгебри
AO(1, 2), яке iзоморфне зображенню D(3

2 ) алгебри AO(3), що дає
пiдстави iнтерпритувати систему як рiвняння для частинки зi спi-
ном 3

2 .
Неважко переконатися, що для таким чином вибраних матриць,

рiвняння першої частини теореми справедливi, а рiвняння другої ча-
стини мають єдиний розв’язок

B0 =
√

3
κ


0 1 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 −1 0

 , B1 =
√

3
κ


0 −1 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 −1 0

 .
Знаходимо вираз матриць B0, B1 через матрицi S02 та S12:

B0 =
i

κ

(
1
2
(
S2

02S12 − S12S
2
02

)
− S3

12 + S02S12S02 + 3S12

)
,

B1 =
i

κ

(
1
2
(
S02S

2
12 − S2

12S02

)
+ S12S02S12 − S3

02 + 3S02

)
.
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Мають мiсце комутацiйнi спiввiдношення:

[S01, B0] = −iB1, [S01, B1] = −iB0,

з яких випливає коварiантнiсть знайденої системи вiдносно перетво-
рень Лоренца у двовимiрному просторi-часi.

Таким чином, побудовано систему коварiантних рiвнянь (2), яка
узагальнює системи, що розглядаються у роботах [1, 2, 3] на випадок
частинки, що взаємодiє. Тобто, вперше доведено, що таке узагальне-
ння iснує, принаймнi у двовимiрному випадку. Зауважимо, що зав-
дяки успiхам по експериментальному створенню двовимiрних кван-
тових мембран рiвняння в просторах малої розмiрностi мають не
тiльки академiчний iнтерес.

Автор висловлює подяку доктору фiз.-мат. наук А.Г. Нiкiтiну за
постоновку задачi та змiстовнi консультацiї пiд час дослiдження.
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Розглянуто нелокальнi симетрiї, асоцiйованi з унiверсальними абельо-
вими накриттями над (1+1)-вимiрними еволюцiйними системами зi
зв’язками, i показано, що похiднi по напрямку цих симетрiй є фор-
мальними симетрiями для таких систем, чим узагальнено аналогiчнi
результати для локальних симетрiй. Наведено також деякi спорiдненi
результати.

We consider the nonlocal symmetries associated with the universal Abeli-
an coverings over (1+1)-dimensional evolution systems with constraints.
We show that the directional derivatives of these symmetries are formal
symmetries for the systems in question, thus generalizing similar results
concerning local symmetries. Some related results are also presented.

1. Introduction. There is a profound connection between generalized
symmetries [1]–[6] and formal symmetries [4, 5, 7, 8, 9] of (1+1)-dimen-
sional evolution equations. Namely, the directional derivative of a (local)
generalized symmetry turns out to be a formal symmetry for the same
equation. This fact enabled Mikhailov et al. [7, 8] to obtain easily veri-
fiable necessary conditions of existence of higher order symmetries of
evolution equations in (1+1) dimensions and present complete lists of
integrable (1+1)-dimensional evolution equations of low order.

The milestone of this approach is locality (see, however, [8, 9]) of
equations, symmetries and coefficients of formal symmetries. The non-
localities were incorporated in this scheme by Mukminov and Sokolov
[10], who have shown that the above connection between symmetries
and formal symmetries remains valid for time-independent (1+1)-dimen-
sional evolution systems with constraints and their time-independent
symmetries and formal symmetries.
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The aim of present paper is to extend some results of [10] to the case
of time-dependent evolution systems with constraints and their time-
dependent symmetries and formal symmetries. This extension is requi-
red, in particular, for the study of time-dependent symmetries of evoluti-
on equations with constraints and integrable evolution systems with
time-dependent coefficients, e.g. those considered in [11].

Consider a system of evolution equations with constraints (cf. [10])

∂u/∂t = F(x, t,u, . . . ,un′ , �ω(0)) (1)

for the unknown vector function u = (u1, . . . , us)T . Here uj = ∂ju/∂xj ,
u0 ≡ u and F = (F 1, . . . , F s)T ; ()T denotes the matrix transposition;
�ω(0) stands for the vector of variables ω(0)

α , α ∈ I0, where I0 is some
indexing set. The quantities ω(0)

α , α ∈ I0, usually interpreted as nonlocal
variables, are defined here by means of the relations [10, 13]

∂ω(0)
α /∂x = Xα(x, t, �ω(0),u,u1, . . .), (2)

∂ω(0)
α /∂t = Tα(x, t, �ω(0),u,u1, . . .), (3)

where Xα and Tα for any given α depend only on a finite number of
variables uk and ω(0)

α .
Let A0,j denote the algebra (under the standard multiplication) of

scalar locally analytic functions of x, t,u,u1, . . . ,uj , �ω(0) such that any
given function f ∈ A0,j depends only on a finite number of variables
ω

(0)
α , and let A0 =

⋃∞
j=0A0,j .

The operators of total x- and t-derivatives on A0 have the form [13]

D
(0)
x =

∂

∂x
+

∞∑
i=0

ui+1
∂

∂ui
+
∑
α∈I0

Xα
∂

∂ωα
,

D
(0)
t =

∂

∂t
+

∞∑
i=0

Di(F)
∂

∂ui
+
∑
α∈I0

Tα
∂

∂ωα
.

As in [10, 13], we shall require that [D(0)
x ,D

(0)
t ] = 0 or, equivalently,

D
(0)
t (Xα) = D

(0)
x (Tα) for all α ∈ I0.

Following [12, 13], let us describe the construction of universal Abe-
lian covering (UAC) U over a system of PDEs for the particular case
of system (1)–(3). More precisely, the covering described below is just
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a representative of the class of equivalent coverings, and the authors of
[12, 13] identify UAC with this equivalence class.

The covering U involves the infinite set of nonlocal variables ω(j)
α

defined by the relations

∂ω(j)
α /∂x = ρ(j−1)

α , α ∈ Ij , j ∈ N, (4)

∂ω(j)
α /∂t = σ(j−1)

α , α ∈ Ij , j ∈ N. (5)

The set Ik+1, k ≥ 0, is a set of indices such that the conservation laws
Dt(ρ

(k)
α ) = Dx(σ

(k)
α ) for α ∈ Ik+1 form a basis in the set CL(k)

F of
all nontrivial local conservation laws of the form Dt(ρ) = Dx(σ) for
the system of equations (1)–(3) and (4), (5) with j = 1, . . . , k (for the
system (1)–(3) only, if k = 0). The locality means that the densities ρ and
fluxes σ of conservation laws from CL(k)

F depend only on x, t,u,u1, . . .
and �ω(0), �ω(1), . . . , �ω(k) but not on �ω(m) with m > k, and any given
density or flux depends only on a finite number of ur and of ω(j)

α . The
nontriviality of a conservation law Dt(ρ) = Dx(σ) from CL(k)

F means (cf.
[1, 13]) that there is no function f = f(x, t, �ω(0), �ω(1), . . . , �ω(k),u,u1, . . .)
which depends only on a finite number of ur and ω(j)

α and is such that
ρ = Dx(f) and σ = Dt(f). Here �ω(k) stands for the totality of variables
ω

(k)
α , α ∈ Ik, combined in an (infinite-dimensional) vector. Likewise, we

shall denote by �ω the (infinite-dimensional) vector of variables ω(j)
α for

all j and α.
The operators of total derivatives on the space of functions of x, t, �ω,

u,u1, . . ., which we have used above, are

D ≡ Dx = D(0)
x +

∞∑
j=1

∑
α∈Ij

ρ(j−1)
α ∂/∂ω(j)

α ,

Dt = D
(0)
t +

∞∑
j=1

∑
α∈Ij

σ(j−1)
α ∂/∂ω(j)

α .

The relations Dt(ρ
(k)
α ) = Dx(σ

(k)
α ) imply the compatibility of (4)

and (5). In turn, the latter and [D(0)
x ,D

(0)
t ] = 0 imply [Dx,Dt] = 0.

We shall say (cf. [10, 13]) that a function f = f(x, t, �ω,u,u1, . . .)
is a nonlocal UAC function, if a) f depends only on a finite number
of variables ω(j)

α and uk and b) f is a locally analytic function of its
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arguments. We shall call f a nonlocal UAC function of level k, if f is a
nonlocal UAC function independent of ω(j)

α for j > k.

2. The structure of kerD. Let A be the algebra of all scalar nonlocal
UAC functions under the standard multiplication. Now let us prove
(cf. [10]) that the kernel of operator D in A consists solely of functi-
ons of t, provided the same is true for the algebra A0. Note that the fact
that kerD |Aloc is exhausted by functions of t is well known, see e.g. [1].

We shall call an algebra L of scalar nonlocal UAC functions (under
standard multiplication) admissible, if it has the following properties:

• for any locally analytic function h(y1, . . . , yp) and for any aj ∈ L
we have h(a1, . . . , ap) ∈ L;

• L is closed under the action of D and Dt;

• there exists a subalgebra Ã0 of A0 such that i) Aloc ⊂ Ã0; ii) all
elements of Ã0 may depend only on x, t,u,u1, . . . and on a fixed
finite set ω(0)

α1 ,. . . ,ω
(0)
αk , αi ∈ I0, of nonlocal variables ω

(0)
β ; iii) L is

obtained from Ã0 by means of a finite sequence of extensions.

The third property means that there exists a finite chain of admissible
algebras L0 = Ã0,L1,L2, . . . ,Lm = L such that Lj is generated by the
elements of Lj−1 and just one new nonlocal variable ψj , defined by means
of the relations ∂ψj/∂t = ηj , ∂ψj/∂t = ξj , (informally, ψ = D−1(ηj)),
where ηj ∈ Lj−1 is such that ηj �∈ ImD|Lj−1 and Dt(ηj) = D(ξj) for
some ξj ∈ Lj−1, cf. [10]. Obviously, L ⊂ A for any admissible L.

Consider a nonlocal UAC function f of level k ≥ 1 (the case of level
k = 0 is trivial, as kerD|A0 contains only functions of t by assumption). It
may depend only on a finite number m of variables ω(j)

α , and it is easy to
see that there exists a minimal (i.e., obtained from the smallest suitable
Ã0 by means of the minimal possible number of extensions) admissible
algebra K of scalar nonlocal UAC functions which contains f .

It is clear that in order to prove that f ∈ kerD implies that f depends
on t only it suffices to prove that kerD|K consists solely of functions of t.
In order to proceed, we shall need the following

Lemma 1. Let L be an admissible algebra, kerD|L consist solely of
functions of t, and L̃ be the extension of L obtained by adding the
nonlocal variable ζ = D−1(γ), where γ ∈ L is such that γ �∈ ImD|L
and Dt(γ) ∈ ImD|L. Then L̃ is admissible and kerD|L̃ also consists
solely of functions of t.
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Proof. The admissibility of L̃ is obvious from the above, so it remains
to describe kerD|L̃. By definition, the elements of L may depend only
on a finite number of variables ω(j)

α . To simplify writing, we shall denote
them by ζ1, . . . , ζm.

Let B0 ⊂ L be the algebra of all locally analytic functions of x, t,u,
u1, . . . ,up, ζ1, . . . , ζm, where p is the minimal number such that B0 contai-
ns γ and D(ζi) for i = 1, . . . ,m. It is clear that such p does exist.

Consider the following chain of subalgebras of L: Bj+1 = {h ∈ Bj |
D|L(h) = gγ, g ∈ Bj}, j = 0, 1, 2, . . .. Any locally analytic function of
elements of Bj obviously belongs to Bj .

As B0 is generated by s(p + 1) + m + 2 elements x, t, uI , uI1, . . . , uIp,
ζ1, . . . , ζm, where I = 1, . . . , s, we conclude that Bj+1 = Bj for j ≥
s(p + 1) + m + 2 (cf. [10]). Indeed, by construction Bj+1 ⊂ Bj , and
hence the functional dimension dj+1 of Bj+1 does not exceed that of
Bj . If these dimensions coincide, then we have Bj+1 = Bj , and otherwi-
se dj+1 ≤ dj − 1. Since d0 = s(p + 1) + m + 2, it is clear that d ≡
ds(p+1)+m+2 ≤ 1, provided Bj+1 �= Bj for j = 0, . . . , s(p + 1) + m + 1.
On the other hand, d ≥ 1, because in any case Bs(p+1)+m+2 contains
the algebra of (all locally analytic) functions of t, and the result follows.
Thus, Bs(p+1)+m+2 is the algebra of all locally analytic functions of some
its elements z1, . . . , zd, i.e., it is generated by z1, . . . , zd.

Let f = f(x, t,u, . . . ,uq, ζ1, . . . , ζm, ζ) ∈ kerD|L̃, ∂f/∂ζ �= 0. Di-
fferentiating the equality D(f) = 0 with respect to uj , j > p, we obtain
∂f/∂uj = 0 for j > p. Thus, f ∈ B0 for any fixed value of ζ. We have

D(f) = D|L(f) + γ∂f/∂ζ = 0. (6)

But (6) implies that f ∈ B1 for any fixed value of ζ. Then, again by
virtue of (6), we have f ∈ B2 for any fixed ζ, and so on.

Thus, f ∈ Bs(p+1)+m+2 for any fixed value of ζ and D|L(f) �= 0.
Hence, the operator D|Bs(p+1)+m+2 is nonzero, and D|Bs(p+1)+m+2 = γX,
where X is a nonzero vector field on the space of variables z1, . . . , zd.

Let w ∈ Bs(p+1)+m+2 be a solution of the equation X(w) = 1. Then
D|L(w) = γ, what contradicts the assumption that γ �∈ ImD|L. The
contradiction proves the lemma.

The desired result about kerD|K readily follows, if we successively
apply the above lemma for L = Ã0 and L̃ = L1, then for L = L1

and L̃ = L2, and so on, and take into account that by assumption
kerD|Ã0

is exhausted by functions of t. From this we immediately infer
that kerD|Lm

, Lm = K, consists solely of functions of t.
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The above reasoning applies to any f ∈ A, so we have proved

Proposition 1. Let the kernel of the operator D in A0 consist of functi-
ons of t only. Then the same is true for the kernel of D in A.

Let us stress that this proposition is not valid for the functions that
depend on an infinite number of variables uj and ω(k)

α at once.
Proposition 1 has many interesting applications in the study of sym-

metries for the system (1)–(3). Indeed, provided (1)–(3) satisfies the
conditions of Proposition 1, we can apply the results from [14] on the
structure of nonlocal symmetries and formal symmetries not only to the
symmetries and formal symmetries whose coefficients are nonlocal UAC
functions of level zero, but also to those with the coefficients being arbi-
trary nonlocal UAC functions. In particular, this fact enables us easily
check the commutativity and time independence of nonlocal symmetries
for (1)–(3), see [14] for more details. This also opens the way for the
extension of the results of Sokolov [5] to a large class of systems (1)–(3).

Note that under the conditions of Proposition 1 it is immediate that
kerD ∩ kerDt in A consists solely of constants, and hence by Proposi-
tion 1.4 from § 1 of Chapter 6 of [13] universal Abelian covering over
(1)–(3) is locally irreducible.

Next, if kerD in A is exhausted by functions of t, then the conservati-
on law Dt(ρ) = D(σ), where ρ and σ are nonlocal UAC functions of
level k, for the system (1)–(3) and (4), (5) with j = 1, . . . , k is trivial
if and only if there exists a nonlocal UAC function f of level k such
that ρ = D(f), cf. [7]. In other words, the condition σ = Dt(f) can be
dropped.

Indeed, if ρ = D(f), then D(σ) = Dt(ρ) = Dt(D(f)) = D(Dt(f)),
whence by Proposition 1 σ = Dt(f) + h(t), where h(t) is a function
of t. But we can replace f by f̃ = f +

∫ t
t0
h(τ)dτ . Then ρ = D(f̃) and

σ = Dt(f̃), and the result follows.

3. Directional derivatives of nonlocal UAC functions. Now let
us show that the directional derivative of any nonlocal UAC function f
can be represented as a formal series in powers of D. Let I = ∪∞

j=0Ij be
the indexing set labelling the variables ω(j)

α for all α and j. To simplify
writing, below we denote the components of the vector �ω by ωβ , β ∈ I,
instead of ω(j)

α and write the equations (2), (3), (4), (5) for all α ∈ I in
the unified form ∂ωα/∂x = Xα, ∂ωα/∂t = Tα.
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Let Matp(A)[[D−1]] be the set of formal series in powers of D of
the form H =

∑q
j=−∞ hjD

j , where hj are p × p matrices with entries
from A, cf. e.g. [7, 8], and A[[D−1]] ≡ Mat1(A)[[D−1]]. The degree of
H ∈ Matp(A)[[D−1]] is (see e.g. [8]) the greatest m ∈ Z such that hm �= 0.
The notation is m = deg H. We assume (cf. [1]) that deg 0 = −∞.

The set Matp(A)[[D−1]] is an algebra with respect to the multiplicati-
on law, given by the “generalized Leibniz rule", cf. [1],

aDi ◦ bDj = a
∞∑
q=0

i(i− 1) · · · (i− q + 1)
q!

Dq(b)Di+j−q (7)

for monomials aDi, bDj , a, b ∈ Matp(A), and extended by linearity to
the whole Matp(A)[[D−1]]. Below we shall omit ◦ if this is not confusing.
The commutator [A,B] = A ◦B −B ◦ A endows Matp(A)[[D−1]] with
the structure of Lie algebra.

Consider the directional derivative of a function �f ∈ Aq along H ∈
As, i.e., �f ′[H] = (d�f(x, t,u + εH,u1 + εDx(H), . . .)/dε)ε=0, see e.g. [3].
If f ∈ Aloc, then f ′[H] =

∑∞
i=0 ∂f/∂uiD

i(H) is a well-defined nonlocal
UAC function for any H ∈ As, and f ′ =

∑∞
i=0 ∂f/∂uiD

i is a differential
operator, cf. e.g. [5, 8]. In general, for f ∈ A we have

f ′[H] =
∞∑
k=0

∂f

∂uk
Dk(H) +

∑
α∈I

∂f

∂ωα
ω′
α[H]. (8)

On the other hand, for any f ∈ A we have (cf. [10])

df −Dt(f)dt−Dx(f)dx = f ′[du− u1dx− Fdt]. (9)

This formula is valid provided u satisfies (1), and is the immediate
consequence of definition of directional derivative. Moreover, it is clear
that f ′ determined from (9) is the same as that defined by (8).

At the first sight, equation (9) is incorrect. Indeed, we have

df −D(f)dx−Dt(f)dt =
∞∑
j=0

∂f/∂uj(duj − uj+1dx−Dj(F)dt)+

+
∑
α∈I

∂f/∂ωα(dωα −Xαdx− Tαdt).

While the first sum in this expression can be readily rewritten in the
required form as

∑∞
j=0 ∂f/∂ujD

j(du − u1dx − Fdt), it is by no means
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clear how this can be done with the second sum. Fortunately, in analogy
with [10] we can show that the incorrectness of (9) is apparent.

Following [10], let us extend the action of total derivatives D, Dt

to the space of 1-forms spanned by dx, dt, dωα, duI , duI1, . . ., where I =
1, . . . , s and α ∈ I, using the formulas D(aidbi) = D(ai)dbi+aid(D(bi)),
Dt(aidbi) = Dt(ai)dbi + aid(Dt(bi)). We have

D(dωα −Xαdx− Tαdt) =
∞∑
i=0

∂Xα/∂ui(dui − ui+1dx−

−Di(F)dt) +
∑
β∈I

∂Xα/∂ωβ(dωβ −Xβdx− Tβdt).
(10)

If we introduce (cf. [10]) the (infinite-dimensional) matrix W with
the entries ∂Xα/∂ωβ , the vectors �X, �T with the components Xα, Tα,
α ∈ I, and the formal series �BI =

∑∞
i=0 ∂

�X/∂uIiD
i, then we can rewrite

(10) as (D −W )(d�ω − �Xdx− �Tdt) =
∑s
I=1

�BI(duI − uIdx− F Idt).
The (formal) inverse of the operator D − W is well known to be

(D−W )−1 = D−1 +D−1 ◦W ◦D−1 + . . .. So, we have d�ω− �Xdx− �Tdt =∑s
I=1

�MI(duI −uI1dx−F Idt), where �MI = (D−W )−1 ◦ �BI . Denote the
components of �MI by Mα,I , α ∈ I. Then we obtain

df −D(f)dx−Dt(f)dt =
∞∑
j=0

∂f/∂ujDj(du− u1dx− Fdt)+

+
s∑
I=1

∑
α∈I

∂f/∂ωαMα,I(duI − uI1dx− F Idt).

Hence, we have f ′ =
∑∞
j=0 ∂f/∂ujD

j +
∑
α∈I ∂f/∂ωαMα. Here

Mα = (Mα,1, . . . ,Mα,s)T . As Xα for any given α depends only on a fi-
nite number of variables ωβ , using the “generalized Leibnitz rule"(7), we
readily see that Mα,I ∈ A[[D−1]]. Therefore, for any f ∈ A the operator
f ′ of its directional derivative can be represented as formal series in
powers of D with the coefficients from A, i.e., f ′ ∈ A[[D−1]]. Let us note
that (D(f))′ = D ◦ f ′ and (fg)′ = gf ′ + fg′, cf. [10].

With this in mind, let us turn to the analysis of the interrelation
between the notions of symmetry and formal symmetry for (1)–(3).

Recall that a formal series R =
∑r
j=−∞ ηjD

j ∈ Mats(A)[[D−1]] is
called [1, 7, 10] a formal symmetry of rank m for (1)–(3), provided

deg(Dt(R)− [F′,R]) ≤ deg F′ + deg R−m. (11)

The derivative Dt(R) is defined here as Dt(R) =
∑r
j=−∞Dt(ηj)Dj .
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The set FS(q)
F (A) of all formal symmetries of rank not lower than q

of system (1)–(3) is a Lie algebra, because for the formal symmetries P

and Q of ranks p and q we have [P,Q] ∈ FS
(r)
F (A) for r = min(p, q),

cf. [8].
Next, G ∈ As is called a symmetry (cf. e.g. [1, 2, 3]) for (1)–(3), if

∂G/∂t+ [F,G] = 0, (12)

where [·, ·] is the Lie bracket [K,H] = H′[K]−K′[H].
Let SF (A) be the set of all symmetries G ∈ As for (1)–(3). Note that

in general for A �= Aloc neither As nor SF (A) are closed under the Lie
bracket. However, if [P,Q] ∈ As for some P,Q ∈ SF (A), then it is easy
to see that [P,Q] ∈ SF (A).

For any �f ∈ Aq define its formal order as ford �f = deg �f ′. The notion
of formal order provides a natural generalization of the notion of order
for local functions, cf. e.g. [1, 8], with the only exception that for the
functions �h ∈ Aq such that �h′ = 0 (for instance, for those of the form
�h = �h(x, t)) we have ford�h = −∞ �= 0.

Eq.(12) is well known to be nothing but the compatibility condition
for (1) and ∂u/∂τ = G. If G ∈ As, then ∂(∂u/∂τ)∂t = Dt(G), and
∂(∂u/∂t)∂τ = F′[G]. Hence (12) may be rewritten as Dt(G) = F′[G].

Let

F′ ≡
n∑

i=−∞
φiD

i, n0 =
{

1− j, ifφi = φi(x, t), i = n− j, . . . , n,
2 otherwise.

Since Dt(G) = F′[G] implies Dt(G′) − [F′,G′] − F′′[G] = 0, and
deg F′′[G] ≤ deg F′ + n0 − 2, we readily see that for any G ∈ SF (A)
we have G′ ∈ FS

(fordG−n0+2)
F (A). This result provides the desired li-

nk between nonlocal symmetries and formal symmetries for the general
evolution systems with constraints (1)–(3).

The above connection between symmetries and formal symmetries
enables us to apply the powerful results and methods from the theory of
formal symmetries [5, 7, 8, 10] for the study of the structure of nonlocal
symmetries for (1)–(3). In particular, if the leading term of F′ is a di-
agonalizable matrix, then we have [14] the explicit formula for the leadi-
ng term of directional derivative of the commutator of two symmetries
of sufficiently high formal order. Note that this formula solves in full
generality the problem of “evaluation from the top”, posed in [15], for the
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algebra SF (A). Moreover, it enables us to find easily verifiable conditi-
ons for time-independence and commutativity for the symmetries from
SF (A), see [14].
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Q-умовна симетрiя двовимiрного
нелiнiйного рiвняння акустики
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† Полтавський державний технiчний унiверситет
E-mail: vschmat@pstu.pi.net.ua
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Дослiджено симетрiю двовимiрного нелiнiйного рiвняння акустики вiд-
носно одновимiрної та двовимiрної iнволютивних множин Q-умовних
операторiв.

Symmetry of the nonlinear equation of acoustics with respects to one-
dimensional and two-dimensional involute sets of Q-conditional operators
is investigated.

Переважна бiльшiсть дослiджень з умовних симетрiй присвячена не-
лiнiйним диференцiальним рiвнянням з частинними похiдними, ко-
трi мiстять лише двi незалежнi змiннi. Це пояснюється тим, що ви-
значальнi рiвняння на коєфiцiєнти умовної симетрiї є нелiнiйними
диференцiальними рiвняннями з частинними похiдними i мають роз-
мiрнiсть, яка дорiвнює сумi кiлькостi залежних i незалежних змiнних
у дослiджуваних диференцiальних рiвняннях. Ось чому досi не iснує
регулярних методiв систематичного i повного дослiдження умовної
симетрiї багатовимiрних диференцiальних рiвнянь з частинними по-
хiдними. В роботах [1, 2, 3] дослiджена умовна симетрiя одновимiр-
ного рiвняння акустики

u00 = uu11.

В цiй роботi дослiдимо Q-умовну (див. [2]) симетрiю двовимiрного
рiвняння акустики

u00 = u(u11 + u22), (1)
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де u00 = ∂2u
∂x2

0
, u11 = ∂2u

∂x2
1
, u22 = ∂2u

∂x2
2
, u = u(x), x = (x0, x1, x2). Лiївська

симетрiя рiвняння (1) добре вiдома [5], вона визначається операто-
рами

∂0, ∂1, ∂2, J12 = x2∂1 − x1∂2,

D1 = x0∂0 + x1∂1 + x2∂2, D2 = x0∂0 − 2u∂u.
(2)

Дослiдимо Q-умовну симетрiю рiвняння (1) з метою пошуку опера-
торiв iнварiантностi, котрi не належать до алгебри (2). На вiдмiну
вiд одновимiрного випадку [2, 3], дану симетрiю будемо дослiджува-
ти як вiдносно одного оператора

Q = A(x, u)∂0 +Ba(x, u)∂a + C(x, u)∂u, (3)

так i вiдносно iнволютивної множини двох операторiв

Qa = Aa(x, u)∂0 +Bab(x, u)∂b + Ca(x, u)∂u, (4)

де a, b = 1, 2.
Дослiдимо спочатку Q-умовну симетрiю рiвняння (1) вiдносно

оператора (3). Справедлива наступна теорема.

Теорема 1. Рiвняння (1) є Q-умовно iнварiантним вiдносно опера-
тора (3), якщо:
Випадок 1. A(x, u) �= 0, тодi оператор (3) еквiвалентний (в сенсi

сильної еквiвалентностi) оператору

Q = F∂0 +
(
Ḟ u+ f +

κ

4
�x 2
)
∂u, (5)

де f = f(x1, x2), F = F (x0) — довiльнi гладкi функцiї, котрi задо-
вольняють систему рiвнянь

F̈ =
(
κ

∫
dx0

F 2 + κ1

)
F 2, �f = 0,

κ, κ1 — деякi сталi;
Випадок 2. A(x, u) = 0, тодi оператор (3) еквiвалентний опера-

тору

Q = ∂1 +B∂2 + C∂u,

координати якого задовольняють систему рiвнянь

B = B(�x), C = N(�x)u, N = 2
B2 −BB1

B2 + 1
,
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�B + (3N − 2B2)B1 −BNB2 + 2BN1 − 2N2 + 2BN2 = 0,

�N + 3NN1 − (BN + 2B1)N2 +N3 = 0.

Доведення. Дослiджуючи Q-умовну симетрiю рiвняння (1) вiднос-
но оператора (3), використаємо алгоритм, описаний в [2]. Розглянемо
два незалежних випадки: A(x, u) �= 0 (не втрачаючи загальностi мо-
жна взяти A(x, u) = 1) та A(x, u) = 0.
Випадок 1. A(x, u) = 1. Записавши умову Q-умовної iнварiан-

тностi рiвняння (1) i провiвши розчеплення отриманого рiвняння за
частинними похiдними функцiї u = u(x), одержимо систему визна-
чальних рiвнянь

Bau = 0, B1
2 +B2

1 = 0, B1
1 −B2

2 = 0, C = Nu+M,

B1B2
(
N − 2B1

1

)
−B2B1

0 −B1B2
0 = 0,((

B1
)2 − (B2

)2) (
N − 2B1

1

)
−B1B1

0 +B2B2
0 = 0,

B2M −B1
(
B2B1

0 −B1B2
0

)
= 0,((

B1
)2 − (B2

)2)
M + 2B1B2

(
B2B1

0 −B1B2
0

)
= 0,

Ba00 + 2BaṄ +
(
Ba0 +B1Ba1 +B2Ba2

) (
N − 2B1

1

)
+

+2B1
0B

a
1 − 2B2

0B
a
2 = 0,(

B1
)2 (

B1
00 + 2B1Ṅ

)
+M

(
B1

0 + 2B1N −B1B1
1 +B2B1

2

)
−

−2B1B1
0

(
B1N +B1

0

)
= 0,(

B1
)2 (

B2
00 + 2B2Ṅ

)
+M

(
B2

0 −B1B2
1 +B2B2

2

)
−

−2B1B1
0

(
B2N +B2

0

)
= 0,

N̈ + 2NṄ −∆M −
(
Ṅ +N2

) (
N − 2B1

1

)
= 0,(

B1
)2 (

N̈ + 2NṄ −∆M
)
−
(
Ṅ +N2

) (
2B1B1

0 −M
)
−M00−

−2MṄ + (M0 −BaMa +MN)
(
N − 2B1

1

)
+ 2Ba0Ma = 0,(

B1
)2 (

M00 + 2MṄ
)

+ (M0 +MN)
(
M − 2B1B1

0

)
−

−M
(
B1M1 −B2M2

)
= 0,

(6)

де N = N(x0), M = M(x) — довiльнi гладкi функцiї. З шостого та
сьомого рiвнянь системи (6) маємо M

(
(B1)2 + (B2)2

)
= 0, звiдки

M = 0, або B1 = B2 = 0.
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Пiдвипадок 1. M = 0. Виконавши елементарнi перетворення,
систему (6) у цьому випадку можна записати наступним чином

B1
2 +B2

1 = 0, B1
1 −B2

2 = 0, B2B1
0 −B1B2

0 = 0,
C = Nu, Ba

(
N − 2B1

1

)
− 2Ba0 = 0,

Ba00 + 2BaṄ −
(
N − 2B1

1

)
(Ba0 +BaN) = 0,

N̈ +NṄ −N3 = −2B1
1(Ṅ +N2).

(7)

Розглянемо останнє рiвняння системи (7), зобразивши його у виглядi

d

dx0
(Ṅ +N2)−N(Ṅ +N2) = −2B1

1(Ṅ +N2). (8)

З (8) випливає, що B1
1 буде залежати вiд просторових змiнних x1, x2

тiльки при Ṅ +N2 = 0, тобто при N = 0, або N = 1
x0

(використано
iнварiантнiсть вихiдного рiвняння вiдносно зсуву по x0).

а) ЯкщоN = 0, то розв’язок системи (7) має вигляд B1 = x1+λ1x2
x0

,
B2 = x2−λ1x1

x0
, C = 0. Вiдповiдно оператор (3) запишеться так

Q = x0∂0 + x1∂1 + x2∂2 + λ1(x2∂1 − x1∂2) = D1 + λ1J12,

тобто вiн є лiнiйною комбiнацiєю лiївських операторiв алгебри (2).
б) Якщо N = 1

x0
, то система (7) буде сумiсною тiльки при B1 =

B2 = 0 i тодi отримаємо умовний оператор

Q = x0∂0 + u∂u,

який є частинним випадком (5). Дiйсно, нехай B1 �= 0 (принципової
рiзницi у виборi B1 чи B2 немає враховуючи перетворення еквiва-
лентностi), тодi отримуємо рiвняння

x2
0B

1B1
00 − 2x2

0(B
1
0)2 − 2x0B

1B1
0 + 4(B1)2 = 0,

котре пiдстановкою B1 = z−1(x) зводиться до рiвняння Ейлера [4]
вигляду

x2
0z00 − 2x0z0 − 4z = 0. (9)

Розв’язавши (9), маємо z = C1(x1, x2)x4
0 + C2(x1, x2)x−1

0 , а отже

B1 =
x0

C1x5
0 + C2

. (10)

Пiдставивши (10) в систему (7), впевнюємося в її несумiсностi.
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в) Якщо Ṅ + N2 �= 0, то система (7) пiсля розчеплення по про-
сторових змiнних i часкового iнтегрування, а також виконання пе-
ретворень вiдносно алгебри (2) вихiдного рiвняння (1), може бути
зображена наступним чином

B1 = �β�x, B2 = �β�x⊥, C = Nu, �̇β = �β(N − 2β1),

�̈β − 2β1 �̇β + 2Ṅ �β = �0,
d
dx0

(Ṅ +N2)

Ṅ +N2
= N − 2β1,

(11)

де �x⊥ = (x2,−x1); �β = (β1(x0), β2(x0)) — деяка деференцiйовна ве-
ктор функцiя. Неважко переконатися, що розв’язки системи (11) при
β1 = 0 визначають оператор (3), який є або лiнiйною комбiнацiєю лi-
ївських операторiв алгебри (2), якщо β2 �= 0, або має вигляд

Q = ℘∂0 + ℘̇u∂u, (12)

якщо β2 = 0. В (12) ℘ = ℘(x0) — функцiя Вейєрштрасса. Оператор
(12) є частковим випадком (5). Покажемо, що при β1 �= 0 розв’язки
системи (11) можливi, якщо �̇β = �0, тобто коли �β — сталий вектор.
Нехай �̇β �= �0. Розглянемо пiдсистему рiвнянь системи (11) на фун-
кцiю β1 = β1(x0)

β̇1 = β1(N − 2β1), β̈1 − 2β1β̇1 + 2Ṅβ1 = 0,

Ṅ +N2 = mβ1,
(13)

де m �= 0, m — деяка стала.
Виконавши тотожнi перетворення системи (13), одержимо

N =
β̇1

β1
+ 2β1, β̈1 + 6β1β̇1 + 4(β1)3 −m(β1)2 = 0,

(β̇1)2 + 8(β1)2β̇1 + 6(β1)4 − 3m
2

(β1)3 = 0.

(14)

Розв’язуючи останнє рiвняння системи (14), знаходимо його розв’я-
зок ln

∣∣∣√10− 3m
2β1 ∓ 4

∣∣∣ ±√10− 3m
2β1 = − 3mx0

4 , пiдстановкою котрого

в друге рiвняння встановлюємо, що β1 = const. Отримали супере-
чнiсть. Тому �̇β = �0, а отже, розв’язки системи (11) визначають опе-
ратор, який можна отримати з алгебри (2).
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Пiдвипадок 2. B1 = B2 = 0. Тодi система (6) значно спростив-
шись запишеться так

C = Nu+M, N̈ +NṄ −N3 = �M, Ṁ +NM = 0. (15)

Враховуючи те, що лiва частина другого рiвняння системи (15) зале-
жить тiльки вiд x0, а права i вiд просторових змiнних, дану систему
можна зобразити в наступному виглядi

C = Nu+M, N̈ +NṄ −N3 = κ exp(−
∫
Ndx0),

M = (f +
κ

4
�x2)(exp(−

∫
Ndx0)), �f = 0,

(16)

де f = f(x1, x2) — довiльна диференцiйовна функцiя, κ — деяка
стала. Вводячи замiну N = Ḟ

F , де F = F (x0) — гладка функцiя,
система (16) остаточно виглядатиме так

C =
Ḟ

F
u+

f + κ
4�x

2

F
, F̈ =

(
κ

∫
dx0

F 2
+ κ1

)
F 2, �f = 0, (17)

де κ1 — стала iнтегрування. Отже, Q-умовний оператор (3) буде та-
ким

Q = F∂0 +
(
Ḟ u+ f +

κ

4
�x 2
)
∂u,

де функцiї f , F — задовольняють рiвняння системи (17), що й дово-
дить перший випадок теореми 1.
Випадок 2.Доведення даного випадку базується на застосуваннi

алгоритму [2].
Слiдуючи [6], розглянемо поняття еквiвалентностi для iнволютив-

них множин операторiв Q-умовної симетрiї:

Q̂a ∼ Qa, якщо Q̂a = �abQb,

де �ab = �ab(x, u), det(�ab) �= 0. Можливi такi незалежнi випадки.

1. Якщо координати операторiв Qa iнволютивної множини (4) за-
довольняють умову det(Bab) �= 0, то вона еквiвалентна такiй

�Q = �A∂0 + �∂ + �C∂u, (18)

де �∂ = (∂1, ∂2).
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2. Якщо для координат операторiв Qa iнволютивної множини (4)
справедливо det(Bab) = 0, то вона еквiвалентна наступнiй

Q1 = ∂0 + γ∂u, Q2 = βa∂a +m∂u, (19)

де γ = γ(x, u), βa = βa(x, u), m = 0; 1.

Теорема 2. Рiвняння (1) Q-умовно iнварiантне вiдносно множини
операторiв (18), якщо вектор-функцiї �A(x, u), �C(x, u) задовольня-
ють систему рiвнянь

Q1 Q2

A1 A2 = 0,
Q1 Q2

C1 C2 = 0,

(
1− u �A 2

)
�Auu + u �Au

(
�A 2
)
u

= �0,(
1− u �A 2

) [
�Cuu

(
1− u �A 2

)
− 2 �A0u−

−2u
(
Aa �Aau − �Au

(
�∂ �A+ �A�Cu

)
+Aau

�Aa

)]
−

−
(
�A 2
)
u

(
�C + 2u �A0 + 2u2Aa �Aa

)
= �0,

(1− u �A2)
[
�C00 − u

(
��C + 2Ca �Cua + �Cuu �C

2−

−2Ca0 �Aa − �Au

(
�C 2
)

0

)]
−
(

1
2

(
�C 2
)
u

+ �∂ �C − �A�C0

)
×

×
(
2u2
(
Aa �Aa + �Au

(
�C �A
))

+ 2u �A0 + �C
)

= �0,(
1− u �A 2

)[(
Aa �Cua +

(
�A�C
)
�Cuu −

(
�C �A0 + �∂ �C

)
�Au +

� �A

2
+

+
�C 2 �Auu

2
+ Ca �Aua + Cau

�Aa −Aa0 �Aa

)
u+ �C0u −

�A00

2

]
−

−
(
u2
(
Aa �Aa + �Au

(
�A�C
))

+ u �A0 +
�C

2

)
×

×
(
�∂ �A+

(
�A�C
)
u

+ �A�Cu −
1
2

(
�A 2
)

0

)
= �0.

(20)

Доведення теореми 2 проводиться на основi алгоритму, який опи-
саний в [2].
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Систему рiвнянь (20) в загальному виглядi розв’язати не вдало-
ся. Знайдемо частиннi її розв’язки, якi використаємо для побудови
операторiв Q-умовної симетрiї рiвняння (1).

Нехай �A = �A(x). З четвертого рiвняння системи (20) маємо �Cuu =
�0, звiдки �C = �N(x)u + �M(x). Провiвши розчеплення системи (20)
по u, можна отримати наступний пiдвипадок

�A00 − 2 �N0 = �0,
(
�A∂0 + �∂

)
�A⊥ = 0,

(
�A∂0 + �∂

)
�N⊥ = 0,(

�A∂0 + �∂ − �N
)
�M⊥ = 0, �∂ �A+ 2 �A �N − 1

2

(
�A 2
)

0
= 0,

�∂ �N − �A �N0 + �N2 + �A 2ζ = 0, �M00 − ζ �M = �0,

� �N + 2Na �Na − 2 �AaNa
0 + 2Aa �Aaζ = �0,

�N00 −� �M − 2Ma �Na + 2Ma
0
�Aa −

(
2 �A0 + �N

)
ζ = �0,

(21)

де ζ(x) = �∂ �M − �A �M0 + �M �N . Пiсля тотожнiх перетворення рiвнянь
системи (21) отримуємо два випадки: а) A1 = A2 = 0; б) �N00−2ζ �A0−
ζ0 �A = �0.

а) В даному випадку спираючись на дослiдження одновимiрно-
го нелiнiйного хвильового рiвняння акустики [3], покладемо �∂ �M +
�M �N = ℘, знаходимо:

�N =
�∂w

w
, �M = ℘�v + Λ�h,

де w = w(�x), �v = �v(�x), �h = �h(�x) — деякi диференцiйовнi функцiя та
вектор-функцiї, котрi задовольняють наступну систему

�w = 0, �∂ �v +
�∂w

w
�v = 1, �∂ �h+

�∂w

w
�h = 0,

�∂ �v⊥ −
�∂w

w
�v⊥ = 0, �∂ �h⊥ −

�∂w

w
�h⊥ = 0,

(22)

де ℘ = ℘(x0), Λ = Λ(x0) — вiдповiдно функцiї Вейєрштрасса та Ламе.
Отже, оператори Q-умовної симетрiї будуть такими

�Q = �∂ +

(
�∂w

w
u+ ℘�v + Λ�h

)
∂u, (23)

в яких w, �v i �h є розв’язками (22).
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б) Для даного випадку систему (21) в загальному розв’язати не
вдалося, але знайдено такi частковi розв’язки:

�A = ℘2�τ , �N = ℘℘̇�τ + �ϑ, �M = ℘�q,

де �τ = �τ(�x), �ϑ = �ϑ(�x) i �q = �q(�x) — диференцiйовнi вектор-функцiї,
що задовольняють умовам

�∂ �τ⊥ = 0, �∂ �ϑ⊥ = 0, �∂ �q⊥ − �ϑ�q⊥ = 0, �∂ �τ + 2�τ �ϑ = 0,
�∂ �ϑ+ �ϑ2 = 0, �∂ �q + �ϑ�q = 1; �A = �∂r

r ,
�N = �∂s

s ,
�M = �0,

(24)

де r = r(�x), s = s(�x) — диференцiйовнi вектор-функцiї, якi зна-
ходимо розв’язавши систему

�s = 0, �r = �∂r

(
�∂r

r
−
�∂s

s

)
. (25)

Шуканi оператори запишуться так

�Q = ℘2�τ∂0 + �∂ +
((
℘℘̇�τ + �ϑ

)
u+ ℘�q

)
∂u,

�Q =
�∂r

r
∂0 + �∂ +

�∂s

s
u∂u,

(26)

а функцiї �τ , �ϑ, �q, s, r є розв’язками систем (24) i (25).
Наступна теорема є результатом дослiдження Q-умовної симетрiї

рiвняння (1) вiдносно операторiв (19).

Теорема 3. Рiвняння (1) Q-умовно iнварiантне вiдносно iнволю-
тивної множини операторiв (19), якщо функцiї γ = γ(x, u), βa =
βa(x, u), задовольняють систему рiвнянь

�β0 + γ �βu = λ�β, �β�∂γ = −m(λ+ γu)

Доведення теореми 3 аналогiчне доведенню попереднiх теорем.
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Симетрiйнi властивостi та редукцiя
системи рiвнянь Девi–Стюардсона
М.I. СЄРОВ, Л.О. ТУЛУПОВА, Н.В. IЧАНСЬКА

Полтавський державний технiчний унiверситет, Полтава
E-mail: vschmat@pstu.pi.net.ua

Дослiджено симетрiйнi властивостi системи рiвнянь Девi–Стюардсо-
на та деяких її узагальнень. Симетрiї цих рiвнянь застосовано для їх
редукцiї до систем з двома змiнними.

The symmetry properties of the system of Davey–Stewartson equations
and its generalizations are investigated. Symmetries of these equations are
used to reduce them to differential systems with two variables.

Розглянемо систему рiвнянь Девi–Стюардсона, що описує динамiчнi
процеси [1]

ip0 + p12 + 4sp = 0,
�s+ |p|212 = 0.

(1)

В (1) �x = (x1, x2), s = s(x0, �x) — дiйсна функцiя, p = p(x0, �x) —
комплексна функцiя дiйсних аргументiв x0, �x; p0 = ∂p

∂x0
, p12 = ∂2p

∂x1∂x2
,

�s = ∂2s
∂x2

1
+ ∂2s

∂x2
2
, |p|212 = ∂2(|p|2)

∂1∂x2
.

Вивчимо симетрiйнi властивостi системи (1).

Теорема 1.Максимальною в розумiннi Лi алгеброю iнварiантностi
системи (1) є нескiнченновимiрна алгебра, породжена операторами
вигляду

X = (2γ + λ) ∂0 + (γ̇xa + σa) ∂a+

+
[
−γ̇p+

(
γ̈x1x2 + σ̇bx3−b + n)ip

)]
∂p+

+
[
−γ̇p∗ −

(
γ̈x1x2 + σ̇bx3−b + n

)
ip∗
]
∂p∗+

+
[
−2γ̇s+

1
4

(...
γ x1x2 + σ̈bx3−b + ṅ

)]
∂s,

(2)
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де γ = γ(x0), σa = σa(x0), n = n(x0) — довiльнi гладкi функцiї, λ —
довiльна стала, ∂0 = ∂

∂x0
, ∂a = ∂

∂xa
, ∂p = ∂

∂p , ∂p∗ = ∂
∂p∗ , ∂s = ∂

∂s .

Доведення. Для дослiдження симетрiї системи (1) введемо позна-
чення

p = u1 + iu2, (3)

де u1, u2 є довiльнi дiйснi функцiї. В позначеннях (3) система (1)
буде мати вигляд

uk12 = (−1)k+1u3−k
0 − 4uku3,

�u3 +
(
�u 2
)
12

= 0.
(4)

В формулах (4) i всюди нижче пiдсумовуввання по k немає, k = 1, 2,
u3 = s, �u 2 = (u1)2 + (u2)2.

З умови iнварiантностi системи (4) вiдносно iнфiнiтезимального
оператора [2]

X = ξ0
(
x0, �x, �u, u

3
)
∂0 + ξa

(
x0, �x, �u, u

3
)
∂a+

+ηa
(
x0, �x, �u, u

3
)
∂ua + η3

(
x0, �x, �u, u

3
)
∂u3

(5)

отримаємо систему рiвнянь

ξ0a = ξ0ua = ξ0u3 = ξaub = ξau3 = ηau3 = η3
ua = 0, ξ11 = ξ22 ,

ηaubuc = 0, η3
u3u3 = 0, η3

u3 = 2η1
u1 = 2η2

u2 ,

η1
u2 + η2

u1 = 0, ηkbuc = (−1)kδc3−kξ3−b0 , 2η3
cu3 = �ξc,

ηk3−c = (−1)ku3−kξc0, a, b, c = 1, 2,

(−1)k+1δc3−bηkub + 2(−1)kδc3−kξ11 = (−1)k+1
[
η3−k
uc − δc3−kξ00

]
,

δc3−auaη3
u3 − 2δc3−auaξ11 = δc3−aηa + ua

[
η3−a
uc − δc3−aξ00

]
ηk12 − 4u3ubηkub+ 8uku3ξ11 = (−1)k+1η3−k

0 − 4u3ηk − 4ukη3.

�η3 + 8�u 2u3
(
η3
u3 − 2ξ22

)
= 8�u 2η3 + 16ubu3ηb + 2(−1)kukη3−k

0 .

(6)

Загальний розв’язок системи визначальних рiвнянь (6) має ви-
гляд

ξ0 = 2γ(x0) + λ, ξk = γ̇xk + σk(x0),
ηk = −γ̇uk + (−1)k

[
γ̈x1x2 + σ̇bx3−b + n(x0)

]
u3−k,

η3 = −2γ̇u3 +
1
4

[...
γ x1x2 + σ̈bx3−b + ṅ

]
.

(7)

Пiдставивши (7) в (5), отримуємо (2).
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Наявнiсть нескiнченної симетрiї свiдчить про деяку недовизна-
ченнiсть системи (4). Поставимо задачу дописати до системи (4) до-
даткову умову, при якiй дана система мала б скiнчену симетрiю, а са-
ме була б iнварiантна вiдносно розширеної алгебри Галiлея AG2(1, 2).
Якщо додаткова умова має вигляд s12 = F (s, |p|), то справедливi на-
ступнi твердження.

Теорема 2. Система рiвнянь

ip0 + p12 + 4sp = 0,
�s+ |p|212 = 0,
s12 = F (s, |p|),

(8)

iнварiантна вiдносно алгебри

AG2(1, 2) = 〈∂µ, M = i(p∂p − p∗∂p∗), Ga = x0∂a + x3−aM,

D = 2x0∂0 + xa∂a − p∂p − p∗∂p∗ − 2s∂s, Π = x0D + x1x2M〉,
(9)

де a = 1, 2 при F = s2ϕ(z), ϕ(z) — довiльна гладка функцiя, z = |p|2
s .

Зауважимо, що у випадку

F = λ1|p|4 + λ2, λ1, λ2 = const (10)

симетрiя системи (8) значно ширша, нiж алгебра AG2(1, 2).

Теорема 3. Максимальною алгеброю iнварiантностi системи (8),
(10) є:

1) A1 = 〈∂0, Ga,D,Π,M1, Q1, Q2〉, якщо λ2 = 0;
2) A2 = 〈∂0, Ga,M1, Q1, Q2, Q3, Q4〉, якщо λ2 = −λ2

3 < 0;
3) A3 = 〈∂0, Ga,M1, Q1, Q2, Q5, Q6〉, якщо λ2 = λ2

3 > 0,

де

M1 = inM +
1
4
ṅ∂s, Q1 = σ1∂1 + iσ̇1x2M +

1
4
σ̈1x2∂s,

Q2 = σ2∂2 + iσ̇2x1M +
1
4
σ̈2x1∂s,

Q3 = sinα∂0 + 4λ3 cosαxa∂a − 4λ3[cosα+ 4λ3i sinαx1x2]p∂p−
−4λ3[cosα+ 4λ3i sinαx1x2]p∗∂p∗ − 8λ3 cosα[s+ 2a2x1x2]∂s,

Q4 = cosα∂0 − 4λ3 sinαxa∂a + 4λ3[sinα− 4λ3i cosαx1x2]p∂p+

+4λ3[sinα+ 4λ3i cosαx1x2]p∗∂p∗ + 8λ3 sinα[s+ 2a2x1x2]∂s,
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Q5 = expα[∂0 + 4λ3xa∂a − 4λ3(p∂p + p∗∂p∗)+

+16iλ2
3x1x2M − 8λ3(s+ 2λ2

3x1x2)∂s],

Q6 = exp(−α)[∂0 − 4λ3xa∂a + 4λ3(p∂p + p∗∂p∗)+

+16iλ2
3x1x2M + 8λ3(s− 2λ2

3x1x2)∂s], α = 4λ3x0,

n, σ1, σ2 — довiльнi достатньо гладкi функцiї вiд x0.

Доведення теорем 2, 3 проведемо одночасно. Запишемо систему (8)
в позначеннях (3)

ua12 = (−1)a+1u3−a
0 − 4uau3,

u3
aa + 2ua1u

a
2 + 2uaua12 = 0, u3

12 = F (|�u |, u3).
(11)

Система рiвнянь для визначення координат iнфiнiтезимального опе-
ратора алгебри iнварiантностi системи (11) буде складатися з рiв-
нянь (6) та рiвняння

η3
12 + F

(
η3
u3 − ξ11 − ξ22

)
=
Fω
ω

(
u1η1 + u2η2

)
+ Fu3η3, (12)

де ω = |�u |.
Розв’язком рiвнянь (6) є (7). Пiдставивши (7) в (12), одержуємо

1
4
...
γ −4γ̇F =

−γ̇ωFω +
[
−2γ̇u3 + 1

4{
...
γ x1x2 + σ̈ax3−a + ṅ}

]
Fu3 .

(13)

Розщепивши (13), матимемо систему
...
γFu3 = 0, (14)

σ̈aFu3 = 0, (15)

γ̇ωFω +
[
2γ̇u3 − 1

4
ṅ

]
Fu3 = 4γ̇F − 1

4
...
γ . (16)

Можливi два рiзнi випадки.
1. Fu3 �= 0. З рiвняннь (14)–(16) одержимо

...
γ = 0, (17)

σ̈a = 0, ṅ = 0, (18)
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ωFω + 2u3Fu3 − 4F = 0. (19)

Загальним розв’язком рiвняння (19) є функцiя F = (u3)2ϕ(ω), де
ϕ(ω) — довiльна гладка функцiя, ω = �u 2

u3 . Розв’язавши рiвняння
(17), (18) i використавши (2) (див. [2]) одержуємо алгебру AG2(1, 2).

2. Якщо Fu3 = 0, то рiвняння (13) матиме вигляд

ωFω − 4F = −
...
γ

4γ̇
. (20)

З рiвняння (20) одержуємо F = λ1ω
4 +λ2, де λ1, λ2 — довiльнi сталi,

а функцiя γ є розв’язком рiвняння
...
γ −16λ2γ̇ = 0. (21)

Розв’язок рiвняння (21) залежить вiд λ2. Можливi три рiзнi випадки:

1) при λ2 = 0, γ = C1x
2
0 + C2x0 + C3, отримаємо алгебру A1;

2) при λ2 = −λ2
3 < 0, γ = C1 + C2 cos(4λ3x0) + C3 sin(4λ3x0), де

λ3 — довiльна стала, отримаємо алгебру A2;

3) при λ2 = λ2
3 > 0, γ = C1 + C2 exp(4λ3x0) + C3 exp(−4λ3x0),

де λ3 — довiльна стала, вiдмiнна вiд нуля, отримаємо алгебру
iнварiантностi A3.

В частинному випадку, коли F (s, |p|) = λs2, λ = const, система
(8) має вигляд:

ip0 + p12 + 4sp = 0,
�s+ |p|212 = 0, s12 = λs2.

(22)

Згiдно теореми 2, максимальною алгеброю iнварiантностi системи
(22) є розширена алгебра Галiлея AG2(1, 2), базиснi елементи якої
заданi формулами (9). Використаємо симетрiйнi властивостi системи
(22) для симетрiйної редукцiї до систем з меншою кiлькiстю незале-
жних змiнних. Для цього застосуємо алгоритм, детально описаний
в [3].

З зображення операторiв алгебри AG2(1, 2) випливає, що iнварi-
антний анзац для системи (22) має вигляд

p = f(x)ϕ1(ω1, ω2) exp
(
i
[
g(x) + ϕ2(ω1, ω2)

])
,

s = [f(x)]2ϕ3(ω1, ω2),
(23)
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де ϕ1, ϕ2, ϕ3 — новi невiдомi функцiї 2-х змiнних ω1, ω2, f(x), g(x),
ω1(x), ω2(x) — заданi функцiї, якi одержуються при знаходженнi
iнварiантiв алгебри AG2(1, 2).

В залежностi вiд спiввiдношень мiж параметрами групи G2(1, 2),
яка породжує алгебру AG2(1, 2), одержимо 7 нееквiвалентних випад-
кiв:

1) �ω = �x− �dx0, f(x) = 1, g(x) = kx0;

2) ω1 = x0, ω2 = d1x2 − d2x1, f(x) = 1, g(x) = kx1;

3) ω1 = x0, ω2 = d1x2 − d2x1, f(x) = 1,

g(x) = d1x2 + d2x1 − d1d2x0 +
k

2
lnx0;

4) �ω = 1
x2

0

�d− 2�x
x0
, f(x) = 1

x0
,

g(x) =
d1d2

12x3
0

− 1
4x0

(d2ω1 + d1ω2)−
x0

4
ω1ω2 −

k1

x0
+ k2;

5) �ω = �x− �dx0√
x0

, f(x) = 1√
x0
,

g(x) = −d1d2x0 + d1x2 + d2x1 +
k

2
lnx0;

6) �ω =
�x− �dx0√
x2

0 + 1
, f(x) =

1√
x2

0 + 1
,

g(x) = x0(ω1ω2 − d1d2) + (k − d1d2) arctg x0 + d1x2 + d2x1;

7) �ω =
(�x+ �dx0)√
x2

0 − 1
, f(x) =

2√
x2

0 − 1
,

g(x) =
1
2
(k + d1d2) ln

∣∣∣∣x0 − 1
x0 + 1

∣∣∣∣+
+

2x0 − 1
x0 − 1

(d1d2 + C1x2 + C2x1) +
x1x2

x0 − 1
.

Тen Ca, da, k, k1, k2, a — довiльнi сталi.
Якщо анзац (23) пiдставити в систему (22), то для кожного з на-

ведених вище випадкiв одержимо редуковану систему вiдносно невi-
домих функцiй ϕ1, ϕ2, ϕ3:
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1) ϕ1
12 − daϕ2

a − ϕ1(k − 4ϕ3) = 0,
ϕ2

12 − daϕ1
a − ϕ2(k − 4ϕ3) = 0,

�ϕ3 = (�ϕ 2)12, ϕ3
12 = λ(ϕ3)2;

2) d1d2ϕ
1
22 − ϕ2

1 − kd2ϕ
2
2 − 4ϕ1ϕ3 = 0,

d1d2ϕ
2
22 + ϕ1

1 + kd2ϕ
1
2 − 4ϕ2ϕ3 = 0,

�d 2ϕ3
22 = d1d2(�ϕ 2)22, −d1d2ϕ

3
22 = λ(ϕ3)2;

3) d1d2

(
ϕ1

22

ϕ1
− (ϕ2

2)
2

)
+ ϕ2

1 + (ω2 − k)
ϕ2

2

ω1
− 4ϕ3 = 0,

d1d2(2ϕ1
2ϕ

2
2 + ϕ1ϕ2

2)−
1
ω1

(ω2ϕ
1
2 + ϕ1)− ϕ1

1 + kϕ1
2 = 0,

�d 2ϕ3
22 = d1d2(�ϕ 2)22, −d1d2ϕ

3
22 = λ(ϕ3)2;

4) ϕ1ϕ2
12 + ϕ1

1ϕ
2
2 + ϕ1

2ϕ
2
1 = 0,

ϕ1
12

ϕ1
− ϕ2

2ϕ
2
1 + ϕ3 +

1
8
(d2ω1 + d1ω2) +

k1

4
= 0,

�ϕ3 = −[(ϕ1)2]12, 4ϕ3
12 = λ(ϕ3)2;

5)
ϕ1

12

ϕ1
− ϕ2

1ϕ
2
2 + ωaϕ

2
a + 4ϕ3 − k

2
= 0,

ϕ1ϕ2
12 + ϕ1

1ϕ
2
2 + ϕ1

2ϕ
2
1 − 1

2 (ωaϕ1
a + ϕ1) = 0,

�ϕ3 = −[(ϕ1)2]12, ϕ3
12 = λ(ϕ3)2;

6)
ϕ1

12

ϕ1
− ϕ2

1ϕ
2
2 + 4ϕ3 − ω1ω2 + d1d2 − k = 0,

ϕ1ϕ2
12 + ϕ1

1ϕ
2
2 + ϕ1

2ϕ
2
1 = 0,

�ϕ3 = −[(ϕ1)2]12, ϕ3
12 = λ(ϕ3)2;

7)
ϕ1

12

ϕ1
− ϕ2

1ϕ
2
2 + +2ωaϕ2

a + 16ϕ3 − (d1d2 + k) = 0,

ϕ1ϕ2
12 + ϕ1

1ϕ
2
2 + ϕ1

2ϕ
2
1 + 2ωaϕ1

a + ϕ1 = 0,
�ϕ3 = − 1

4 [(ϕ1)2]12, 1
4ϕ

3
12 = λ(ϕ3)2.
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[2] Овсянников Л.В. Групповой анализ дифференциальных уравнений. — М.:
Наука, 1978. — 400 с.

[3] FushchychW.I., Shtelen V.M., Serov N.I. Symmetry analysis and exact solutions
of equations of nonlinear mathematical physics. — Dordrecht: Kluwer Academic
Publishers, 1993. — 436 p.
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Cиметрiйнi властивостi та точнi
розв’язки системи рiвнянь рiдини
Ван-дер-Ваальса
М.М. СЄРОВА, О.М. ОМЕЛЯН

Полтавський державний технiчний унiверситет, Полтава
E-mail: vschmat@pstu.pi.net.ua

Прокласифiковано лiївськi симетрiї системи рiвнянь рiдини Ван-дер-
Ваальса. Симетрiйнi властивостi застосовано для побудови точних
розв’язкiв цiєї системи.

The Lie symmetries of the Van-der-Vaalse fluid equations system were
classified. The symmetry properties are used for constructing of some exact
solutions of this system.

Система рiвнянь рiдини Ван-дер-Ваальса

u1
0 = λ1u

1
11 + u1u1

1 +
[
f
(
u2
)]

1
,

u2
0 = λ2u

2
11 + u1u2

1 + u2u1
1,

(1)

де u1 = u1(x), u2 = u2(x), x = (x0, x1); f
(
u2
)
— довiльна гладка фун-

кцiя; λ1, λ2 — довiльнi сталi, ефективно застосовується при описаннi
процесiв у молекулярно-кiнетичнiй теорiї газiв та рiдин [1].

У цiй роботi прокласифiковано лiївськi симетрiї системи (1) в за-
лежностi вiд вигляду функцiї f

(
u2
)
. Отриманi симетрiї використано

для знаходження точних розв’язкiв системи (1). Результатом дослi-
дження симетрiйних властивостей системи (1) є наступне тверджен-
ня.

Теорема. Максимальною алгеброю iнварiантностi системи (1) є:
1) алгебра Галiлея

AG(1, 1) = 〈∂0 =
∂

∂x0
, ∂1 =

∂

∂x1
, G = x0∂1 − ∂u1〉, (2)

якщо f(u2) — довiльна гладка функкцiя;
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2) розширена алгебра Галiлея AG1(1, 1) з базисними елементами

∂0, ∂1, G, D = 2x0∂0 + x1∂1 − u1∂u1 − 2
m
u2∂u2 , (3)

якщо f
(
u2
)

= λ3

(
u2
)m, де λ3, m — довiльнi сталi, λ3 �= 0, m �= 0, 2;

3) узагальнена алгебра Галiлея AG2(1, 1) з базисними елемента-
ми

∂0, ∂1, G, D = 2x0∂0 + x1∂1 − u1∂u1 − u2∂u2 ,

Π = x2
0∂0 + x0x1∂1 − x0u

1∂u1 − x0u
2∂u2 − x1∂u1 ,

(4)

якщо f
(
u2
)

= λ3

(
u2
)2;

4) алгебра AG2(1, 1) + 〈I = u2∂u2〉, якщо f
(
u2
)

= 0.

Доведення. Симетрiю системи (1) дослiджуємо методом Лi [2, 3].
Пiсля громiздких перетворень, притаманних алгоритму Лi, одержи-
мо систему визначальних рiвнянь на функцiї ξ0, ξ1, η1, η2, якi є
координатами iнфiнiтезимального оператора

X = ξ0∂0 + ξ1∂1 + η1∂u1 + η2∂u2

лiївської симетрiї системи (1):

ξ01 = ξ0ua = ξ1ua = ηaubuc = 0, ξ00 = 2ξ11 ,

(λ1 − λ2)η1
u2 = 0, (λ1 − λ2)η2

u1 = 0,

η1 = −ξ11u1 − ξ10 − λ1η
1
1u1 − λ2η

2
1u2 ,

η2 =
(
η2
u2 − η1

u1 − ξ11
)
u2 − 2λ2η

2
1u1 ,

(5)

η2
1u

1 + η1
1u

2 + λ2η
2
11 − η2

0 = 0,

η2
1 ḟ + η1

1u
1 + λ1η

1
11 − η1

0 = 0,

η2
u1 ḟ − λ1

λ2
η1
u2u2 + λ1η

1
1u1 − λ2η

2
1u2 = 0,

(6)

η2f̈ +
(
η2
u2 − η1

u1 + ξ11
)
ḟ + 2λ1η

1
1u2 = 0. (7)

Розв’яжемо систему (5)–(7). Розв’язком рiвнянь (5) будуть функцiї:

ξ1 = Ȧ(x0)x1 +B(x0), ξ0 = 2A(x0),

η1 = −Ȧ(x0)u1 + β(x0, x1), η2 = α(x0, x1)u2,
(8)
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де A(x0), B(x0), α(x0, x1), β(x0, x1) — довiльнi гладкi функцiї. Роз-
в’язуючи рiвняння (6) iз урахуванням (8), отримуємо

A(x0) = 1
2C1x

2
0 + C2x0 + 1

2C3, B(x0) = C4x0 + C5,

β = −Ä(x0)x1 − Ḃ(x0), α = −Ȧ(x0) + C6.

Провiвши спрощення на основi попереднiх результатiв, остаточно
одержуємо

ξ0 = C1x
2
0 + 2C2x0 + C3,

ξ1 = (C1x0 + C2)x1 + C4x0 + C5,

η1 = −(C1x0 + C2)u1 − C1x1 − C4,

η2 = (−(C1x0 + C2) + C6)u2.

(9)

Використаємо рiвняння (7) для класифiкацiї симетрiї системи (1)
вiдносно функцiї f . Пiсля пiдстановки (9) в (7), маємо

(−C1x0 − C2 + C6)f̈ + (C1x0 + C2 + C6)ḟ = 0.

Розщепляючи попереднє рiвняння по x0, одержуємо систему

C1

(
−u2f̈ + ḟ

)
= 0, (C6 − C2)u2f̈ + (C6 + C2)ḟ = 0.

Можливi наступнi випадки:

1) C1 = C2 = C6 = 0: f — довiльна гладка функцiя;

2) C1 = 0, C6 = kC2, C2 �= 0, k = 1 − 2
m : f = λ3(u2)m, де λ3,

m �= 0, 2 — довiльнi сталi:

3) C1 �= 0, C6 = 0, C2 �= 0: f = λ3(u2)2;

4) C1, C2, C6 — довiльнi: f = 0.

Для кожного з випадкiв стандартним чином (див. [2, 3]) одержуємо
вiдповiдну алгебру iнварiантностi.

Застосуємо знайдену симетрiю до знаходження точних розв’яз-
кiв системи рiвнянь рiдини Ван-дер-Ваальса. Розв’язок системи (1)
шукаємо у виглядi [4]

U = A(x)ϕ(ω) +B(x),
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де U =
(
u1

u2

)
, A(x) =

(
a11(x) a12(x)
a21(x) a22(x)

)
, ϕ(ω) =

(
ϕ1(ω)
ϕ2(ω)

)
,

B(x) =
(
b1(x)
b2(x)

)
; acd(x), bc(x), ω = ω(x) — заданi функцiї, якi зна-

ходяться пiсля розв’язування системи звичайних диференцiальних
рiвнянь

dx0

ξ0
=
dx1

ξ1
=
du1

η1
=
du2

η2
= dt, (10)

ϕc(ω) — невiдомi функцiї.
1. Алгеброю iнварiантностi для випадку, коли функцiя f — до-

вiльна, є алгебра (2). Координати iнфiнiтезимального оператора для
цього випадку задаються формулами

ξ0 = d0, ξ1 = gx0 + d1, η1 = −g, η2 = 0.

Система (10) має вигляд

dx0

d0
=

dx1

gx0 + d1
=
du1

−g =
du2

0
= dt,

або

ẋ0 = d0, ẋ1 = gx0 + d1, u̇1 = −g, u̇2 = 0. (11)

Спростимо систему (11), за допомогою перетворення iнварiантностi
з групи G(1, 1):

x′0 = x0 + θ0, x′1 = x1 + θ2x0 + θ1,

u′1 = u1 − θ2, u′2 = u2.
(12)

Пiсля перетворення (12) система (11) набуває вигляду

ẋ0 = d0, ẋ1 = gx0 + [gθ0 + d1 − θ2d0],
u̇1 = −g, u̇2 = 0.

(13)

Подальше спрощення системи (13) залежить вiд умов на сталi g,
d0 i d1. Можливi такi нееквiвалентнi випадки:

1) g = d0 = 0, d1 �= 0, 2) g2 + d2
0 �= 0.

У першому випадку система (11) запишеться так:

ẋ0 = 0, ẋ1 = d1, u̇1 = 0, u̇2 = 0. (14)
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Розв’язавши систему (14), отримуємо вигляд iнварiантного анзацу

u1 = ϕ1(ω), u2 = ϕ2(ω), ω = x0. (15)

У другому випадку, вибравши θ2 = 0 i θ0 = −d1
g , одержимо

ẋ0 = d0, ẋ1 = gx0, u̇1 = −g, u̇2 = 0. (16)

Розв’язок системи (16) задає два нееквiвалентнi анзаци

u1 = ϕ1(ω)− x1

x0
, u2 = ϕ2(ω), ω = x0, (17)

якщо d0 = 0, та

u1 = ϕ1(ω) + kx0, u2 = ϕ2(ω), ω = x1 +
1
2
kx2

0, (18)

де k = − g
d0

, якщо d0 �= 0.
Для знаходження невiдомих функцiй ϕ1, ϕ2 необхiдно анзаци

(15), (17), (18) пiдставити у систему (1). У результатi отримаємо три
редукованi системи

ϕ̇1 = 0, ϕ̇1 = −ϕ
1

ω
, λ1ϕ̈

1 + ḟ ϕ̇2 + ϕ1ϕ̇1 − k = 0,

ϕ̇2 = 0; ϕ̇2 = −ϕ
2

ω
; λ2ϕ̈

2 + ϕ̇1ϕ2 + ϕ1ϕ̇2 = 0

вiдповiдно.
2. Алгебра iнварiантностi для функцiї f = λ3

(
u2
)m, має вигляд

(3). Координати iнфiнiтезимального оператора для цього випадку
задаються формулами

ξ0 = 2κx0 + d0, ξ1 = κx1 + gx0 + d1,

η1 = −κu1 − g, η2 = − 2
m
κu2.

Запишемо систему (10)

ẋ0 = 2κx0 + d0, ẋ1 = κx1 + gx0 + d1,

u̇1 = −κu1 − g, u̇2 = − 2
m
κu2.

(19)

Можливi два нееквiвалентнi випадки:
a) якщо κ = 0, то система (19) спiвпадає з (16);
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b) якщо κ �= 0 (не втрачаючи загальностi, можна вважати κ = 1),
то система (10) набуде вигляду:

ẋ0 = 2x0 + d0, ẋ1 = x1 + gx0 + d1,

u̇1 = −u1 − g, u̇2 = − 2
m
u2.

(20)

Спростимо систему (20) за допомогою перетворення iнварiантностi
з групи G1(1, 1)

x′0 = x0e
2θ3 + θ0, x′1 = θ2x0e

2θ3 + x1e
θ3 + θ1,

u1′ = u1e−θ3 − θ2, u2′ = u2e−
2
m θ3 .

(21)

Пiсля перетворення (21) система (20) набуває вигляду

ẋ0 = 2x0 + (d0 + 2θ0)e−2θ3),
ẋ1 = x0e

θ3(g − θ2) + e−θ3 [gθ0 + d1 + θ1 − θ2(2θ0 + d0)],

u̇1 = −u1 + (θ2 − g)eθ3 , u̇2 = − 2
m
u2.

(22)

Якщо у (22) покласти

θ0 =
d0

2
, θ1 = g

d0

2
− d1, θ2 = g,

то система (20) спроститься до наступної

ẋ0 = 2x0, ẋ1 = x1, u̇1 = −u1, u̇2 = − 2
m
u2. (23)

Отже, набiр анзацiв для розширеної алгебри Галiлея AG1(1, 1) буде
складатися з анзацiв алгeбри AG(1, 1) i анзаца, породженого опе-
ратором дилатацiї D. На основi розв’язку системи (23) побудуємо
анзац

u1 = x
− 1

2
0 ϕ1(ω), u2 = x

− 1
m

0 ϕ2(ω), ω =
x1√
x0
. (24)

Пiдставивши (24) в (1), одержуємо редуковану систему

λ1ϕ̈
1 +
(

1
2
ω + ϕ1

)
ϕ̇1 + λ3m

(
ϕ2
)m−1

ϕ̇2 +
1
2
ϕ1 = 0,

λ2ϕ̈
2 + ϕ̇1ϕ2 +

(
1
2
ω + ϕ1

)
ϕ̇2 +

1
2
ϕ2 = 0.
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3. Алгебра iнварiантностi для системи (1) iз функцiєю f = λ3

(
u2
)2

має вигляд (4). Координати iнфiнiтезимального оператора для дано-
го випадку будуть такi:

ξ0 = x2
0 + 2κx0 + d0, ξ1 = (x0 + κ)x1 + gx0 + d1,

η1 = −(x0 + κ)u1 − x1 − g, η2 = (x0 + κ)u2.

Аналогiчно, як i в попереднiх випадках, використовуючи перетворе-
ння з групи G2(1, 1), можна показати, що набiр анзацiв для даної
алгебри буде складатися з анзацiв алгeбри AG1(1, 1) i анзаца, поро-
дженого оператором Π+∂0. Редукцiя системи (1) на основi знайдених
для алгебри AG1(1, 1) анзацiв проведена. Тому розглянемо побудо-
ву анзаца, породженого оператором Π + ∂0. Система (10) у цьому
випадку матиме вигляд

dx0

x2
0 + 1

=
dx1

x0x1
=

du1

−x0u1 − x1
=

du2

−x0u2
= dt. (25)

У результатi розв’язання системи (25) одержуємо анзац

u1 =
(
1 + x2

0

)− 1
2
(
ϕ1(ω)− x0ω

)
,

u2 =
(
1 + x2

0

)− 1
2 ϕ2(ω), ω = (1 + x2

0)
− 1

2x1.
(26)

Пiдставляючи анзац (26) у систему (1), одержуємо редуковану си-
стему

λ1ϕ̈
1 + ϕ1ϕ̇1 + 2λ3ϕ

2ϕ̇2 + ω = 0,
λ2ϕ̈

2 + ϕ̇1ϕ2 + ϕ1ϕ̇2 = 0.

Розв’язавши редукованi системи та використавши вiдповiднi анзаци,
одержимо розв’язки системи (1). Приведемо деякi з них.

1) при f
(
u2
)

= λ3 ln2p+1
(
u2
)

+ λ4 ln2p+2
(
u2
)

+ λ5 ln−p (u2
)

u1 = λ6

(
λ2

λ6p

) 1
p +1(

x1 +
λ5λ6

2λ2
px2

0

)− 1
p−1

+
λ5λ6

λ2
px0,

u2 = exp

{(
λ2

λ6p

) 1
p
(
x1 +

λ5λ6

2λ2
px2

0

)− 1
p

}
,

де λ1, λ2, λ5, λ6, p — довiльнi сталi,

m =
(
λ2

λ6p

) 1
p

, k =
λ5λ6

λ2
p, −2λ4 = λ2

6, λ3 =
λ1λ

2
6

λ2
(p+ 1);
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2) при f
(
u2
)

= λ3

(
u2
)m + λ4

(
u2
)−2m

u1 = − λ2

m
(
x1 + 1

2kx
2
0

) + kx0, u2 =
[
k

λ3

(
x1 +

1
2
kx2

0

)] 1
m

,

k = mλ3

√
− 2λ4

2λ1λ2m+ λ2
2

, m �= 0, λ3 �= 0, λ4 �= 0;

3) при f
(
u2
)

= λ3

(
u2
)2, λ3 < 0

u1 = − x1x0

1 + x2
0

+ 2
λ1

x1
, u2 =

x1√
−2λ3 (1 + x2

0)
.
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Про редукцiї в неканонiчнiй iєрархiї
iнтегровних систем
Ю.М. СИДОРЕНКО

Львiвський нацiональний унiверситет iм. Iвана Франка, Львiв
E-mail: matmod@franko.lviv.ua

Наведено приклади нових багатокомпонентних нелiнiйних iнтегровних
систем. Показано, що неканонiчна iєрархiя комутуючих операторiв мi-
стить зображення Лакса для модифiкованих моделей типу Шрьодiн-
гера i Яджими–Ойкави.

The examples of new multi-component nonlinear integrable systems are
given. It is shown that non-canonical hierarchy of commuting operators
contains Lax representation for modified models of Schrödinger type and
Yagima–Ojkava.

1. Основнi положення та поняття. В роботах [1]–[3] розглядались ме-
тоди iнтегрування нелiнiйних рiвнянь математичної фiзики, якi до-
пускають операторне зображення Лакса вигляду

[L,M ] :=LM−ML=
[ n∑
i=0

uiDi + qD−1r, β∂t −
m∑
j=0

vjDj
]
= 0, (1)

де ui = ui(x, t) ∈ C(∞)(R2 → C), vj = vj(x, t) ∈ C(∞)(R2 → C) —
гладкi скалярнi комплекснозначнi функцiї дiйсних змiнних x, t; β ∈
C; n,m, k ∈ N; q = (q1(x, t), . . . , qk(x, t)), r = (r1(x, t), . . . , rk(x, t))� —
гладкi векторнi функцiї; ∂t := ∂

∂t — оператор диференцiювання по
еволюцiйному параметру t; D — символ оператора диференцiювання
по просторовiй змiннiй x; qD−1r :=

∑k
i=1 qiD−1ri.

Рiвняння (1) розглядалось нами в так званiй, канонiчнiй калi-
бровцi

un(x, t) = vm(x, t) ≡ 1, un−1 = vm−1 ≡ 0. (2)

Умова (2) забезпечує замкненiсть системи диференцiальних рiв-
нянь для функцiй ui, vi, q, r, рiвносильної операторному рiвнян-
ню (1) (n +m + 2k − 4 рiвнянь для тiєї ж кiлькостi невiдомих фун-
кцiй).
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Вперше нелiнiйнi рiвняння, що допускають зображення (1) при
умовах (2) i k = 1, виникали як нелокальнi симетрiйнi редукцiї в
скалярнiй iєрархiї Кадомцева–Петвiашвiлi [4]–[6], а їх багатокомпо-
нентне узагальнення запропоновано в [7, 8].

Рiзним аспектам теорiї рiвнянь (1), (2) за останнє десятирiччя
присвячено значну кiлькiсть дослiджень (далеко неповну бiблiогра-
фiю можна знайти в [3], однак на цей час автору невiдомi роботи
по оберненiй задачi теорiї розсiювання для iнтегродиференцiального
оператора L з (1) i тим бiльш по дослiдженню задачi Кошi–Дiрiхле
для вiдповiдних нелiнiйних еволюцiйних систем.

В цiй роботi ми розглядаємо iєрархiю рiвнянь (1) з такими, апрiо-
рi, обмеженнями

un(x, t) = vm(x, t) ≡ 1. (3)

Вiдповiдна нелiнiйна система є незамкненою (n+m+ 2k − 1 рiв-
няння для n +m + 2k функцiй ui, vi, q, r), що дозволяє нам навiть
у найпростiших випадках (n = 1, 2) навести досить широкий клас
iнтегровних редукцiй рiвняння (1), (3).

Зауважимо, що пiд редукцiєю рiвняння (1) ми розумiємо накла-
дання на функцiї ui, vi, q, r додаткових обмежень (в’язей), якi не
протирiчать динамiцi системи (1) i роблять її замкненою.

Означення. Транспонованим Uτ символом до мiкродиференцiаль-
ного оператора

U =
N(U)∑
i>−∞

uiDi, ui = ui(x) ∈ C(∞)(R → C), N(U) ∈ Z,

називається формальний ряд

Uτ :=
N(U)∑
i>−∞

(−1)iDiu�i :=
N(U)∑
i>−∞

ũiDi, ∂τt = −∂t. (4)

Спряженим U∗ оператор має вигляд

U∗ := Ūτ =
N(U)∑
i>−∞

(−1)iDiu∗i =
N(U)∑
i>−∞

¯̃uiDi.

Знаком “ ” позначається звичайне матричне транспонування,
“∗” — ермiтове спряження матричних функцiй: u∗i (x) := ū�i (x).
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Неважко показати, що транспонованим до скалярного iнтегроди-
ференцiального оператора L з (1) є оператор вигляду

Lτ =
n∑
i=0

ũiDi − r�D−1q �,

де ũi =
∑n
j=i(−1)ju(j−i)

j , i = 0, n.

Теорема. Нехай пара операторiв

A =
n1∑

i>−∞
aiDi, B = β∂t −

n2∑
i>−∞

biDi,

задовольняє одну з умов (ν, γ ∈ {±1}):

1) DAD−1 = νAτ , DBD−1 = γBτ ;
2) D−1AD = νAτ , D−1BD = γBτ ;
3) DAD−1 = νA∗, DBD−1 = γB∗;
4) D−1AD = νA∗, D−1BD = γB∗,

(5)

де оператор Bτ визначений формулою (4).
Тодi, вiдповiдно, в’язi (i < n1)

1) an1 − νãn1 = 0, a′i+1 + ai − νãi = 0;
2) an1 − νãn1 = 0, ã′i+1 + ãi − νai = 0;
3) an1 − ν ¯̃an1 = 0, a′i+1 + ai − ν ¯̃ai = 0;

4) an1 − ν ¯̃an1 = 0, ¯̃a′i+1 + ¯̃ai − νai = 0,

(6)

зберiгаються при еволюцiї в силу динамiчної системи [A,B] = 0.

Доведення є наслiдком очевидних тотожностей

[A,B] = 0 ⇔ [Aτ , Bτ ] = 0 ⇔ [A∗, B∗] = 0.

Розглянемо пару формальних операторiв вигляду

L = D + u0 + qD−1r, M = β∂t −D2 − v1D − v0. (7)

Операторне рiвняння (1) для операторiв (7) рiвносильне системi

βu0t
= u0xx

+ (2u0 + c1(t))u0x
+ 2(qr)x − v0x

,
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βqt = qxx + (2u0 + c1(t))qx + v0q,

βrt = −rxx + {(2u0 + c1(t))r}x + v0r.

Покладаючи довiльну сталу (вiдносно змiнної x ∈ R) iнтегрування
c1(t) = 0, отримаємо основну систему нелiнiйних еволюцiйних рiв-
нянь, редукцiї якої дослiджуються в цiй роботi,

βu0t
= u0xx

+ 2u0u0x
+ 2(qr)x − v0x

,

βqt = qxx + 2u0qx + v0q,
βrt = −rxx + 2(u0r)x − v0r.

(8)

2. Основнi приклади редукованих систем.
Векторне нелiнiйне рiвняння Шрьодiнгера (NS). Найпростiшою ре-
дукцiєю системи (8) є:

u0(x, t) ≡ const = 0, ri = µiq̄i, µi ∈ R, β = i,

де i — уявна одиниця.
При цьому (8) зводиться до k-компонентного рiвняння Шрьодiн-

гера [8]

iqjt = qjxx
+ 2

k∑
i=1

µi|qi|2qj , j = 1, k, (9)

або у векторнiй формi

iqt = qxx + 2qMq∗q, M := diag(µ1, . . . , µk), (10)

з L–M парою вигляду

[D + qMD−1q∗, i∂t −D2 − 2qMq∗] = 0. (11)

Метод побудови точних розв’язкiв моделi (9), (10) з використан-
ням зображення (11) запропоновано в [2].
2. Багатокомпонентнi узагальнення рiвнянь Каупа–Броера (KB).
Накладаючи на систему (8) в’язi β ∈ R; v0 ≡ 0; qi ≡ ci = const ∈ R;
i = 1, l; u0 := u(x, t) ∈ C(∞)(R2 → R); q, r ∈ C(∞)(R2 → R), отримає-
мо редукцiю

βut = uxx + 2uux + 2
l∑
i=1

cirix + 2
k∑

i=l+1

(qiri)x,
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βqit = qixx
+ 2uqi, i = l + 1, k, (12)

βrt = −rxx + 2(ur)x.

Система (8) редукується також на iнварiантний пiдмноговид фазово-
го простору, що задається в’язями β ∈ R; v0 = 2u0x

; ri ≡ µi = const,
i = 1, l; u0 := u, q, r ∈ C(∞)(R2 → R)

βut = −uxx + 2uux + 2
l∑
i=1

µiqix + 2
k∑

i=l+1

(qiri)x,

βrit = −rixx
+ 2urix , i = l + 1, k, (13)

βqt = qxx + 2uqx + 2uxq.

При l = k системи (12), (13) є k-компонентними узагальненнями
нелiнiйної моделi Каупа–Броера [9]

ut = ±uxx + 2uux + vx,

vt = ∓vxx + 2(uv)x,
(14)

яка описує розповсюдження нелiнiйних хвиль на мiлководдi.
Векторне модифiковане нелiнiйне рiвняння Шрьодiнгера (mNS).
Операторне зображення (1) для системи (8) має вигляд

[D + u0 + qD−1r, β∂t −D2 − 2u0D − v0] = 0. (15)

Накладаючи на комутуючу L–M пару редукцiйне обмеження (5)3

DLD−1 = −L∗, DMD−1 = M∗, (16)

i розв’язуючи вiдповiднi рiвняння (6)3, отримуємо v0 ≡ 0; β ∈ iR;
r = iMq∗

x ∈ C(∞)(R2 → C), M = diag(µ1, . . . , µk), µj ∈ R, j = 1, k;
u0 = iqMq∗ ∈ C(∞)(R2 → iR). Для зручностi при iнтегруваннi спiв-
вiдношень (6)3 довiльнi сталi (по змiннiй x) iнтегрування вибрано
нульовими. В результатi редукована система набуває вигляду

[D − iqMq∗ + iqMD−1q∗
x, β∂t −D2 + 2iqMq∗D] = 0 ⇔

⇔ βqt = qxx − 2iqMq∗qx.
(17)

При редукцiї (5)4 — D−1LD = −L∗, D−1MD = M∗, отримуємо еквi-
валентну модель

[D − ir∗Mr− ir∗xD−1Mr, β∂t −D2 + 2ir∗MrD+
+2i(r∗Mr)x] = 0 ⇔ βrt = −rxx − 2irxr∗Mr.

(18)

Про редукцiї в неканонiчнiй iєрархiї iнтегровних систем 267

Системи (17), (18) є новою багатокомпонентною iнтегровною мо-
дифiкацiєю нелiнiйного рiвняння Шрьодiнгера.
Модифiкована модель Яджими–Ойкави. Серед великого розмаїття
iнтегровних систем, пов’язаних з рiвнянням (1) при n = 2, в цiй
роботi ми видiляємо модель з нетривiальною редукцiєю (5)3 (m = 2):
[L,M ] = 0, DLD−1 = L∗, DMD−1 = M∗ ⇔ u1 = iu ∈ C(∞)(R2 →
iR), r = Mq∗

x, u0 = −qMq∗, v1 = u1 = iu, β ∈ iR. При цьому сама
редукована система набуває елегантного вигляду (β = i)

iqt = qxx + iuqx, ut = 2(qMq∗)x, (19)

i, навiть в однокомпонентному випадку (k = 1), на думку автора,
ранiше не зустрiчалась в спецiалiзованiй лiтературi.

Iнтегровна модель (19) є модифiкацiєю векторного узагальнення
системи Яджими–Ойкави [3]–[8], яка описує взаємодiю пакету навко-
лозвукових ленгмюровських хвиль у фiзицi плазми i також мiститься
в (1) при n = m = 2 в самоспряженому випадку

[L,M ] = 0, L = L∗, M = M∗ ⇔
⇔ L = D2 + u+ iqMD−1q∗, M = i∂t −D2 − u, β = i,

iqt = qxx + uq, ut = 2(qMq∗)x.

3. Заключнi зауваження. Наведенi в основнiй частинi новi типи
iнтегровних систем (12), (13), (17), (19) мають комутаторне зобра-
ження з нетривiальними редукцiями, вiдмiнними вiд редукцiй ермi-
тового спряження, розглянутих в [2]. Тому знаходження їх точних
розв’язкiв вимагає суттєвої модифiкацiї апарату iнтегрування, за-
пропонованого в роботах [1]–[3]. За браком мiсця ми не торкались
гамiльтонової теорiї систем (12)–(19). Зауважимо тiльки, що всi вони
допускають нескiнченi серiї нетривiальних законiв збереження з гу-
стинами ρn = Res Ln, n ∈ N, полiномiально залежними вiд польових
змiнних i їх похiдних по просторовiй змiннiй x ∈ R скiнченого по-
рядку (див. [8, 9]). I, нарештi, не можна не зауважити, що нова ба-
гатокомпонентна версiя mNS (17), як i в скалярному випадку (див.
[10, 11]) є гамiльтоновим потоком з канонiчними дужками Пуассона
на вiдмiну вiд вiдомого ранiше векторного узагальнення mNS [12]

iqt = qxx +
(
|q|2q

)
x
.

Цей факт дає можливiсть надiятись також на розвинення апарату
квантового методу оберненої задачi для моделi (17).
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Метод стрiльби для визначення
характеристик автохвильових
розв’язкiв нелiнiйної моделi
структурованого середовищa
С.I. СКУРАТIВСЬКИЙ

Iнститут геофiзики iм. Суботiна НАН України, Київ
E-mail: skur@ukr.net

За допомогою методiв групового аналiзу систему ДРЧП, яка описує
процеси в структурованому середовищi з часовою та просторовою не-
локальностю зведено до системи ЗДР. Для вивчення структури та стiй-
костi розв’язкiв одержаної системи використано метод стрiльби. Шля-
хом аналiзу спектру ляпуновських характеристичних показникiв дове-
дено iснування серед розв’язкiв вихiдної системи дивного атрактору.

Using the Lie symmetry method, a system of PDEs describing a model
of structured medium with time and space nonlocality is reduced to a
system of ODE. Structure and stability of solutions of the obtained system
are investigated by means of the shooting method. Existence of a strange
attractor among solutions of the initial system are proved using the analysis
of LHP spectrum.

Для опису поширення довгих нелiнiйних хвиль в структурованих
середовищах використовують систему гiдродинамiчного типу [2], за-
мкнуту динамiчним рiвнянням стану:

ρ
du

dt
+
∂p

∂x
= ργ,

dρ

dt
+ ρ

∂u

∂x
= 0,

τ

(
dp

dt
− χdρ

dt

)
= κρ− p+ σ

{
∂2p

∂x2
+

1
ρ

∂p

∂x

∂ρ

∂x
−

−η
(
∂2ρ

∂x2
− 1
ρ

(
∂ρ

∂x

)2
)}

− h
{
d2p

dt2
+ η

(
2
ρ

(
dρ

dt

)2

− d2ρ

dt2

)}
,

(1)

де ργ — массова сила, κ, τ , χ, σ, η — деякi параметри.
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В роботi за допомогою якiсних методiв вперше дослiджується мо-
дель, що враховує одночасно вплив просторової та часової нелокаль-
ностi. Випадки системи (1) при σ = 0 та h = 0, розглянутi в [3],
продемонстрували наявнiсть перiодичних, квазiперiодичних, солiто-
ноподiбних режимiв. Для вивчення їx тонкої структури, основних
кiлькiсних та якiсних характеристик досить зручим та корисним є
метод стрiльби [4]. Метод стрiльби, в основi якого лежить iтерацiй-
ний метод Ньютона, дозволяє уточнити значення перiоду та коорди-
нат точки граничного циклу, обчислити значення його мультиплiка-
торiв, тобто розв’язує питання асимптотичної стiйкостi перiодичної
траекторiї. Дослiдження стiйкостi розв’язку значно ускладнюється в
режимi хаотичного атрактору. В такому випадку аналiзують спектр
ляпуновських характеристичних показникiв (ЛХП), тестовою зада-
чею для обчислення яких є їх зв’язок з мультиплiкаторами перiоди-
чної траекторiї. Спектр ЛХП є також невiд’ємною частиною доведе-
ння “дивностi” атрактору системи, обчислення розмiрностi атракто-
ру (iнформацiйної та фрактальної), дослiдження його топологiчної
структури, бiфуркацiй при змiнi керуючих параметрiв.

Розглянемо анзац

u = u(ω) +D, ω = x−Dt,
p = ρz(ω), ρ = ρ0 exp [ξt+ s(ω)],

(2)

побудований на iнварiантах генератора

Ẑ =
∂

∂t
+D

∂

∂x
+ ξ

(
ρ
∂

∂ρ
+ p

∂

∂p

)
однопараметричної пiдгрупи перетворень, якi допускає система (1).
Формула (2) описує розв’язки типу бiжучої хвилi. Параметр D до-
рiвнює швидкостi хвильового пакунку, тодi як ξ задає нахил нео-
днорiдностi iнварiантного стацiонарного розв’язку. Пiдстановка ан-
зацу (2) в систему (1) дає одну квадратуру та систему звичайних
диференцiальних рiвнянь для u, z, w = du/dω

u
du

dω
= uw ≡ uF1(u, z, w),

u
dz

dω
= γu+ ξz + w

(
z − u2

)
≡ uF2(u, z, w), (3)

u
dw

dω
=
(
2γξσu− κu2 + γhξu3 + γτu3 + ηξσw + 2γσuw−
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−2ξσu2w + χτu2w − hξu4w − τu4w + ησw2 + ηh(uw)2−

−σ(uw)2 − hu4w2 + u2z + hξ2u2z + ξτu2z)/(ησ − ηhu2−

−σu2 + hu4) ≡ uF3(u, z, w).

Єдиною критичною точкою системи (3), що належить до фiзичної
областi значень параметрiв є точка з координатами

u0 = −ξz0
γ
, z0 =

κ

[1− 2σ(ξ/D)2]
, w0 = 0. (4)

Без втрати загальностi можна вважати, що u0 = −D. Будемо шука-
ти умови виникнення перiодичних автохвильових розв’язкiв в околi
особливої точки A(−D, z0, 0). В змiнних X = u + D, Y = z − z0,
W = w лiнiйна частина системи (3) набуває вигляду X

Y
W

′

= M̂

 X
Y
W

 =

 0 0 −D
γ ξ ∆
A B C

 X
Y
W

 ,
де (·)′ = Ud(·)/dω, ∆ = z0 −D2,

A =
Dκξ
(
D2hξ − 2ξσ +D2τ

)
(−D2 + η) (σ −D2h) (D2 − 2ξ2σ)

,

B =
D2
(
1 + hξ2 + ξτ

)
(η −D2) (σ −D2h)

,

C =
ηξσ −D4hξ − 2D2ξσ − 2D2κξσ

D2−2ξ2σ −D1τ +D2χτ

(η −D2) (σ −D2h)
.

Згiдно iз теоремою Хопфа, народження граничного циклу можли-
ве тодi, коли матриця M̂ має одне вiд’ємне власне значення та пару
суто уявних власних значень. Вказанi умови будуть виконанi, якщо

α = ξ + C > 0, Ω2 = AD −B∆ + ξC > 0,
αΩ2 = ξ(AD − Z0B).

(5)

Якщо зафiксувати значення параметрiв σ = 0.6, τ = 0.01, η = 50,
χ = 50, ξ = −1, h = 0.01, то рiвняння (5) визначає в просторi пара-
метрiв (D2, κ) криву бiфуркацiї Хопфа. Вона має вигляд параболи
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(рис. 1). Чисельнi дослiдження показують, що при перетинi кривої
бiфуркацiї Хопфа в точцi B(22, 6; 10) у вказаному напрямi м’яко ви-
никає граничний цикл (рис. 2). Подальше зменшення D2 призводить
до виникнення каскаду подвоєння, який завершується утворенням
складного локалiзованого режиму, зображеного на рис. 3.

Рис. 1. Крива нейтральної стiйкостi
в площинi

(
D2, κ

) Рис. 2. Фазовий портрет гранично-
го циклу в системi координат (u, z)

при σ = 0.6, ξ = −1, τ = 0.01,
χ = 50, η = 50, h = 0.01, κ = 10,
D2 = 18.7

Рис. 3. Хаотичний атрактор приD2 = 18.0 та тих же значеннях параметрiв

Для дослiдження знайденого T -перiодичного руху за допомогою
методу стрiльби зручнiше нормувати час та розглядати систему у
виглядi

dxi
dθ

= TFi(x(θ)), θ ∈ [0, 1], i = 1, 2, 3,

де xi(0) = gi — початковi умови.
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Перiодичним вважаємо розв’язок, якщо виконується умова

Φi(gi, T ) ≡ xi(1)− gi = 0 (6)

вiдносно змiнних gi та T . Розглянемо граничний цикл при знaченнях
параметрiв η = χ = 50, σ = 0.6, D2 = 18.7, κ = 10, ξ = −1, τ =
0.01, h = 0.01(∗). Для органiзацiї обчислень виберемо довiльну точку
на граничному циклi, в рiвняннi (6) зафiксуємо першу змiнну g1 =
const = 0.1794 та вкажемо початкове значення перiоду T = 6.86.
Рiвняння (6) розв’яжемо методом Н’ютона, iтерацiйна схема якого
має вигляд

Qn+1 = Qn − J−1Φn(1), Q =

 g2
g3
T

 .
Для побудови матрицi Якобi, яка мiстить похiднi по початковим умо-
вам, слiд розв’язати систему рiвнянь на промiжку θ ∈ [0, 1]

ẋ1 = TF1, ẋ2 = TF2, ẋ3 = TF3,

ẋ4 = T{x4(F1)x1 + x5(F1)x2 + x6(F1)x3},
ẋ5 = T{x4(F2)x1 + x5(F2)x2 + x6(F2)x3},
ẋ6 = T{x4(F3)x1 + x5(F3)x2 + x6(F3)x3}.

тричi з рiзними початковими умовами P1 = (g1, g2, g3, 1, 0, 0), P2 =
(g1, g2, g3, 0, 1, 0), P3 = (g1, g2, g3, 0, 0, 1). Тут x4 = ∂F1/∂g1, x5 =
∂F2/∂g2, x6 = ∂F3/∂g3. Тодi матриця Якобi при θ = 1 має вигляд

Ĵ(1) =

 P2,4 P3,4 TF1(1)
P2,5 − 1 P3,5 TF2(1)
P2,6 P3,6 − 1 TF3(1)

 .
Даний метод дозволяє уточнити перiод та точку граничного циклу,
встановити характер його стiйкостi шляхом обчислення мультиплi-
каторiв циклу згiдно теорiї Флоке [5]. За результатами обчислень
перiод циклу (∗) дорiвнює 6.86384. При уточненому значеннi перi-
оду та точки циклу його мультиплiкатори ρi, i = 1, 2, 3 як власнi
значення матрицi монодромiї

Ĝ(1) =

 P1,4 P2,4 P3,4

P1,5 P2,5 P3,5

P1,6 P2,6 P3,6


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складають (−0.852,−0.282, 1.002), що доводить стiйкiсть граничного
циклу. Для перевiрки результатiв використаємо наступнi тверджен-
ня [7]:

1) один з мультиплiкаторiв автономної системи дорiвнює 1;
2) згiдно формули Лiувiлля:

ρ1ρ2ρ3 = Exp
[∫ 1

0

sp(Ĝ(t))dt
]
, (7)

де sp(Ĝ(t)) = (F1)x1 + (F2)x2 + (F3)x3 .
Для використання твердження 2) слiд до основної системи додати

умову (7) на промiжку [0, 1]. За результатами обчислень∣∣∣∣∫ 1

0

sp[Ĝ(t)]dt− ln
∏

ρi

∣∣∣∣ = 0.00017.

Виконання двох властивостей дозволяє довiряти результатам обчи-
слення мультиплiкаторiв циклу та продовжити вивчення структури
розв’язкiв за допомогою аналiзу спектру ЛХП. Вiдомо, що муль-
типлiкатори перiодичних коливань пов’язанi з характеристичними
показниками Ляпунова за допомогою формули

λi =
ln(ρi)
T

. (8)

Cпектр ЛХП, обчислений за формулою (8), дорiвнює (−0.0233,
−0.1843, 0.000342). Обчислимо також спектр ЛХП, користуючись iн-
шою методикою [6]. Одержимо (−0.022,−0.185,−0.000084) пiсля iн-
тегрування напротязi 2000 одиниць умовного часу. Тестована на пе-
рiодичних розв’язках схема обчислення ЛХП, стає суттєво корисною
в областi хаотичних режимiв, оскiльки для опису дивного атракто-
ру використовують сигнатуру спектру ЛХП, а саме (+, 0,−) [7]. Так,
ЛХП для атрактору рис. 3. становить (0.0331, 0.00075,−0.24225). Як
показують обчислення, один з показникiв прямує до нуля iз збiль-
шенням часу iнтегрування системи, що вказує на стiйку роботу ал-
горитму. Такий результат дозволяє стверджувати, що хаотичний ат-
рактор системи дивний. Якщо вiдомий спектр ЛХП, то можна вка-
зати i ляпуновську розмiрнiсть атрактора згiдно формули

DL = j +

(
j∑
i=1

αi

)
/ |αj+1| ,
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де j — найбiльше число, що задовольняє умову
j∑
i=1

αi > 0. Тодi

DL = 2.139, що узгоджується з теорiєю [7]. Алгоритми методу стрiль-
би та обчислення ЛХП розроблялись в пакетi MATHCAD 7.0 та па-
ралельно на мовi Паскаль з використанням рiзних чисельних методiв
iнтегрування систем ЗДР (зокрема метод Рунге–Кутти 7-го порядку
та Bulirsch–Stoer-метод). Таким чином:

– вдалося дослiдити граничний цикл на стiйкiсть завдяки методу
стрiльби;

– метод стрiльби дозволив створити тести для обчислення спе-
ктру ЛХП;

– система рiвнянь (3), i як наслiдок (1), володiє “дивним” атра-
ктором.
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Запропоновано груповий метод для генерування розв’язкiв рiвнянь ма-
тематичної фiзики в неоднорiдному середовищi з розв’язкiв для одно-
рiдного середовища. Ефективнiсть цього методу iлюструється на при-
кладi рiвняння дифузiї теплових нейтронiв.

We propose a group method for generating solutions of equations of
mathematical physics in nonhomogeneous medium from solutions of the
same problem in homogeneous medium. The efficiency of this method is
illustrated by examples of thermal neutron diffusion problems.

As is known, the group-theoretical analysis is used for the determinati-
on of exact solutions of numerous linear and nonlinear equations of
mathematical physics [1, 2, 3]. One of the most efficient methods for
the construction of explicit solutions is the method of group reducti-
on [1, 2, 4]. Obviously, finite transformations of the invariance group
of differential equations can be also applied to generating new soluti-
ons (both exact and approximate). In the present paper, we show that
the group analysis can be applied to the construction of solutions of
equations of mathematical physics with varying coefficients characteri-
zing properties of the medium. While studying the problems of the
theory and interpretation of geophysical fields, it is necessary to prove
boundary-value problems for equations of the form

uxx + uyy = a(x, y)F (u, ut, utt), (1)
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where a(x, y) is a parameter characterizing the nonhomogeneity of the
medium, F is a smooth function. Assume that a(x, y) is a dependent vari-
able contained in Eq. (1) on a level with u(x, y). Then, in the extended
space (x, y, t, u, a), Eq. (1) admits a sufficiently wide group of transfor-
mations of the form [5]

x′ = V (x, y), y′ = W (x, y), t′ = t,

u′ = u, a′ =
a

V 2
x +W 2

x

,
(2)

where V (x, y), W (x, y) are arbitrary analytic functions. These groups of
transformations were used in [5] for investigation of inverse problems of
geophysics. It is shown in [6] that operators of conditional symmetry can
be used for the construction of group bundle of differential equations. It
turns out that the group of transformations (2) is sufficiently wide to
solve the Cauchy problem for Eq. (1). By using the invariance property
of (1) under transformations (2), we can easily verify that the following
assertion is true:

Theorem 1. Assume that u = f(x, y, t) is a solution of the Cauchy
problem

u |t=0= ϕ(x, y), ut |t=0= Ψ(x, y) (3)

of Eq. (1) with a(x, y) = a0 = const. Then u = f(x′, y′, t) is a solution
of the Cauchy problem

u |t=0= ϕ(x′, y′), ut |t=0= Ψ(x′, y′) (4)

for Eq. (1) with a = a0(V 2
x +W 2

x ).

Thus, if the medium has an nonhomogeneity defined by the relation

a = a0(V 2
x +W 2

x ) (5)

then solutions of the Cauchy problem for Eq. (1) in this case can be obtai-
ned from solutions of the same problem for the homogeneous medium
(a = a0) by transformations (2). As an example illustrating the effici-
ency of the given approach, consider the following problem of stationary
diffusion equation:

∂2Φ
∂x2

+
∂2Φ
∂y2

− Φ
L2

= 0, (6)
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L = L1 = const, 0 < x2 + y2 < r21; (7)

L = L2(x2 + y2), L2 = const, r21 < x2 + y2 < r22; (8)

L = L3 = const, x2 + y2 > r22. (9)

This statement of the problem can be used for investigation of di-
ffusion of particles (e.g., thermal neutrons) in a heterogeneous three-zone
system that simulates a real system “borehole-layer” [7, 9]. Gradient vari-
ation of diffusion length L in the second zone is caused by penetration
of the borehole fluid in the layer with absorption parameters different
from the same parameters of fluid. A solution of such problem has the
following form:

(i) for linear source of heat neutrons located on the symmetry axis of
the system

Φ = A1K0

(
r

L1

)
+B1I0(r/L1), 0 < r < r1; (10)

Φ = A2K0

(
1
L2r

)
+B2I0

(
1
L2r

)
, r1 < r < r2; (11)

Φ = A3K0

(
r

L3

)
, r2 < r <∞. (12)

(ii) for thin cylinder layer emitting heat neutrons

Φ = A1I0

(
r

L1

)
, 0 < r < r∗; (13)

Φ = A∗
1I0

(
r

L1

)
+B∗

1K0

(
r

L1

)
, r∗ < r < r1; (14)

Φ = A2I0

(
1
L2r

)
+B2K0

(
1
L2r

)
, r1 < r < r2; (15)

Φ = B3K0

(
r

L3

)
, r2 < r <∞, (16)

in the case where a cylinder source is located in the inner homogeneous
zone 0 < r < r1;

Φ = A1I0

(
r

L1

)
, 0 < r < r1; (17)
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Φ = A2I0

(
1
L2r

)
+B2K0

(
1
L2r

)
, r1 < r < r∗; (18)

Φ = A∗
2I0

(
1
L2r

)
+B∗

2K0

(
1
L2r

)
, r∗ < r < r2; (19)

Φ = B3K0

(
r

L3

)
, r2 < r <∞, (20)

in the case where a source is located in the middle zone r1 < r < r2,
that is gradient-nonhomogeneous in the radial direction;

Φ = A1I0

(
r

L1

)
, 0 < r < r1; (21)

Φ = A2I0

(
1
L2r

)
+B2K0

(
1
L2r

)
, r1 < r < r2; (22)

Φ = A3I0

(
r

L3

)
+B3K0

(
r

L3

)
, r2 < r < r∗; (23)

Φ = B∗
3K0

(
r

L3

)
, r∗ < r <∞, (24)

in the case where a cylinder source is located in the exterior homogeneous
zone r2 < r < ∞. Here, r =

√
x2 + y2, r∗ is a radius of a cylinder

layer emitting thermal neutrons, and I0, K0 are modified cylinder functi-
ons, L is a length of diffusion of thermal neutrons. Solutions (11), (15),
(18), (19), and (22) are obtained from the corresponding solutions for
homogeneous medium [9] with L = L2 by using the transformations
x′ = x/(x2 + y2), y′ = −y/(x2 + y2). The coefficients Ai, Bi and A∗

i , B∗
i

(i = 1, 3) are obtained from the conjugate and normalization conditions.
By analogy with the previous example, by using the conformal trans-

formations

�r ′ =
1
r
, u′ =

√
ru, L′ =

1
r2
L. (25)

we can construct solutions of diffusion equations in the three-dimensional
space (point source)

∂2Φ
∂x2

1

+
∂2Φ
∂x2

2

+
∂2Φ
∂x3

2

− Φ
L2

= 0, (26)
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where

L = L1 = const, 0 < r < r1; (27)

L = L2r
2, L2 = const, r1 < r < r2; (28)

L = L3 = const, r > r2; (29)

r =
√
x2

1 + x2
2 + x2

3 in the form

Φ =
A1

r
exp
(
− r

L1

)
+
B1

r
exp
(
− r

L1

)
, 0 < r < r1;

Φ =
A2

r
exp
(
− 1
L2r

)
+
B2

r
exp
(
− 1
L2r

)
, r1 < r < r2;

Φ = A3 exp
(
− r

L3

)
, r > r2.

(30)

Further, consider the Schrödinger equation

i
∂ψ

∂t
+ ∆ψ +W (t, �x, |ψ|)ψ = 0 (31)

in the n-dimensional space. Symmetry properties of this equation were
investigated in [10, 11]. For arbitrary W = W (t, �x, |ψ|), this equation
admits only the group of identity transformations �x→ �x ′ = �x, t→ t′ =
t, ψ → ψ′ = ψ. By using the idea mentioned above, which is equivalent to
the construction of the group of equivalence transformations, we obtain
a quite broad invariance group of Eq. (31).

Theorem 2. Equation (31) is invariant under the infinite-dimensional
Lie algebra with basis operators

Jab = xa∂xb
− xb∂xa

,

Qa = Ua∂xa
+
i

2
U̇axa(ψ∂ψ − ψ∗∂ψ∗) +

1
2
Üaxa∂W ,

QA = 2A∂t + Ȧxc∂xc
+
i

4
Äxcxc(ψ∂ψ − ψ∗∂ψ∗)−

− nȦ

2
(ψ∂ψ + ψ∗∂ψ∗) +

(
1
4
...

A xcxc − 2WȦ

)
∂W ,

QB = iB(ψ∂ψ − ψ∗∂ψ∗) + Ḃ∂W ,

Z1 = ψ∂ψ + ψ∗∂ψ∗ , Z2 = i(ψ∂ψ − ψ∗∂ψ∗),

(32)
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where Ua(t), A(t), B(t) are arbitrary smooth functions of t, we mean the
summation from 1 to n by the repeated index c. The upper dot stands for
the derivative with respect to time.

Theorem 2 can be proved by using the Lie infinitesimal criterion of
invariance.

Note that the invariance algebra (32) includes subalgebras such as
the Galilei algebra and the projective algebra. Finite transformations of
the corresponding Lie group can be used for generating new solutions
of the Schrödinger equation for new potential from the known solution
for the given potential W , moreover, the transformations generated by
the operators Jab, Qa, QA, Z1, Z2 can also be applied for the Cauchy
problem

ψ |t=0= ϕ(x). (33)

Let ψ = f1(t, x) be a solution of the Cauchy problem (31), (33) for
W = ϕ1(t, x). Then ψ(t, x) obtained from the equation ψ′ = f1(t′, x′) is
a solution of Eq. (31) for W satisfying the equation W ′ = ϕ1(t′, x′) and
the Cauchy condition is defined by the relation

ψ′ = ϕ(x′) for t = 0. (34)

Thus, we can e.g. construct solutions of the nonstationary Schrödinger
equation from the stationary equation. In addition, this method can be
efficiently applied for exactly integrable Schrödinger equations.

This procedure of construction of solutions of both linear and nonli-
near equations can be efficiently applied for numerous problems of ma-
thematical physics in particular for the quantum-mechanical problems.
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Диференцiальнi рiвняння першого
порядку в просторi M(1, 4) × R(u)

з нетривiальними групами симетрiї
В.I. ФЕДОРЧУК

Львiвський Нацiональний унiверситет iм. I.Я. Франка

Побудовано диференцiальнi рiвняння першого порядку в просторi
M(1, 4) × R(u), якi iнварiантнi вiдносно неспряжених розщеплюваних
пiдгруп узагальненої групи Пуанкаре P (1, 4).

Differential equations of the first order in space M(1, 4) × R(u) which are
invariant under nonconjugate splitting subgroups of the generalized Poi-
ncaré group P (1, 4) have been constructed.

Важливою проблемою групового аналiзу диференцiальних рiвнянь
є побудова диференцiальних рiвнянь, якi iнварiантнi вiдносно напе-
ред заданих нетривiальних груп Лi точкових перетворень. До таких
рiвнянь в багатьох випадках зводиться математичне моделювання
рiзних процесiв навколишнього свiту.

Один iз способiв побудови диференцiальних рiвнянь з нетривi-
альними групами симетрiї базується на побудовi диференцiальних
iнварiантiв рiзних порядкiв вiдповiдних груп Лi точкових перетво-
рень.

При такому пiдходi диференцiальнi рiвняння iнварiантнi вiдносно
деякої групи Лi точкових перетворень GNr можна записати у виглядi

F (J1, J2, . . . , Js) = 0, (1)

де F — довiльна достатньо гладка функцiя своїх аргументiв, J1, J2,
. . . , Js — повний набiр функцiонально незалежних диференцiальних
iнварiантiв певного порядку групи GNr (див., наприклад [1–8]).

В данiй роботi побудовано диференцiальнi рiвняння першого по-
рядку в просторi M(1, 4) × R(u), iнварiантнi вiдносно неспряжених
розщеплюваних пiдгруп узагальненої групи Пуанкаре P (1, 4), шля-
хом побудови диференцiальних iнварiантiв першого порядку цих пiд-
груп.
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Група P (1, 4) — група поворотiв та зсувiв п’ятивимiрного просто-
ру Мiнковського M(1, 4). Серед важливих для теоретичної та мате-
матичної фiзики груп ця група посiдає особливе мiсце. Вона є най-
меншою групою, що мiстить як пiдгрупи розширену групу Галiлея
G̃(1, 3) [9] (групу симетрiї класичної фiзики) i групу Пуанкаре P (1, 3)
(групу симетрiї релятивiстської фiзики). Поряд з цим група P (1, 4)
використовується також при розглядi рiзних питань теоретичної та
математичної фiзики (див., наприклад [10–12]).

Алгебра Лi групи P (1, 4) задається 15 базисними елементами
Mµν = −Mνµ (µ, ν = 0, 1, 2, 3, 4), P ′

µ (µ = 0, 1, 2, 3, 4), якi задовольня-
ють комутацiйним спiввiдношенням[

P ′
µ, P

′
ν

]
= 0,

[
M ′
µν , P

′
σ

]
= gµσP

′
ν − gνσP ′

µ,[
M ′
µν ,M

′
ρσ

]
= gµρM

′
νσ + gνσM

′
µρ − gνρM ′

µσ − gµσM ′
νρ,

де gµν (µ, ν = 0, 1, 2, 3, 4) — метричний тензор з компонентами g00 =
−g11 = −g22 = −g33 = −g44 = 1, gµν = 0, якщо µ �= ν. Тут i всюди
надалi M ′

µν = iMµν .
Для алгебри Лi групи P (1, 4) вибране наступне зображення:

P ′
0 =

∂

∂x0
, P ′

1 = − ∂

∂x1
, P ′

2 = − ∂

∂x2
, P ′

3 = − ∂

∂x3
,

P ′
4 = − ∂

∂x4
, M ′

µν = −
(
xµP

′
ν − xνP ′

µ

)
.

Для зручностi перейдемо вiдM ′
µν i P ′

µ до наступних лiнiйних ком-
бiнацiй:

G = M ′
40, L1 = M ′

32, L2 = −M ′
31, L3 = M ′

21,

Pa = M ′
4a −M ′

a0, Ca = M ′
4a +M ′

a0, (a = 1, 2, 3),
X0 = 1

2 (P ′
0 − P ′

4) , Xk = P ′
k (k = 1, 2, 3), X4 = 1

2 (P ′
0 + P ′

4) .

Неперервнi неспряженi пiдалгебри алгебри Лi групи P (1, 4) опи-
санi в роботах [13–16].

З огляду на те, що кiлькiсть неспряжених розщеплюваних пiд-
груп групи P (1, 4) є дуже великою, привести тут повний список ди-
ференцiальних рiвнянь першого порядку iнварiантних вiдносно цих
пiдгруп неможливо за браком мiсця. Тому надалi ми обмежимося
розглядом лише найбiльш цiкавих диференцiальних рiвнянь.

Так як побудованi в данiй роботi диференцiальнi рiвняння iнва-
рiантнi вiдносно неспряжених розщеплюваних пiдгруп групи P (1, 4)
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можна записати у виглядi (1), то нижче для рiзних розмырностей
розщеплюваних пiдгруп групи P (1, 4) виписуватимемо базиснi еле-
менти їх алгебр Лi та вiдповiднi їм аргументи J1, J2, . . . , Js функцiї F .

Одновимiрнi пiдалгебри алгебри Лi групи P (1, 4). У всiх ви-
падках s = 10.

1. 〈L3 + eG, e > 0〉,

J1 = x3, J2 =
(
x2

0 − x2
4

)1/2
, J3 =

(
x2

1 + x2
2

)1/2
, J4 = u,

J5 = (x0 + x4)(u0 + u4), J6 = x1u2 − x2u1, J7 = u3,

J8 = ln(x0 + x4) + e arctan
x1

x2
, J9 = u2

0 − u2
4, J10 = u2

1 + u2
2,

де uµ ≡ ∂u
∂xµ

, µ = 0, 1, 2, 3, 4;
2. 〈L3〉,

J1 = x0, J2 = x3, J3 = x4, J4 =
(
x2

1 + x2
2

)1/2
, J5 = u,

J6 = x1u2 − x2u1, J7 = u0, J8 = u3, J9 = u4,

J10 = u2
1 + u2

2;

3. 〈P3 + C3 + eL3, e �= 0〉,

J1 =
(
x2

1 + x2
2

)1/2
, J2 =

(
x2

3 + x2
4

)1/2
, J3 = x0, J4 = u,

J5 = 2arctan
x1

x2
− e arctan

x3

x4
, J6 = x1u2 − x2u1,

J7 = x3u4 − x4u3, J8 = u0, J9 = u2
1 + u2

2, J10 = u2
3 + u2

4.

Двовимiрнi пiдалгебри алгебри Лi групи P (1, 4). У всiх ви-
падках s = 9.

1. 〈G,L3〉,

J1 = x3, J2 =
(
x2

0 − x2
4

)1/2
, J3 =

(
x2

1 + x2
2

)1/2
, J4 = u,

J5 = x1u2 − x2u1, J6 = (x0 + x4)(u0 + u4), J7 = u3,

J8 = u2
0 − u2

4, J9 = u2
1 + u2

2;

2. 〈L3 + dG,P3, d > 0〉,

J1 =
(
x2

1 + x2
2

)1/2
, J2 =

(
x2

0 − x2
3 − x2

4

)1/2
, J3 = u,

J4 =
x0 + x4

u0 − u4
, J5 = x1u2 − x2u1, J6 =

u0 − u4

x0 + x4
x3 + u3,

J7 = ln(x0 + x4) + d arctan x1
x2
, J8 = u2

1 + u2
2,

J9 = u2
0 − u2

3 − u2
4;



286 В.I. Федорчук

3. 〈P3 + C3, L3〉,

J1 = x0, J2 =
(
x2

1 + x2
2

)1/2
, J3 =

(
x2

3 + x2
4

)1/2
, J4 = u,

J5 = x1u2 − x2u1, J6 = x3u4 − x4u3, J7 = u0,

J8 = u2
1 + u2

2, J9 = u2
3 + u2

4;

4. 〈P3,X1〉,

J1 = x2, J2 = x0 + x4, J3 =
(
x2

0 − x2
3 − x2

4

)1/2
, J4 = u,

J5 = (x0 + x4)u3 + (u0 − u4)x3, J6 = u1, J7 = u2,

J8 = u0 − u4, J9 = u2
0 − u2

3 − u2
4;

5. 〈L3 + εP3,X4, ε = ±1〉,

J1 = x0 + x4, J2 =
(
x2

1 + x2
2

)1/2
, J3 = ε arctan

x1

x2
− x3

x0 + x4
,

J4 = u, J5 = x1u2 − x2u1, J6 =
x3

x0 + x4
+

u3

u0 − u4
,

J7 = u0 − u4, J8 = u2
1 + u2

2, J9 = u2
0 − u2

3 − u2
4.

Тривимiрнi пiдалгебри алгебри Лi групи P (1, 4). У всiх ви-
падках s = 8.

1. 〈G,P3, L3〉,

J1 =
(
x2

1 + x2
2

)1/2
, J2 =

(
x2

0 − x2
3 − x2

4

)1/2
, J3 = u,

J4 = x1u2 − x2u1, J5 =
x0 + x4

u0 − u4
, J6 =

u0 − u4

x0 + x4
x3 + u3,

J7 = u2
1 + u2

2, J8 = u2
0 − u2

3 − u2
4;

2. 〈L3, P1, P2〉,

J1 = x3, J2 = x0 + x4, J3 =
(
x2

0 − x2
1 − x2

2 − x2
4

)1/2
, J4 = u,

J5 =
(

x1

x0 + x4
+

u1

u0 − u4

)2

+
(

x2

x0 + x4
+

u2

u0 − u4

)2

, J6 = u3,

J7 = u0 − u4, J8 = u2
0 − u2

1 − u2
2 − u2

4;

3. 〈L3 + εP3, P1, P2, ε = ±1〉,

J1 = x0 + x4, J2 =
(
x2

0 − x2
1 − x2

2 − x2
3 − x2

4

)1/2
,

J3 = u, J4 =
x3

x0 + x4
+

u3

u0 − u4
,
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J5 =
(

x1

x0 + x4
+

u1

u0 − u4

)2

+
(

x2

x0 + x4
+

u2

u0 − u4

)2

,

J6 = ε arctan
(
u1(x0 + x4) + x1(u0 − u4)
u2(x0 + x4) + x2(u0 − u4)

)
− x3

x0 + x4
,

J7 = u0 − u4, J8 = u2
0 − u2

1 − u2
2 − u2

3 − u2
4;

4. 〈L3, P3,X4〉,

J1 = x0 + x4, J2 =
(
x2

1 + x2
2

)1/2
, J3 = u,

J4 = x1u2 − x2u1, J5 = (x0 + x4)u3 + (u0 − u4)x3,

J6 = u0 − u4, J7 = u2
1 + u2

2, J8 = u2
0 − u2

3 − u2
4;

5. 〈P1, P2,X3〉,

J1 = x0 + x4, J2 =
(
x2

0 − x2
1 − x2

2 − x2
4

)1/2
, J3 = u,

J4 = u1(x0 + x4) + x1(u0 − u4), J5 = u2(x0 + x4) + x2(u0 − u4),
J6 = u3, J7 = u0 − u4, J8 = u2

0 − u2
1 − u2

2 − u2
4.

Чотиривимiрнi пiдалгебри алгебри Лi групи P (1, 4). У всiх
випадках s = 7.

1. 〈G,L1, L2, L3〉,

J1 =
(
x2

0 − x2
4

)1/2
, J2 =

(
x2

1 + x2
2 + x2

3

)1/2
, J3 = u,

J4 = x1u1 + x2u2 + x3u3, J5 = (x0 + x4)(u0 + u4),
J6 = u2

0 − u2
4, J7 = u2

1 + u2
2 + u2

3;

2. 〈G,P1, P2, P3〉,

J1 =
(
x2

0 − x2
1 − x2

2 − x2
3 − x2

4

)1/2
, J2 = u, J3 =

x0 + x4

u0 − u4
,

J4 = x1 +
x0 + x4

u0 − u4
u1, J5 = x2 +

x0 + x4

u0 − u4
u2,

J6 = x3 +
x0 + x4

u0 − u4
u3, J7 = u2

0 − u2
1 − u2

2 − u2
3 − u2

4;

3. 〈L3 + cG, P1, P2,X3, c > 0〉,

J1 =
(
x2

0 − x2
1 − x2

2 − x2
4

)1/2
, J2 = u, J3 =

x0 + x4

u0 − u4
,

J4 =
(
x1 +

x0 + x4

u0 − u4
u1

)2

+
(
x2 +

x0 + x4

u0 − u4
u2

)2

,
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J5 = c arctan
(
u1(x0 + x4) + x1(u0 − u4)
u2(x0 + x4) + x2(u0 − u4)

)
+ ln(x0 + x4),

J6 = u3, J7 = u2
0 − u2

1 − u2
2 − u2

4;

4. 〈G,P3,X1,X2〉,

J1 =
(
x2

0 − x2
3 − x2

4

)1/2
, J2 = u, J3 =

x0 + x4

u0 − u4
,

J4 =
u0 − u4

x0 + x4
x3 + u3, J5 = u1, J6 = u2, J7 = u2

0 − u2
3 − u2

4;

5. 〈G,P1, P2,X4〉,

J1 = x3, J2 = u, J3 =
x0 + x4

u0 − u4
, J4 = u1 +

u0 − u4

x0 + x4
x1,

J5 = x2 +
x0 + x4

u0 − u4
u2, J6 = u3, J7 = u2

0 − u2
1 − u2

2 − u2
4.

П’ятивимiрнi пiдалгебри алгебри Лi групи P (1, 4). У всiх ви-
падках s = 6.

1. 〈G,L3, P1, P2, P3〉,

J1 =
(
x2

0 − x2
1 − x2

2 − x2
3 − x2

4

)1/2
, J2 = u, J3 =

x0 + x4

u0 − u4
,

J4 = x3 +
x0 + x4

u0 − u4
u3, J5 = u2

0 − u2
1 − u2

2 − u2
3 − u2

4,

J6 =
(u1(x0 + x4)+x1(u0 − u4))

2+(u2(x0 + x4)+x2(u0 − u4))
2

((x0 + x4)u3 + (u0 − u4)x3)2
;

2. 〈L3, P1, P2, P3,X4〉,

J1 = x0 + x4, J2 = u, J3 =
x3

x0 + x4
+

u3

u0 − u4
,

J4 =
(

x1

x0 + x4
+

u1

u0 − u4

)2

+
(

x2

x0 + x4
+

u2

u0 − u4

)2

,

J5 = u0 − u4, J6 = u2
0 − u2

1 − u2
2 − u2

3 − u2
4;

3. 〈L3 + bG, P1, P2, P3,X4, b > 0〉,

J1 = u, J2 =
x0 + x4

u0 − u4
, J3 = x3 +

x0 + x4

u0 − u4
u3,

J4 =
(
x1 +

x0 + x4

u0 − u4
u1

)2

+
(
x2 +

x0 + x4

u0 − u4
u2

)2

,
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J5 = b arctan
(
u1(x0 + x4) + x1(u0 − u4)
u2(x0 + x4) + x2(u0 − u4)

)
+ ln(x0 + x4),

J6 = u2
0 − u2

1 − u2
2 − u2

3 − u2
4;

4. 〈G,X1,X2,X3,X4〉,

J1 = u, J2 = (x0 + x4)(u0 + u4), J3 = u1, J4 = u2,

J5 = u3, J6 = u2
0 − u2

4;

5. 〈G,P1, P2,X4,X3 + bX2, b �= 0〉,

J1 = u, J2 =
x0 + x4

u0 − u4
, J3 = u1 +

u0 − u4

x0 + x4
x1,

J4 =
x0 + x4

u0 − u4
u2 + x2 − bx3, J5 = u3, J6 = u2

0 − u2
1 − u2

2 − u2
4.

Шестивимiрнi пiдалгебри алгебри Лi групи P (1, 4). В 31 ви-
падку s = 5, а в 6 випадках s = 6.

1. 〈G,L3, P1, P2,X3,X4〉,

J1 = u, J2 =
x0 + x4

u0 − u4
,

J3 =
(
x1 +

x0 + x4

u0 − u4
u1

)2

+
(
x2 +

x0 + x4

u0 − u4
u2

)2

,

J4 = u3, J5 = u2
0 − u2

1 − u2
2 − u2

4;

2. 〈P1, P2, P3,X1,X2,X4〉,

J1 = x0 + x4, J2 = u, J3 =
x3

x0 + x4
+

u3

u0 − u4
,

J4 = u0 − u4, J5 = u2
0 − u2

1 − u2
2 − u2

3 − u2
4;

3. 〈L1, L2, L3,X1,X2,X3〉,

J1 = x0, J2 = x4, J3 = u, J4 = u0, J5 = u4,

J6 = u2
1 + u2

2 + u2
3;

4. 〈L3 + εP3,X0,X1,X2,X3,X4, ε = ±1〉,

J1 = u, J2 = u0 − u4, J3 = u2
1 + u2

2, J4 = u2
0 − u2

3 − u2
4,

J5 = ε arctan
u1

u2
+

u3

u0 − u4
;
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5. 〈L3 + eG,X0,X1,X2,X3,X4, e > 0〉,

J1 = u, J2 = u3, J3 = u2
0 − u2

4, J4 = u2
1 + u2

2,

J5 = e arctan
u1

u2
− ln(u0 + u4).

Семивимiрнi пiдалгебри алгебри Лi групи P (1, 4). В 17 ви-
падках s = 4, а в 15 випадках s = 5.

1. 〈G,P1, P2,X1,X2,X3,X4〉,

J1 = u, J2 =
x0 + x4

u0 − u4
, J3 = u3, J4 = u2

0 − u2
1 − u2

2 − u2
4;

2. 〈P1, P2,X0,X1,X2,X3,X4〉,

J1 = u, J2 = u3, J3 = u0 − u4, J4 = u2
0 − u2

1 − u2
2 − u2

4;

3. 〈G,L1, L2, L3, P1, P2, P3〉,

J1 =
(
x2

0 − x2
1 − x2

2 − x2
3 − x2

4

)1/2
, J2 = u, J3 =

x0 + x4

u0 − u4
,

J4 = x0u0 + x1u1 + x2u2 + x3u3 + x4u4,

J5 = u2
0 − u2

1 − u2
2 − u2

3 − u2
4;

4. 〈G,P3, C3,X0,X1,X3,X4〉,

J1 = x2, J2 = u, J3 = u1, J4 = u2, J5 = u2
0 − u2

3 − u2
4;

5. 〈L3 + dG,P3,X0,X1,X2,X3,X4, d > 0〉,

J1 = u, J2 = u2
1 + u2

2, J3 = u2
0 − u2

3 − u2
4,

J4 = d arctan
u1

u2
+ ln(u0 − u4);

Восьмивимiрнi пiдалгебри алгебри Лi групи P (1, 4). В 8 ви-
падках s = 3, а в 11 випадках s = 4.

1. 〈G,P1, P2, P3,X1,X2,X3,X4〉,

J1 = u, J2 =
x0 + x4

u0 − u4
, J3 = u2

0 − u2
1 − u2

2 − u2
3 − u2

4;

2. 〈G,L3, P1, P2, P3,X1,X2,X4〉,

J1 = u, J2 =
x0 + x4

u0 − u4
, J3 = x3 +

x0 + x4

u0 − u4
u3,

J4 = u2
0 − u2

1 − u2
2 − u2

3 − u2
4;
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3. 〈G,L1, L2, L3,X1,X2,X3,X4〉,
J1 = u, J2 = (x0 + x4)(u0 + u4), J3 = u2

0 − u2
4,

J4 = u2
1 + u2

2 + u2
3;

4. 〈G,L3, P1, P2,X0,X1,X2,X4〉,
J1 = x3, J2 = u, J3 = u3, J4 = u2

0 − u2
1 − u2

2 − u2
4.

Дев’ятивимiрнi пiдалгебри алгебри Лi групи P (1, 4). В 2 ви-
падках s = 2, а в 6 випадках s = 3.

1. 〈G,P1, P2, P3,X0,X1,X2,X3,X4〉,
J1 = u, J2 = u2

0 − u2
1 − u2

2 − u2
3 − u2

4;

2. 〈G,L1, L2, L3,X0,X1,X2,X3,X4〉,
J1 = u, J2 = u2

0 − u2
4, J3 = u2

1 + u2
2 + u2

3;

3. 〈G,P3, C3, L3,X0,X1,X2,X3,X4〉,
J1 = u, J2 = u2

1 + u2
2, J3 = u2

0 − u2
3 − u2

4;

4. 〈L3, P1, P2, P3,X0,X1,X2,X3,X4〉,
J1 = u, J2 = u0 − u4, J3 = u2

0 − u2
1 − u2

2 − u2
3 − u2

4.

Десятивимiрнi пiдалгебри алгебри Лi групи P (1, 4). В одному
випадку s = 2, а в 4 випадках s = 4.

1. 〈G,L3, P1, P2, P3,X0,X1,X2,X3,X4〉,
J1 = u, J2 = u2

0 − u2
1 − u2

2 − u2
3 − u2

4;

2. 〈L1, L2, L3, P1 + C1, P2 + C2, P3 + C3,X1,X2,X3,X0 −X4〉,
J1 = x0, J2 = u, J3 = u0, J4 = u2

1 + u2
2 + u2

3 + u2
4;

3. 〈L1, L2, L3, P1 − C1, P2 − C2, P3 − C3,X1,X2,X3,X0 +X4〉,
J1 = x4, J2 = u, J3 = u4, J4 = u2

0 − u2
1 − u2

2 − u2
3.

Одинадцятивимiрнi пiдалгебри алгебри Лi групи P (1, 4).
У всiх випадках s = 3.

1. 〈G,L1, L2, L3, P1, P2, P3,X1,X2,X3,X4〉,

J1 = u, J2 =
x0 + x4

u0 − u4
, J3 = u2

0 − u2
1 − u2

2 − u2
3 − u2

4;

2. 〈L1, L2, L3, P1, P2, P3,X0,X1,X2,X3,X4〉,
J1 = u, J2 = u0 − u4, J3 = u2

0 − u2
1 − u2

2 − u2
3 − u2

4.
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Таким чином, серед побудованих в данiй роботi диференцiальних
рiвнянь є рiвняння, якi можуть бути корисними в класичнiй фiзи-
цi, а також рiвняння, якi можyf використати при побудовi моделей
релятивiстської фiзики.
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Алгоритмы решения некоторых
краевых задач
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Запропоновано наближений аналiтичний метод побудови розв’язкiв де-
яких крайових задач для ЛЗДР другого порядку iз змiнними коефiцi-
єнтами за допомогою степеневих рядiв

An analytical approximate method for constructing of a solution of some
boundary problems for LDEs of the second order with variable coefficients
obtained by means of power series is proposed.

Введение. При разработке алгоритмов математического моделиро-
вания функционирования органов и систем в медико-биологических
иссдедованиях, которым присущи многопараметрические динамиче-
ские изменения в состоянии патологии (т.н. динамические болезни),
весьма успешной математической моделью оказались системы n ли-
нейных обыкновенных дифференциальных уравнений (ОДУ) второ-
го порядка с переменными коэффициентами вида

d2fi(t)
dt2

=
n∑
j=1

aij(t)fj(t) + gi(t), i, j = 1, n. (1)

Такие системы достаточно адекватно описывают динамические про-
цессы в живом организме [1, 2], так как болезнь есть одновремен-
ное функциональное изменение нескольких взаимосвязанных орга-
нов и систем, причем, конкретный вид функций gi(t) и переменных
коэффициентов aij(t) (t — аргумент времени) задается в зависимо-
сти от моделируемой динамической болезни. Переменные коэффици-
енты aij(t) отражают динамические многопараметрические измене-
ния биологической модели (модель дыхания Чейна–Стокса [3]), кото-
рая предшествует построению математической модели. В вопросах
экологии математическое моделирование обычно предваряется по-
строением модели физической (см. [4]): так, исследование процесса
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загрязнения подземных вод при плоско-вертикальной фильтрации
сводится к решению краевых задач неустановившейся конвективной
диффузии в прямоугольнике. Эта физическая модель приводится к
математической модели, которая представляет собой семейство (це-
почку) S стационарных краевых задач для линейных ОДУ второго
порядка с переменными коэффициентами вида

d2us(x)
dx2

−A(x)us(x) = gs−1(x), s = 1, S. (2)

Абстрагируясь от медико-биологической и экологической сути моде-
лей, перейдем к математической постановке упомянутых задач.

1. Краевая задача для системы линейных ОДУ второго по-
рядка с переменными коэффициентами. Дополним систему ви-
да (1) краевыми условиями первого рода

fi(t)|t=t1 = ai, fi(t)|t=t2 = bi. (3)

Ищем решение в классе аналитических функций, на заданные фун-
кции aij(t) и gi(t) налагаем требование аналитичности. Не нарушая
общности, положим t2 − t1 = 1. В классе аналитических функций
правомочно представить решение краевой задачи (1), (3) сходящи-
мися степенными рядами с неопределенными коэффициентами fim

fi(t) =
∞∑
m=0

fim(t− t1)m. (4)

В окрестности точки t = t1, ввиду голоморфности функций aij(t) и
gi(t), их можно представить сходящимися рядами Тейлора

aij(t) =
∞∑
m=0

aijm(t− t1)m, gi(t) =
∞∑
m=0

gim(t− t1)m, (5)

где aijm и gim — коэффициенты рядов Тейлора для известных фун-
кций aij(t) и gi(t), определяющих дифференциальную систему (1).
Для определения неизвестных коэффициентов fim решения (4) по
методу работы [5] (гл. IX, § 110, гл. VIII, § 99) строится рекуррен-
тный процесс. Согласно [5] имеют место представления

d2fi(t)
dt2

=
∞∑
m=0

f
(2)
i,m+2(t− t1)m,

f
(2)
i,m+2 = (m+ 1)(m+ 2)fim.

(6)
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По формуле перемножения двух степенных рядов имеем

aij(t)fj(t) =
∞∑
m=0

m∑
ν=0

aijνfj,m−ν(t− t1)m. (7)

Подставляя выражения (6) и (7) в исходную систему (1) и приравни-
вая члены при одинаковых степенях (t−t1), получаем рекуррентные
формулы для искомых коэффициентов fim

fi,m+2 =
1

(m+ 1)(m+ 2)

gim +
n∑
j=1

m∑
ν=0

aijνfj,m−ν

 , (8)

где

fj0 = aj и
∞∑
m=1

fim = bj − aj (9)

согласно краевым условиям (3) и предположению, что t−t1 = 1. Для
функционирования рекуррентных формул (8) необходимо знать на-
чальные параметры fj0 и fj1, j = 1, n. Формулы (9) дают один набор
параметров в явном виде (fj0 = aj), а для второго набора fj1 суще-
ствует функциональная зависимость (9). Для определения параме-
тров fj1 в явном виде применим дважды рекуррентный процесс с
учетом линейной зависимости коэффициентов fim от fj1. Имеет ме-
сто структурная формула

fim =
n∑
j=1

bimjfj1 + dim, (10)

где i = 1, n, m = 0, 1, 2, . . . ,∞. Если в рекуррентную формулу (8)
подставить структурную формулу (10), то для неизвестных коэф-
фициентов bimk и dim получатся рекуррентные соотношения

bimk =
1

m(m− 1)

n∑
j=1

m−2∑
ν=0

aij,m−2−νbjνk,

dim =
1

m(m− 1)

gi,m−2 +
n∑
j=1

m−2∑
ν=0

aij,m−2−νdj

 ,
(11)
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где начальные значения получаются из первого краевого условия (3)
и тождества fi1 ≡ fi1

di0 = ai; bi0k = 0 ∀ {k, i} = 1, n;
di1 = 0; bi1i = 1, bi1k = 0 ∀ k �= i.

(12)

Отсюда искомые параметры определяются из линейной системы ал-
гебраических уравнений

n∑
k=1

Bikfk1 = Ci, i = 1, n; Bik =
∞∑
m=1

bimk;

Ci = bi − ai −
∞∑
m=1

dim.

Непосредственным вычислением последовательно коэффициентов
fi,m+2 представления (4) по рекуррентным формулам (8) при m =
0, 1, 2, 3, . . . методом математической индукции удается получить об-
щий вид любого коэффициента fim ряда (4) как некоторые функци-
ональные зависимости между исходными данными краевой задачи
(1), (3) и начальными параметрами fj0, fj1. Так как эти формулы но-
сят громоздкий характер, в этой статье ограничимся случаем n = 1,
т.е. когда система (1) вырождается в одно линейное ОДУ второго по-
рядка с переменным коэффициентом и переменной правой частью.

2. Случай одного ОДУ с переменным коэффициентом и пра-
вой частью. Общий вид любого коэффициента ряда (8) для случая,
когда система (1) вырождается в одно уравнение:

fm+2 =
1

(m+ 2)!


aE( m+2

2 )
0 fα(m) +

E( m
2 )∑

i=0

(m− 2i)!gm−2ia
i
0

+

+m!

[
C1am + f1am−1 +

m−3∑
i=0

i!
(i+ 2)!

giam−(i+2)

]
m слагаемых

+

+m!

C1

E( m+1
2 )∑

n=2

n∏
k=2

[m−2(n−1)−∑ (k−1)
i=2 li]∑

lk=0

alk× (13)
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×

[
m− 2(k − 1)−

k∑
i=2

li

]
![

m− 2(k − 2)−
k∑
i=2

li

]
!
a
m−2(n−1)−

n∑
i=2

li
+

+f1

E(m
2 )∑

n=2

n∏
k=2

m−2n+1−
(k−1)∑

i=2
li∑

lk=0

alk

[
m− 2(k − 1)−

k∑
i=2

li

]
![

m− 2(k − 2)−
k∑
i=2

li

]
!
×

×a
m−2n+1−

n∑
i=2

li
+
E(m−2

2 )∑
n=2

m−2n−1∑
l1=0

l1!
(l1 + 2)!

gl1×

×
n∏
k=2

m−2n−∑ (k−1)
i=1 li∑

lk=0

alk

[
m− 2(k − 1)−

k∑
i=2

li

]
![

m− 2(k − 2)−
k∑
i=2

li

]
!
a
m−2n−

n∑
i=1

li


 ,

где

α(m) =
(−1)m+1 + 1

2
=
{

0 для четных m,
1 для нечетных m,

E(·) — целая часть числа

E

(
m+ 2

2

)
=
{

m+2
2 ,

m+1
2 ,

E
(m

2

)
=
{

m
2 для четных m,
m−1

2 для нечетных m,

E

(
m+ 1

2

)
=
{

m
2 ,
m+1

2 ,
E

(
m− 2

2

)
=
{

m−2
2 для четных m,

m−3
2 для нечетных m.

Для большей прозрачности, в смысле наглядности, формулы (13)
сделаем несколько замен, введя обозначения

m− 2(n− 1)−
k−1∑
i=2

li = Mn[k − 1]i;

m− 2(n− 1)−
n∑
i=2

li = Mn[n]i;
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m− 2n+ 1−
k−1∑
i=2

li] = Nn[k − 1]i;

m− 2n+ 1−
n∑
i=2

li = Nn[n]i;

m− 2n−
k−1∑
i=1

li = Mn+1[k − 1]i−1;

m− 2n−
n∑
i=1

li = Mn+1[n]i−1;

m− 2(k − 1)−
k∑
i=2

li = Mk[k]i;

m− 2(k − 2)−
k∑
i=2

li = Mk−1[k]i;

(14)

где m = 0, 1, 2, . . ., n = 3, 4, . . ., lk = 0, 1, 2, . . .; i, k = 2, 3, . . ..
Тогда формула (13) запишется в виде

fm+2 =
1

(m+ 2)!


aE( m+2

2 )
0 fα(m) +

E( m
2 )∑

i=0

(m− 2i)!gm−2ia
i
0

+

+m!

[
C1am + f1am−1 +

m−3∑
i=0

i!
(i+ 2)!

giam−(i+2)

]
m слагаемых

+

+m!

C1

E( m+1
2 )∑

n=2

n∏
k=2

Mn[k−1]i∑
lk=0

alk
(Mk[k]i)!

(Mk−1[k]i)!
aMn[n]i+

+f1

E( m
2 )∑

n=2

n∏
k=2

Nn[k−1]i∑
lk=0

alk
(Mk[k]i)!

(Mk−1[k]i)!
aNn[n]i+

+
E( m−2

2 )∑
n=2

m−2n−1∑
l1=0

l1!
(l1 + 2)!

gl1

n∏
k=2

Mn+1[k−1]i−1∑
lk=0

alk×

× (Mk[k]i)!
(Mk−1[k]i)!

aMn+1[n]i−1

]}
.

(15)
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Замечание. Здесь n не связано с количеством уравнений в систе-
ме (1), а является одним из индексов суммирования; кроме того,
краевое условие (3) заменяется условием (3.1)

f(t)|t=t1
= C1, f(t)|t=t2

= C2, (3.1)

и

fα(m) =

{
f0 ≡ C1 при α(m) = 0,
f1(параметр) при α(m) = 1.

Анализируя формулу (15), видим, что все коэффициенты fm+2 ли-
нейно зависят от параметра f1 (как мы и отмечали при написании
структурной формулы (10)); кроме того, формула (15) устанавлива-
ет явную зависимость коэффициентов разложения в ряд (4) иско-
мого решения от первого краевого условия (f0 = C1), от параметра
f1 и от коэффициентов ряда Тейлора ai, gi для заданных функций
a(t) и g(t). Для случая краевой задачи (1), (3.1), когда уравнение (1)
(при n = 1) имеет постоянный коэффициент и переменную правую
часть, формула (15) значительно упростится: в ней останется только
первая квадратная скобка, которая характеризует вышеописанную
зависимость коэффициентов fm+2 от C1, f1, a0 ≡ a и gm.

3. Две краевые задачи для семейства (цепочки) линейных
ОДУ уравнений вида (2). В заключение рассмотрим семейство
ОДУ типа (2), для которых заданы или краевые условия первого
рода

us(x)|x=0 = C1, us(x)|x=1 = C2, (16)

или краевые условия второго рода

us(x)|x=0 = C1,

(
µus(x) +

dus
dx

)∣∣∣
x=1

= 0, (16.1)

Кроме того, gs−1(x) = f1(x) + f2(x)us−1(x), где f1 и f2 — заданные
аналитические функции от x. В окрестности точки x0 = 0 имеет
место представление решения в виде ряда

us(x) =
∞∑
m=0

us,mx
m, s = 1, 2, . . . , S, (17)
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где коэффициенты подлежат определению. Согласно методике, изло-
женной в п. 1, получаем рекуррентные формулы для искомых ко-
эффициентов us,m

us,m+2 =
1

(m+ 1)(m+ 2)

[
gs−1,m +

m∑
i=0

am−ius,i

]
, (18)

которые будут вполне доопределены, если известны начальные па-
раметры us,0 и us,1. При x = 0 из первых краевых условий (16) и
(16.1) получаем, что us,0 = C1 (набор для всех s = 1, 2, . . . , S). Вто-
рой набор параметров us,1 существенно зависит от второго краевого
условия вида (16) либо (16.1) при x = 1

∞∑
m=1

us,m = C2 − C1, s = 1, 2, . . . , S, (19)

∞∑
m=0

µus,m + (m+ 1)us,m+1 = 0. (19.1)

Так как каждый коэффициент us,m+2 (m = 0, 1, 2, . . ., s = 1, 2, . . . , S)
представляет собой некоторую функцию Fm+2(us,1), то условия (19)
или (19.1) представляют собой некоторые уравнения для определе-
ния искомого набора параметров us,1, s = 1, S. Покажем, как выво-
дится общая формула для любого коэффициента ряда (17), подобная
формуле (13) или (15) из п. 2. С этой целью запишем в явном виде
(т.е. развернем) рекуррентные формулы (18) последовательно для
нескольких первых коэффициентов

us,2 =
1
2
[gs−1,0 + a0C1],

us,3 = {[gs−1,1 + 1!a1C1] + a0us,1},

us,4 =
1
4!
{[

2!gs−1,2 + a0gs−1,0 + C1a
2
0

]
+ 2! [C1a2 + a1us,1]

}
,

us,5 =
1
5!
{[

3!gs−1,3 + a0gs−1,1 + us,1a
2
0

]
+

+3!
[
C1

(
a3 + a0a1

(
0!
2!

+ +
1!
3!

))
+ us,1a2 +

0!
2!
a1gs−1,0

]}
,

us,6 =
1
6!
{[

4!gs−1,4 + +2!a0gs−1,2 + gs−1,0a
2
0 + C1a

3
0

]
+
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+4!
[
C1

(
a4 + a0a2

(
0!
2!

+
2!
4!

)
+ a2

1

1!
3!

)
+

+us,1

(
a3 + a0a1

(
1!
3!

+
2!
4!

))
+

0!
2!
gs−1,0a2 +

1!
3!
gs−1,1a1

]}
,

us,7 =
1!
7!
{[

5!gs−1,5 + 3!gs−1,3a0 + gs−1,1a
2
0 + us,1a

3
0

]
+

+5!
[
C1

(
a5 + a0a3

(
0!
2!

+
3!
5!

)
+ a1a2

(
1!
3!

+
2!
4!

)
+

+a2
0a1

(
0!2!
2!4!

+
(

0!
2!

+
1!
3!

)
3!
5!

))
+

+us,1

(
a4 + a0a2

(
1!
3!

+
3!
5!

+ a2
1

2!
4!

))
+

+
0!
2!
gs−1,0

(
a3 + a1a0

(
2!
4!

+
3!
5!

))
+

+
1!
3!
gs−1,1a2 +

2!
4!
gs−1,2a1

]}
и т.д.

Методом математической индукции получаем представление любого
коэффициента us,m+2 ряда (17) в общем виде (по такой же формуле
(13) из п. 2, как для коэффициентов fm+2 в предыдущей задаче),
как линейную зависимость от набора параметров us,1(s = 1, 2, . . . , S)
и нелинейную — от коэффициентов ряда Маклорена: ai и gs−1,i для
функций A(x) и gs−1(x). Если воспользоваться обозначениями (14),
то явный вид коэффициента us,m+2 представится формулой (15).
Помня о линейной зависимости коэффициентов us,m+2 от параме-
тров us,1, запишем рекуррентную формулу (10) для нашего случая

us,m = bs,mus,1 + ds,m,

m = 0, 1, 2, . . . , s = 1, 2, 3, . . . , S,
(10.1)

где bs,m и ds,m — искомые величины. Результатом двойного рекур-
рентного процесса, описанного в п. 1 (формулы (10)–(12)), будет

bs,m+2 =
1

(m+ 1)(m+ 2)

m∑
i=0

am−ibs,i,

ds,m+2 =
1

(m+ 1)(m+ 2)

[
gs−1,m +

m∑
i=0

am−ids,i

]
.

(11.1)
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Первые значения bs,0, ds,0, bs,1, ds,1 получаются из первого краевого
условия для x = 0 (us,0 = C1) и тождества us,1 ≡ us,1. Имеем

bs,0 = 0, ds,0 = C1, bs,1 = 1,
ds,1 = 0, s = 1, 2, . . . , S.

(12.1)

Вычисляем необходимое количество коэффициентов bs,m и ds,m по
формуле (11.1) и, воспользовавшись вторым краевым условием пер-
вого рода (16) для x = 1, находим искомый набор параметров us,1
(s = 1, 2, . . . , S)

us,1 =

(
C2 − C1 −

∞∑
m=1

ds,m

)
/

∞∑
m=1

bs,m.

Если второе краевое условие для x = 1 второго рода (16.1), тогда

us,1 = −
( ∞∑
m=0

µds,m + (m+ 1)ds,m+1

)
×

×
( ∞∑
m=0

µbs,m + (m+ 1)bs,m+1

)−1

.

Замечание. Все коэффициенты bs,m не зависят от s (см. формулы
(11.1), (12.1)) и вычисляются один раз для всех s, т.е. bs,m ≡ bm.

По найденным коэффициентам us,m строим решения краевых за-
дач (16), (16.1) для семейства уравнений (2) в виде сходящихся на
отрезке [0, 1] степенных рядов (17) с наперед заданной степенью то-
чности.
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Робота є логiчним продовженням дослiдження (1 + 3)-вимiрного рiв-
няння Шрьодiнґера з так званою критичною нелiнiйнiстю |U |4/3U , яке
було розпочате в роботах В.I. Фущича i автора (Укр. матем. журн. —
1989. — 41. — C. 1349–1357, C. 1687–1694).

This paper is a logical continuation of investigation of (1 + 3)-dimensional
Schrödinger equation with so called critical nonlinearity |U |4/3U , which
has been started in works W.I. Fushchych and R.M. Cherniha (Ukrainian
Math. J. – 1989. — 41. — P. 1161–1167, P. 1456–1463).

1. Вступ. В роботi [9] вперше було встановлено, що нелiнiйне рiвня-
ння Шрьодiнґера (РШ)

iUt + k∆U = λU |U |4/3, (1)

де U = U(t, x) — шукана комплекснозначна функцiя, |U |2 = UU∗,
x = (x1, x2, x3), λ = a + ib, a, b, k ∈ R, iнварiантне вiдносно уза-
гальненої алгебри Ґалiлея AG2(1, 3), тобто воно зберiгає всi нетривi-
альнi симетрiї Лi класичного рiвняння Шрьодiнґера без потенцiалу.
В роботах [10] i [5] використовуючи оператори алгебри iнварiантностi
AG2(1, 3) побудовано низку точних розв’язкiв рiвняння (1), зокрема,
в останнiй з них знайдено солiтоноподiбний та перiодичний розв’яз-
ки цього рiвняння. Враховуючи той факт, що iнтерес до дослiдже-
ння поведiнки розв’язкiв цього рiвняння не згасає, свiдченням чого
є доповiдь Ф. Мерле (F. Merle) на останньому Свiтовому конгресi
математикiв в Берлiнi [11], постає задача повного опису (у деякому
сенсi) iнварiантних розв’язкiв рiвняння (1).

Насамперед звернемо увагу на деякi принциповi труднощi ме-
тодологiчного характеру, якi виникають при спробi повного опису
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(у тому сенсi, наприклад, як це було продемонстровано в [6] на при-
кладi двовимiрного узагальненого рiвняння Екгауса) iнварiантних
розв’язкiв багатовимiрних рiвнянь (три i бiльше незалежних змiн-
них) i на якi ранiше мало акцентувалася увага.

По-перше, редукцiя за одновимiрними пiдалгебрами (окрiм опе-
раторiв на зразок одиничного J = i(U∂U − U∗∂U∗), яким вiдповiда-
ють додатковi функцiональнi умови на шуканi функцiї) веде до де-
яких диференцiальних рiвнянь з частинними похiдними (ДРЧП), а
не звичайних диференцiальних рiвнянь (ЗДР), як у випадку дво-
вимiрних рiвнянь. Це вiдразу ставить завдання дослiдження симе-
трiї Лi отриманих такою редукцiєю ДРЧП, оскiльки легко наве-
сти приклади, коли цi рiвняння володiють симетрiями Лi, якi не
притаманнi початковому ДРЧП (нижче це буде встановлено i для
РШ (1)). Бiльше того, отримане ДРЧП меншої розмiрностi може
мати нескiнченно-вимiрну симетрiю на противагу початковому ДР-
ЧП. Яскравий приклад: неважко порахувати, що алгебра Лi (1+2)-
вимiрного нелiнiйного РШ

iUt + ∆2U = exp |U |2

є тривимiрна алгебра Евклiда AE(2), доповнена операторами Pt = ∂
∂t

i J . Проте редукцiя цього рiвняння за оператором Pt веде до рiвняння
типу Лiувiля для комплексної функцiї

∆2U = exp |U |2,

яке iнварiантне вiдносно нескiнченно-вимiрної алгебри Лi, породже-
ної оператором

X∞ = ξ1(x1, x2)
∂

∂x1
+ ξ2(x1, x2)

∂

∂x2
− ξ11(x1, x2)

(
∂

∂U
+

∂

∂U∗

)
,

де ξ1, ξ2 — загальний розв’язок лiнiйної системи Кошi–Рiмана (ξ11 =
ξ22 , ξ12 = −ξ21).

По-друге, до розв’язання отриманих ДРЧП меншої розмiрностi
потрiбно застосувати iншi вiдомi методи (а для двовимiрних ДРЧП
їх чимало), якi можуть привести до побудови нелiївських розв’язкiв
цих рiвнянь. Нижче це буде продемонстровано на прикладi викори-
стання методу Q-умовних симетрiй. Проте, очевидним є той факт,
що для початкового ДРЧП цi розв’язки все ж таки будуть iнварiан-
тними (лiївськими).
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Таким чином, досягти повного опису iнварiантних розв’язкiв не-
лiнiйних багатовимiрних ДРЧП надзвичайно складно, тому тут ми
обмежимося розв’язанням лише першого з двох перелiчених завдань
i наведемо окремi приклади реалiзацiї другого. Ми подаємо лише
деякi з отриманих вислiдiв, якi є новими порiвняно з наведеними
в [5] i [10], а бiльш детальний їхнiй виклад буде зроблено в iншiй
роботi.

2. Дослiдження симетрiйних властивостей редукованих рiв-
нянь. В роботi [4] здiйснена редукцiя рiвняння (1) за системою всiх
неспряжених (нееквiвалентних) одновимiрних пiдалгебр алгебри
AG2(1, 3). Отримано 13 тривимiрних нелiнiйних ДРЧП у просторi
нових змiнних (ω1, ω2, ω3, ϕ, ϕ

∗) i одне лiнiйне чотиривимiрне ДРЧП
з додатковою функцiональною умовою на функцiю U . Оскiльки ос-
таннє рiвняння принципово вiдрiзняється вiд решти (див. нижче рiв-
няння (4)), то дослiджувалися лише тривимiрнi ДРЧП (18), (20)–(31)
(див. роботу [4]).

Перш за все нами проведено дослiдження лiївських симетрiй ко-
жного з цих рiвнянь. Виявлено, що вони допускають рiзноманiтнi
алгебри iнварiантностi, якi ми подаємо у виглядi таблицi 1.

У таблицi 1 застосовано наступнi позначення для операторiв

Pa = ∂
∂ωa

, Jab = ωaPb − ωbPa, Ga = tPa + ωa

2k J, a, b = 1, 2, 3

D1 = 2tPt + ω2P2 + ω3P3 − 3
2 (ϕ∂ϕ + ϕ∗∂ϕ∗),

D2 = 2tPt + 2ω2P2 + ω3P3 − 3
2 (ϕ∂ϕ + ϕ∗∂ϕ∗)

(2)

(тут i скрiзь нижче у випадках ω1 = t вжито позначення t). Для
позначень вiдповiдних алгебр Лi застосованi усталенi скорочення,
окрiм AA(n) — n-вимiрна абелева алгебра.

Процес отримання симетрiй Лi цих рiвнянь ми опускаємо, оскiль-
ки на теперiшнiй час вiн не викликає принципових проблем для рiв-
нянь, якi не мiстять довiльних функцiй. Важливо наголосити на iн-
шому: низка редукованих рiвнянь має абсолютно неочевиднi симе-
трiйнi властивостi, якi утворюють добре вiдомi алгебри Лi. Бiльше
того, маємо пiдтвердження тези про породження редукованими рiв-
няннями нових симетрiй Лi, не притаманних початковому рiвнян-
ню (1). Дiйсно редукцiйнi рiвняння (22) i (24) [4], отриманi за допо-
могою пiдалгебр X5 i X7 [4], iнварiантнi вiдносно операторiв Ґалiлея
G0
a, a = 2, 3 з принципово iншою структурою, вiдносно яких рiвня-
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ння (1) не є iнварiантним. Бiльше того, таке зображення операто-
рiв Ґалiлея взагалi не притаманне для рiвнянь типу Шрьодiнґера.
Зауважимо, що вiдповiднi їм алгебри Ґалiлея AG0(1, n) i рiвняння
дослiджувалися в роботах [8, 7].

Таблиця 1

Номер Алгебра Базовi оператори
ДРЧП в [4] iнварiантностi

(18) AG1(1, 2) Pt, Pa, Jab, Ga, J,D1, a, b = 2, 3
(20) AE(3) Pa = ∂a, Jab, J, a, b = 1, 2, 3
(21) AG1(1, 1) Pt, P3, G3, J,D2

(22) AA(2) G0
3 = tP3, J

(23) AA(3) P1, P3, J
(24) AA(3) P3, G

0
2 = tP2, J

(25) AE(2)⊕ J P2, P3, J23, J
(26) AA(2) P1, J
(27) AO(3)⊕ J Jab, J, a, b = 1, 2, 3
(28) AO(3)⊕ J Jab, J, a, b = 1, 2, 3
(29) AA(3) P1, P3, J
(30) AA(2) P1, J
(31) 〈J〉 J

Всi отриманi редукованi рiвняння, окрiм останнього, послiдов-
ною редукцiєю було зведено до ДРЧП вiд двoх незалежних змiн-
них. Врештi-решт, було дослiджено симетрiйнi властивостi отрима-
них двовимiрних ДРЧП, що дозволило отримати низку звичайних
диференцiальних рiвнянь (ЗДР) другого порядку вигляду

A(ω)
∂2ϕ

dω2
+B(ω)

dϕ

dω
+ C(ω)ϕ+ λϕ|ϕ|4/3 = 0, (3)

де

A(ω) =


A0,
A0ω,
A0(ω2 + 1),
A0(ω2 + ω),

B(ω) =


B0 + iB1, ω
B0 + iB1,
(B0 + iB1)ω,

C(ω) =


C0 + C1ω,
C0 + iC1,
C0 + C1ω

2,
C0 + C1

ω .
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Тут A0, B0, B1, C0, C1 — деякi дiйснi сталi. Конкретний вигляд фун-
кцiй A(ω), B(ω), C(ω) i змiнної ω у кожному випадку визначається
алгеброю (окремими операторами) iнварiантностi редукованого рiв-
няння. Зауважимо, що в роботi [2] було проведено якiсний аналiз
розв’язкiв деяких рiвнянь вигляду (3).

3. Точнi розв’язки. Перш за все зауважимо, що за оператором J не
можливо провести редукцiю РШ (1) у звичайному розумiннi цього
термiну [12]. Проте формально розв‘язуючи рiвняння Лагранжа для
J , отримуємо умову UU∗ = V (t, x)2, яка зводить (1) до лiнiйного
РШ з довiльним потенцiалом V (не зменшуючи загальностi cкрiзь
вважатимемо k=1)

iUt + ∆ωU = λV 4/3U. (4)

Оскiльки iнтегрування (4) з цiєю умовою еквiвалентне iнтегруван-
ню початкового нелiнiйного РШ (1), то ми обмежимося розглядом
випадку V (t, x) = γ ∈ R. Iншими словами, амплiтуда R хвильової
функцiї U має бути сталою, тобто:

U ≡ ϕ = γ exp(iP (t, x)). (5)

Пiдставляючи (5) в (4) та застосовуючи замiну

P 1(t, x) = P (t, x) + λγ4/3t, (6)

у випадку дiйсного λ отримуємо перевизначену систему рiвнянь

P 1
t = −P 1

aP
1
a , P 1

a ≡
∂P 1

∂xa
, ∆P 1 = 0. (7)

Виявляється, що перевизначену систему (7) можна повнiстю про-
iнтегрувати [3]. Дiйсно, подiявши на перше рiвняння оператором Ла-
пласа з врахуванням другого, отримаємо умову

0 = P 1
abP

1
ab, (8)

з якої негайно випливає, що функцiя P 1 має бути лише лiнiйною
щодо змiнних xa, a = 1, 2, 3, а це з врахуванням першого рiвнян-
ня (7) веде до розв’язку P (t, x) = −

[(
baba + λγ4/3

)
t− baxa

]
. Oтже,

знаходимо плоскохвильовий розв’язок

U ≡ ϕ = γ exp
{
−i
[(
baba + λγ4/3

)
t− baxa

]}
(9)
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нелiнiйного РШ (1). В (9) λ, b1, b2, b3 — довiльнi дiйснi сталi. Заува-
жимо, що розгляд строго комплексного λ та застосування пiдстанов-
ки (5) веде до несумiсної системи.

Редукцiя рiвняння (1) за операторомX4 = x1∂2−x2∂1+αJ , α0 ∈ R

дає нелiнiйне рiвняння [4]

iϕt + (4(ω2ϕω2)ω2 + ϕω3ω3)−
α2

ω2
ϕ = λϕ|ϕ|4/3, ω3 = x3 (10)

(тут ϕ = ϕ(ω1, ω2, ω3), U = exp(iαarctg x2
x1

)ϕ, ω1 = t, ω2 = x2
2+x2

3, ω3 =
x3 ), яке iнварiантне вiдносно алгебри розширеної Ґалiлея AG1(1, 1)
(див. таблицю 1). Оскiльки нелiнiйнi ДРЧП зi змiнними коефiцi-
єнтами дуже рiдко мають широку лiївську симетрiю, то виглядає
обґрунтованим завдання провести подальшу редукцiю рiвняння (10)
за пiдалгебрами AG1(1, 1). Вiдомо [12], що повний набiр всiх нееквi-
валентних (неспpяжених) одновимiрних пiдалгебp розширеної алге-
бpи Ґалiлея AG1(1, 1) у просторi змiнних (t, ω3, ϕ, ϕ

∗) має вигляд

X1 = J, X2 = P3, X3 = Pt − α0J,

X4 = Pt ±G3, X5 = D2 − 1
2α0J, α0 ∈ R.

(11)

Розв’язуючи вiдповiднi piвняння Лагpанжа для опеpатоpiв (11)
(окрiм одиничного J), одеpжуємо такi анзаци для нової шуканої фун-
кцiї ψ, яка залежить вiд нових iнварiантних змiнних ω1 i ω2:

X2 : ϕ = ψ(t, ω2), ω1 = t, ω2 = x2
2 + x2

3,

X3 : ϕ = ψ(ω1, ω2) exp(−iα0t), ω1 = x3,

X4 : ϕ = exp
[
± it

2

(
x3 +

t2

3

)]
ψ(ω1, ω2), ω1 = t2 ∓ 2x3,

X5 : ϕ = t−(3+iα0)/4ψ(ω1, ω2), ω1 =
x3√
t
, ω2 =

x2
2 + x2

3

t
.

(12)

Пiсля пiдстановки анзацiв (12) в рiвняння (10) одеpжуємо вiдпо-
вiдно такi pедукцiйнi двовимiрнi ДРЧП (в анзацi для алгебри X4

для бiльшої зручностi ми зафiксували нижнi знаки):

X2 : iψt + 4(ω2ψω2)ω2 =
α2

ω2
ψ + λψ|ψ|4/3, (13)

X3 : ψω1ω1 + 4(ω2ψω2)ω2 = −α0ψ +
α2

ω2
ψ + λψ|ψ|4/3, (14)
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X4 : 4ψω1ω1 + 4(ω2ψω2)ω2 = −ω1

4
ψ +

α2

ω2
ψ + λψ|ψ|4/3, (15)

X5 : ψω1ω1 + 4(ω2ψω2)ω2 =
i

2
(ω1ψω1 + 2ω2ψω2)+

+
3i− α0

4
ψ +

α2

ω2
ψ + λψ|ψ|4/3.

(16)

Врештi-решт, двовимiрнi ДРЧП (13) i (14) вiдповiдно iнварiантнi
вiдносно алгебр Лi A1 = 〈J, Pt,D = 2tPt + 2ω2P2 − 3

2 (ψ∂ψ + ψ∗∂ψ∗)〉
i A2 = 〈J, P1〉. Отже, цi ДРЧП можна звести до ЗДР, застосовуючи
нееквiвалентнi лiївськi анзаци, побудованi за допомогою цих алгебр.
Справдi, неважко переконатися, що перша з них породжує два ан-
заци (див. оператори X3 в (11) i X5 = D − α0

4 J)

ψ = φ(ω2) exp(−iα0t),

ψ = t−(3+iα0)/4φ(ω), ω =
ω2

t
,

(17)

якi редукують ДРЧП (13) до ЗДР вигляду

4(ω2φω2)ω2 = −α0φ+
α2

ω2
φ+ λφ|φ|4/3, (18)

4(ωφω)ω = iωφω +
3i− α0

4
φ+

α2

ω
φ+ λφ|φ|4/3. (19)

Алгебра A2 породжує анзац

ψ = φ(ω2) exp(iα1ω1), α1 ∈ R, (20)

який редукує ДРЧП (14) до ЗДР

4(ω2φω2)ω2 =
(
α2

1 − α0

)
φ+

α2

ω2
φ+ λφ|φ|4/3. (21)

Було також встановлено, що лiївська симетрiя ДРЧП (13) не за-
лежить вiд значення сталої α. Що ж до ДРЧП (14), то встановлено,
що лише випадок α0 = 0 веде до розширення його симетрiї завдя-
ки новому оператору масштабних перетворень D = ω1P1 + 2ω2P2 −
3
2 (ψ∂ψ+ψ∗∂ψ∗). Отже, при α0 = 0 з’являється ще одне редукцiя (14)
до ЗДР

4ω2φωω + 4(ωφω)ω + (12 + 2iα1)ωφω =

−1
4
(3 + iα1)(5 + iα1)φ+

α2

ω
φ+ λφ|φ|4/3,

(22)
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де

ψ = x
−(3+iα1)/2
3 φ(ω), ω = ω2x

−2
3 (23)

— анзац породжений оператором D− α1
2 J . Щодо двовимiрних ДРЧП

(15) i (16), то вони iнварiантнi лише вiдносно одиничного операто-
ра J , тому неможлива їхня подальша редукцiя до ЗДР (в межах
методу Лi!).
Зауваження 1. Рiвняння (15), як i (13)–(14), у випадку α = 0 є
Q-умовно iнварiантними вiдносно оператора P2 = ∂ω2 ; рiвняння (16)
при α = 0 — Q-умовно iнварiантне вiдносно операторiв P1 = ∂ω1 i
P3 = ∂ω3 .
Таким чином, тривимiрне рiвняння (10) нами проредуковане за

всiма нееквiвалентними одновимiрними пiдалгебpами МАI, а отри-
манi двовимiрнi ДРЧП (13)–(16) в свою чергу проредукованi до ЗДР
у всiх можливих випадках.

На жаль, отриманi нелiнiйнi ЗДР (18), (19), (21), (22) не iнтегру-
ються, а тому вдалося побудувати лише деякi частковi розв’язки.

Зокрема, вiдповiдно при α0 = 0 i α0 = α2
1, рiвняння (18) i (21)

зводяться до нелiнiйного ЗДР

4(ω2φω2)ω2 = α2ω−1
2 φ+ λφ|φ|4/3, (24)

яке має частинний розв’язок

φ =

[(
9/4− α2

)
λω2

]3/4
. (25)

Отже, з урахуванням перших анзацiв в (17), (12) та вiдповiдного опе-
раторуX4 анзаца (див. таблицю 1 в [4]) за цим розв’язком отримуємо
розв’язок нелiнiйного РШ (1)

U(t, x) = exp
(
iα arctg

x2

x1

)[(
9/4− α2

)
λ (x2

1 + x2
2)

]3/4
. (26)

Аналогiчно з урахуванням анзацiв (20) i (12) (див. другий анзац)
та вiдповiдного оператору X4 анзацу (див. таблицю 1 в [4]) за цим
розв’язком отримуємо

U(t, x) = exp
[
i

(
α arctg

x2

x1
+ α1x3 − α2

1t

)][(
9/4− α2

)
λ (x2

1 + x2
2)

]3/4
, (27)

який є деяким узагальненням розв’язку (26).
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Вдалося також побудувати частковий розв’язок рiвняння (19) у
виглядi степеневої функцiї з комплексним показником, за яким було
отримано cтацiонарний розв’язок РШ (1)

U(t, x) = A exp
(
iα arctg

x2

x1

)(
x2

1 + x2
2

)− 3+iα0
4 , (28)

де

A4/3 =
9

2b2

(√
|λ|2 − 4

9
α2b2 − a

)
,

α0 =
3
b

(√
|λ|2 − 4

9
α2b2 − a

)
,

|α| < 3
2
, λ ≡ a+ ib, b �= 0, a ∈ R.

Врештi-решт, отриманий нами частковий розв’язок ЗДР (22) при
α1 = 0 знову привiв до розв’язку (26) рiвняння (1).

Зазначимо, що для розв’язкiв (26), (27), (28) їхня норма |U | =
M
(
x2

1 + x2
2

)−3/4 (M– вiдома стала) є осесиметричною функцiєю, яка
прямує до нуля при |xj | → ∞. Застосовуючи до них перетворення
Ґалiлея (32) [4] або проективнi перетворення (33) [4] отримаємо не-
стацiонарнi розв’язки, якi вже залежатимуть вiд усiх просторових
змiнних.

Зауважимо, що у випадку застосування перетворень Ґалiлея нор-
ма розв’язку змiнюється, а саме:

|U | = M
[
(x1 + v1t)2 + (x2 + v2t)2

]−3/4
, v1, v2 ∈ R.

Редукцiя рiвняння (1) за оператором X5 = J12 + G3 [4] веде до
рiвняння

iϕ

2t
+ϕt +

ω3ϕω3

t
+ 4(ω2ϕω2)ω2 +

(
1 +

t2

ω2

)
ϕω3ω3 = λϕ|ϕ|3/4,(29)

яке iнварiантне вiдносно абелевої алгебри Лi 〈G0
3 = tP3, J〉. Лiнiйна

комбiнацiя цих операторiв G0
3 + α1J породжує анзац

ϕ = ψ(t, ω2) exp
(
iα1ω3

t

)
, (30)
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за допомогою якого рiвняння (29) зводиться до двовимiрного ДРЧП

i

(
ψt +

ψ

2t

)
+ 4(ω2ψω2)ω2 + α2

1

(
1
ω2

+
1
t2

)
ψ = λψ|ψ|3/4. (31)

Рiвняння (31) з довiльно вибраним α1 володiє лише тривiальною си-
метрiєю Лi J , але при α1 = 0 ця симетрiя розширюється за рахунок
оператора D = 2tPt + 2ω2P2− 3

2 (ψ∂ψ + ψ∗∂ψ∗). Отже, при α1 = 0
за допомогою другого анзацу (17) можлива редукцiя ДРЧП (31) до
ЗДР

4(ωφω)ω = iωφω +
i− α0

4
φ+ λφ|φ|4/3. (32)

Окрiм того, рiвняння (31) у випадку α1 = 0 є Q-умовно iнварiан-
тне вiдносно оператора P2 = ∂ω2 i це дозволяє його звести до ЗДР
першого порядку

i
(
ϕt +

ϕ

2t

)
= λϕ|ϕ|3/4, (33)

яке вiдомою пiдстановкою ϕ = R exp(iP ) зводиться до системи ЗДР

Rt +
R

2t
= bR|R|3/4,

Pt + aR4/3 = 0, λ = a+ ib, a, b ∈ R.

(34)

При дiйсному λ = a система легко iнтегрується i отримується за-
гальний розв’язок (33)

ϕ =
c0√
t
exp
(
−3iλc4/30 t1/3

)
, (35)

який веде до розв’язку

U =
c0√
t
exp
(
ix2

3

4t
− 3iλc4/30 t1/3

)
(36)

рiвняння (1).
У випадку комплексного λ = a + ib система також iнтегрується

завдяки моживостi звести перше рiвняння системи до вiдомого рiв-
няння Бернулi [1] (с. 297) i тодi загальний розв’язок має вигляд

ϕ =

[
1

4b
(
c0t2/3 − t

)]3/4exp
[
− ia

4b

∫ (
c0t

2/3 − t
)−1

dt

]
, b �= 0.(37)
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Врештi-решт отримується розв’язок рiвняння (1)

U =

[
1

4b
(
c0t2/3 − t

)]3/4exp
[
ix2

3

4t
− ia

4b

∫ (
c0t

2/3 − t
)−1

dt

]
, (38)

Зазначимо, що розв’язки (36) i (38) мають таку властивiсть: нор-
ма |U | не залежить вiд просторових змiнних. З другого боку, (38) є
так званим “вибухаючим” (blow-up [11]) розв’язком, оскiльки вiн за
довiльно вибраний скiнченний промiжок часу t = c30 > 0 перетворю-
ється в нескiнченнiсть. Такої ж властивостi набуває розв’язок (36),
якщо в ньому, користуючись iнварiантнiстю рiвняння (1) вiдносно
групи зсувiв по часу, скрiзь замiнити t на t− c30. Розв’язок (9) також
перетворюється у вибухаючий, але шляхом застосування проектив-
них перетворень (33) [4]. З другого боку, (26)–(28) не можливо звести
до вибухаючих розв’язкiв жодними перетвореннями iнварiантностi.
Це неважко довести за допомогою формули (37) [4].

Кожен з отриманих точних розв’язкiв РШ (1) за допомогою фор-
мули (37) [4] можна розмножити щонайменше до 13-параметричної
сiм’ї розв’язкiв. Оскiльки вирази отримуються надто громiздкими,
тo ми їх опускаємо.
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Предельные уравнения
для неавтономного функционально-
дифференциального уравнения
нейтрального типа
Д.Х. ХУСАНОВ

Ташкентский Государственный технический университет

За допомогою граничного рiвняння дослiджена асимптотична стiй-
кiсть i нестiйкiсть розв’язкiв неавтономного диференцiально-функцiо-
нального рiвняння нейтрального типу (НФДУ).

Assymptotic stability and unstability of solutions of non-autonomous dif-
ferential-functional equation of neutral type is investigated using the
boundary equation

Пусть R = (−∞,+∞) — действительная ось, R
+ = [0,+∞), R

p —
действительное евклидово пространство p-векторов x с нормой |x|,
h > 0 — некоторое действительное число, C[α,β] — банахово про-
странство непрерывных функций ϕ : [α, β] → R

p с нормой ‖ϕ‖ =
sup(|ϕ(s)|, α ≤ s ≤ β), CH = {ϕ ∈ C[−h,0] : ||ϕ|| < H}, для не-
прерывной функции x : (−∞,+∞) → R

n и каждого t ∈ R функция
xt ∈ C[−h,0] определяется равенством xt(s) = x(t+s) для −h ≤ s ≤ 0.

Определение 1. Пусть Γ ⊂ R
+×C[−h,0] открыто, и пусть F : Γ →

R
n, G : Γ → R

n — заданные непрерывные функции. Соотношение

d

dt
[x(t)−G(t, xt)] = F (t, xt) (1)

называется функционально-дифференциальным уравнением (ФДУ)
нейтрального типа определенным на Γ.

Определение 2. Для данного НФДУ функция x(t) называется ре-
шением уравнения (1) на [α − h, α + A), если α ∈ R, A > 0 таковы,
что xt ∈ C[α−h,α+A), причем (t, xt) ∈ Γ, при t ∈ [α, α + A) выраже-
ние x(t)−G(t, xt) имеет непрерывную производную и удовлетворяет
уравнению (1) на [α, α+A).
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Для заданных α ∈ R, ϕ ∈ C[−h,0], (α,ϕ) ∈ Γ функция x(t, α, ϕ)
является решением, начинающееся в точке (α,ϕ), если существу-
ет A > 0, такое, что x(t, α, ϕ) является решением уравнения (1)
на [α− h, α+A) и xt(α,ϕ) при t = α равна ϕ, т. е. xα(α,ϕ) = ϕ.

Лемма 1. Если x = x(t, α, ϕ) является решение (1), определенным
для любого t ≥ α−h и |x(t, α, ϕ)| ≤ r < H для любого t ∈ [α−h,+∞),
тогда семейство функций {xt(α,ϕ) : t ≥ α} предкомпактно в Cr.
Докaзательство. Из того, что x(t, α, ϕ) является решение уравне-
ния (1), следует

x(t) = x(α)−G(α,ϕ) +G(t, xt) +

t∫
α

F (s, xs)ds, t > α,

x(s) = ϕ(s), α− h ≤ s ≤ α.

(2)

В силу (2) и ограниченности F (t, ϕ) на R
+ × Cr, для ∆ > 0 имеем

|x(t+ ∆)− x(t)| =

=

∣∣∣∣∣∣G(t+ ∆, xt+∆)−G(t, xt) +

t+∆∫
t

F (s, xs)ds

∣∣∣∣∣∣ ≤
≤ λ‖xt+∆ − xt‖+ (Mr +N)∆.

Полагая ρ = sup
α≤t

|x(t+ ∆)− x(t)|, получаем

ρ ≤ λ

1− λ max
α−h≤s≤α

|x(t+ +∆)− ϕ(s)|+ Mr +N

1− λ ∆,

что и доказывает лемму.

Введем следующие предположения относительно функций F (t, ϕ)
и G(t, ϕ).

Условие 1. Для каждого числа τ , 0 < τ < H, существует число
M(τ) такое, что функция F (t, ϕ) удовлетворяет условию |F (t, ϕ)| <
M , где t ∈ [0,+∞), ϕ(s) ∈ Cτ .
Условие 2. Функция F (t, ϕ) равномерно непрерывна, а функция
G(t, ϕ) ограничена на каждом множестве R

+ ×K, где K ⊂ CH —
произвольное компактное множество из CH , так что ∀ K ⊂ CH ,
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∀ ε > 0 ∃ m(K) и δ = δ(ε,K) > 0, ∀ (t, ϕ), (t1, ϕ1), (t2, ϕ2) ∈ R
+ ×K,

|t2 − t1| ≤ δ, ‖ϕ2 − ϕ1‖ ≤ δ имеют место соотношения:

|F (t2, ϕ2)− F (t1, ϕ1)| < ε, |G(t, ϕ)| ≤ m. (3)

Лемма 2. При выполнении условий 1, 2 и условия

|G(t2, ϕ2)−G(t1, ϕ1)| ≤ N |t2 − t2|+ λ‖ϕ2 − ϕ1‖, (4)

семейство сдвигов {F τ (t, ϕ) = F (t+τ, ϕ), τ ∈ R
+} и семейство сдви-

гов {Gτ (t, ϕ) = G(t+ τ, ϕ), τ ∈ R
+} равномерно ограничены и равно-

степенно непрерывны на R
+ ×K, где K — произвольный компакт

из CH .

Введем следующее определение [1–3].

Определение 3. Компактной оболочкой S+(F,G) функций F (t, ϕ)
и G(t, ϕ), определенных на R

+ × CH , и удовлетворяющих сделан-
ным выше условиям 1 и 2, называется множество совокупностей
(F ∗, G∗,Λ), где F ∗, G∗ ∈ C(Λ,Rn), Λ = R

+ × Λ1,Λ1 ⊂ CH , таких,
что существует последовательность tn → +∞, n→∞, для кото-
рой {F (t + tn, ϕ)} равномерно сходится к F ∗(t, ϕ), а {G(t + tn, ϕ)}
равномерно сходится к G∗(t, ϕ) на каждом множестве [0, n] × K,
где n = 1, 2, . . . , множество K — компакт из Λ1.

Функции F ∗ и G∗ : R
+ × Λ1 → R

n называются предельными к
функциям F и G.

Для каждой (F ∗, G∗,Λ) ∈ H+(F,G) определим предельное урав-
нение

d

dt
[x(t)−G∗(t, xt)] = F ∗(t, xt) (5)

Из определения функций F ∗ и G∗ вытекает следующая лемма.

Лемма 3. Если выполняются условия (4) и

|F (t, ϕ)− F (t, ψ)| ≤ L‖ϕ− ψ‖, (6)

то каждая предельная функция F ∗(t, ϕ) удовлетворяет (6), а фун-
кция G∗(t, ϕ) — условию (4) относительно Λ.
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Доказательство. Имеем равномерную сходимость {F (n)(t, ϕ) =
F (t+tn, ϕ)} к F ∗(t, ϕ) на [0,m]×K, где K — компакт из CH . Для лю-
бых ϕ1, ϕ2 ∈ K и t ∈ [0,m] для достаточно больших n > N(ε), (N(ε) —
из равномерной сходимости) имеем

|F ∗(t, ϕ2)− F ∗(t, ϕ1)| ≤
≤ |F ∗(t, ϕ2)− F (n)(t, ϕ2)|+ |F (n)(t, ϕ2)− F (n)(t, ϕ1)|+
+ |F ∗(t, ϕ1)− F (n)(t, ϕ1)| ≤ 2ε+ L‖ϕ2 − ϕ1‖.

Устремляя ε→ 0 и учитывая призвольность m, находим

|F ∗(t, ϕ2)− F ∗(t, ϕ1)| ≤ L‖ϕ2 − ϕ1‖
для всех t ∈ R

+ и ϕ1, ϕ2 ∈ K ⊂ Λ1.

Для G(t, ϕ) утверждение леммы доказывается анaлогично.

Из доказанной леммы следует, что решение x(t, α, ϕ) уравнения
(1) для каждого начального условия (α,ϕ) ∈ Λ непрерывно зависит
от начальных данных и является единственным.

Теорема 1. Пусть x = x(t, α, ϕ) является решение (1), определен-
ным для любого t ≥ α− h и |x(t, α, ϕ)| ≤ τ < H.

Тогда положительное предельное множество этого решения
квазиинвариантно к семейству предельных уравнений (5), а имен-
но, для каждого элемента ψ ∈ Ω+(xt(α,ϕ)) существуют (F ∗, G∗,Λ) ∈
S+(F,G) и уравнение

d

dt
[y(t)−G∗(t, yt)] = F ∗(t, yt), (7)

такое, что для решения этого уравнения y(t, 0, ψ) выполняется со-
отношение {yt(0, ψ) : t ∈ R

+} ⊂ Ω+(xt(α,ϕ)).

Доказательство. Пусть tn → +∞ — последовательность, для ко-
торой xtn(α,ϕ) → ψ при n → +∞. Фиксируем L > 0. Рассмотрим
x(t + tn) при t ∈ [0, L]. Из леммы 1 имеем, что семейство {xn(t)}
равномерно непрерывно, а по условию теоремы оно также равно-
степенно ограниченно. Из теоремы Арцела существует подпоследо-
вательность tm → +∞ и функция y(t) : [0, L] → Rn, что {xm(t)}
сходится к y(t) для t ∈ [0, L].
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Из (1) следует, что

x(t+ tm) = x(tm)−G(tm, xtm) +G(t+ tm, xt+tm) +

+

t∫
0

F (s+ tm, xs+tm)ds.
(8)

Согласно лемме 1 существует компакт K ⊂ CH , такой что xt(α,ϕ) ∈
K для t ≥ α. Из леммы 2 и обобщенной теоремы Арцела, исполь-
зуя диогональный процесс, получаем, что существуют подпоследо-
вательность tmk и функции F ∗(t, ϕ), G∗(t, ϕ) : R

+×K → R
n, F ∗, G∗ ∈

S+(F,G): F (t + tmk, ϕ) сходится к F ∗(t, ϕ), G(t + tmk, ϕ) сходится к
G∗(t, ϕ) равномерно на каждом компакте из R

+ ×K. Следователь-
но G(t + tmk, xt+tmk

) → G∗(t, yt(t)), F (t + tmk, xt+tmk
) → F ∗(t, yt(t))

равномерно 0 ≤ t ≤ L; G(tmk, xtmk
) → G∗(0, ψ). Устремляя в (8)

mk → ∞, получаем, что функция y(t) = y(t, 0, ψ) есть решение
уравнения d

dt [y(t) − G∗(t, yt)] = F ∗(t, yt) на отрезке [−h,L]. После-
довательно полагая L = 1, 2, . . . и используя диaгональный процесс,
получаем, что решение y(t, 0, ψ) уравнения (7) определено для всех
t ≥ −h и yt(0, ψ) ∈ Ω+(xt(α,ϕ)) для всех t ∈ R

+.

Замечание. За область определения уравнения (8) по построению
можно принять область R × Λ1, где Λ1 ⊂ CH . Решение y(t, 0, ψ) в
теореме 1 также по построению продолжимо для всех t ∈ R, при
этом {yt(0, ψ) : t ∈ R} ⊂ Ω+(xt(α,ϕ)).

Теперь о локализации положительного предельного множества.
Обозначим через Z(t, xt) = x(t)−G(t, xt) — ядро уравнения (1).

Пусть V (t, xt, Z(t, xt)) : R+ × CH → R — некоторый функционал,
определенный и непрерывный по совокупности аргументов для всех
xt ∈ CH и t ∈ R

+ и его производная dV
dt в силу уравнения (1) су-

ществует. Под dV
dt понимается верхняя правосторонняя производная

функционала V = V (t, xt, Z(t, xt)) вдоль решения x = x(t, α, ϕ) в
точке (t, xt1)

V̇ (t1, xt1) = lim
h→0+

sup
1
h

(V (t1 + h, xt1+h, Z(t1 + h, xt1+h))−

− V (t1, xt1 , Z(t1, xt1)).

Допустим, что для производной dV
dt имеет место оценка

V̇ (t, ϕ, Z(t, ϕ)) ≤ −W (t, ϕ) ≤ 0, ∀ (t, ϕ) ∈ R
+ × CH .

Предельные уравнения для НФДУ нейтрального типа 321

Допустим, что непрерывная функция W = W (t, ϕ) ограничена и
равномерна непрерывна на каждом множестве R

+×K, K — компакт
из CH .

Определение 4. Компактной оболочкой S+(F,G,W,Λ) функций
F (t, ϕ), G(t, ϕ) и W (t, ϕ), определенных на R

+ ×CH и удовлетворя-
ющих сделанным вышетребованиям, называется множество пре-
дельных совокупностей (F ∗, G∗,W ∗,Λ), где F ∗, G∗,W ∗ ∈ C(Λ,Rn),
Λ = R

+ × Λ1, Λ1 ⊂ CH , таких, что существует последователь-
ность tn → +∞, n→∞, для которой {Fn(t, ϕ)} равномерно сходи-
тся к F ∗(t, ϕ), {Gn(t, ϕ)} равномерно сходится к G∗(t, ϕ),
{Wn(t, ϕ)} — к W ∗(t, ϕ) на каждом множестве [0, n] ×K, где n =
1, 2, . . . , множество K — компакт из Λ1.

Теорема 2. Пусть выполняются условия:
1) V (t, xt, Z(t, xt)) : R+×CH → R есть непрерывный функционал,

ограниченный снизу на каждом компакте K ⊂ CH , т.е. V (t, ϕ) ≥
m(k) ∀ (t, ϕ) ∈ R

+×K, причем существует dV
dt в силу уравнения (1).

2) выполняется

dV

dt
≤ −W (t, ϕ) ≤ 0, ∀ (t, ϕ) ∈ R

+ × CH ; (9)

3) решение x = x(t, α, ϕ) уравнения (1) таково, что |x(t, α, ϕ)| ≤
τ < H, ∀ t ≥ α− h, где (α,ϕ) ∈ R

+ × CH .
Тогда для любой ψ ∈ Ω+(xt(α,ϕ)) существует предельная сово-

купность (F ∗, G∗,W ∗,Λ) ∈ S+(F,G,W ), для решения y(t, 0, ψ) урав-
нения

d

dt
[y(t)−G∗(t, yt)] = F ∗(t, yt)

выполняется соотношения {yt(0, ψ) : t ∈ R} ⊂ Ω+(xt(α,ϕ)) и {yt(0, ψ) :
t ∈ R} ⊂ {W ∗(t, ϕ) = 0}.

Доказательство. Пусть ψ ∈ Ω+(xt(α,ϕ)). По определению это оз-
начает, что существует последовательность tn → +∞, такая, что
lim
n→∞xtn(α,ϕ) = ψ.

Cогласно теореме 1 для ψ существует (F ∗, G∗,Λ) ∈ S+(F,G),
уравнение d

dt [y(t) − G∗(t, yt)] = F ∗(t, yt), такое, что для этого урав-
нения y(t, 0, ψ) выполняется: {yt(0, ψ) : t ∈ R} ⊂ Ω+(xt(α,ϕ)). Так
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как {xt(α,ϕ), t ≥ α} ⊂ K — компакт из CH , то мы можем найти под-
последовательность (примем, что она совпадает с подпоследователь-
ностью, определяющей (F ∗, G∗,Λ)) tnk

→ +∞, которая определяет
W ∗(t, ϕ).

В силу условий теоремы функционал V (t, ϕ) = V (t, xt, Z(t, xt))
определен для всех t ≥ α и является монотонно убывающим и огра-
ниченным снизу, а значит ∃ c0 = const, lim

tnk
→+∞V (tnk

+ t) = c0.

Из оценки (9) для производной V̇ имеем:

V (tnk
+ t)− V (tnk

− t) ≤ −
tnk

+t∫
tnk

−t
W (s, xs(α,ϕ))ds =

−
t∫

−t
W (s+ tnk

, xtnk
+ s)ds ≤ 0.

Переходим к пределу при nk →∞ и получаем, что {yt(0, ψ) : t ∈
R} ⊂ {W ∗(t, ϕ) = 0}.

Исследована также задача об ассимтотической устойчивости и
неустойчивости нулевого решения автономного ФДУ (1).

В частности доказана следующая теорема [4, 5].

Теорема 3. Предположим, что выполняются условия:
1) в уравнении (1) функционал в G(t, ϕ) линеен по ϕ, а ядро

Z(t, ϕ) = ϕ(0)−G(t, ϕ) устойчиво;
2) существует непрерывный функционал V = V (t, ϕ, Z(t, ϕ)),

имеющий производную в силу (1) и такой, что

a1(|Z(t, ϕ)|) ≤ V (t, ϕ, Z(t, ϕ)) ≤ a2(‖ϕ‖),
dV

dt
≤ −W (t, ϕ) ∀ (t, ϕ) ∈ R

+ × CH ;

3) для каждой предельной совокупности (F ∗, G∗,W ∗) множе-
ство {W ∗(t, ϕ) = 0} содержит из всех решений предельного урав-
нения

d

dt
((y(t)−G∗(t, yt)) = F ∗(t, yt)

только тривиальное. Тогда решение уравнения (1) равномерно асим-
птотически устойчиво.
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