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Цей збiрник ми присвячуємо
свiтлiй пам’ятi нашого вчи-
теля Вiльгельма Фущича

Основу цього збiрника складають працi науковцiв i аспiрантiв вiд-
дiлiв прикладних дослiджень та нелiнiйного аналiзу Iнституту мате-
матики НАН України. В iдейному планi цей том наукових праць є
продовження започаткованої В.I. Фущичем серiї, яка включає збiр-
ники “Теоретико-груповые методы в математической физике” (1978),
“Теоретико-алгебраические исследования в математической физике”
(1981), “Теоретико-алгебраические методы в проблемах математиче-
ской физики” (1983), “Теоретико-групповые исследования уравнений
математической физики” (1985), “Симметрия и решения нелинейных
уравнений математической физики” (1987), “Симметрийный анализ
и решения уравнений математической физики” (1988), ”Симметрия
и решения уравнений математической физики” (1989), “Теоретико-
алгебраический анализ уравнений математической физики” (1990),
“Symmetry analysis of equations of mathematical physics” (1992).
Провiдна тема бiльшостi статей – симетрiйний аналiз нелiнiйних

рiвнянь сучасної математичної фiзики та побудова точних розв’язкiв
таких рiвнянь. При цьому використовуються як класичнi методи
запропонованi ще Софусом Лi, так i найсучаснiшi методи умовної,
парасупер- та дискретної симетрiй. Дослiджуються також проблеми
побудови iнварiантiв i нелiнiйних зображень деяких груп симетрiї.
Ми сподiваємося, що цей збiрник буде корисним для науковцiв,

якi цiкавляться застосуванням теоретико-групових методiв до задач
математичної фiзики.

А.Г. Нiкiтiн
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Симетрiйнi властивостi нелiнiйної системи
рiвнянь параболiчного типу

Н.В. АНДРЕЄВА

Полтавський технiчний унiверситет

Знайденi системи рiвнянь параболiчного типу, якi мають конформну
симетрiю. Побудовано анзаци i проведена редукцiя для однiєї такої
системи.

Conformally-invariant nonlinear systems of parabolic-type equations are
found. The conformal algebra is used for construction of Ansätze and for
reduction of a system of this kind.

В роботi [1] показано, що рiвняння

u0 = F (u, u11) (1)

iнварiантне вiдносно алгебри

A = 〈∂0, ∂1,D1 = 2x1∂1 + u∂u,K = x2
1∂1 + x1u∂u〉 (2)

тодi i тiльки тодi, коли воно має вигляд:

F (u, u11) = uf
(
u3u11

)
, (3)

де f – довiльна гладка функцiя.
Узагальнимо рiвняння (1) до системи рiвнянь для двох функцiй:

u0 = f1(u, v, u11, v11),
v0 = f2(u, v, u11, v11).

(4)

Поставимо задачу: визначити, при яких функцiях f1 та f2 система
рiвнянь (4) iнварiантна вiдносно алгебри

A = 〈∂0, ∂1,D1 = 2x1∂1 + u∂u + v∂v,

K = x2
1∂1 + x1u∂u + x1v∂v〉.

(5)
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Дана задача у випадку системи двох квазiлiнiйних рiвнянь тепло-
провiдностi розв’язана в [2].

Теорема 1. Система рiвнянь (4) iнварiантна вiдносно алгебри (5)
при умовi

f1 = uϕ1
(u
v
, u3u11, v

3v11

)
, f2 = vϕ2

(u
v
, u3u11, v

3v11

)
, (6)

де ϕ1 та ϕ2 – гладкi функцiї вiдповiдних змiнних.

Розглянемо систему, яка є частинним випадком системи (4) з пра-
вими частинами, що визначаються формулами (6), а саме:

u0 = u2v2v11, v0 = u2v2u11. (7)

Теорема 2. Максимальною алгеброю iнварiантностi системи (7) є
алгебра

Ã = 〈∂0, ∂1,D0 = 2x0∂0 + x1∂1,

D1 = 2x1∂1 + u∂u + v∂v,K = x2
1∂1 + x1u∂u + x1v∂v〉.

(8)

Використаємо симетрiю системи (7) для знаходження її точних
розв’язкiв (перелiк нееквiвалентних анзацiв наведено в таблицi 1).
Побудованi анзаци дають змогу знаходити точнi розв’язки сис-

теми диференцiальних рiвнянь (7). Hаприклад, пiдставивши шостий
анзац з таблицi 1 в систему (7), отримаємо редуковану систему рiв-
нянь

mϕ̇1 =
(
ϕ1
)2 (

ϕ2
)2
ϕ̈2,

mϕ̇2 =
(
ϕ1
)2 (

ϕ2
)2
ϕ̈1.

(9)

Якщо припустити, що в (9) ϕ1 = ϕ2, то одержимо

mϕ̇1 = (ϕ1)4ϕ̈1. (10)

Загальний розв’язок рiвняння (10) має вигляд:

−1
3
ω + C2 =

=
1

mC1ϕ1
− C1

6
ln

C1ϕ
1 + 1

1 − C1ϕ1 + C2ϕ1
− C1√

3
arctg

2C1ϕ
1 − 1√
3

,

де C1 та C2 – довiльнi сталi.
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Таблиця 1.

N ω u v

1 x0 ϕ1(ω) ϕ2(ω)

2 x0 x1ϕ
1(ω) x1ϕ

2(ω)

3 x0
√
x1ϕ

1(ω)
√
x1ϕ

2(ω)

4 x0

√
x2

1 + 1ϕ1(ω)
√
x2

1 + 1ϕ2(ω)

5 x0

√
x2

1 − 1ϕ1(ω)
√
x2

1 − 1ϕ2(ω)

6 x1 +mx0 ϕ1(ω) ϕ2(ω)

7
1
x1

+mx0 x1ϕ
1(ω) x1ϕ

2(ω)

8 lnx1 +mx0
√
x1ϕ

1(ω)
√
x1ϕ

2(ω)

9 arctg x1 +mx0

√
x2

1 + 1ϕ1(ω)
√
x2

1 + 1ϕ2(ω)

10 arcth x1 +mx0

√
x2

1 − 1ϕ1(ω)
√
x2

1 − 1ϕ2(ω)

11 x1 +m lnx0 x
− 1

4
0 ϕ1(ω) x

− 1
4

0 ϕ2(ω)

12
1
x1

+m lnx0 x
− 1

4
0 x1ϕ

1(ω) x
− 1

4
0 x1ϕ

2(ω)

13 lnx1 +m lnx0 x
− 1

4
0

√
x1ϕ

1(ω) x
− 1

4
0

√
x1ϕ

2(ω)

14 arctg x1 +m lnx0 x
− 1

4
0

√
x2

1 + 1ϕ1(ω) x
− 1

4
0

√
x2

1 + 1ϕ2(ω)

15 arcth x1 +m lnx0 x
− 1

4
0

√
x2

1 − 1ϕ1(ω) x
− 1

4
0

√
x2

1 − 1ϕ2(ω)

В результатi отримуємо розв’язок нелiнiйної системи (7)

−1
3
(x1 +mx0) + C2 =

=
1

mC1u
− C1

6
ln

C1u+ 1
1 − C1u+ C2u

− C1√
3
arctg

2C1u− 1√
3

,

v = u,

де m, C1 та C2 – довiльнi сталi.
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Побудованi широкi класи точних розв’язкiв багатовимiрного нелiнiй-
ного рiвняння акустики u00 = u∆u.

New wide classes of exact solutions of the multidimensional nonlinear
acoustics equation u00 = u∆u are constructed.

A lot of equations of nonlinear acoustics, theory of nonlinear waves have
the form

u00 = c(�x, u, u
1
)∆u, (1)

where u = u(�x ), �x = (x0, x1, . . . , xn︸ ︷︷ ︸
x

) ∈ R1,n; c(�x, u, u
1
) is an arbitrary

differentiable function,

∆u =
∂2u

∂x2
1

+ · · · + ∂2u

∂x2
n

, u00 =
∂2u

∂x2
0

,

u
1
is the set of all possible derivatives of the first order. Group properties

of equation (1) were studied in [1].
If c(�x, u, u

1
) = u, then equation (1) takes the form

u00 = u∆u. (2)

P. Olver and Ph. Rosenau [2] constructed solutions of the one-dimen-
sional acoustics equation (2), that canot be obtained by using S. Lie’s
method. In paper [3], the conditional symmetry of equation (2) was
investigated. Under the conditional symmetry we mean the symmetry
of some subset of solutions of the given equation. In [1, 3], 12 types
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of nonequivalent conditional symmetry operators of equation (2) we
found, with the help of which wide classes of exact solutions of the given
equation were constructed. Note that in many cases ansatzes correspon-
ding to conditional symmetry operators reduce the initial nonlinear equa-
tion to linear one.
In the present paper, proceeding from reflections different from the

conception of the conditional symmetry, we constructed classes of exact
solutions of equation (2), that are wider than ones in [1, 3]. In construc-
ting these solutions, we essentially used solutions with separated variables
[4]. It’s worth noting that in many cases to construct solutions with
separated variables is essentially easier than to obtain conditional sym-
metry operators.

1. We look for solutions of equation (2) in the form u = a(x0)b(x),
where functions a(x0) and b(x) differ from constants. Substituting into
equation (2) we get a′′b = a2b∆b. Here a′′ means the second derivative of
the function a(x0) with respect to variable x0. It follows from the latter
equality that functions a′′ and a2 are linearly dependent, i.e. a′′ = αa2

for some α ∈ R. Also we obtain ∆b = α. If a = µx0 + ν, then α = 0, and
a solution of equation (2) is of the form

u = (µx0 + ν)b(x), (3)

where ∆b = 0.
If α �= 0, then setting a1 =

α

6
a, b1 =

6
α
b, we get a′′1 = 6a2

1, ∆b1 = 6.
Therefore, in the case α �= 0 solutions of equation (2) are of the form

u =
[

3
k

(
x2

1 + · · · + x2
k

)
+Gα(x1, . . . , xn)

]
℘(x0), (4)

u =
[
3
2
(
x2

1 + · · · + x2
k

)
+Gα(x1, . . . , xn)

]
x−2

0 , (5)

where 1 ≤ k ≤ n; ℘(x0) is the Weierstrass function with the invariants
g2 = 0, g3 = C1, ∆Gα = 0.

2. The solution

u = (µx0 + ν)b(x) + b1(x), (6)

is a generalization of solution (3), where ∆b = 0, ∆b1 = 0.
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Solution (4) is a particular case of the more general solution

u = ϕ(x)℘(x0) +G(x0, x),

where

ϕ(x) =
3
k

(
x2

1 + · · · + x2
k

)
+Gα(x1, . . . , xn).

Substituting into equation (2) we find

v00 = ϕ(x)℘(x0)∆v + 6℘(x0)v + v∆v. (7)

If function v depends only on x0, then v00 = 6℘(x0)v and we have the
following solution of equation (2):

u =
[

3
k

(
x2

1 + · · · + x2
k

)
+Gα(x1, . . . , xn)

]
℘(x0) + f(x0), (8)

where f(x0) is the Lamé function [5].
If function v depends on x0 and x, then we look for a solution of

equation (7) in the form v = a(x0)b(x), where a(x0) and b(x) differ from
constants. Substituting into equation (7) we get

a′′b = a(x0)℘(x0)ϕ∆b+ 6a(x0)℘(x0)b+ a2(x0)b∆b. (9)

Equality (9) means functions a′′, a℘ and a2 are linearly dependent. If
we assume functions a℘ and a2 are linearly dependent, then a2 = αa℘,
α ∈ R or a = α℘ and the solution we are looking for can be presented in
the form u = ℘(x0)d(x), i.e. we are under conditions of p.1. Hence, we
can suppose functions a℘ and a2 are linearly independent. Therefore,

a′′ = αa2 + βa℘. (10)

Substituting into (9) we come to

(αb− b∆b)a2 + (βb− ϕ∆b− 6b)a℘ = 0.

Since a2 and a℘ are linearly independent,

αb− b∆b = 0, βb− ϕ∆b− 6b = 0. (11)

From system (11) it follows

∆b = α, αϕ = (β − 6)b.
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If α = 0, then β = 6 and we obtain the following exact solution of
equation (2):

u =
[

3
k

(
x2

1 + · · · + x2
k

)
+Gα(x1, . . . , xn)

]
℘(x0)+

+Φα(x1, . . . , xn)f(x0),
(12)

where 1 ≤ k ≤ n, ∆Gα = 0, ∆Φα = 0, f ′′ = 6℘f is the Lamé function.
If α �= 0, then one can assume α = 1. For this reason ϕ = (β − 6)b,

whence ∆ϕ = (β − 6)∆b, i.e. β = 12. This means b =
1
6
ϕ and we are

under conditions of p.1.
The solution

u =
[

3
k

(
x2

1 + · · · + x2
k

)
+Gα(x1, . . . , xn)

]
x−2

0 +

+Φα(x1, . . . , xn)x−3
0 ,

(13)

is a generalization of solution (5), where 1 ≤ k ≤ n, ∆Gα = 0, ∆Φα = 0.

3. Consider more complicated case, namely, we shall seek for a solution
of equation (2) in the form

u = a(x0)b(x) + c(x0)d(x). (14)

If functions a(x0) and c(x0) are linearly dependent, then c(x0) = αa(x0),
α ∈ R and therefore u = a(x0)b1(x), where b1(x) = b(x) + αd(x).
This case was the subject of research in p.1. Hence, one can assume
functions a(x0) and c(x0) are linearly independent. For the same reason
functions b(x) and d(x) are also linearly independent. Substituting (14)
into equation (2) we come to

a′′b+ c′′d = a2(b∆b) + ac(b∆d) + ac(d∆b) + c2(d∆d). (15)

Equality (15) means functions a2, ac, c2, a′′, c′′ are linearly dependent. It
is not easy to show that from linear independence of functions a and c it
follows linear independence of functions a2, ac and c2. In fact, if functions
a2, ac and c2 are linearly dependent, then αa2 + βac+ γc2 = 0 for some
real numbers α, β, γ not being equal simultaneously zero. Assume α = 0,
then βac+γc2 = 0, i.e. c(βa+γc) = 0. From this it follows βa+γc = 0 and
functions a and c are linearly dependent, that contradicts the hypothesis.
Therefore, α �= 0, hence one can assume α = 1. Since

a2 + βac+ γc2 =
(
a+

β

2

)2

+
(
γ − β2

4

)
c2 = 0,
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we have γ − β2

4
= −δ2 < 0. In consequence of this

a2 + βac+ γc2 =
(
a+

β

2
c− δc

)(
a+

β

2
c+ δc

)
= 0.

From the latter equality we obtain a+
(
β

2
− δ

)
c = 0 or a+

(
β

2
+ δ

)
c =

0. This means a and c are linearly dependent and we again come to
contradiction.
Suppose function a2, ac, c2 and a′′ be also linearly independent. Then

c′′ = αa2 + βac+ γc2 + δa′′ (16)

for some α, β, γ, δ ∈ R. Substituting (16) into (15) we find coefficient
of a′′. It equals b + δd = 0, i.e. b and d are linearly dependent, that
contradicts assumption. The contradiction obtained proves the system
of functions a2, ac, c2 and a′′ is linearly independent.
Let

a′′ = αa2 + βac+ γc2, c′′ = α1a
2 + β1ac+ γ1c

2, (17)

where α, β, γ, α1, β1, γ1 ∈ R. Substituting (17) into (15) and taking into
account the linear independence of functions a2, ac and c2 we obtain

αb+ α1d = b∆b,
γb+ γ1d = d∆d,
βb+ β1d = b∆d+ d∆b.

(18)

Multiplying both parts of the first equation of system (18) by d2, of the
second equation - by b2 and of the third one - by bd, we get

βb2d+ β1bd
2 = γb3 + γ1b

2d+ αbd2 + α1d
3. (19)

From the linear independence of functions b and d it follows the linear
independence of functions b2d, bd2, b3 and d3. Therefore, from equality
(19) we obtain β = γ1, β1 = α, γ = 0, α1 = 0. Hence,

a′′ = αa2 + βac, c′′ = αac+ βc2. (20)

In system (20) α �= 0, β �= 0. Denote c1 = βc, d1 =
1
β
d, then

a′′ = αa2 + ac1, c′′1 = αac1 + c21, ∆d1 = 1.
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This means one can take β = 1 in system (20). For this value of β system
(20) has the following solution [5]:

a′′ = a2(x0)
(∫

dx0

a2(x0)
+ α

)
, c(x0) = a(x0)

∫
dx0

a2(x0)
.

As a result, we obtain the following solution of equation (2):

u = a(x0)b(x) + d(x)a(x0)
∫

dx0

a2(x0)
, (21)

where

b(x) =
α

2k
(
xk

1 + · · · + x2
k

)
+Gα(x1, . . . , xn),

d(x) =
1
2l
(
xk

1 + · · · + x2
l

)
+ Φα(x1, . . . , xn),

1 ≤ k ≤ n, 1 ≤ l ≤ n, ∆Gα = 0, ∆Φα = 0 and function a(x0) is a
solution of the equation

a′′ = a2(x0)
(∫

dx0

a2(x0)
+ α

)
.
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Симетрiйна редукцiя рiвняння
Гуерра-Пустерла за пiдалгебрами
центрального розширення конформної
алгебри

Л.Л. БАРАННИК

Iнститут математики НАН України, Київ
E-mail: lyuda@apmat.freenet.kiev.ua

Виконано симетрiйну редукцiю системи рiвнянь Гуерра-Пустерла до
систем звичайних диференцiальних рiвнянь.

Symmetry reduction of the Guerra-Pusterla system of equations to systems
of ordinary differential equations is performed.

В роботах [1–8] було запропоновано нелiнiйнi узагальнення класич-
ного рiвняння Шрьодiнгера вигляду

i
∂u

∂t
+ ∆u =

(
γ1

∆|u|
|u| + γ2

|u|a|u|a
|u| + γ0 ln

u

u∗

)
u, (1)

де |u| =
√
uu∗; |u|a =

∂|u|
∂xa

, a = 1, . . . , n; γ0, γ1, γ2 – деякi константи;

за iндексами, що повторюються, проводиться пiдсумовування. Рiв-
няння типу (1) використовуються в квантовiй механiцi для опису
ефектiв розсiяння та дифузiї.
Одним з рiвнянь, що належить до класу (1), є рiвняння Гуерра-

Пустерла

i
∂u

∂t
+ �u = γ

�|u|
|u| u, (2)

яке дослiджувалося в [2, 5, 6]. Нелiнiйний член у правiй частинi рiв-
няння (2) вiдповiдає за ефекти розсiяння у вакуумi. В цих роботах
коефiцiєнт γ (γ �= 0) припускався дуже малим, оскiльки розглядали-
ся процеси з практично незначним розсiянням енергiї системи.
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В цiй роботi ми дослiдимо рiвняння (3) при γ = 1 та n = 3. Тодi
рiвняння Гуерра-Пустерла набуває вигляду

i
∂u

∂t
+ �u =

�|u|
|u| u, (3)

де u = u(t, x1, x2, x3). Пiсля замiни u(t, �x) = exp
[
r(t, �x) + iθ(t, �x)

]
,

де �x = (x1, x2, x3), одержуємо систему дiйсних диференцiальних рiв-
нянь

∂θ

∂t
+ ∇θ∇θ = 0,

∂r

∂t
+ �θ + 2∇r∇θ = 0,

(4)

яку будемо називати системою Гуерра-Пустерла.
В [9] встановлено, що максимальною алгеброю iнварiантностi сис-

теми Гуерра-Пустерла є пряма сума алгебр Лi 〈N〉 i AC(1, 4), де

N =
∂

∂r
,

а AC(1, 4) є конформною алгеброю з базисом

P0 =
1

2
√

2

(
2
∂

∂t
+

∂

∂θ

)
, Pa =

∂

∂xa
, P4 =

1
2
√

2

(
2
∂

∂t
− ∂

∂θ

)
,

Jab = xb
∂

∂xa
− xa

∂

∂xb
, J04 = t

∂

∂t
− θ

∂

∂θ
,

J0a =
1√
2

{
xa

∂

∂t
+ (t+ 2θ)

∂

∂xa
+

1
2
xa

∂

∂θ

}
,

Ja4 =
1√
2

{
−xa

∂

∂t
+ (t− 2θ)

∂

∂xa
+

1
2
xa

∂

∂θ

}
,

D = −
(
t
∂

∂t
+ xa

∂

∂xa
+ θ

∂

∂θ
− 3

2
∂

∂r

)
,

K0 =
√

2
{(

t2 +
�x2

2

)
∂

∂t
+ (t+ 2θ)xa

∂

∂xa
+

+
(

1
4
�x2 + 2θ2

)
∂

∂θ
− 3

2
(t+ 2θ)

∂

∂r

}
,

K4 = −
√

2
{(

t2 − �x2

2

)
∂

∂t
+ (t− 2θ)xa

∂

∂xa
+

+
(

1
4
�x2 − 2θ2

)
∂

∂θ
− 3

2
(t− 2θ)

∂

∂r

}
,

Ka = 2xaD − (4tθ − �x2
) ∂

∂xa
,

(5)



22 Л.Л. Баранник

де �x2 = x2
1 + x2

2 + x2
3; a, b = 1, 2, 3, при цьому по iндексах, що повто-

рюються, проводиться пiдсумовування.
Зауважимо, що симетрiйнi властивостi рiвняння (3) дослiджува-

лись також в [10].
Метою наших дослiджень є побудова iнварiантних розв’язкiв си-

стеми Гуерра-Пустерла (4) за допомогою симетрiйної редукцiї цiєї
системи до систем звичайних диференцiальних рiвнянь по пiдалгеб-
рах центрального розширення конформної алгебри AC(1, 4) ⊕ 〈N〉.
Для редукцiї системи (4) до систем звичайних диференцiаль-

них рiвнянь необхiдно класифiкувати пiдалгебри рангу 3 алгебри
AC(1, 4)⊕〈N〉 з точнiстю до C(1, 4)-спряженостi. Оскiльки редукцiя
потребує не самi пiдалгебри, а основнi iнварiанти цих пiдалгебр, то
ми будемо оперувати I-максимальними пiдалгебрами [12].
Пiдалгебра F алгебри AC(1, 4)⊕〈N〉 називається I-максималь-

ною, якщо вона не мiститься в жоднiй iншiй пiдалгебрi алгебри
AC(1, 4)⊕〈N〉 з тими ж самими основними iнварiантами. Пiдалгебра
F є I-максимальною тодi i тiльки тодi, коли вона мiстить всi пiдал-
гебри алгебри AC(1, 4) ⊕ 〈N〉, що мають такi ж основнi iнварiанти,
як i пiдалгебра F .
Система (4) має дискретнi симетрiї, якi породжують дискретнi

автоморфiзми ϕc1 , ϕc2 , ϕc3 = ϕc2ϕc1 алгебри AC(1, 4), що задаються
таким чином:

ϕc1 : Pα → −Pα, Kα → −Kα, Jαβ → Jαβ

(α, β = 0, 1, 2, 3, 4), D → D;

ϕc2 : P1 → −P1, K1 → −K1, J01 → −J01,

J1a → −J1a (a = 2, 3, 4), Pα → Pα, Kα → Kα,

Jαβ → Jαβ (α, β = 0, 2, 3, 4), D → D;

ϕc3 : P1 → P1, K1 → K1, J01 → −J01,

J1a → −J1a (a = 2, 3, 4), Pα → −Pα, Kα → −Kα,

Jαβ → Jαβ (α, β = 0, 2, 3, 4), D → D.

На пiдставi сказаного при класифiкацiї пiдалгебр алгебри
AC(1, 4) можна використовувати не тiльки внутрiшнi автоморфiзми
цiєї алгебри, а й дискретнi автоморфiзми, тобто пiдалгебри алгебри
AC(1, 4) розглядати з точнiстю до C(1, 4)-спряженостi [11].
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Теорема 1. Нехай

X = 2
√

2(P0 + βP4) +
3∑

j=1

αjPj + γN,

λ = 8(1 − β2) −
3∑

j=1

α2
j ≥ 0.

Система (4) має X-iнварiантний розв’язок тодi i тiльки тодi, коли
β �= −1, γ = 0 i λ = 0, при цьому кожен X-iнварiантний розв’язок
системи (4) можна подати у виглядi

θ =
β − 1

2(β + 1)
+

1
4(β + 1)

3∑
j=1

αjxj + C,

r = g

(
α1

2(β + 1)
t− x1,

α2

2(β + 1)
t− x2,

α3

2(β + 1)
t− x3

)
,

(6)

де g(y1, y2, y3) – деяка диференцiйовна функцiя i, навпаки, для будь-
якої диференцiйовної функцiї g(y1, y2, y3) пара функцiй θ, r, зада-
них формулами (6), є розв’язком системи (4), iнварiантним вiд-
носно X.

На пiдставi теореми 1 можна обмежитись I-максимальними пiд-
алгебрами, проекцiї яких на AC(1, 4) не мiстять з точнiстю до C(1, 4)-
спряженостi операторiв P0 i P0 ± P4.
Щоб одержати перелiк I-максимальних пiдалгебр алгеб-

ри AC(1, 4) ⊕ 〈N〉, розглядуваних з точнiстю до C(1, 4)-спряженос-
тi, беремо перелiк пiдалгебр алгебри AC(1, 4) [11], потiм викори-
стовуємо конструкцiю Лi–Гурса [11] для опису пiдалгебр алгебри
AC(1, 4)⊕〈N〉 i одночасно вiдбираємо з цих пiдалгебр I-максимальнi
пiдалгебри рангу три. В процесi вiдбору спираємося на таку власти-
вiсть I-максимальних пiдалгебр: якщо K є I-максимальною пiдал-
геброю алгебри AC(1, 4)⊕〈N〉, то разом з кожною пiдалгеброю F ⊂
K пiдалгебра K мiстить будь-яку пiдалгебру F ′ ⊂ AC(1, 4) ⊕ 〈N〉,
що має такi ж основнi iнварiанти, як i пiдалгебра F . Зокрема, якщо
Pa, Pb ∈ K або Ga, Gb ∈ K, то Jab ∈ K. При вiдборi I-максимальних
пiдалгебр враховуємо також ранги пiдалгебр. Зазначимо, що ранги
пiдалгебр F1 = 〈J12 + J34, J13 − J24, J14 + J23〉, F2 = F1 ⊕ 〈J12 − J34〉,
F3 = AO(4), F4 = 〈J01, J02, J12,D〉 дорiвнюють 3. Ранг пiдалгебри
〈J01, J02, J12〉 дорiвнює 2.
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Теорема 2. I-максимальнi пiдалгебри, що не мiстять N , рангу
3 алгебри AC(1, 4) ⊕ 〈N〉, проекцiї яких на AC(1, 4) не мiстять P0,
P0±P4 i не мають в просторi R2,5 iнварiантних iзотропних пiдпро-
сторiв, вичерпуються з точнiстю до C(1, 4)-спряженостi такими
пiдалгебрами:

〈P2 +K2 +
√

3(P1 +K1) + 2J03,

−P3 −K3 + 2J02 − 2
√

3J01, P0 +K0 − 4J23〉;
〈P0 +K0 + α(K4 − P4) + βN〉 ⊕ 〈J12, J13, J23〉 (α > 0, α �= 1);

〈P0 +K0 + αN, J12 + βN, J34 + γN〉;
〈P0 +K0 + αN, J12, J13, J23〉;
〈2J12 + J34, 2J13 + 2J24 −

√
3(K4 − P4),

2J23 − 2J14 +
√

3(K3 − P3)〉;
〈P1 +K1 + 2J03, P2 +K2 + 2J04, J12 + J34〉.

Теорема 3. I-максимальнi пiдалгебри, що не мiстять N , рангу 3
алгебри AC(1, 4) ⊕ 〈N〉, проекцiї яких на AC(1, 4) не мiстять P0,
P0 ± P4 i є спряженими з пiдалгебрами алгебри AP (1, 4), вичерпу-
ються з точнiстю до C(1, 4)-спряженостi такими пiдалгебрами:

i) Пiдалгебри з розщеплюваними проекцiями на AP (1, 4):

〈J12 + αN,P3 +N,P4〉 (α ≥ 0); 〈J12, P1, P2, P3 +N〉;
〈J04 + αN,P1 +N,P2〉; 〈G1 + αN,P2 +N,P3〉 (α = 0, 1);

〈J12 + αN, J34, P3, P4〉; 〈J04 + αN, J12 + βN,P3 + γN〉;
〈J04 + αN, J23, P2, P3〉; 〈G1 + αN, J23, P2, P3〉 (α = 0, 1);

〈G1, J04 + αN,P3 + βN〉 (α – довiльне, β = 0, 1);

〈J12, J13, J23, P4 + αN〉 (α = 0, 1); 〈J12, J13, J23, P1, P2, P3〉;
〈J01, J04, J14, P3 + αN〉 (α = 0, 1); 〈G3, J04 + αN, J12 + βN〉;
〈J03, J04, J34, J12 + αN〉 (α ≥ 0); 〈G1, G2, J04 + αN, J12〉;
〈J12, J13, J23, J04 + αN〉; 〈J12, J13, J14, J23, J24, J34〉;
〈J01, J02, J03, J12, J13, J23〉.
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ii) Пiдалгебри з нерозщеплюваними проекцiями на AP (1, 4):

〈J12 + P0 + αN,P3 + βN,P4〉 (β > 0);

〈J04 + P1 + αN,P2 + βN,P3〉 (β > 0);

〈G1 + 2T + αN,P2 +N,P3〉; 〈J12 +M + αN, J34, P3, P4〉;
〈J04 + P1 + αN, J23, P2, P3〉; 〈G1 + 2T + αN, J23, P2, P3〉;
〈G1 + αN,G2 + P2 + βN,P3 + γN〉;
〈G1, J04 + P2 + αN,P3 + βN〉 (α – довiльне, β ≥ 0);

〈G1, G2, J04 + P3 + αN, J12〉.
Теорема 4. I-максимальнi пiдалгебри рангу 3 алгебри AC(1, 4) ⊕
〈N〉, проекцiї яких на AC(1, 4) не мiстять P0, P0 ± P4 i є спряже-
ними з пiдалгебрами алгебри AP̃ (1, 4), але не є спряженими з пiд-
алгебрами алгебри AP (1, 4), вичерпуються з точнiстю до C(1, 4)-
спряженостi такими пiдалгебрами:

i) Пiдалгебри з розщеплюваними проекцiями на AP̃ (1, 4):

〈J04 + αN,D + βN,P3〉; 〈J12 + αJ04 + βN,D + γN,P3〉 (α > 0);

〈J12 + αN, J34 + βN,D + γN〉;
〈J12 + αD + βN, J34, P3, P4〉 (α > 0, β – довiльне);

〈J04 + αN, J12 + βN,D + γN〉;
〈J04 + α1D + β1N, J12 + α2D + β2N,P3〉, де α2

1 + α2
2 �= 0;

〈J04 + αD + βN, J23, P2, P3〉 (α �= 0);

〈G1, J04 + αD + βN,P3〉 (α �= 0); 〈J03, J04, J34,D + αN〉;
〈J03, J04, J34, J12 + αD + βN〉 (α > 0);

〈J12, J13, J23, J04 + αD + βN〉 (α > 0).

ii) Пiдалгебри з нерозщеплюваними проекцiями на AP̃ (1, 4):

〈J04 +D + 2T + αN, J12 + 2βT + γN,P3〉;
〈J04 −D +M + αN, J23, P2, P3〉;
〈J04 +D + αN, J12 + 2T + βN,P3〉;
〈J04 + 2D + αN,G1 + 2T, P3〉; 〈J04 +D + αN,G1 + P2, P3〉;
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〈J04 −D +M + αN,G1, P3〉;
〈J12 + αN, J04 + 2D + βN,G3 + 2T 〉 (α ≥ 0);

〈J04 +D + αN,G1 + P3, G2 + βP2 + γP3〉
(β > 0, γ ≥ 0, α– довiльне);

〈J12, J13, J23, J04 −D +M + αN〉.
Теорема 5. I-максимальнi пiдалгебри рангу 3 алгебри AC(1, 4) ⊕
〈N〉, проекцiї яких на AC(1, 4) не мiстять P0, P0 ± P4 i є спряже-
ними з пiдалгебрами алгебри AG4(3), але не є спряженими з пiд-
алгебрами алгебри AP̃ (1, 4), вичерпуються з точнiстю до C(1, 4)-
спряженостi такими пiдалгебрами:

〈S + T + 2J12 + αM + βN,G1 + P2 +
√

2P3, G2 − P1 −
√

2G3〉
(α = 0,±1); 〈J12 + αN,S + T + βN,Z + γN〉;
〈J12, J13, J23, S + T + αM + βN〉 (α = 0,±1; β – довiльне);

〈S + T + 2J12 + αZ + βN,G1 + P2 +
√

2P3, G2 − P1 −
√

2G3〉
(α �= 0); 〈S + T + J12 + αN,Z + βN,G1 + P2〉;
〈J12, J13, J23, S + T + αZ + βN〉 (α �= 0).

Наведемо декiлька прикладiв редукцiї системи Гуерра–Пустерла
по тих пiдалгебрах алгебри AC(1, 4) ⊕ 〈N〉, проекцiї яких на кон-
формну алгебру AC(1, 4) є спряженими з пiдалгебрами розширеної
алгебри Пуанкаре AP̃ (1, 4).

Редукцiя по пiдалгебрах алгебри AP (1, 4) ⊕ 〈N〉. Для кожної
пiдалгебри подаємо вiдповiдний їй анзац, редуковану систему, її ча-
стинний або загальний розв’язок та вiдповiдний iнварiантний роз-
в’язок системи (4).

1. 〈J12 + αN, J34, P3, P4〉 (α ≥ 0) : ω = x2
1 + x2

2,

θ = −1
2
t+ f(ω), r = −α arctan

x2

x1
+ g(ω),

4ωḟ2 − 1
2

= 0, ωf̈ + ḟ + 2ωḟ ġ = 0.

Загальний розв’язок редукованої системи:

f = ε

√
ω

2
+ C1, g = −1

4
lnω + C2, ε = ±1.
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Вiдповiдний розв’язок системи (4):

θ = −1
2
t+ ε

√
x2

1 + x2
2

2
+ C1,

r = −α arctan
x2

x1
− 1

4
ln
(
x2

1 + x2
2

)
+ C2.

2. 〈J04 + αN, J23, P2, P3〉 : ω = x1,

θ =
1
t
f(ω), r = α ln |t| + g(ω),

ḟ2 − f = 0, f̈ + 2ḟ ġ + α = 0.

Загальний розв’язок редукованої системи:

f =
(ω + C1)2

4
, g = −

(
α+

1
2

)
ln |ω + C1| + C2.

Розв’язок системи (4):

θ =
(x1 + C1)2

4t
, r = α ln |t| −

(
α+

1
2

)
ln |x1 + C1| + C2.

3. 〈J12 + 2T + αN, J34, P3, P4〉 (α ≥ 0) : ω = x2
1 + x2

2,

θ = −1
2
t− 1√

2
arctan

x2

x1
+ f(ω), r = −α arctan

x2

x1
+ g(ω),

1 − ω

2ω
+ 4ωḟ2 = 0, 4ωf̈ + 4ḟ +

√
2α
ω

+ 8ωḟ ġ = 0.

Загальний розв’язок редукованої системи:

f =
ε√
2

(√
ω − 1 − arctan

√
ω − 1

)
+ C1,

g = −1
4

ln |ω − 1| − αε arctan
√
ω − 1 + C2, ε = ±1.

Вiдповiдний розв’язок системи (4):

θ = −1
2
t− 1√

2
arctan

x2

x1
+
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+
ε√
2

(√
x2

1 + x2
2 − 1 − arctan

√
x2

1 + x2
2 − 1

)
+ C1,

r = −α arctan
x2

x1
− 1

4
ln
∣∣x2

1 + x2
2 − 1

∣∣−
−αε arctan

√
x2

1 + x2
2 − 1 + C2, ε = ±1.

Редукцiя по пiдалгебрах алгебри AP̃ (1, 4)⊕〈N〉, якi не є спря-
женими з пiдалгебрами алгебри AP (1, 4) ⊕ 〈N〉

4. 〈J12 + αD + βN, J34, P3, P4〉 (α > 0) :

ω = ln
(
x2

1 + x2
2

)− 2α arctan
x2

x1
,

θ = exp
(
α arctan

x2

x1

)
f(ω) − 1

2
t, r = g(ω) − β arctan

x2

x1
,

4(1 + α2)ḟ2 − 4α2fḟ + α2f2 − 1
2
eω = 0,

4(1 + α2)f̈ + 8(1 + α2)ḟ ġ − 4α2fġ + 4α(β − α)ḟ + α(α− 2β)f = 0.

Редукована система має розв’язок

f = ± 1√
2
eω/2, g = −1

4
ω + C.

Вiдповiдний йому iнварiантний розв’язок системи (4) має вигляд

θ = ±
√
x2

1 + x2
2

2
− 1

2
t,

r = −1
4

ln
(
x2

1 + x2
2

)
+
(α

2
− β
)

arctan
x2

x1
+ C1.

5. 〈J03, J04, J34, J12 + αD + βN〉 (α > 0) :

ω = 2α arctan
x2

x1
− ln

(
x2

1 + x2
2

)
,

θ =
x2

1 + x2
2

4t
f(ω) +

x2
3

4t
, r = g(ω) − β arctan

x2

x1
,
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(α2 + 1)ḟ2 − 2fḟ = 0,

(α2 + 1)f̈ + 2(α2 + 1)ḟ ġ − 2fġ − (αβ + 1)ḟ + f +
1
2

= 0.

З першого рiвняння одержуємо, що ḟ = 0 або (α2 + 1)ḟ − 2f = 0. В
першому випадку

f = C1, g =
(

1
2

+
1

4C1

)
ω + C2 (C1 �= 0).

Цьому розв’язку редукованої системи вiдповiдає такий розв’язок сис-
теми (4):

θ =
C1

(
x2

1 + x2
2

)
+ x2

3

4t
,

r =
(
α+

α

2C1
− β

)
arctan

x2

x1
−
(

1
2

+
1

4C1

)
ln
(
x2

1 + x2
2

)
+ C2.

В другому випадку

f = C1 exp
2ω

α2 + 1
,

g =
2αβ − α2 − 3

2(α2 + 1)
ω +

α2 + 1
8C1

exp
(
− 2ω
α2 + 1

)
+ C2 (C1 �= 0).

Вiдповiдний розв’язок системи (4) має вигляд:

θ =
1
4t
C1

(
x2

1 + x2
2

)
exp
(

2ω
α2 + 1

)
+
x2

3

4t
,

r =
2αβ − α2 − 3

2(α2 + 1)
ω+

α2 + 1
8C1

exp
(
− 2ω
α2 + 1

)
− β arctan

x2

x1
+ C2,

де ω = 2α arctan
x2

x1
− ln

(
x2

1 + x2
2

)
.

6. 〈J04 −D +M + αN,G1, P3〉 : ω =
x2

2

t
,

θ = f(ω) +
1

2
√

2
ln |t| + x2

1

4t
, r = g(ω) +

(
α− 3

2

)
ln |x2|,
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4ωḟ2 − ωḟ +
1

2
√

2
= 0, 4ωf̈ + 8ωḟ ġ + (4α− 4)ḟ − ωġ +

1
2

= 0.

Редукована система має такий загальний розв’язок:

f =
ω

8

1 + ε

√
1 − 4

√
2

ω

+
ε
√

2
4

ln

∣∣∣∣∣∣
√

1 − 4
√

2
ω − 1√

1 − 4
√

2
ω + 1

∣∣∣∣∣∣+ C1,

g = −εα
2

ln

∣∣∣∣∣∣
√

1 − 4
√

2
ω − 1√

1 − 4
√

2
ω + 1

∣∣∣∣∣∣+ 3 − 2α
4

ln |ω| − 1
4

ln |ω − 4
√

2| + C2,

де ε = ±1, а C1, C2 — довiльнi сталi.
Вiдповiдний iнварiантний розв’язок системи (4) має вигляд:

θ =
1

2
√

2
ln |t| + x2

1

4t
+
x2

2

8t

1 + ε

√
1 − 4

√
2t

x2
2

+

+
ε
√

2
4

ln

∣∣∣∣∣∣
√
x2

2 − 4
√

2t− |x2|√
x2

2 − 4
√

2t+ |x2|

∣∣∣∣∣∣+ C1,

r =
α− 1

2
ln |t| − 1

4
ln
∣∣x2

2 − 4
√

2t
∣∣+

+
εα

2
ln

∣∣∣∣∣∣
√
x2

2 − 4
√

2t− |x2|√
x2

2 − 4
√

2t+ |x2|

∣∣∣∣∣∣+ C2.
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dinger type and their exact solutions I. II // Ukranian J. Math. – 1989. – 41.
– P. 1349–1357; 1687–1694.

[8] Doebner H.-D., Goldin G.A. On a general nonlinear Schrödinger equation
admitting diffusion currents // Phys. Lett. A. – 1992. – 162. – P. 397–401.

[9] Basarab–Horwath P., Barannyk L.L., Fushchych W.I. Some exact solutions of
a conformally invariant nonlinear Schrödinger equation. – Linköping, 1997. –
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Симетрiйнi властивостi деяких рiвнянь
гiдродинамiчного типу

В.М. БОЙКО

Iнститут математики НАН України, Київ
E-mail: slava@apmat.freenet.kiev.ua

Дослiджено симетрiйнi властивостi узагальнення рiвняння Вахненка,
деяких узагальнень рiвняння Бюргерса та однiєї нелiнiйної системи
гiдродинамiчного типу.

Symmetry properties of a generalization of the Vakhnenko equation, of
some generalizations of the Burgers equation and of a nonlinear system of
hydrodynamic type are investigated.

1. Узагальнення рiвняння Вахненка. В роботi [1] Вахненко для
опису розповсюдження короткохвильових збурень у релаксуючому
середовищi запропонував наступне нелiнiйне рiвняння

∂

∂x

(
∂

∂t
+ u

∂

∂x

)
u+ u = 0. (1)

В цiй же роботi побудованi деякi солiтоннi розв’язки рiвняння (1).
В [2] дослiджена стiйкiсть цих розв’язкiв i запропонована назва рiв-
няння (1), як рiвняння Вахненка. В данiй роботi ми дослiджуємо
симетрiйнi властивостi наступного узагальнення рiвняння (1):

∂

∂x

(
∂

∂t
+ u

∂

∂x

)
u = F (u), (2)

де F (u) – довiльна гладка функцiя.
Очевидно, що при довiльнiй F (u) рiвняння (2) iнварiантне вiд-

носно двовимiрної алгебри трансляцiй з базисними операторами P0 =
∂t, P1 = ∂x. Проведемо симетрiйну класифiкацiю рiвняння (2) в ро-
зумiннi Лi, тобто опишемо всi функцiї F (u), при яких допускається
розширення алгебри iнварiантностi.
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Теорема 1. Максимальною алгеброю iнварiантностi рiвняння (2)
в залежностi вiд F (u) є алгебри

1. 〈P0, P1〉, якщо F (u) – довiльна.

2. 〈P0, P1, Y 〉, якщо F (u) = a(u+ b)p, a, b, p = const, a, p �= 0,

Y = t∂t +
(
p− 2
p

x− 2b
p
t

)
∂x − 2

p
(u+ b)∂u.

3. 〈P0, P1, Z〉, якщо F (u) = a exp(u), a = const, a �= 0,

Z = t∂t + (x− 2t)∂x − 2∂u.

4. 〈P0,D,X〉, якщо F (u) = 1,

D = x∂x + u∂u, X = g(t)∂x + g′(t)∂u,

g(t) – довiльна гладка функцiя.

5. 〈P0,D,D1, A,X〉, якщо F (u) = 0

D1 = t∂t − u∂u, A = t2∂t + tx∂x + (x− tu)∂u.

Доведення всiх результатiв в данiй роботi проводиться за допо-
могою алгоритму Лi [3, 4], через громiздкiсть ми упускаємо всi до-
ведення.

Зауваження. При F (u) = const рiвняння (2) один раз iнтегрується i
зводиться до квазiлiнiйного рiвняння в частинних похiдних (випадки
4, 5 теореми 1).

Слiд зазначити, що кожен з операторiв Y та Z можна предста-
вити як лiнiйну комбiнацiю операторiв дилатацiї та Галiлея, тому
груповi перетворення, що вiдповiдають операторам Y i Z, можна
iнтерпретувати як деяку композицiю дилатацiйних та галiлеївських
перетворень (перехiд вiд однiєї iнерцiальної системи до iншої вiдбу-
вається одночасно з масштабними перетвореннями).
Скiнченнi груповi перетворення, що вiдповiдають операторам Y

та Z, мають вигляд:

Y : t→ t̃ = t exp (θ), x→ x̃ = x exp
(
p− 2
p

θ

)
− bt exp (θ),

u→ ũ = (u+ b) exp
(
−2
p
θ

)
− b,
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Z : t→ t̃ = t exp (θ), x→ x̃ = (x− 2θt) exp (θ),

u→ ũ = u− 2θ.

Наведемо два приклади редукцiї для рiвняння (2) (для випадкiв
2 та 3 теореми 1). Розглянемо рiвняння

∂

∂x

(
∂

∂t
+ u

∂

∂x

)
u = a(u+ b)p. (3)

Анзац, побудований по оператору

Y = t∂t +
(
p− 2
p

x− 2b
p
t

)
∂x − 2

p
(u+ b)∂u,

має вигляд

u = t−2/pϕ(ω) − b, ω = (x+ bt)t(2−p)/p. (4)

Вiн редукує рiвняння (3) до звичайного диференцiального рiвняння
вигляду

ϕϕ′′ +
2 − p

p
ωϕ′′ + (ϕ′)2 − ϕ′ = aϕp. (5)

При p = 1, a = −1, b = 0 розв’язки рiвняння (5) визначатимуть
розв’язки рiвняння Вахненка (1).
Для рiвняння

∂

∂x

(
∂

∂t
+ u

∂

∂x

)
u = a exp(u) (6)

анзац, побудований по оператору

Z = t∂t + (x− 2t)∂x − 2∂u,

має вигляд

u = ϕ(ω) − ln t2, ω =
x

t
+ ln t2. (7)

Вiн редукує рiвняння (6) до звичайного диференцiального рiвняння
вигляду

ϕϕ′′ + (2 − ω)ϕ′′ + (ϕ′)2 − ϕ′ = a exp(ϕ).
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2. Узагальнення рiвнянь Бюргерса та Кортевега-де Фрiза.
Нижче ми проведемо симетрiйну класифiкацiю наступних узагаль-
нень рiвнянь Бюргерса та Кортевега-де Фрiза:

u0 + uu1 = ∂1 (F (u1)) , (8)

u0 + uu1 = ∂1 (F (u11)) , (9)

u0 + uu1 = ∂1 (F (u)u1) , (10)

де u0 =
∂u

∂t
, u1 =

∂u

∂x
, F – довiльна гладка функцiя свого аргументу.

Розгляд рiвнянь (8)–(10) є продовженням дослiджень симетрiй-
них властивостей нелiнiйних узагальнень рiвнянь дифузiйного типу
[5, 6].
Рiвняння (8) можна переписати у виглядi

u0 + uu1 = f(u1)u11, (11)

де f(u1) – довiльна гладка функцiя. Випадок f(u1) = const упускає-
мо з розгляду, оскiльки тодi рiвняння (11) спiвпадає з класичним
рiвнянням Бюргерса.

Теорема 2. Максимальною алгеброю iнварiантностi рiвняння (11)
в залежностi вiд f(u1) є алгебри

1. 〈P0, P1, G〉, якщо f(u1) – довiльна.

2. 〈P0, P1, G,D〉, якщо f(u1) = C(u1)k, де

D = 2t∂t + (1 − k)x∂x − (k + 1)u∂u,

C, k = const, C �= 0, k �= 0,−2.

3. Якщо f(u1) = C(u1)−2, C = const, C �= 0, тодi алгебра iн-
варiантностi нескiнченновимiрна з базисними операторами

X = ξ0∂t + ξ1∂x + η∂u,

де

ξ0 = K1t
2 +K2t+K3,

ξ1 =
(
−K1

4C
u2 − K4

2C
u− K1

2
t+K5

)
x+ q(u, t),

η = 1
2 (2K1t+K2)u+K4t+K6, K1, . . . ,K6 = const,



36 В.М. Бойко

q(u, t) – довiльний розв’язок неоднорiдного рiвняння теплопровiднос-
тi

q0 − Cquu =
K1

4C
u3 +

K4

2C
u2 +

(
7
2
K1t+

3
2
K2 −K5

)
u+K4t+K6.

Розглянемо детальнiше випадок 3 теореми 2, тобто рiвняння

u0 + uu1 = C(u1)−2u11. (12)

Наявнiсть нескiнченновимiрної алгебри вказує на можливiсть лiнеа-
ризацiї цього рiвняння. В рiвняннi (12) виконаємо перетворення го-
дографа

u = ω, t = τ, x = v(τ, ω). (13)

При замiнi змiнних (13) похiднi перетворюються наступним чином

u1 =
1
vω
, u0 = − vτ

vω
, u11 = − vωω

(vω)3
.

Виконавши необхiднi перетворення в рiвнянi (12), одержимо рiвнян-
ня теплопровiдностi

vτ − Cvωω = ω. (14)

Якщо в (14) виконати замiну

v = z − 1
6C

ω3, (15)

то приходимо до лiнiйного однорiдного рiвняння теплопровiдностi

zτ − Czωω = 0. (16)

Таким чином, замiни змiнних (13), (15) лiнеаризують рiвняння (12) i
задача побудови його розв’язкiв зводиться до розв’язання лiнiйного
рiвняння теплопровiдностi (16).
Рiвняння (9) перепишемо у виглядi

u0 + uu1 = f(u11)u111, (17)

де f(u11) – довiльна гладка функцiя. Випадок f(u11) = const не роз-
глядаємо, оскiльки (17) у цьому випадку є класичним рiвнянням
Кортевега-де Фрiза.
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Теорема 3. Максимальною алгеброю iнварiантностi рiвняння (17)
в залежностi вiд f(u11) є алгебри

1. 〈P0, P1, G〉, якщо f(u11) – довiльна.

2. 〈P0, P1, G,D〉, якщо f(u11) = C(u11)k, де

D = (k + 3)t∂t + (1 − k)x∂x − (2k + 2)u∂u,

C, k = const; C, k �= 0.

Рiвняння (10) перепишемо у виглядi

u0 + uu1 = f(u)u11 + fu(u)(u1)2, (18)

де f(u) – довiльна гладка функцiя. Випадок f(u) = const не розгля-
даємо, оскiльки у цьому випадку одержимо рiвняння Бюргерса.

Теорема 4. Максимальною алгеброю iнварiантностi рiвняння (18)
в залежностi вiд f(u) є алгебри

1. 〈P0, P1〉, якщо f(u) – довiльна.

2. 〈P0, P1, Y 〉, якщо f(u) = a exp(bu), де

Y = t∂t +
(
x+

1
b
t

)
∂x +

1
b
∂u,

a, b = const, a, b �= 0.

Знову ж таки зазначимо, що оператор Y можна представити як
лiнiйну комбiнацiю операторiв дилатацiї та Галiлея

Y = t∂t + x∂x +
1
b
(t∂x + ∂u) = D +

1
b
G.

Перетворення, що вiдповiдають Y , є комбiнацiєю дилатацiйних i га-
лiлеївських перетворень, хоча рiвняння не є iнварiантним вiдносно
розширеної алгебри Галiлея.

3. Багатовимiрна система рiвнянь гiдродинамiчного типу.
В роботi [7] запропоновано наступне узагальнення рiвняння Нав’є-
Стокса

λ1L�v + λ2L(L�v ) = F
(
�v 2
)
�v + λ4∇p, (19)
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де

L ≡ ∂

∂t
+ vl ∂

∂xl
+ λ3�, l = 1, 2, 3,

�v =
(
v1, v2, v3

)
, vl = vl(t, �x), l = 1, 2, 3, p = p(t, �x), ∇ – градiєнт, � –

оператор Лапласа, λ1, λ2, λ3, λ4 – довiльнi дiйснi параметри, F
(
�v 2
)

– довiльна гладка функцiя, �v 2 =
(
v1
)2

+
(
v2
)2

+
(
v3
)2. Тут i надалi

за iндексами, що повторюються, йде пiдсумовування.
В данiй роботi розглядається рiвняння (19) у випадку λ3, λ4 = 0.

Тодi рiвняння (19) матиме вигляд

λ1L�v + λ2L(L�v ) = F
(
�v 2
)
�v, (20)

де

L ≡ ∂

∂x0
+ vk ∂

∂xk
.

У випадку, коли λ2 = 0, F
(
�v 2
)

= 0, рiвняння (20) є системою
рiвнянь Ейлера.
Якщо λ2 �= 0, то систему (20) можна переписати у виглядi

L (L�v ) + λL�v = F
(
�v 2
)
�v, λ = const, (21)

або в розгорнутому записi

vl
00 + 2vkvl

0k + vk
0v

l
k + vmvk

mv
l
k + vmvkvl

mk+

+λ
(
vl
0 + vkvl

k

)
= F

(
vkvk

)
vl,

де k,m, l змiнюються вiд 1 до 3; верхнi iндекси вiдповiдають компо-
нентам вектора швидкостi �v, а нижнi iндекси визначають диферен-
цiювання по вiдповiднiй незалежнiй змiннiй. Прослiдковуючи анало-
гiю з системою рiвнянь Ейлера, систему (21) будемо називати уза-
гальненням системи Ейлера.
В [8] вивчено симетрiйнi властивостi одновимiрного аналогу си-

стеми (21)

L(Lu) + λLu = F (u), λ = const, (22)

де u = u(t, x), L ≡ ∂t + u∂x.
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Для рiвняння (22) нами одержано новi нелiнiйнi розширення ал-
гебри Галiлея. В [8, 9] для рiвняння (22) при F (u) = const побудовано
класи точних розв’язкiв, що мiстять довiльнi функцiї.
Далi ми проведемо дослiдження симетрiйних властивостей систе-

ми (21). Симетрiйна класифiкацiя (21) проводиться за допомогою
алгоритму Лi в класi диференцiальних операторiв першого порядку.
Очевидно, що для дослiдження симетрiї рiвняння (21) принципово
рiзними будуть випадки λ = 0 та λ �= 0. При λ �= 0, виконавши
замiну змiнних, завжди можна досягти, що λ ≡ 1. Тому ми розгля-
немо окремо два випадки λ = 0 та λ = 1. Наводимо лише результати
симетрiйної класифiкацiї, упускаючи досить громiздкi доведення.

I. Розглядаємо (21) у випадку λ = 0, тобто систему рiвнянь

L (L�v ) = F
(
�v 2
)
�v. (23)

Симетрiйна класифiкацiя системи (23) дає 4 принципово рiзних ви-
падки.
Випадок 1.1. F

(
�v 2
)
– довiльна неперервно-диференцiйовна функ-

цiя. Максимальною алгеброю iнварiантностi системи (23) є 7-вимiрна
алгебра Евклiда AE(1, 3) = 〈Pµ, Jab〉, де

Pµ = ∂xµ
, Jab = xa∂xb

− xb∂xa
+ va∂vb − vb∂va ,

µ = 0, 3; a, b = 1, 3; a < b.
(24)

Випадок 1.2. F
(
�v 2
)

= C
(
�v 2
)n

, C, n = const, C �= 0, n �= 0. Макси-
мальною алгеброю iнварiантностi системи рiвнянь

L (L�v ) = C
(
�v 2
)n

�v (25)

є 8-вимiрна алгебра AE1(1, 3) = 〈Pµ, Jab,D〉 (розширена алгебра Ев-
клiда), де

D = x0∂x0 +
n− 1
n

xb∂xb
− 1
n
vb∂vb .

Випадок 1.3. F
(
�v 2
)

= C, C = const, C �= 0. У цьому випадку
внаслiдок замiни змiнних можна покласти C = 1 або C = −1, тому
ми розглянемо цi випадки окремо.
a) Максимальною алгеброю iнварiантностi системи рiвнянь

L (L�v ) = �v (26)
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є 21-вимiрна алгебра 〈Pµ,Mab, Ra, Za, B1, B2〉, де
Mab = xa∂xb

+ va∂vb ,

Ra = shx0∂xa
+ chx0∂va , Za = chx0∂xa

+ shx0∂va ,

B1 = shx0∂x0 + xachx0∂xa
+ xashx0∂va ,

B2 = chx0∂x0 + xashx0∂xa
+ xachx0∂va .

b) Максимальною алгеброю iнварiантностi системи рiвнянь

L (L�v ) = −�v (27)

є 21-вимiрна алгебра 〈Pµ,Mab, R̃a, Z̃a, B̃1, B̃2〉, де
R̃a = sinx0∂xa

+ cosx0∂va , Z̃a = − cosx0∂xa
+ sinx0∂va ,

B̃1 = sinx0∂x0 + xa cosx0∂xa
− xa sinx0∂va ,

B̃2 = cosx0∂x0 − xa sinx0∂xa
− xa cosx0∂va .

Випадок 1.4. F
(
�v 2
)

= 0. Максимальною алгеброю iнварiантностi
системи рiвнянь

L (L�v ) = 0 (28)

є 21-вимiрна алгебра 〈Pµ,Mab,D0, Ga,Ka, A〉, де
D0 = x0∂x0 − va∂va , Ga = x0∂xa

+ ∂va ,

Ka = (x0)
2
∂xa

+ 2x0∂va , A = (x0)
2
∂x0 + 2x0xa∂xa

+ 2xa∂va .

II. Розглядаємо систему (21) у випадку λ �= 0 (як уже зазначалося,
можна вважати λ = 1), тобто систему рiвнянь

L (L�v ) + L�v = F
(
�v 2
)
�v. (29)

Симетрiйна класифiкацiя системи (29) приводить до 4 принципово
рiзних випадкiв.
Випадок 2.1. F

(
�v 2
)
– довiльна неперервно-диференцiйовна функ-

цiя. Максимальною алгеброю iнварiантностi системи (29) є 7–вимiр-
на алгебра Евклiда AE(1, 3) = 〈Pµ, Jab〉.
Випадок 1.2. F

(
�v 2
)

= C�v 2 −
√

3 + 1
6

, C = const, C �= 0. Макси-
мальною алгеброю iнварiантностi системи рiвнянь

L (L�v ) + L�v =

(
C�v 2 −

√
3 + 1
6

)
�v (30)
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є 8-вимiрна алгебра 〈Pµ, Jab, Q〉, де

Q = exp
(

1√
3
x0

)(
∂x0 −

1√
3
va∂va

)
.

Випадок 2.3. F
(
�v 2
)

= C, C = const, C �= 0. Максимальною алгеб-
рою iнварiантностi системи рiвнянь

L (L�v ) + L�v = C�v (31)

є 19-вимiрна алгебра 〈Pµ,Mab, Y1a, Y2a〉, де
Y1a = exp (αx0) (∂xa

+ α∂va) , Y2a = exp (βx0) (∂xa
+ β∂va) ,

α =
−√

3 − i

2
√

3
, β =

−√
3 + i

2
√

3
.

Випадок 2.4. F
(
�v 2
)

= 0. Максимальною алгеброю iнварiантностi
системи рiвнянь

L (L�v ) + L�v = 0 (32)

є 19-вимiрна алгебра 〈Pµ,Mab, Ga, Ta〉, де
Ta = exp (−x0) (∂xa

− ∂va) .

Таким чином, проведена повна симетрiйна класифiкацiя системи
рiвнянь (21), одержано новi розширення алгебр Евклiда i Галiлея
(див. випадки 1.3, 1.4, 2.3, 2.4). Зауважимо, що при F

(
�v 2
)

= const
система (21) допускає пониження порядку (див. детальнiше [9]).
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Доведена необхiдна i достатня умова лоренц-iнварiантностi рiвняння
неперервностi для електромагнiтного поля, в якому густина енергiї та
вектор Пойтiнга визначаються як функцiї векторних полiв �E, �H.

The necessary and sufficient condition for the Lorentz invariance of the
continuity equation for the electromagnetic field, where energy density and
Poyting vectors depend on the vector fields �E, �H has been proved.

Вiдомо [1, 2], що зображення алгебри Лоренца з базисними елемен-
тами

Jab = xa∂xb
− xb∂xa

+ Ea∂Eb − Eb∂Ea +Ha∂Hb −Hb∂Ha ,

J0a = xa∂x0 + x0∂xa
+ εabc

(
Eb∂Hc −Hb∂Ec

)
,

(1)

де εabc – повнiстю антисиметричний тензор третього порядку, x0 = t,
�x = (x1, x2, x3), реалiзується на множинi розв’язкiв рiвнянь Максвел-
ла

∂ �E

∂t
= rot �H,

∂ �H

∂t
= −rot �E,

div �E = 0, div �H = 0.
(2)

Тут i надалi, iндекси, позначенi латинськими лiтерами, змiнюють-
ся вiд 1 до 3, грецькими – вiд 0 до 3. За iндексами, що повторюються
йде пiдсумовування.
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В роботi [3] нами отриманi новi нелiнiйнi зображення алгебри Ло-
ренца для векторних полiв �E, �H.
Об’єктом дослiдження даної роботи є рiвняння неперервностi

ρ0 + divρ�v = 0, (3)

де ρ0 =
∂ρ

∂x0
; �v = (v1, v2, v3); ρ та ρvk є функцiями вiд �E, �H.

Згiдно Пойтингу, густина енергiї та вектор Пойтiнга для електро-
магнiтного поля визначаються наступним чином:

ρ =
1
2

(
�E2 + �H2

)
,

ρva = εabcE
bHc.

(4)

В роботi [4] показано, що рiвняння неперервностi (3), (4), що ви-
ражає закон збереження енергiї для електромагнiтного поля, не є
iнварiантним вiдносно алгебри Лоренца (1) в класичному розумiн-
нi iнварiантностi диференцiального рiвняння. Воно є лише умовно
iнварiантним вiдносно алгебри Лоренца (1), причому як додаткова
умова виступає система рiвнянь Максвелла (2).
Постає питання, як можна визначити густину енергiї та вектор

Пойтiнга, щоб рiвняння (3) було лоренц-iнварiантним в класичному
розумiннi Лi.
Нехай в рiвняннi (3) ρ, ρ�v – деякi невiдомi функцiї вiд �E та �H,

тобто вважаємо

ρ = F 0
(
�E, �H

)
, ρva = F a

(
�E, �H

)
, a = 1, 3, (5)

де F 0, F a – гладкi функцiї, якi одночасно не є тотожними нулями.
Шукаємо оператори лоренцових поворотiв J0a у виглядi

J0a = xa∂x0 + x0∂xa
+ ηak∂Ek + βak∂Hk , (6)

де ηak, βak – невiдомi функцiї вiд �E, �H, якi будемо визначати з умов
iнварiантностi рiвняння (3), (5) вiдносно операторiв (6).
Оскiльки в (3) ρ, ρ�v можна розглядати як чотиривектор, то побу-

дова операторiв симетрiї J0a (6) для рiвняння (3), (5) еквiвалентна
знаходженню операторiв Joa виду

J0a = xa∂x0 + x0∂xa
+Aa∂A0 +A0∂Aa + ηak∂Ek + βak∂Hk (7)
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для системи

∂A0

∂x0
+
∂Aa

∂xa
= 0, (8)

Aµ = Fµ
(
�E, �H

)
, µ = 0, 3. (9)

Очевидно, що рiвняння (8) iнварiантне вiдносно операторiв J0a, тому
дослiдження iнварiантностi системи (8), (9) вiдносно операторiв (7)
зводиться до дослiдження iнварiантностi алгебраїчної системи (9).
Для того, щоб система (9) була iнварiантною вiдносно перетво-

рень, що генеруються операторами J0a, необхiдно i достатньо, щоб
виконувались спiввiдношення

J0a

(
Aµ − Fµ

(
�E, �H

)) ∣∣∣∣∣Aµ = Fµ
(
�E, �H

) ≡ 0. (10)

З (10) отримуємо систему рiвнянь

F a = ηakF 0
Ek + βakF 0

Hk ,

δabF
0 = ηakF b

Ek + βakF b
Hk ,

(11)

де δab – символ Кронекера, F 0
Ek =

∂F 0

∂Ek
, . . .

Таким чином, щоб знайти ηak, βak, нам необхiдно розв’язати лi-
нiйну алгебраїчну систему рiвнянь (11). Очевидно, що (11) можна
розглядати як три незачепленi алгебраїчнi системи розмiрностi 4×6
вiдносно ηak, βak. Запишемо (11) в матричному виглядi

B

(
ηa

βa

)
= ba, a = 1, 3, (12)

де B =
(
Fµ

Ek , F
µ
Hk

)
– матриця Якобi функцiй Fµ розмiрностi 4 × 6,

ηa =

ηa1

ηa2

ηa3

 , βa =

βa1

βa2

βa3

 ,

b1 =


F 1

F 0

0
0

 , b2 =


F 2

0
F 0

0

 , b3 =


F 3

0
0
F 0

 .
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Отже, для знаходження операторiв Лоренца (6) нам потрiбно зна-
йти розв’язки (ηa, βa) алгебраїчних систем (12). Системи (12) сумiснi
лише тодi, коли виконується умова

r(B) = r(B|ba), a = 1, 3. (13)

Умова (13) – умова рiвностi рангiв однорiдної та розширених систем.
Зауважимо, що ранг кожної з систем (12) не перевищує 4 (4 рiв-

няння, 6 невiдомих), причому r(B) ≤ r(B|ba). Отже, якщо розв’язок
iснує, то вiн не єдиний.
Для рангiв однорiдної i розширеної системи можливий один з

п’яти варiантiв r = 0; 1; 2; 3; 4. При r ≤ 3 легко переконатися, що
алгебраїчнi системи (12) не мають розв’язкiв, оскiльки Fµ не є од-
ночасно тотожними нулями.
Таким чином, для систем (12) можна знайти розв’язки лише коли

r(B) = 4. (14)

Умова (14) забезпечує iснування розв’язку систем (12), а отже i iн-
варiантнiсть системи (9) вiдносно операторiв J0a. Але, оскiльки ви-
конуються комутацiйнi спiввiдношення[

J0a, J0b

]
= Jab,

то й оператори Jab є операторами симетрiї системи (8), (9). А тому,
й система (3), (5) є лоренц–iнварiантною з операторами Лоренца (6),
де (ηak, βak) визначаються як деякий розв’язок системи (12).
Таким чином, доведена теорема.

Теорема. Рiвняння неперервностi (3), (5) буде iнварiантним вiд-
носно групи Лоренца тодi i тiльки тодi, коли ранг матрицi Якобi,
що утворена функцiями Fµ, дорiвнює чотирьом.

Тепер наведемо декiлька конкретних прикладiв, що iлюструють
теорему для заданих Fµ (наводимо в кожному випадку лише один
розв’язок з сiм’ї розв’язкiв системи (12)). Явний вигляд операторiв
Jab не наводимо, оскiльки їх легко можна отримати з комутацiйних
спiввiдношень [J0a, J0b] = Jab.

1. F 0 = H1, F a = Ea. Рiвняння (3) матиме вигляд

H1
0 + div �E = 0,
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а оператори лоренцових поворотiв у цьому випадку

J0k = xk∂x0 + x0∂xk
+H1∂Ek + Ek∂H1 .

2. F 0 =
1
2

(
�E2 + �H2

)
, F a = Ea. Рiвняння (3) матиме вигляд

EaEa
0 +HaHa

0 + div �E = 0,

а оператори лоренцових поворотiв у цьому випадку

J0k = xk∂x0 + x0∂xk
+ F 0∂Ek +

Ek(1 − F 0)
Hk

∂Hk ,

щодо k не має пiдсумовування.

3. F 0 =
1
2

(
�E2 + �H2

)
, F k =

1
2

(
Ek2

+Hk2
)
. Оператори лоренцових

поворотiв у цьому випадку

J0k = xk∂x0 + x0∂xk
+
F k + F 0

2Ek
∂Ek +

F k − F 0

2Hk
∂Hk ,

щодо k не має пiдсумовування.
У всiх наведених прикладах зображення алгебри Лоренца не спiв-

падають з алгеброю Лоренца (1), що допускається лiнiйними рiвнян-
нями Максвелла в вакуумi.
В. Бойко висловлює подяку ДФФД України (проект № 1.4/356)

за часткову фiнансову пiдтримку цiєї роботи.
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Про автохвильовi iнварiантнi розв’язки
рiвнянь релаксацiйної гiдродинамiки
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Розглядається система диференцiальних рiвнянь, яка описує розпо-
всюдження нелiнiйних хвиль в середовищi, що релаксує. В широкому
дiапазонi значень параметрiв наведено умови iснування iнварiантних
автохвильових розв’язкiв.

A system of partial differencial equations describing nonlinear waves
propagation in relaxing medium is considered. Conditions that guarantee
an existence of invariant autowave solutions are obtained for the wide range
of the parameter values.

До опису розповсюдження довгих хвиль в гетерогенних середовищах
(грунтах, скельних породах, газо-рiдинних сумiшах, тощо) викори-
стовується система рiвнянь такого вигляду [1–3]:

∂u

∂t
+
∂p

∂x
= �, ∂V

∂t
− ∂u

∂x
= 0,

τ
∂p

∂t
+

χ

V m+1

∂V

∂t
=

κ

V m
− p,

(1)

де u – швидкiсть, p – тиск, V = ρ−1 – питомий об’єм, m = ΓV ∞ + 1,
ΓV ∞ – коефiцiєнт Грюнайзена [4], � – масова сила, τ – час релаксацiї,
χ – об’ємна в’язкiсть, κ – параметр, пропорцiйний квадрату рiвно-
важної швидкостi звуку CT0, (t, x) – пара лагранжевих координат,
пов’язаних з ейлеровими координатами (te, xe) спiввiдношеннями

t = te, x =
∫
ρdxe. (2)

При деяких значеннях параметрiв система (1) дослiджувалась в ро-
ботах [2, 3, 5, 6], в яких показано iснування солiтонних розв’язкiв та
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режимiв з загостренням в задачi про поршень [5], а також автохви-
льових iнварiантних розв’язкiв [2, 3, 6]. В цiй роботi проаналiзовано
умови виникнення iнварiантних автохвильових розв’язкiв в широко-
му дiапазонi значень параметрiв, який включає всi вiдомi нам ви-
падки застосування системи (1).
Якщо зовнiшня сила виражається залежнiстю � = γV (1−m)/2,

система (1) допускає тривимiрну алгебру Лi, яка породжується опе-
раторами

P̂0 =
∂

∂t
, P̂1 =

∂

∂x
,

Q =
m+ 1

2
x
∂

∂x
+
m− 1

2
u
∂

∂u
− V

∂

∂V
+mp

∂

∂p
.

(3)

Згiдно з вiдомою методикою [7], симетрiйнi властивостi системи (1)
застосовуються до зменшення кiлькостi незалежних змiнних. Для
цього використовується оператор

Ẑ = P̂0 + ξQ̂,

на iнварiантах якого можна побудувати анзац

u = (x0 − x)µU(ω), V = R(ω)(x0 − x)−σ,

p = (x0 − x)mσΠ(ω), ω = ln(x0 − x) − ξt,
(4)

де µ = (m− 1)/(m+ 1), σ = 2/(m+ 1). Пiдставляючи (4) в (1), одер-
жимо систему звичайних диференцiальних рiвнянь вiдносно функ-
цiй U(ω), R(ω) та Π(ω). У випадку m = 1 ця система природним
чином розщеплюється на двi пiдсистеми, однак, в загальному випад-
ку її розщеплення неможливе. Пiсля деяких стандартних алгебраїч-
них перетворень факторизовану систему можна записати у такому
виглядi:

ξ∆U̇ = ξ(χG−H) − (∆ + χ)F,

ξ∆Ṙ = τξRm+1(ξG− F ) −H,

ξ∆Π̇ = ξ {ξH + χ(F − ξG)} .
(5)

де

∆ = τξ2Rm+1 − χ, F = γR(1−m)/2 +mσΠ,

G = µU, H = R(ΠRm − κ).
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Рис.1. Бiфуркацiйна дiаграма системи (5) в околi особливої точки A(0, 1, κ), от-
римана при m = 0.9, χ = 3, τ = 0.2, R0 = 1. Використовуються такi позначення:
(S)ULC – (стiйкий)нестiйкий граничний цикл; (S)UF – (стiйкий)нестiйкий фокус.
Суцiльною лiнiєю зображена гiлка κ1(ξ) кривої нейтральної стiйкостi, пунктир-
ною – гiлка κ2(ξ).

Система (5) має єдину особливу точку в фiзичнiй областi значень
параметрiв. Ця точка визначається спiввiдношеннями

U0 = 0, Π = κ/Rm
0 , R

1/σ
0 = −mσκ/γ (6)

при додатковiй умовi mσκ/γ < 0. Особливiй точцi (6) вiдповiдає
iнварiантний стацiонарний розв’язок

u = 0, V = R0(x0 − x)−σ, p = Π0(x0 − x)mσ.

Розглянемо умови iснування перiодичних розв’язкiв [8] в околi
iзольованої особливої точки (6). Аналiз можна спростити, викори-
стовуючи довiльнiсть вибору трьох констант, необхiдних для обез-
розмiрювання вихiдної системи (наприклад, характерної довжини
l0, характерного часу τ0 та характерної щiльностi ρ0). Згiдно з цим,
значення трьох параметрiв можна зафiксувати довiльним чином.
В подальшому будемо вважати, що χ = 3, R0 = 1, τ = 0, 2. Мат-

рицю лiнеаризацiї системи (5) в особливiй точцi U0 = 0, R0 = 1,
Π0 = κ можна представити у виглядi:

M̂ =

 ξµχ −ξmκ(1 + ξµτ) −ξ(1 + ξmστ)
τµξ2 −mκ(1 + ξµτ) −(1 + ξmστ)
−ξ2µχ mκξ(ξ + µχ) ξ(ξ +mσχ)

 . (7)

Криву нейтральної стiйкостi (iнакше, криву бiфуркацiї Хопфа [8])
визначаємо як розв’язок рiвняння

(λ− λ1)
(
λ2 + Ω2

)
= det

∥∥∥λÎ − M̂
∥∥∥ , Ω2 > 0.
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Рис.2. Фазовi портрети системи (5), отриманi при таких значеннях параметрiв:
χ = 3, τ = 0.2, R0 = 1, m = 0.9 : a) ξ = −3.4, κ = 2.855; б) ξ = −5, κ = 0.84025.

Звiдси отримуємо спiввiдношення

κi =
(
B ±√

B2 − 4AC
)
/(2A), i = 1, 2,

Ω2
i = V

(
R−Qξ2

)
+ κi

[
β
(
Tξ2 − V

)
+ SQ− βR

]
,

λi
1 = V +R− βκi,

(8)

де

A = β2(V +R) − β
(
SQ+ Tβξ2

)
,

B = β(V +R)2 − [RSQ+ ξ2(QTS + βV (Q+ T ))
]
,

C = V (V +R)(R−Qξ2), V = µχξ, T = µτξ, β = m(1 + µτξ),
S = mξ(ξ + µχ), R = ξ(ξ +mσχ), Q = 1 + ξmστ.

Таким чином, крива нейтральної стiйкостi має двi гiлки: κ = κ1(ξ)
та κ = κ2(ξ). Очевидно, що народження автоколивних розв’язкiв
можливе лише тодi, коли Ω2

i > 0, де i = 1 або 2 (на вiдповiднiй гiлцi
повинна виконуватись умова κi > 0 [2, 3]).
Дослiдження кривої нейтральної стiйкостi проводилися з викори-

станням пакету програм “Маthcad 4.0". Паралельно здiйснювалось
чисельне моделювання системи (5) за методом Дормана-Принца [9].
Поведiнку системи в околi кривої нейтральної стiйкостi для значень
m ∈ (0, 1) можна охарактеризувати так. Перiодичнi розв’язки реалi-
зуються лише при ξ < 0. Матриця лiнеаризацiї M̂ має пару чисто
уявних коренiв за умови, що ξ < ξ0, де −ξ1 < ξ < ξ0, ξ1 � 3.8725,
ξ0 < 3 (значення ξ0 залежить вiдm). Для випадкуm = 0.9 кривi ней-
тральної стiйкостi κi(ξ), i = 1, 2, зображенi на рис.1. Обидвi кривi
мають розрив першого роду в точцi ξ = −ξ1, яка визначає лiнiю
непродовжуваностi розв’язкiв ∆ = τξ2R2

0 − χ = 0.
Опишемо поведiнку системи (5) в околi кривої κ1(ξ). В областi

−ξ1 < ξ < ξ0 пiд кривою κ1(ξ) особлива точка A(0, 1, κ) є нестiйким
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Рис.3. Кривi нейтральної стiйкостi системи (5) в областi ξ > 0 (а) та фазовий
портрет (б), одержаний при таких значеннях параметрiв: χ = 3, τ = 0.2, R0 = 1,
m = 2.0, ξ = 5.0, κ = 19.23.

фокусом. Над кривою нейтральної стiйкостi iснує нестiйкий гранич-
ний цикл, радiус якого зростає в мiру того, як точка (ξ, κ) вiддаляєть-
ся вiд неї. Цикл цей руйнується внаслiдок гомоклiнiчної бiфуркацiї
(перiодична траєкторiя системи (5), зображена на рис.2а, отрима-
на при значеннях параметрiв, близьких до критичних). Пiсля гомо-
клiнiчної бiфуркацiї особлива точка стає стiйким фокусом.
В областi ξ < −ξ1 нижче кривої κ1(ξ) особлива точка A(0, 1, κ)

є стiйким фокусом; над кривою κ1(ξ) м’ягко народжується стiйкий
граничний цикл (рис.2б), радiус якого зростає в мiру вiддалення точ-
ки (ξ, κ) вiд кривої. При достатньому збiльшеннi цiєї вiдстанi перiо-
дична траєкторiя “влипає"в сусiдню притягуючу точку, яка знахо-
диться праворуч вiд неї.
В околi гiлки κ2(ξ), яка зображена на рис.1 пунктирною лiнiєю

поведiнка системи така: в областi −ξ1 < ξ < ξ0 нижче кривої ней-
тральної стiйкостi особлива точка є стiйким фокусом; в деякiй об-
ластi над кривою iснує стiйкий граничний цикл. Лiворуч вiд лiнiї
ξ = −ξ1 уявнi коренi матрицi M̂ замiнюються в дiйснi i продовження
кривої κ2(ξ) визначає в цiй областi геометричне мiсце точок, в яких
A(0, 1, κ) є сiдлом з парою однакових власних значень.
Поведiнка кривих нейтральної стiйкостi при m > 1 в цiлому та-

кож характеризується унiфiкованiстю, оскiльки для графiкiв вiдпо-
вiдних функцiй в дiапазонi 1, 05 ≤ m ≤ 10 не виявлено суттєвих
розбiжностей принаймнi в тих областях, де функцiї κi(ξ) та Ω2

i (ξ) од-
ночасно додатнi (рис.3а). Характерною особливiстю системи для цих
значень параметра m є вiдсутнiсть стiйких автохвильових розв’язкiв
при ξ < 0. Такi розв’язки з’являються на гiлцi κ2(ξ) в областi, що
лежить праворуч вiд точки ξ ≈ 3.8725, в якiй функцiя Ω2

2(ξ) перехо-
дить в верхню пiвплощину. Стiйкий граничний цикл (рис.3б) народ-
жується пiд кривою нейтральної стiйкостi κ2(ξ). Область iснуван-
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ня автоколивних розв’язкiв тягнеться далеко вправо вздовж кривої
κ2(ξ) – їх наявнiсть вiдмiчено при значеннях ξ > 10. Над кривою
нейтральної стiйкостi особлива точка є стiйким фокусом.
Локальний аналiз системи (5) показує, що теорема про централь-

ний многовид [8] в околi точки A(0, 1, κ) виконується лише в областi
|ξ| < |ξ1|. Згiдно з цим, фазовi портрети для −ξ1 < ξ < ξ0 були
одержанi в режимi дзеркального вiдображення руху по траєкторiях.
Звернемо, однак, увагу на те, що розв’язки системи (5) визначають
одночасно iнварiантнi розв’язки системи (1). При переходi вiд iн-
варiантної змiнної ω до змiнної x (за умови, що t = const таке вiдо-
браження взаємно однозначне) напрямки руху по траєкторiях дина-
мiчної системи змiнюються на протилежнi (вiдповiдної змiни зазнає
i характер особливих точок). Таким чином, при виборi iнварiантних
перiодичних розв’язкiв за початковi умови в розв’язку задачi Кошi
для системи (1), їх еволюцiя в автомодельному режимi буде найбiльш
iмовiрною у випадку, якщо 0 < m < 1, −ξ1 < ξ < ξ0, а κ > κ1(ξ).

[1] Ляхов Г.М. Волны в грунтах и пористых многокомпонентных средах. – М.:
Наука, 1982. – 288 с.

[2] Владимиров В.А., Даниленко В.А., Королевич В.Ю. Нелинейные модели
многокомпонентных релаксирующих сред. Динамика волновых структур и
качественный анализ. Ч. I, II. – Киев, 1990. – 80 с. – (Препринт / АН УССР,
Ин-т геофизики им. С.И. Субботина).

[3] Danylenko V.A., Sorokina V.V., Vladimirov V.A. On the governing equation
in relaxing media model and self-similar quasiperiodic solutions // J. Phys. A:
Math. Gen. – 1993. – 26, № 9.

[4] Slater J.C. Introduction to chemical physics. – New York, 1939.

[5] Даниленко В. А., Хрищенюк В.О. До утворення хвильових структур при
iмпульсних швидкоплинних процесах в геофiзичних середовищах // Доп.
НАН України. – 1994. – № 11. – C 112–115.

[6] Christenyuk V.O., Danylenko V.A., Vladimirov V.A. On the modelling of
selforganization phenomena in relaxing medium // Dopovidi Nat. Acad. Sci.
of Ukraine. – 1994. – № 8. – P. 39.

[7] Овсянников Л.В. Групповой анализ дифференциальных уравнений. – М.:
Наука, 1978.

[8] Хэссард Б., Казаринов Н., Вэн И. Теория и приложения бифуркации рож-
дения цикла. – М.: Мир, 1986.

[9] Хайрер Э., Нерсетт С., Ваннер Г. Решение обыкновенных дифференциаль-
ных уравнений: нежесткие задачи. – М: Мир, 1990 – 512 с.



Працi Iнституту математики НАН України 1998, том 19, 54–63

УДК 617.958:517.93

Про асимптотичнi властивостi
iнварiантних розв’язкiв рiвнянь
релаксацiйної гiдродинамiки

В.А. ВЛАДIМIРОВ

Iнститут геофiзики iм. С.I. Субботiна НАН України, Київ
E-mail: vsan@ambernet.kiev.ua

Наведено результати якiсних та чисельних дослiджень системи рiвнянь
гiдродинамiчного типу, що описує багатокомпонентнi релаксуючi сере-
довища. Встановлено iснування у цiєї системи сiм’ї iнварiантних перiо-
дичних розв’язкiв, якi руйнуються внаслiдок гомоклiнiчної бiфуркацiї.
За певних умов збурення, що моделюють iмпульснi навантаження, ви-
ходять на автомодельнi режими солiтоноподiбного типу.

The results of qualitative investigations and numerical simulations of
a hydrodynamic-type system describing multicomponent relaxing media
are presented. This system is shown to possess a family of self-similar
periodic solutions, which are destroyed after the homoclinic bifurcation
takes place. Numerical experiments show that under certain conditions
initial perturbations simulating the pulse loading action tend to the self-
similar soliton-like regimes.

Використання теоретико-групових методiв в нелiнiйнiй математич-
нiй фiзицi виправдовується в значнiй мiрi тим, що деякi iнварiантнi
розв’язки еволюцiйних рiвнянь служать промiжними асимптотика-
ми [1] для широкого класу iнших розв’язкiв в областi, де цi розв’язки
вже не залежать вiд деталей початково-крайових умов, але систе-
ма ще далека вiд свого граничного стану (звiдси назва “промiжнi
асимптотики"[1]). В роботi розглядаються вiдповiднi властивостi од-
нiєї сiм’ї iнварiантних роз’язкiв системи

∂u

∂t
+
∂p

∂x
= �, ∂V

∂t
− ∂u

∂x
= 0,

τ
∂p

∂t
+

χ

V 2

∂V

∂t
=
κ

V
− p,

(1)
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яка є частковим випадком гiдродинамiчної моделi середовища, що
релаксує, виведеної в [2] на основi феноменологiчної термодинамiки
нерiвноважних процесiв (див. також [3]).
У випадку, якщо � = γ = const, система (1) допускає однопара-

метричну групу, яка породжується оператором

Ẑ =
∂

∂t
+ ξ

(
x
∂

∂x
+ p

∂

∂p
− V

∂

∂V

)
. (2)

З функцiонально незалежних iнварiантiв оператора (2) можна побу-
дувати анзац такого вигляду:

u = U(ω), V = R(ω)/(x0 − x),
p = (x0 − x)Π(ω), ω = ln(x0 − x) − ξt.

(3)

Пiдставляючи (3) в друге рiвняння системи (1), одержимо квадра-
туру

U = ξR+ const (4)

та двовимiрну динамiчну систему

ξ∆R′ = −R [σRΠ − κ+ τξRγ] ,
ξ∆Π′ = ξ {ξR(RΠ − κ) + χ(Π + γ)} , (5)

де (·)′ = d(·)/dω, ∆ = τ(ξR)2 − χ, σ = 1 + τξ. У випадку загаль-
ного положення система (5) має чотири особливi точки: особливу
точку R0 = 0, Π0 = −γ, яка лежить на осi ординат; особливу точку
R1 = −κ/γ, Π1 = −γ яка лежить всерединi фiзичної областi значень
параметрiв за умови, що γ < 0; пару особливих точок

R2,3 = ±
√

χ

τξ2
, Π2,3 =

κ− τξγR2,3

σR2,3
,

якi лежать на лiнiї непродовжуваностi розв’язкiв ∆=τ(ξR)2− χ=0.
Особливiй точцi A1(−κ/γ,−γ) можна поставити у вiдповiднiсть

стацiонарний iнварiантний розв’язок вигляду (3):

u0 = 0, p0 = +γ(x− x0), V0 = κ/[γ(x− x0)]. (6)

Для цього розв’язку можна здiйснити в явному виглядi перехiд вiд
лагранжевої координати x = xл, яка використовується в роботi, до
ейлерової координати xe:

xe = (κ/γ) ln(x0 − xл), x0 − xл > 0. (7)
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Рис.1. Змiни режимiв системи (5) в околi особливої точки A(−κ/γ,−γ): а – нестiй-
кий фокус; б – нестiйкий граничний цикл; в – петля гомоклiнiки; г – стiйкий
фокус.

Якщо ввести параметр D = κ/(ξγ), то стацiонарний розв’язок (6)
можна записати так:

u0 = 0, p0 = κ, ρ0 = (Π1/κ) exp(ξxe/D),

де ρ0 = V −1
0 . Тим самим мiж стацiонарними iнварiантними роз-

в’язками в зображеннях Ейлера [2, 4] та Лагранжа встановлюється
однозначна вiдповiднiсть. Зв’язок цей не випливає з загальної тео-
рiї, оскiльки перехiд вiд ейлерових координат до лагранжевих за-
дається нелокальними спiввiдношеннями. Зазначимо, що, згiдно з
(7), лагранжевiй координатi xл = x0 вiдповiдає в ейлеровому пред-
ставленнi точка на +∞.
Проаналiзуємо умови iснування перiодичних розв’язкiв [5] в околi

особливої точки A1(R1,Π1), де Π1 = −γ > 0, R1 = −κ/γ. Запишемо
для цього лiнiйну частину системи (5) в координатах x = R − R1,
y = Π − Π1:

ξ∆
(
x
y

)′
=
[ −κ −R2

1σ
κξ2 (ξR1)2 + χξ

](
x
y

)
. (8)

Матриця M̂, яка стоїть в правiй частинi формули (8), буде мати пару
чисто уявних коренiв за таких умов:

(ξR1)2 + χξ = κ, (9)
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Рис.2. Розв’язки задачi Кошi для системи (1), в якiй за початковi умови вибира-
лися: (а) перiодична траєкторiя та (б) гомоклiнiчна траєкторiя системи (5).

Ω2 = κξ∆ > 0. (10)

Умова (10) виконується, наприклад, якщо ξ < 0, а координата R1 бу-
де розташована лiворуч вiд лiнiї непродовжуваностi розв’язкiв R =√
χ/(τξ2), тобто, якщо ∆ < 0. Такий вибiр буде єдиним з точки зору

стiйкостi розв’язкiв, оскiльки з нерiвностей ξ > 0 i ∆ > 0 випли-
ває, що швидкiсть iнварiантної бiжучої хвилi менша за рiвноважну
швидкiсть звуку CT0 =

√
κ. Розв’язуючи рiвняння (9), одержимо, з

урахуванням сказаного, критичне значення параметра ξкр:

ξкр = −χ+
√
χ2 + 4κR2

1

2R2
1

. (11)

Дослiдження поведiнки системи (5) в околi особливої точки A(R1,Π1)
виявили таку змiну режимiв: особлива точка є нестiйким фокусом,
якщо ξ < ξкр (рис.1а). Вище цього значення м’яко народжується
нестiйкий граничний цикл (рис.1б), радiус якого зростає iз зростом
параметра ξ доти, доки вiн не досягне другого критичного значення
ξ2кр, при якому вiдбувається гомоклiнiчна бiфуркацiя (рис.1в). Пiсля
другої бiфуркацiї критична точка стає стiйким фокусом (рис.1г).
Нестiйкiсть граничного циклу (а також гомоклiнiчної траєкторiї)

не виключає можливостi спостереження еволюцiї вiдповiдних роз-
в’язкiв системи (1) в автомодельних режимах, оскiльки при переходi
ω → x (який буде взаємно однозначним при t = const) траєкторiї ди-
намiчної системи змiнюють свої напрямки, отже, змiнюється i харак-
тер особливих точок (стiйкi режими стають нестiйкими, i навпаки).
В чисельних експериментах, в яких застосовувалась схема Го-

дунова [6], iнварiантнi автохвильовi розв’язки та граничнi до них
розв’язки, якi вiдповiдають петлям гомоклiнiк, використовувались
як початковi умови в задачi Кошi. Результати моделювання пред-
ставленi на рис.2. Порiвняння чисельних розв’язкiв з формулами
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Рис.3. Збурення, якi використовувались в чисельних експериментах (а) та гра-
фiки часової залежностi вiдстанi мiж хвильовими пакетами, якi породжуються
цими збуреннями та сiм’єю гомоклiнiчної траєкторiї (б) (наведено значення енер-
гiї сходинок з вiдповiдним маркуванням).

аналiтичного продовження iнварiантних розв’язкiв дає змогу пере-
конатися в тому, що, в межах точностi методу (застосовувалась чи-
сельна схема першого порядку), початковi збурення еволюцiонують
в автомодельних режимах.
Чисельнi експерименти також показують, що хвильовi пакети вiд

деякого класу початкових збурень з плином часу прямують до роз-
в’язку, який породжується гомоклiнiчною траєкторiєю системи (5).
Початковi збурення визначалися за формулами

u = 0, V = κ/p,

p =

{
p2(x0 − x), якщо x ∈ (0, a) ∪ (a+ l, x0),
(p2 + p3)(x0 − x) + w(x− a) + h, якщо x ∈ (a, a+ l),

(12)

де a, l, p3, w, h−γ = p2 – параметри збуреннь, якi задавались на фонi
стацiонарного iнварiантного розв’язку (6). Промiжок l (ширина збу-
рення) вибирався як бiльшим, так i меншим вiд носiя еволюцiонуючої
гомоклiнiчної траєкторiї (порiвняння проводиться в той момент, ко-
ли фронт iнварiантного гомоклiнiчного розв’язку спiвпадає з правим
обмеженням збурення). Початковi збурення, якi використовувались
в експериментах, зображенi на рис.3a. Виявляється, що, незалежно
вiд ширини початкового збурення l, параметри p3, w, h можна вибра-
ти таким чином (цей вибiр можна реалiзувати багатьма способами),
що одна з траєкторiй, утворена зi “сходинки", буде з плином часу на-
ближатись до сiм’ї вектор-функцiй {�U t

hc(x)}t≥0 = [uhc(t, x), Vhc(t, x),
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phc(t, x)]t≥0, породжених гомоклiнiчною траєкторiєю. Критерiєм то-
го, чи буде новоутворена хвиля прямувати до сiм’ї гомоклiнiки, може
служити оцiнка повної енергiї збурення, а точнiше, тiєї її частини,
яка буде передана хвильовому пакету, що прямує “вниз", тобто, в
напрямку зменшення щiльностi середовища. Якщо ця енергiя про-
порцiйна повнiй енергiї i не дуже залежить вiд форми i розмiрiв
збурення, тодi енергетична оцiнка “сходинки"може служити прий-
нятним критерiєм збiжностi.
Повна енергiя збурення E складається з внутрiшньої Eint та по-

тенцiальної Epot енергiй:

E = Eint + Epot =
∫

[εint + εpot] dm,

де εint, εpot – локальнi значення внутрiшньої та потенцiальної енер-
гiй, вiдповiдно, в перерахунку на одиницю маси, dm = dxл. Вели-
чину потенцiальної енергiї визначимо з формули F = ργ − grad p =
−∇εpot:

Epot =
∫
εpotdm =

∫
supp Ω

 xe∫
c1

(ρ−1∇p− γ)dx′e

 ρdxe,

де xe – ейлоровська координата, p та ρ = V −1 виражаються за фор-
мулою (12), suppΩ – носiй збурення. Використовуючи формули

1/ρ∂p/∂xe = ∂p/∂xл, dxл = ρdxe,

одержимо, пiсля взяття iнтеграла та елементарних перетворень

Epot =
κ l

α+ β

[(
1 + k

k

)
ln(1 + k) − 1

]
,

де k = [P (a + l) − P (a)]/P (a), P (z) = αz + β, α = w − (p2 + p3),
β = (p2 + p3)x0 − aw.
Щiльнiсть внутрiшньої енергiї збурення знаходимо iз спiввiдно-

шення (∂εint/∂V )s = −p = −κ/V :
εint = c− κ lnV.

Вiд цього виразу треба вiдняти щiльнiсть енергiї стацiонарного неод-
норiдного стану ε0int, яка дорiвнює c−κ lnV0, отже, остаточно маємо

Eint =
∫

supp Ω

(εint − ε0int)ρdxe = κ

∫
supp Ω

lnV0/V dxл.
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Рис.4. Збурення стацiонарного неоднорiдного розв’язку (6) та породженi ними
хвильовi пакети (зображено на фонi еволюцiонуючої гомоклiнiчної траєкторiї,
вiдмiченої пунктиром)
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Використовуючи формулу (12), одержимо звiдси:

Eint = κ

{
l ln

P (a + l)
P0(a + l)

+

+
P (a)
α

ln
[
1 +

αl

P (a)

]
+
P0(a)
p2

ln
[
1 − p2l

P0(a)

]}
,

де P0(z) = p2(x0 − z).
Вiдстань мiж хвильовим збуреннням �U t0

wp = (uwp, Vwp, pwp) (t0, x)
та сiм’єю гомоклiнiки {�U t

hc(x)}t≥0 = [uhc(t, x), Vhc(t, x), phc(t, x)]t≥0,
визначалась як локальний мiнiмум функцiоналу[

dist
(
�U t0

wp, �U
t
hc

)]2
= inf

t∈Ot1

{ ∫
supp Ω12

(
[pwp(t0x) − phc(t, x)]2+

+[Vwp(t0, x) − Vhc(t, x)]2 + [uwp(t0, x) − uhc(t, x)]2
)
dx

}
×

×
{ ∫
supp Ω1

(
[p0(x) − phc(t, x)]2+

+[V0(x) − Vhc(t, x)]2 + uhc(t, x)2
)
dx

}−1

,

(13)

де Ot1 – окiл моменту часу t1, в якому фронти бiжучих хвиль �U t0
wp

та U t1
hc спiвпадають, �U0 = (p0(x)V0(x), 0) – початкова неоднорiднiсть,

яка задається формулою (6), supp Ω̃12 – об’єднання носiїв �U t1
hc та �U

t0
wp,

supp Ω1 – носiй �U t1
hc.

Чисельнi розрахунки показують, що обраний енергетичний кри-
терiй досить добре характеризує збiжнiсть хвилi вiд збурення до сiм’ї
{�U t

hc}t≥0 принаймнi тодi, коли носiй початкового збурення спiвмiр-
ний з носiєм гомоклiнiки в момент їх перекриття. Збiжнiсть хви-
льового пакету до сiм’ї гомоклiнiки спостерiгалась в тих випадках,
коли E ∈ (43, 47). На рис.4 представлена картина еволюцiї хвильо-
вих пакетiв, породжених “сходинками", для яких енергiя знаходиться
в цьому промiжку, на фонi iнварiантних гомоклiнiчних траєкторiй;
для порiвняння на рис.5 зображенi хвильовi пакети, отриманi в тих
випадках, коли E �∈ (43, 47). На рис.3б подано вiдстанi, якi одержу-
ються за формулою (13), в функцiї часу.
Таким чином, iснує залежнiсть мiж значенням енергiї “сходин-

ки"та збiжнiстю породженої нею хвилi до сiм’ї гомоклiнiки. Засто-
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Рис.5. Еволюцiя хвильових пакетiв, породжених збуреннями (лiворуч), для яких
E �∈ (43, 47) (зображено на фонi еволюцiонуючої гомоклiнiчної траєкторiї, вiдмi-
ченої пунктиром).

сування чисельної схеми першого порядку точностi не дає змоги от-
римати кiлькiснi критерiї збiжностi, однак, в якiсному вiдношеннi
введений енергетичний критерiй цiлком себе виправдовує – кожен
раз, коли величина E (при заданих вище значеннях параметрiв си-
стеми (1)) суттєво вiдхилялася вiд iнтервалу (43, 47), збiжнiсть до
сiм’ї гомоклiнiки була вiдсутньою.
Збiжнiсть, отримана для хвильових пакетiв, представлених на

рис.4, була в певному сенсi максимальною – розбiжностi хвильо-
вих пакетiв в “хвостових"частинах, викликанi схемними ефектами
не дають змоги одержати бiльш точнi кiлькiснi оцiнки. Iснує, однак,
iнша суттєва обставина, яка ставить пiд сумнiв принципову мож-
ливiсть покращення оцiнок збiжностi. Проблема полягає в тому, що
особливiй точцi A2(R2,Π2), яка є початком i кiнцем гомоклiнiчної
траєкторiї, на вiдмiну вiд точки A1(R1,Π1), не можна поставити у
вiдповiднiсть стацiонарний iнварiантний розв’язок системи (1). Вод-
ночас, гомоклiнiчна траєкторiя є єдиною траєкторiєю системи (5),
яка може бути продовжена направо вiд лiнiї ∆ = 0. Параметри, що
використовувалися в чисельних експериментах, добирались так, щоб



Про асимптотичнi властивостi iнварiантних розв’язкiв 63

максимально сповiльнити рух в околi точки A2(R2,Π2) порiвнянно
з iншими областями фазової площини, однак факт iснування продо-
вження гомоклiнiчної траєкторiї означає, що швидкiсть руху в точцi
A2(R2,Π2) залишається скiнченною при будь-яких значеннях пара-
метрiв. Саме через це ми вживаємо до окреслення асимптотичних
властивостей вiдповiдного автомодельного розв’язку вихiдної систе-
ми термiн “промiжнi асимптотики".
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Неоднорiднi задачi для
полiпараболiчного оператора
А.С.ГАЛIЦИН, О.М.ЖУКОВСЬКИЙ, В.П.КАРАГОДОВ

Iнститут математики НАН України, Київ

Доведено теорему про коректнiсть неоднорiдної задачi для полiпара-
болiчного рiвняння з правою частиною, яка належить до класу обме-
жених в R

n функцiй. Наведено точнi формули для констант оцiнок
потенцiалiв з такими щiльностями i одержано точнi розв’язки для ча-
стинних випадкiв.

The theorem establishing the correctness of the inhomogeneous problem
for a polyparabolic equation with the right-hand side belonging to the
set of bounded functions in R

n is proved. Exact formulas for constants
of evaluations for potentials with these densities are presented and exact
solutions for patricular cases are obtained.

Розглянемо неоднорiдну задачу для лiнiйного рiвняння в частинних
похiдних

Tm+1u ≡
m+1∑
j=0

(−1)jCj
m+1

∂m−j+1

∂tm−j+1
∇2ju(t,x) = f(t,x), (1)

де t ∈ R
1
+, x ∈ R

n (n ∈ N), f(t,x) ∈ L1
loc(R

1+n), ∇2 – оператор
Лапласа, Cj

m+1 – бiномiальнi коефiцiєнти.
При m = 0 це рiвняння перетворюється в класичне неоднорiдне

рiвняння теплопровiдностi. Всякий розв’язок рiвняння Tm+1u = 0,
визначений в деякiй областi простору R

n+1, називається полiкало-
ричною функцiєю [1, 2], i єдиним чином може бути поданий у виглядi

u(t,x) = u0(t,x) + tu1(t,x) + · · · + tmum(t,x), (2)

де uk(t,x) – суть розв’язки рiвняння Tu = 0. Зазначимо для подаль-
шого, що має мiсце формула

Tm+1(tku) =
m+1∑
j=0

j!Cj
m+1C

j
kt

k−jTm−j+1u, (3)

яка виводиться за iндукцiєю.
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Фундаментальний розв’язок оператора Tm+1 з простору D′(R1+n)
має вигляд [3]

Em,n(t,x) =
θ(t)tm−n/2

(2
√
π)nm!

exp
(
−|x|2

4t

)
. (4)

Вiн невiд’ємний, обертається в нуль при t < 0, нескiнченно диферен-
цiйовний при (t,x) �= 0 i має, окрiм iнших, такi властивостi:∫

Rn

Em,n(t,x) dnx =
tm

m!
; (5)

∂k

∂tk
Em,n(+0,x) = 0 (0 ≤ k ≤ m− 1),

∂m

∂tm
Em,n(+0,x) = 1. (6)

Оскiльки Em,n ∈ L1
loc(R

1+n), розв’язок задачi (1) можна подати у
виглядi згортки [4]

u(t,x) = Em,n(t,x) ∗ f(t,x), (7)

яка визначає полiкалоричний потенцiал з щiльнiстю f(t,x). При цьо-
му u ∈ L1

loc(R
1+n), якщо

h(t,x) = [Em,n(t,x) ∗ |f(t,x)|] ∈ L1
loc(R

1+n). (8)

Наведена нижче теорема визначає один з класiв щiльностi, для яко-
го згортка (7) iснує. Для спрощення формул iндекси m i n далi не
записуються.
Позначимо через K0 клас функцiй, перетворюється на нуль при

t < 0 i обмеженi в кулi 0 ≤ t ≤ t0 : |f | ≤ Af = sup |f(τ, ξ)| (0 ≤ τ ≤ t,
ξ ∈ R

n).

Теорема. Якщо f(t,x) ∈ K0, то полiкалоричний потенцiал U(t,x)
порядку m iснує в K0, виражається iнтегралом (7) i задовольняє
оцiнки

|U | ≤ Af
tm+1

(m+ 1)!
, (9)

∣∣∣∂kU

∂tk

∣∣∣≤ Afa
(k)
m,nt

m−k+1 , (10)

|∇2pU | ≤ Afb
(p)
m,nt

m−p+1 , (11)
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де a(k)
m,n i b

(p)
m,n – додатнi сталi, та початковi умови

U(+0,x) = 0, (12)

∂kU

∂tk

∣∣∣
t=+0

= 0 (1 ≤ k ≤ m), ∇2pU
∣∣
t=+0

= 0 (1 ≤ p ≤ m), (13)

T sU(+0,x) = 0 (1 ≤ s ≤ m). (14)

Доведення. За теоремою Фубiнi з умови (5) вiдразу випливає, що

h(t,x) ≤ Af
tm+1

(m+ 1)!
.

Оскiльки |U | ≤ h, то U = 0 при t < 0, виконується оцiнка (9) i, таким
чином, U ∈ K0.
Скориставшись формулою диференцiювання згортки по t та вла-

стивостями (6), при t > 0 маємо, що

∂kU

∂tk
=

t∫
0

∫
Rn

f(τ, ξ)
∂k

∂tk
E(t− τ,x − ξ) dnξdτ.

Звiдси випливає, що∣∣∣∂kU

∂tk

∣∣∣ ≤ Af

∫
Rn

∂k−1

∂tk−1
E(t, ξ) dnξ. (15)

Оскiльки

∂k−1E
∂tk−1

=
1

(2
√
π)nm!

k−1∑
l=0

Cl
k−1

dk−l−1tm−n/2

dtk−l−1

∂l

∂tl
e−

|ξ|2
4t ,

а, в свою чергу,

dk−l−1tm−n/2

dtk−l−1
=

Γ(m− n
2 + 1)

Γ(m− n
2 − k + l + 2)

tm−n
2 −k+l−1,

∂l

∂tl
e−

|ξ|2
4t = t−le−

|ξ|2
4t

l−1∑
j=0

(−1)j(l − 1) . . . (l − j)Cj
l

( |ξ|2
4t

)l−j

,
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де Γ(z) – гама-функцiя [5], то в (15)∫
Rn

∂k−1

∂tk−1
E(t, ξ) dnξ =

tm−n
2 +k+1

(2
√
π)nm!

k−1∑
l=0

Cl
k−1

Γ(m− n
2 + 1)

Γ(m− n
2 − k + l + 2)

×

×
l−1∑
j=0

(−1)j(l − 1)(l − 2) . . . (l − j)Cj
l

∫
Rn

( |ξ|2
4t

)l−j

e−
|ξ|2
4t dnξ.

Але ∫
Rn

|ξ|2l−2je−
|ξ|2
4t dnξ =

2π
n
2

Γ(n
2 )

∞∫
0

ρ2(l−j)+n−1e−
ρ2

4t dρ =

=
(2
√
π)n

Γ(n
2 )

22l−2jΓ
(
l − j +

n

2

)
tl−j+ n

2 ,

(16)

тому, повернувшись до нерiвностi (15), одержуємо оцiнку (10), в якiй
константа a(k)

m,n, залежна вiд порядку полiкалоричного потенцiалу,
порядку його похiдної за часом та розмiрностi простору, обчислюєть-
ся точно:

a(k)
m,n =

Γ(m− n
2 + 1)

m!Γ(n
2 )

k−1∑
l=1

l−1∑
j=0

Cl
k−1(C

j
l )2Γ(l − j + n

2 )(l − j)j!
lΓ(m− n

2 − k + l + 2)
.

Продовжуючи оцiнки, розглянемо

∇2pU = ∇2p
[E(t,x) ∗ f(t,x)

]
= f(t,x) ∗ ∇2pE(t,x).

Оскiльки f ∈ K0, то має мiсце нерiвнiсть

|∇2pU | ≤ Af

t∫
0

∫
Rn

∇2pE(τ,x) dnxdτ =

=
Af

(2
√
π)nm!

t∫
0

τm−n/2

∫
Rn

∇2pe−
|x|2
4τ dnxdτ.

(17)

Можна довести, що

∇2pe−
|x|2
4τ = 2−2pe−

|x|2
4τ

p∑
j=0

(−1)j(2j)!C2j
2p

j! τ2p−j
|x|2p−2j ,
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тому в (17)∫
Rn

∇2pe−
|x|2
4τ dnx = 2−2p

p∑
j=0

(−1)j(2j)!C2j
2p

j! τ2p−j
×

×
∫

Rn

|x|2p−2je−
|x|2
4τ dnx.

(18)

Тут iнтеграл в правiй частинi iснує i обчислюється за формулою (16).
Пiдставивши його в (18), а результат – в нерiвнiсть (17), одержимо
шукану оцiнку (11). В нiй постiйна b(p)

m,n обчислюється за формулою

b(p)
m,n =

(2p)!
(m− p+ 1)m! Γ(n

2 )

p∑
j=0

Γ(p− j + n
2 )

22j(2p− 2j)!
.

Отже, оцiнки (9)–(11) теореми обгрунтовано. З них випливають
початковi умови (12) i (13), якi задовольняє полiкалоричний потен-
цiал. Початкова умова (14) є наслiдком попереднiх, в чому легко
переконатись за допомогою формули (3).
З теореми, зокрема, випливає, що поряд з класичною задачею

Кошi для рiвняння (1) має сенс постановка задачi з неоднорiдними
початковими умовами, якi вiдповiдають умовам (14):

T ku(+0,x) = ϕk(x) (1 ≤ k ≤ m).

Знайдемо точнi розв’язки задачi (1). Оскiльки |x − ξ|2 = |x|2 +
|ξ|2 − 2(x · ξ), то загальну формулу, яка дає розв’язок задачi (1),
можна, у вiдповiдностi з (7) та теоремою Фубiнi, записати так:

u(t,x) =
1

(2
√
π)nm!

t∫
0

τm−n/2e−
|x|2
4τ dτ×

×
∫

Rn

f(t− τ, ξ)e−
|ξ|2−2(x·ξ)

4τ dnξ.

(19)

Зокрема, якщо f = f(t, |x|), то при n ≥ 2 iз (19) одержується, що

u(t, r) =
1

2n−1
√
π Γ(n−1

2 )

t∫
0

τm−n/2e−
|r|2
4τ dτ ×

×
∞∫
0

ρn−1e−
ρ2

4τ f(t− τ, ρ)dρ

π∫
0

e
rρ
2τ cos ϕ sinn−2 ϕdϕ,
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де r2 = x2
1 + x2

2 + · · · + x2
n. Але для ν > 0

π∫
0

e±z cos ϕ sin2ν ϕdϕ =
√
π Γ
(
ν +

1
2

)(
2
z

)ν

Iν(z),

де Iν(z) – беселева функцiя уявного аргументу [5], тому для вказа-
ного класу щiльностей i n ≥ 2

u(t, r) =
1

2r
n
2 −1m!

t∫
0

τm−1e−
|r|2
4τ dτ ×

×
∞∫
0

ρ
n
2 e−

ρ2

4τ In
2 −1

( rρ
2τ

)
f(t− τ, ρ)dρ.

(20)

Вироджений випадок n = 1 не охоплюється формулою (20), бо для
нього

u(t,x) =
1

2
√
πm!

t∫
0

τm− 1
2 e−

x2
4τ dτ

∞∫
−∞

e−
ξ2−2xξ

4τ f(t− τ, ξ)dξ. (21)

Якщо розмiрнiсть простору непарна, iнтеграл по ρ в (16) зво-
диться до iнтегралу вiд елементарних функцiй. Зокрема, оскiльки
при n = 3

I 1
2
(z) =

√
2
πz
shz,

iз (20) одержується, що

u(t, r) =
1√
πm! r

t∫
0

τm− 1
2 e−

r2
4τ dτ×

×
∞∫
0

ρ2e−
ρ2

4τ sh
( rρ

2τ

)
f(t− τ, ρ)dρ.

(22)

Окремо розглянемо випадок, коли f(t,x) – фiнiтна функцiя в R
n.

Нехай

f(t,x) = Aω(t)F (|x|) θ(R2 − |x|2) (A,R = const > 0, n ≥ 2).
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Для такої щiльностi iз (20) вiдразу одержується, що

u(t, r) =
1

2r
n
2 −1m!

t∫
0

τm−1e−
r2
4τ ω(t− τ)dτ×

×
R∫

0

ρ
n
2 e−

ρ2

4τ In
2 −1

( rρ
2τ

)
F (ρ)dρ.

Нехай тепер n = 1 i f(t,x) = Aθ(t)θ(R − |x|). Для цього випадку
iз (21) випливає, що

u(t,x) =
A

2m!

t∫
0

τm

[
erf
(
R+ x
2
√
τ

)
+ erf

(
R− x
2
√
τ

)]
dτ, (23)

де erf(z) – iнтеграл ймовiрностей [5]. Оскiльки

t∫
0

τmerf
(

z

2
√
τ

)
dτ = 2

(z
2

)2m+2
∞∫

z
2
√

t

ξ−2m−3erf(ξ) dξ,

а при цьому [3]
∞∫

ξ

ξ−2m−3erf(ξ) dξ =
1

2(m+ 1)

{
(−1)m+1

√
π

Γ(m+ 3
2 )

erfc(ξ)+

+ξ−2m−2

[
erf(ξ) − 1

π
e−ξ2

m+1∑
k=1

(−1)k Γ(m− k + 3
2 )

Γ(m+ 3
2 )

ξ2k+1

]}
,

то пiсля низки перетворень вiд (23) приходимо до точного розв’язку

u(t,x) =
Atm

2(m+ 1)!

[
Φm

(
R+ x
2
√
t

)
+ Φm

(
R− x
2
√
t

)]
, (24)

де

Φm(z) = erf(z) +
(−1)m+1

√
π

Γ(m+ 3
2 )

z2m+2erfc(z)−

− 1
π
e−z2

m+1∑
k=1

(−1)k Γ(m− k + 3
2 )

Γ(m+ 3
2 )

z2k+1.
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Неважко перевiрити, що наведенi тут частиннi точнi розв’язки
задачi (1) для щiльностей з класу K0 узгоджуються з твердженнями
доведеної вище теореми.
Застосуємо отриманi вище результати до задачi

(sinT )u = f(t,x). (25)

Враховуючи розклад лiвої частини в нескiнченний ряд та узагаль-
нення спiввiдношень (2), (3), подамо фундаментальний розв’язок
оператора sinT з простору D′(R1+n) у виглядi ряду

Sn(t,x) =
∞∑

m=0

(−1)mEm,n(t,x)
(2m+ 1)!

=

=
θ(t)e−

|x|2
4t

(2
√
π)n

∞∑
m=0

(−1)mt2m−n/2

(2m)!(2m+ 1)!
=

=
θ(t)e−

|x|2
4t t−n/2−1

(2
√
π)n

t∫
0

ber2
√
τdτ,

(26)

що абсолютно збiжний при t > 0 i має наступнi властивостi:∫
Rn

Sn(t,x) dnx =
∞∑

m=0

(−1)mt2m

(2m)!(2m+ 1)!
;

∂k

∂tk
Sn(+0,x) = 0 (k = 2p− 1),

∂k

∂tk
Sn(+0,x) =

(−1)p

(2p+ 1)!
(k = 2p).

Тодi розв’язок задачi (25) отримаємо для f(t,x) ∈ K0 у виглядi
згортки

u(t,x) = Sn(t,x) ∗ f(t,x), (27)

що дає аналогiчно (20) i (21) при n ≥ 2

u(t, r) =
1

2r
n
2 −1

∞∑
m=0

(−1)m

(2m)!(2m+ 1)!
×

×
t∫

0

τ2m−1e−
|r|2
4τ dτ ×

∞∫
0

ρ
n
2 e−

ρ2

4τ In
2 −1

( rρ
2τ

)
f(t− τ, ρ)dρ,

(28)
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i при n = 1

u(t,x) =
∞∑

m=0

(−1)m

2
√
π(2m)!(2m+ 1)!

t∫
0

τ2m− 1
2 e−

x2
4τ dτ×

×
∞∫

−∞
e−

ξ2−2xξ
4τ f(t− τ, ξ)dξ.

(29)

Якщо n = 1 i f(t,x) = Aθ(t)θ(R − |x|), то отримуємо точний
розв’язок задачi (25) у виглядi

u(t,x) =
∞∑

m=0

(−1)mAt2m

2((2m+ 1)!)2

[
Φ2m

(
R+ x
2
√
t

)
+ Φ2m

(
R− x
2
√
t

)]
. (30)
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Парасупералгебра Пуанкаре i
парасуперсиметрична теорiя поля

О.В. ГАЛКIН

Iнститут математики НАН України, Київ
E-mail: galkin@apmat.freenet.kiev.ua

У данiй роботi наведена лiнiйна реалiзацiя генераторiв парасупералгеб-
ри Пуанкаре в термiнах параграсманових змiнних, а також розглянутi
рiвняння руху для кiрального парасуперполя Φ+(x, θ).

In this paper we present a realization of the Poincaré parasuperalgebra in
terms of the linear operators involving para-Grassmannian variables. We
consider also the equation of motion for the chiral parasuperfield Φ+(x, θ).

1. Вступ. Вiдомо, що скалярне, векторне та спiнорне поля пов’язанi
з вiдповiдними зображеннями групи Пуанкаре. При перетвореннях
iз групи Пуанкаре або при перетвореннях внутрiшньої симетрiї тен-
зорнi (бозоннi) i спiнорнi (фермiоннi) поля перетворюються незалеж-
но одне вiд одного. Проте, було показано, що можна ввести бiльш
загальну групу перетворень, так звану супергрупу Пуанкаре, яка
об’єднує бозоннi та фермiоннi поля так, що при перетвореннях iз
цiєi групи бозоннi та фермiоннi поля будуть “перемiшуватися"мiж
собою [1]. Генераторами супергрупи Пуанкаре є генератори групи
Пуанкаре, а також фермiоннi генератори, що вiдповiдають антико-
мутацiйним спiввiдношенням.
Суперсиметрiя робить можливим об’єднання симетрiї простору-

часу (пуанкаре-iнварiантнiсть) iз внутрiшнiми симетрiями [2] i дає
пiдстави сподiватися, що несуперечлива квантова теорiя гравiтацiї
може бути побудована [3].
Нещодавно було запропоновано узагальнення суперсиметрii, так

звана парасуперсиметрiя. У роботi [4] закладено фундамент парасу-
персиметричної квантової теорiї поля. Ця теорiя розглядає параста-
тистики замiсть статистик Фермi i Бозе. Рiвняння парасуперсимет-
ричної квантової теорiї поля мають бути iнварiантнi вiдносно пара-
супергрупи Пуанкаре. Парасуперсиметрична квантова теорiя поля
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є релятивiстським узагальненням парасуперсиметричної квантової
механiки, яка, в свою чергу, є узагальненням суперсиметричної кван-
тової механiки [5].
Робота [4] стимулювала появу роботи [6], в якiй повнiстю описанi

всi незвiднi зображення (N = 1) парасупералгебри Пуанкаре, якi
вiдiграють важливу роль при побудовi парасуперсиметричних моде-
лей у квантовiй теорiї поля. При цьому робота [4] має ряд недолiкiв.
По-перше, в цiй роботi наведена нелiнiйна реалiзацiя генераторiв па-
расупергрупи Пуанкаре в термiнах параграсманових змiнних. Бу-
ло б бажано мати лiнiйну реалiзацiю для побудови парасуперсимет-
ричного узагальнення суперсиметричної моделi Весса-Зумiно [1, 2].
По-друге, гамiльтонiан парасуперсиметричного хвильового рiвнян-
ня (без взаємодiї) не комутує iз парасуперзарядами. У данiй роботi
наведена лiнiйна реалiзацiя генераторiв парасупералгебри Пуанкаре
в термiнах параграсманових змiнних. Також знайдено рiвняння ру-
ху для парасуперполя Φ+(x, θ). У випадку вiдмiнних вiд 0 констант
взаємодiї рiвняння для Φ+ вiдповiдає лагранжiану, наведеному у ро-
ботi [4].

2. Реалiзацiя (N = 1) парасупералгебри Пуанкаре в термi-
нах параграсманових змiнних. Парасупералгебра Пуанкаре [4,
6] генерується десятьма генераторами групи Пуанкаре Pν , Jνσ, якi
задовольняють комутацiйнi спiввiдношення

[Pµ, Pν ] = 0, [Pµ, Jνσ] = i(gµνPσ − gµσPν),
[Jµν , Jρσ] = i(gµσJνρ + gνρJµσ − gµρJνσ − gνσJµρ),
Jµν = −Jνµ, µ, ν = 0, 1, 2, 3,

(1)

а також 4 парасуперзарядами Qα, Q̄α (α = 1, 2), що задовольняють
спiввiдношення

[Qα, [Qβ , Qγ ]] = [Q̄α, [Q̄β , Q̄γ ]] = 0,
[[Qα, [Qβ , Q̄γ ]] = −4Qβ(σµ)αγP

µ,

[[Q̄α, [Qβ , Q̄γ ]] = 4Q̄γ(σµ)βαP
µ.

(2)

[Jµν , Qα] = − 1
2i

(σµν)β
αQβ , [Pµ, Qα] = 0,

[Jµν , Q̄α] = − 1
2i
Q̄β (σ̄µν)β

α , [Pµ, Q̄α] = 0,
(3)

де σν – матрицi Паулi, а σνµ = −σµν = σνσµ (У цiй роботi використо-
вується сiгнатура (+,−,−,−)). Спiнорнi iндекси α, β, γ (α, β, γ = 1, 2)
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опускаються i пiднiмаються за допомогою унiверсального спiнора
εαβ (ε11 = ε11 = ε22 = ε22 = 0, ε12 = ε21 = 1, ε21 = ε12 = −1),
наприклад, Qα = εαβQβ .
Всi незвiднi зображення парасупералгебри Пуанкаре (1)–(3) опи-

санi в роботi [6]. Тут ми наводимо реалiзацiю генераторiв парасу-
пералгебри Пуанкаре в термiнах параграсманових змiнних θ1, θ2. Цi
змiннi задовольняють вiдношення [4]

θαθβθγ + θγθβθα = 0, (4)

(у цiй роботi припускається, що параметр параквантовостi p = 2).
Диференцiювання за параграсмановими змiнними можна визна-

чити, використовуючи зображення Грiна [5], в якому

θα =
p=2∑
i=1

θ(i)α ,
[
θ(i)α , θ

(i)
β

]
+

= 0,
[
θ(i)α , θ

(j)
β

]
= 0 (i �= j), (5)

∂

∂θα
=

p=2∑
i=1

∂

∂θ
(i)
α

,

[
∂

∂θ
(i)
α

,
∂

∂θ
(i)
β

]
+

= 0,

[
θ(i)α ,

∂

∂θ
(i)
β

]
+

= δαβ , (6)

[
∂

∂θ
(i)
α

,
∂

∂θ
(j)
β

]
= 0,

[
θ(i)α ,

∂

∂θ
(j)
β

]
= 0 (i �= j). (7)

Тодi, використовуючи формули (5)–(7), можна перевiрити, що ге-
нератори парасупералгебри Пуанкаре в термiнах параграсманових
змiнних

Pµ = pµ = i
∂

∂xµ
,

J12 = x1p2 − x2p1 +
1
4

(
θ1

∂

∂θ2
− ∂

∂θ2
θ1 − θ2

∂

∂θ1
+

∂

∂θ1
θ2
)
,

J13 = x1p3 − x3p1 +
i

4

(
θ1

∂

∂θ1
− ∂

∂θ1
θ1 − θ2

∂

∂θ2
+

∂

∂θ2
θ2
)
,

J23 = x2p3 − x3p2 +
1
4

(
θ1

∂

∂θ1
− ∂

∂θ1
θ1 − θ2

∂

∂θ2
+

∂

∂θ2
θ2
)
,

J01 = x0p1 − x1p0 +
i

4

(
∂

∂θ1
θ1 − θ1

∂

∂θ1
− θ2

∂

∂θ2
+

∂

∂θ2
θ2
)
,

J02 = x0p2 − x2p0 +
1
4

(
∂

∂θ1
θ1 − θ1

∂

∂θ2
+ θ2

∂

∂θ1
− ∂

∂θ1
θ2
)
,

J03 = x0p3 − x3p0 +
i

4

(
θ2

∂

∂θ1
− ∂

∂θ1
θ2 − θ1

∂

∂θ2
+

∂

∂θ2
θ1
)
,

(8)
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Q1 =
∂

∂θ1
; Q̄1 = −2

(
(p3 − p0)θ1 + (p1 + ip2)θ2

)
,

Q2 =
∂

∂θ2
, Q̄2 = 2

(
(p3 + p0)θ2 − (p1 − ip2)θ1

)
,

(9)

задовольняють спiввiдношення (1)–(3). У роботi [4] наведена нелi-
нiйна реалiзацiя генераторiв парасупералгебри Пуанкаре в термiнах
змiнних θ1, θ2. Iснує також реалiзацiя генераторiв Pµ, Jµν , QA, Q̄A у
термiнах чотирьох параграсманових змiнних θ1, θ2, θ̄1, θ̄2. У цьому
випадку маємо

Pµ = pµ = i
∂

∂xµ
,

Jµν = x[µpν] − 1
4

(
(σµν)αβ

[
θα,

∂

∂θβ

]
+ (σ̄µν)αβ

[
θ̄α,

∂

∂θ̄β

])
,

(10)

Qα = −i ∂

∂θα
− i(σµ)αβ θ̄

βPµ, Q̄α = i
∂

∂θ̄α
+ iθβ(σµ)βαP

µ. (11)

Тепер можна визначити коварiантнi похiднi

Dα =
∂

∂θα
− (σµ)αβ θ̄

βPµ, D̄α = − ∂

∂θ̄α
+ θβ(σµ)βαP

µ. (12)

Похiднi (12) мають важливу властивiсть, яка буде використана на-
далi, а саме: величини L = DαDα = [D1,D2] i L̄ = D̄αD̄

α = [D̄1, D̄2]
комутують з генераторами парасупералгебри Пуанкаре.
Зауважимо, що вигляд генераторiв (10) i (11) можна одержати iз

аналогiчних виразiв для генераторiв (N = 1) супералгебри Пуанка-
ре, якщо в них скрiзь вважати, що θα – це параграсмановi змiннi,
якi задовольняють спiввiдношення (4), а вирази типу θ̄αθβ замiнити
на 1

2 [θ̄α, θβ ].

3. Незвiдне скалярне парасуперполе. Розглянемо функцiї (па-
расуперполя), визначенi на просторi змiнних xµ, θα, θ̄β . Нехай Φ =
Φ(x, θ, θ̄) – скалярне парасуперполе. Це парасуперполе, при розкла-
дi в ряд, мiстить 100 компонент. Однак, можна визначити скалярне
парасуперполе з меншою кiлькiстю компонент. Для цього будемо ви-
магати, щоб Φ(x, θ, θ̄) задовольняло спiввiдношення

DαΦ(x, θ, θ̄) = 0 (13)
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або

D̄αΦ(x, θ, θ̄) = 0. (14)

Через те, що (13) i (14) iнварiантнi вiдносно перетворень парасу-
пералгебри Пуанкаре, то цi спiввiдношення видiляють iз простору
парасуперполiв, що мають 100 компонент, iнварiантнi пiдпростори,
що мiстять парасуперполя з меншим числом компонент (далi буде
показано, що число компонент дорiвнює 10). Парасуперполя, що за-
довольняють (13) i (14), є незвiдними.
Для дослiдження рiвнянь (13) i (14) перейдемо до нового зобра-

ження для парасуперполiв

Φ±(x, θ, θ̄) = exp(∓G)Φ, (15)

де

G =
1
2
hµP

µ, (16)

а hµ має вигляд hµ = (σµ)βα[θ̄α, θβ ] (цi зображення будемо називати
+ та − зображеннями). Оператори A+ i A− в зображеннях + i −
пов’язанi з оператором A у вихiдному зображеннi згiдно з формулою

A± = exp(∓G)A exp(±G). (17)

Тодi, використовуючи формули (11), (12), (17), можна отримати ге-
неротори Q, Q̄,D, D̄ в + i − зображеннях. Крiм того, можна пока-
зати, що Φ+ не залежить вiд θ̄, а Φ− – вiд θ, звiдки випливає, що
Φ+(x, θ) буде мати вигляд (анологiчно для Φ−, але замiсть θ буде θ̄):

Φ+(x, θ) = A+(x) + θαϕ+α + θαθβψ+αβ+
+(θαθα)θβλ+β + (θ1)2(θ2)2B+(x).

(18)

У вихiдному зображеннi полю Φ+(x, θ) вiдповiдає поле Φ+(x, θ, θ̄) =
exp(G)Φ+(x, θ), що задовольняє рiвняння D̄αΦ+ = 0.
Таким чином, iнварiантнi простори, видiленi рiвняннями (13) i

(14), мiстять 6 незалежних полiв: 3 поля iз спiном 0; 2 поля iз спiном
1
2 i 1 поле iз спiном 1 (див., також [4, 6]).
На закiнчення цього роздiлу розглянемо закон перетворення ве-

личин A,ϕα, ψαβ , λα, B при парасуперперетвореннях. Варiацiя пара-
суперполя Φ+(x, θ), яка пов’язана з нескiнченно малими парасупер-
перетвореннями, визначається формулою

δΦ+(x, θ) = i(ξαQ+
α + ξ̄αQ̄

+α)Φ+, (19)
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де Q+, Q̄+ – парасуперзаряди в + зображеннi. Тодi одержуємо

δA = 2ξαϕα, δB = 2ξ̄α(σµ)β
αP

µλβ ,

δϕα = ξαχ(x) + ξβψ(αβ) + 2ξ̄β(σµ)αβP
µA,

δχ = 2ξαλα + 2ξ̄β(σµ)α
βP

µϕα,

δ(ψ(αβ)) = 2ξ̄β [(σµ)βαP
µϕγ + (σµ)γαP

µϕα] − 2ξ(βλα),

δλα = −2ξαB(x) + ξ̄β(σµ)αβP
µχ− ξβ(σµ)γ

βP
µψ(αγ),

(20)

тут ψβα − ψαβ = χ(x)εβα (iндекс + надалi опускається).
4. Парасуперсиметрична модель Весса-Зумiно. У цьому роз-
дiлi ми знайдемо рiвняння руху для незвiдних кiральних парасупер-
полiв Φ+(x, θ). Перш за все, розглянемо рiвняння для вiльного пара-
суперполя Φ+(x, θ), тобто за вiдсутностi взаємодiї. Враховуючи той
факт, що оператор L, визначений у параграфi 2, комутує з генера-
торами парасупералгебри Пуанкаре, можна записати рiвняння для
Φ+(x, θ), яке буде iнварiантним вiдносно парасупергрупи Пуанкаре

L̄+exp(−2G)Φ∗
+(x, θ) = 0, (21)

тут L̄+ = [D̄+
1 , D̄

+
2 ], D+, D̄+ – коварiантнi похiднi в + зображеннi.

Беручи до уваги (15), (16) i (17), одержуємо рiвняння для компо-
нентних полiв A,ϕα, ψαβ , λα, B:

(p0 + �S�p )�Λ = 0, div �Λ = 0, (22)

(p0 + �σ�p )ϕ = 0, (23)

�A = 0, (24)

χ(x) = B(x) = λ1 = λ2 = 0, (25)

де �Λ = (ψ22−ψ11, −i(ψ22+ψ11), ψ12+ψ21), χ(x) = ψ12−ψ21, матрицi
Sa мають вигляд

S1 =

 0 0 0
0 0 −i
0 i 0

 , S2 =

 0 0 i
0 0 0
−i 0 0

 , S3 =

 0 −i 0
i 0 0
0 0 0

 .

Очевидно, що система (22) є системою рiвнянь Максвелла для без-
масового поля iз спiном 1. Система (23) – це система для двохком-
понентного спiнора безмасового поля iз спiном 1

2 . Рiвняння (24) –
рiвняння для безмасового поля iз спiном 0.
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Тепер перейдемо до розгляду рiвняння для поля Φ+(x, θ) iз взає-
модiєю (парасуперсиметрична модель Весса-Зумiно). У цьому випад-
ку парасуперсиметричне рiвняння для поля Φ+(x, θ) можна записати
у виглядi:

(L̄+)2exp(−2G)Φ∗
+(x, θ) = mΦ+(x, θ) + gΦ2

+(x, θ), (26)

тут m, g – константи взаємодiї. Лагранжiан, що вiдповiдає рiвнянню
(26), буде мати вигляд:

L = (Φ∗
+exp(2G)Φ+)(θ1)2(θ2)2(θ̄1)2(θ̄2)2+

+
(

1
2
mΦ2

+ +
1
3
gΦ3

+

)
(θ1)2(θ2)2

+ к.с.,
(27)

де (...)(θ1)2(θ2)2(θ̄1)2(θ̄2)2 =
(

∂

∂θ1

)2(
∂

∂θ2

)2(
∂

∂θ̄1

)2(
∂

∂θ̄2

)2

(к.с. – це

комплекснє спряження). Лагранжiан (27) спiвпадає iз лагранжiаном,
наведеним у роботi [4].
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Розглядається ефективний та простий пiдхiд до побудови анзацiв для
нелiйнiйного рiвняння Шредiнгера та нелiнiйного хвильового рiвнян-
ня, а також умови їх редукцiї до звичайних диференцiальних рiв-
нянь. Представлено повний опис анзацiв деякого типу. Обговорюється
зв’язок мiж розв’язками та лiєвською й умовною симетрiєю цих рiв-
нянь.

We consider construction of ansatzes for nonlinear Schrödinger and wave
equations, and conditions of their reduction to ordinary differential
equations. Complete description of ansatzes of certain types is presented.
The relationship between solutions and both Lie and conditional symmetry
of these equations is discussed.

1. Introduction.We are going to use here a straightforward method for
construction of exact solutions for partial differential equations (PDE)
which sometimes allows to obtain a wider class of exact solutions than
the classical Lie method of similarity reduction [1–3]. The idea of this
approach focuses on a notion of ansatz – a special substitution which
reduces a PDE to another PDE with less number of independent variables
or to an ordinary differential equation (ODE) [1, 4, 5]. The Lie method
provides ansatzes using subalgebras of an invariance algebra of an equa-
tion [1, 2, 3, 6]. We tried to search for ansatzes directly, substituting some
general form of ansatz to an equation and then considering conditions
of its reduction. This technique is used intensively for two-dimensional
equations (see, e.g., [7–13]), and we succeeded to apply it for a four-
dimensional equation. The general idea is obvious but the main diffi-
culties here are investigation of compatibility and solution of reduction
conditions, which present nontrivial problems.
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2. Nonlinear Schrödinger equation. First let us consider the nonli-
near Schrödinger equation

2iut + �u− uF (|u|) = 0. (1)

Here u is a complex-valued function, u = u(t, �x), �x is a n-dimensional
vector of space variables, |u| =

√
uu∗, an asterisk designates complex

conjugation, �u = ∂2u/∂x2
a, a = 1, . . . , n.

Eq.(1) with an arbitrary function F is invariant under the Galilei
algebra with basis operators

∂t, ∂a, Jab = xa∂b − xb∂a, M = i(u∂u − u∗∂u∗),

Ga = t∂a + ixa(u∂u − u∗∂u∗), a, b = 1, . . . , n.
(2)

Solutions obtained from the algebra (2) by means of the Lie method
are well-known [14–16] and all of them are of the form

u = exp{if(t, �x)}ϕ(ω). (3)

Such form of a substitution is the most general reducing an arbitrary
nonlinear equation (1) to an ODE. The expression (3) where f , ω are
some unknown real functions of t and �x will be an ansatz for Eq.(1) if its
substitution reduces (1) to an ODE for a complex function depending
on the new variable ω only. Whence we get conditions on the functions
f and ω:

2ft + fafa = S(ω), �f = T (ω),

ωt + faωa = X(ω), �ω = Y (ω), ωaωa = Z(ω),
(4)

where S, T , X, Y , Z are arbitrary smooth functions.
For n = 2, n = 3 we had found the general solution of the system (4)

up to equivalency of substitutions (3).
For the purpose of reduction of Eq.(1) it is sufficient to consider

the system (4) only up to equivalence of the ansatzes (3). We shall call
ansatzes equivalent if they lead to the same solutions of the equation.
We deal here with real functions f and ω, so Z(ω) in (4) must be

nonnegative. Whence we can reduce the equation ωaωa = Z(ω) by local
transformations to the same form with Z(ω) = 0 or Z(ω) = 1.

1) Z(ω) = 0. In this case ωa = 0, ω = ω(t) and we can put ω = t. The
system (4) can be written as

2ft + fafa = S(t), �f = T (t).
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It is evident that the ansatzes of form (3) are equivalent up to trans-
formations f → f + r(ω), so we can put S(t) = 0. We come to the
system

2ft + fafa = 0, �f = T (t), (5)

and the following theorem gives a necessary condition of its compatibility.

Theorem 1. The system (5) can be compatible only if

T (t) = θ′(t)/θ(t), θ(n+1) = 0.

Proof of this theorem can be carried out using differential consequen-
ces of (5) and the Hamilton-Cayley theorem. It is rather cumbersome,
and its complete version can be found in [17].

2) Z(ω) = 1. It had been established in [18] that when n = 3, �ω =
N/ω, N = 0, 1, 2 (N = 0, 1 for n = 2). Up to equivalency of ansatzes
we can put X(ω) = 0.

Theorem 2. The system of equations

2ft + fafa = S(ω), �f = T (ω),

faωa + ωt = 0, ωaωa = 1, �ω = N/ω,
(6)

where N = 0, 1 with n = 2, N = 0, 1, 2 with n = 3 is compatible
iff T (ω) = 0; S(ω) = c1ω + c2, N = 0; S(ω) = c1/ω

2 + c2, N = 1;
S(ω) = c1, N = 2; c1, c2 are arbitrary constants.

Theorem 3. The system (4) is invariant with respect to the operators

∂a, Jab = xa∂b − xb∂a, Ĝa = t∂a + xa∂f . (7)

Thus, we can search for its general solution up to transformations
generated by operators (7):

xa → αabxb + βa, xa → gat+ xa, (8)

αab, βa, ga are constants, αacαcb = δab (the Kronecker symbol).
Further we adduce all solutions of the system (4), which are nonequi-

valent up to transformations (8).
I. Z(ω) = 0, ω = t:

1) n = 3, f =
1
2

{
x2

1

t+A1
+

x2
2

t+A2
+

x2
3

t+A3

}
; (9)
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2) n = 2, 3, f =
1
2

{
x2

1

t+B1
+

x2
2

t+B2

}
; (10)

3) n = 2, 3, f =
x2

1

2t+ c1
;

4) n = 2, 3, f = c2x1 + c3 − 1
2
c22t.

II. Z(ω) = 1:

1) n = 2, 3, ω = x1 + at2, f = −2atx1 − 4
3
a2t3 + bt;

2) n = 2, 3, ω = (x2
1 + x2

2)
1/2, f = c tan−1 x1

x2
+ dt;

3) n = 3, ω = (x2
1 + x2

2 + x2
3)

1/2, f = et.

Here Ai, Bi, Ci, a, b, c, d, e are arbitrary constants.
The ansatz (3) reduces Eq.(1) to the following ODE:

−2S(ω)ϕ+ iT (ω)ϕ+ 2iX(ω)ϕ̇+ Y (ω)ϕ̇+ Z(ω)ϕ̈ = ϕF (|ϕ|). (11)
It follows from compatibility conditions of the system (4) that two

types of Eq.(11) are possible:

1) If ωaωa = Z(ω) = 0, we take ω = t and Eq.(11) will be of the form

i(2ϕ̇+ T (t)ϕ) = ϕF (|ϕ|), (12)

where T =
m∑

i=1

1
t+Bi

, m may take values from 1 to n; or T = 0.

Eq.(12) can be easily solved in quadratures: if T �= 0 then

ϕ = r exp
i

2

{
m∑

i=1

x2
l

t+Bl
−
∫
F (r)dt

}
,

r = C[(t+B1) . . . (t+Bm)]1/2

or if T = 0, f = c1x1 + c2 − 1
2
c21t then

ϕ = c exp i
{
c1x1 − 1

2
F (c)t+ c2 − c21

t

2

}
.
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2) If ωaωa = Z(ω) = 1 then Eq.(11) will be of the form

−2S(ω)ϕ+
N

ω
ϕ̇+ ϕ̈ = ϕF (|ϕ|). (13)

Eq.(13) in general obviously cannot be solved in quadratures. Some
of its particular solutions were given in [14–16].

3. Nonlinear wave equation. We can apply the results for the Schrö-
dinger equation (1) to describe all ansatzes of the form

u = f(x)ϕ(ω) (14)

with ω = αµxµ, αµαµ = 0 for a nonlinear wave equation

�u = λuk, (15)

where u = u(x0, x1, x2, x3) is a real function; k �= 1, λ are parameters;
the summation over repeated Greek indices is as follows: xµxµ ≡ x2

0 −
x2

1 − x2
2 − x2

3.
Further for simplicity of presentation we shall take ω = x0 + x3. In

this case the ansatz (14) will reduce Eq.(15) to an ODE if f(x) satisfies
the following conditions:

�f = fkT (ω), 2(f0 − f3) = fkY (ω). (16)

Here Y (ω) must not vanish. By means of a substitution of the form
f → γ(ω)f (ansatzes (14) are equivalent up to such substitutions) we
can get the system (16) with Y = 2/(1 − k). Then from the second
equation of (16) we get

f =
[
Φ(ω, x1, x2) +

1
2
(x0 − x3)

]1/(1−k)

. (17)

Substitution of (17) into the first equation of (16) gives the following
system for the function Φ:

Φ11 + Φ22 = T (ω)(1 − k), 2Φω − Φ2
1 − Φ2

2 = 0.

Using the results for the system (4) we get solutions for different
T (ω) with which the system (16) can be compatible:

Φ = −1
2

m∑
i=1

x2
i

ω +Bi
, T =

1
k − 1

m∑
i=1

1
ω +Bi

; (m = 1 or 2)

Φ = B1x1 +B2 +
B2

1

2
ω, T = 0; Bi are constants.
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Now Eq.(15) can be reduced to the ODE ϕ′ 2
1 − k

+T (ω)ϕ = λϕk, which

is solvable in quadratures: e.g., let T =
1

k − 1

2∑
i=1

1
ω +Bi

. Then

ϕ =
√
ρ

[
λ(1 − k)2

2

∫
ρ

k−1
2 dω

] 1
1−k

, ρ = (ω +B1)(ω +B2).

These results can be easily generalized for the cases when ω is a
solution of the system �ω = 0, ωµωµ = 0 (see e.g. [19]) or when u =
u(x0, x1, . . . , xn), n > 3.
Reduction and solutions for Eq.(15) when u is a complex function are

considered in [20].

4. Relation between symmetry and reduction of partial diffe-
rential equations. In general an ansatz which reduces a PDE to ano-
ther PDE with less number of independent variables or to an ODE cor-
responds to some Q-conditional symmetry of that equation. The notion
of conditional symmetry was introduced in [21], and many examples of
such symmetries for considered equations are given in [7–13].

Definition. Let us consider a PDE

F (x1, u, u
1
, . . . , u

r
) = 0, (18)

where x is a vector of independent variables, U is some function, u
k

is a set of k-th order partial derivatives. We shall say that Eq.(18)
is Q-conditionally invariant with respect to a set of operators {Qa =
ξab(x, u)∂b + ηa(x, u)∂u} if the system containing Eq.(18) and the addi-
tional conditions

La = ξab(x, u)ub − ηa(x, u) = 0 (19)

is compatible and invariant with respect to these operators.

Operators of conditional invariance can be defined up to an arbitrary
multiplier,and such invariance is essential when Qa are not proportional
to some operators of Lie invariance.
It can be proved that in the case ofQ-conditional invariance a solution

of the system (19) gives an ansatz which will reduce Eq.(18). Very
often investigation of reduction conditions or Q-conditional invariance
gives more ansatzes than the classical Lie method. However, all ansatzes
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described above correspond to Lie symmetry operators of Eqs. (1) and
(15). So we proved that ansatzes (3) and (14) yield no essential Q-
conditional invariance for these equations. This fact does not disprove
the idea that the direct method of reduction is more general than the
classical Lie method, though it is usually more difficult to apply.
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Одержано вичерпний опис умовних симетрiй, якi допускаються одно-
вимiрним рiвнянням Бусiнеска. Доведено, що, або розв’язком визна-
чальних рiвнянь для умовних симетрiй є лiївськi симетрiї, або ж цi
рiвняння еквiвалентнi рiвнянню Бусiнеска.

We obtain an exhaustive description of conditional symmetries admitted
by the Boussinesq equation in one spatial dimension. It is proved that
solving the determining equations for the conditional symmetries either
yields classical (Lie symmetries) or is equivalent to solving the Boussinesq
equation itself.

1. Introduction. The first exact solution of the (1+1)-dimensional
nonlinear porous medium equation (called also the Boussinesq equation)

ut =
k

m
(uux)x (1)

has been obtained by Boussinesq itself [1]. Here k is the filtration coeffi-
cient, m is the porosity of soil and u = u(t, x) is the pressure of the
ground water at the time t and at the cross-section measured by the
x-axis.
Boussinesq was looking for a solution in a separated form

u(t, x) = X(x)T (t)

with the following conditions:

u(t, 0) = 0, ux|x=L = 0.
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Thus constructed solution reads as

u =
H0F (ξ)

1 + 3b2kH0

2mL2 t
, (2)

where H0 is a constant, ξ = x/L and the function F = F (ξ) is defined
implicitly

ξ =
1
b

F∫
0

λdλ√
1 − λ3

, b =

1∫
0

λdλ√
1 − λ3

=
1
3
B

(
2
3
,
1
2

)
.

The above solution characterizes the so-called Boussinesq ordered regi-
me.
The next exact solution of the Boussinesq equation (BE) was found

much later by Barenblatt (the instant source solution) [2]

u =
m

6kt

[(
9kt
m

) 2
3

− x2

]
, 0 ≤ x ≤

(
9kt
m

) 1
3

= l. (3)

Note that the paper [2] contained a misprint which had been removed
by Sokolov in [3], where the instant source solution had been presented
in the form (3).
It is easy to become convinced of the fact that both solutions (2), (3)

correspond to the Lie symmetry of the Boussinesq equation. Indeed, the
solution (2) is a particular case of the Ansatz

u = (1 + αt)−1ϕ(x), α =
3b2kH0

2mL2
,

that is invariant with respect to the one-parameter Lie transformation
group having the generator

Q1 = (1 + αt)∂t − u∂u, ∂t =
∂

∂t
, ∂u =

∂

∂u
.

Furthermore, the Barenblatt’s solution (3) is invariant with respect to
the one-parameter transformation group generated by the operator

Q2 = 3t∂t + x∂x − u∂u, ∂x =
∂

∂x
.
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The operators Q1, Q2 belong to the maximal invariance algebra admitted
by BE [4]

〈T = ∂t, P = ∂x, D1 = t∂t − u∂u, D2 = x∂x + 2u∂u〉. (4)

Later on a systematic search for invariant solutions within the fra-
mework of the symmetry reduction technique has been undertaken (an
account of the results obtained in this way and the comprehensive list of
relevant references can be found in [5, 6]). As a choice of exact invariant
solutions of BE is very restricted there are was several attempts to utilize
its conditional (non-classical) symmetries for the sake of constructing
new analytical solutions. The notion of non-classical symmetry was first-
ly introduced by Bluman and Cole in the paper [7], where the determining
equations for non-classical symmetries admitted by the linear one-dimen-
sional heat equation had been obtained. An active study of conditional
symmetries of nonlinear partial differential equations (PDEs) has been
initiated by papers [8–12] which yielded a lot of principally new (non-
Lie) exact solutions for a number of nonlinear PDEs (see, e.g., [6, 13] and
references cited there). Note that an overwhelming majority of the papers
devoted to studying conditional symmetries of PDEs consider equations
in two dimensions. Some results on study of conditional symmetries of
multi-dimensional PDEs are given in [14], where we present wide classes
of conditional symmetries admitted by the nonlinear Dirac, wave and
SU(2) Yang-Mills equations.
To the best of our knowledge the first papers devoted to the studying

conditional symmetries of BE appeared in 1988-89 [16, 17], then other
papers followed (see, e.g., [6] and the references therein). However, no
new solutions were found in this way. One obtained new conditional
symmetries that after performing the symmetry reduction routine gave
rise to invariant solutions corresponding to the Lie symmetry of BE.
One of the aims of the present paper is to provide an explanations to
this "experimental data". We prove that the integrating the determining
equations for conditional symmetries of BE either yields classical Lie
symmetries or is equivalent to solving the Boussinesq equation (1). Fur-
thermore, we will prove that a similar assertion holds in part for an
arbitrary evolution type PDE in one dependent and two independent
variables.
2. Conditional symmetries of BE. Denoting the coefficient m

k as λ
we represent BE (2) in the form

ut = λ
(
uuxx + u2

x

)
. (5)
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Following the usual procedure for finding conditional symmetries
(see, e.g., [6, 15]) we are looking for a conditional symmetry operator
of the general form

Q = T (t, x, u)∂t +X(t, x, u)∂x + U(t, x, u)∂u, (6)

where T,X,U are some sufficiently smooth functions. Due to the fact
that, provided Q is a conditional symmetry operator of BE, an operator
f(t, x, u)Q with arbitrary function f is a conditional symmetry operator
of BE as well [14] we can simplify substantially the structure of an
operator to be found. Namely, it is sufficient to consider the two parti-
cular cases of the general formula (6), namely

1. T = 1,

2. T = 0, X = 1.

Case 1. The system of determining equations for the coefficients of
operator Q = ∂t +X(t, x, u)∂x + U(t, x, u)∂u reads

Ut = λuUxx + u−1U2 − 2UXx, uXuu −Xu = 0,
Xt − u−1XU + 2XXx − 2UXu = λ(uXxx − 2uUxu − 2Ux),
λ(uUuu + Uu + u−1U) + 2(XXu − λuXxu) = 0.

A simple computation yields the general solution of the above system.
It splits into two inequivalent classes

X = k1x+ k2, U = k1u; (7)

X = (k1 + t)−1(k2x+ k3) , U = (k1 + t)−1(2k2 − 1)u. (8)

Here k1, k2, k3 are arbitrary real constants.
Now inserting the formulae (7) into (6) under T = 1 yields an operator

that is the linear combination of Lie symmetry operators

T = ∂t, P = ∂x, D2 = x∂x + 2u∂u.

Next inserting the formulae (8) into (6) and multiplying by k1 + t
yield an operator that is a linear combination of Lie symmetry operators

T = ∂t, P = ∂x, D1 = t∂t − u∂u, D2 = x∂x + 2u∂u.

Case 2. BE (5) is conditionally-invariant with respect to the operator

Q = ∂x + η(t, x, u)∂u, (9)
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iff the following equation holds

L(η) ≡ ηt − λ
(
3ηηx + uηxx + 2uηηxu + η2(uηuu + 2ηu)

)
= 0. (10)

Let us make in the above equation the substitution

η(t, x, u) = −wx

wu
, (11)

where w = w(t, x, u) is a new dependent variable. As a result, we get

L

(
−wx

wu

)
= (wu)−2

(
wx

∂

∂u
− wu

∂

∂x

)[
wt + λ

w2
x

wu
−

−λu
(
wxx − 2wxwxu

wu
+
w2

xwuu

w2
u

)]
.

(12)

Combining equations (10) and (12) we conclude that there exists such
function f(t, w) that

wt − λu

(
wxx − 2wxwxu

wu
+
w2

xwuu

w2
u

)
+ λ

w2
x

wu
= f(t, w).

Making in the above equation the hodograph transformation

t = y0, x = y1, u = U(y0, y1, y2), w = y2 (13)

yields that the function U(t, x, u) obey the nonlinear PDE

− 1
Uy2

(
Uy0 − λ

(
UUy1y1 + U2

y1

))
= f(y0, y2).

At last, making the change of variables

z0 = y0, z1 = y1, z2 = Ω(y0, y2), V = U (14)

where Ω is a first integral of the first-order PDE

Ωy0 + f(y0, y2)Ωy2 = 0 (15)

reduces the equation obtained to the Boussinesq equation for the function
V = V (z0, z1, z2)

Vz0 = λ
(
V Vz1z1 + V 2

z1

)
. (16)

Note that the variable z2 is parametrical.
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Thus integration of the determining equation for the coefficient of
infinitesimal operator (9) is equivalent to solving the initial Boussinesq
equation. By this very reason, conditional symmetries of the form (9)
obtained by guesswork in [17] yields solutions that are nothing but group-
invariant solutions. Consider an illustrative example. Let us take as
V (z0, z1, z2) a solution of (16) invariant with respect to the displacement
group by the variable y0, namely,

V (z0, z1, z2)2 = r1(z2)z1 + r2(z2),

where r1, r2 are arbitrary smooth functions. Making the changes of va-
riables (14) and (13) we rewrite the above expression as follows

u2 = r1(w(t, x, u))x+ r2(w(t, x, u)). (17)

This equality determines implicitly the function w(t, x, u). Computing
the variables wx and wu yields the form of η(t, x, u)

η(t, x, u) = −wx

wu
=
r1(w(t, x, u))

2u
.

Hence we get the form of the conditional symmetry operator admitted
by the initial Boussinesq equation (5)

Q = ∂x − r1(w(t, x, u))
2u

,

where w(t, x, u) is given by (17). Evidently, this operator does not belong
to the symmetry algebra of the Boussinesq equation and, consequently, is
a conditional symmetry for (5). However, if we will integrate the equation
for characteristics

ux =
r1(w(t, x, u))

2u

we will get a solution that is invariant with respect to the group of
displaysments by x. Indeed, the above equation is equivalent to the
following PDE:(

u2
)
x

= r1(w(t, x, u)).

Differentiating it with respect to x yields(
u2
)
xx

= r′1(wx + wuux) = r′1

(
− r1
r′1x+ r′2

+
2uux

r′1x+ r′2

)
= 0.
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Consequently, the solution corresponding to the conditional symmetry
Q belongs to the class

u2(t, x) = R1(t)x+R2(t).

Inserting this expression into BE yields that R′
1 = R′

2 = 0, which is the
same as what was to be proved.
As proved in [18] the same assertion holds for the linear heat equation

ut = uxx. Namely, it has been shown that investigating conditional
symmetry within the class of operators (9) is equivalent to solving the
heat equation. In view of this fact one gets suspicious that a statement
of this kind should hold for a more general class of PDEs. It is indeed
the case for for arbitrary order evolution type equations in one spatial
variable

ut = F (t, x, u, u1, u2, . . . , un), (18)

where ui = ∂iu/∂xi, i = 1, 2, . . . , n.

Theorem 1. Let an equation of the form (18) be conditionally-invariant
with respect to the operator (9). Then the determining equation for the
function η(t, x, u) is equivalent to the initial equation (18).

Proof. We give here a principal scheme of the proof omitting the se-
condary technical details. The criterion for the equation (18) to be
conditionally invariant with respect to the operator (9) reads

Dtη −DxG
∣∣∣∣ = 0.

ut=G
(19)

Here G = G(t, x, u) is obtained from F by replacing the derivatives
u1, u2, . . ., un by their expressions via the function η(t, x, u) and its
derivatives with the use of the side condition ux = η(t, x, u) and its
differential consequences. The symbols Dt,Dx stand for the total deri-
vatives with respect to t and x correspondingly, i.e.,

Dt =
∂

∂t
+ ut

∂

∂u
, Dx =

∂

∂x
+ ux

∂

∂u
.

Relation (19) is rewritten to become

ηt +Gηu −
(
∂

∂x
+ ux

∂

∂u

)
G = 0.
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Now we make in the above equation the substitution (11) which yields
the following PDE:

w−2
u (wxwut − wuwxt) + w−2

u (wxwuu − wuwxu)H−

−w−1
u

(
wx

∂

∂x
− wu

∂

∂u

)
H = 0.

(20)

Here H is the function of t, x, w and of the derivatives of w obtained
from G via the substitution (11).
Equation (20) is rewritten in the following equivalent form:

w−2
u

(
wx

∂

∂x
− wu

∂

∂u

)
(wt + wuH) = 0,

whence we conclude that there exists smooth function f(t, w) such that

wt + wuH = f(t, w).

Making in the equation obtained the hodograph transformation (13)
yields

Uy0 − F (y0, y1, U, U1, . . . , Un) = −f(y0, y2)Uy2 . (21)

At last, changing the independent variables according to formulae (14),
(15) yields that the function U = U(z0, z1, z2) is a solution of the
equation Uz0 − F (z0, z1, U, U1, . . . , Un) = 0 which contains the variable
z2 as a parameter. As the last equation up to notations coincides with
the initial equation (9), the theorem is proved.

3. Some conclusions. Thus, an extension of the classical Lie reduction
scheme in order to include into consideration conditional symmetries
is inefficient for the case of BE in one spatial dimension. So there
is an evident need for more general (or simply different) approaches
to constructing its exact solutions. One of the possibilities is utilizing
high-order conditional symmetries of PDEs introduced independently
by Zhdanov and Fushchych [19, 20] and Fokas and Liu [21]. These sym-
metries provide a theoretical background for a procedure of ’nonlinear
separation of variables’ suggested by Galaktionov [22]. As we believe,
in this way it might be possible to construct principally new exact
solutions of BE. For example, using a technique developed in [20] we
have established that the Boussinesq equation with a source

ut = λ
(
uuxx + u2

x

)
+ au2 + bu+ c, (22)
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where a, b, c are arbitrary constants is conditionally-invariant with res-
pect to the Lie-Bäcklund vector field

Q =
(
uxxx +

a

2λ
ux

) ∂

∂u
+ · · · .

This symmetry can be utilized in order to reduce PDE (22) to three
ordinary differential equations and thus get its new non-Lie solutions.
A principal idea of the iterations of the non-classical (conditional)

symmetries method for constructing higher order non-classical symmet-
ries for evolution-type PDEs (18) suggested by Nucci [23] is studying
non-classical symmetries of the determining equations for (19). The latter
is called G- or heir-equation. Due to Theorem 1 PDE (19) is equivalent to
the initial equation (18) which means that the above method is inefficient
for evolution-type PDEs.
The fact that PDEs under consideration are of parabolic type is

crucial for holding no-go theorems like Theorem 1. Consider a hyperbolic
type equation, say, the nonlinear wave equation

utt − uxx = F (u). (23)

Let us study its conditional invariance within the class of operators (9).
A simple computation yields that each nonlinear PDE of the form (23)
admitting an operator (9) is equivalent to the weakly nonlinear wave
equation

utt − uxx = λu lnu. (24)

Furthermore, the conditional symmetry operator admitted by (24)
takes the form Q = ∂x − a(x)u, where a(x) is a solution of the nonlinear
ordinary differential equation

a′′ + 2aa′ + λa = 0. (25)

Note that the above equation is integrable by quadratures. Its particular
solution a(x) = − 1

2λ(x+ const) gives rise to an invariant solution of (24)

u(t, x) = exp
{
λ

4
(
t2 − (x+ const)2

)}
.

All other solutions of (25) yields non-Lie solutions of the wave equation
with the logarithmic nonlinearity (24). These solutions have the form

u(t, x) = exp


x∫

x0

a(y)dy

ϕ(t),
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the function ϕ(t) satisfying the nonlinear ordinary differential equation

ϕ′′ = (C + λ lnϕ)ϕ.

Here C = a′(x) + a2(x) +

x∫
x0

a(y)dx is the first integral of the ordinary

differential equation (25).
So for the hyperbolic type equations the method of conditional sym-

metries is quite efficient and yields new exact solutions. A principal
difference between the cases of hyperbolic and parabolic type PDEs is
that in the case of the latter it is possible to eliminate all derivatives
using the equation, side condition ux = η(t, x, u) and its differential
consequences. This means that there is nothing to split by and the system
of determining equations reduces to the one PDE. And it is only natural
that this equation is equivalent to solving the initial equation whose
conditional symmetry is investigated. We guess that the same assertion
holds for multi-dimensional evolution type PDEs

ut = F (t, �x, u, u
1
, . . . , u

N
), (26)

where �x = (x1, . . . , xn) and the symbol u
k
stands for the set of kth order

derivatives of the function u(t, �x) with respect to the spatial variables
x1, . . . , xn. Namely, the problem of describing conditional symmetries of
PDE (26) within the class of operators

Qi = ∂xi
− ηi(t, �x, u), i = 1, . . . , n

is equivalent to integrating (26).
Note that the problem of symmetry reduction of the three-dimensio-

nal BE

ut = λ∆
(
u2
)

has been completely solved in [24]. We intend to devote one of our
future publications to investigating conditional symmetries of BE in
three spatial dimensions.

R.Z. Zhdanov is grateful to the DFFD of Ukraine (project № 1.4/356)
for partial financial support.



98 R.Z. Zhdanov, V.I. Lahno

[1] Boussinesq J. Rechears theoriques sur l’ecoulement des nappes d’eau infiltres
dans le sot et sur le debit des sources // J. Math. Pure et Appl. – 1904. – 10,
№ 1. – P. 5–78.

[2] Barenblatt G.I. On some non-stationary dynamics of liquid and gas in porous
medium // Applied Math. and Mech. – 1952. – 16, № 1. – P. 67–78.

[3] Sokolov Yu.D. On some particular solutions of the Bussinesq equation //
Ukrain. Math. J. – 1956. – 8, № 1. – P. 48–54.

[4] Ovsjannikov L.V. Group properties of nonlinear heat conductivity equation //
Proc. Acad. Sci. USSR, 1959. –125, № 3. – P. 492–495.

[5] Hill J.M. // J. Eng. Math. – 1989. – 23. – P. 141.

[6] Fushchych W.I., Shtelen W.M. and Serov N.I., Symmetry analysis and exact
solutions of nonlinear equations of mathematical physics. – Dordrecht: Kluwer
Academic Publishers, 1993.

[7] Bluman G.W. and Cole J.D. The general similarity solution of the heat equation
// J. Math. Mech. – 1969. – 18, № 11. – P. 1025–1042.

[8] Olver P. and Rosenau Ph. The construction of special solution to partial
differential equations // Phys. Lett. A. – 1986. – 114, № 3. – P. 107–112.

[9] Fushchych W.I. and Tsyfra I.M. On a reduction and solutions of nonlinear wave
equations with broken symmetry // J. Phys. A: Math. Gen. – 1987. – 20. –
L45.

[10] Fushchych W.I., Zhdanov R.Z. Symmetry and exact solutions of the nonlinear
spinor equations // Phys. Rep. – 1989. – 172, № 4. – P. 123–174.

[11] Clarkson P., Kruskal M. New similarity solutions of the Bussinesq equation //
J. Math. Phys. –1989. – 30, № 10. – P. 2201–2213.

[12] Levi D., Winternitz P. Non-classical symmetry reduction: example of the
Bussinesq equation // J. Phys. A: Math. Gen. – 1989 – 22, № 15. – P. 2915–2924.

[13] Clarkson P., Mansfield E.L. // Physica. – 1993. – 70. – P. 250.

[14] Fushchych W.I., Zhdanov R.Z. Symmetries and exact solutions of nonlinear
Dirac equations. – Kyiv: Mathematical Ukraina Publ., 1997.

[15] Fushchych W.I., Zhdanov R.Z. Conditional summetry and reduction of partial
differential equations // Ukrain. Math. J. – 1992. – 44, № 7. – P. 875–886.

[16] Serova M.M. Conditional invariance of the Bussinesq equation under the Galilei
algebra // Symmetry analysis and solutions of equations of mathematical
physics. – Kyiv: Institute of Mathematics, 1988. – P. 92–94.

[17] Serova M.M. On some conditionally-invariant solutions of the Bussinesq equa-
tion // Symmetry and solutions of equations of mathematical physics. – Kyiv:
Institute of Mathematics, 1989. – P. 71–73.



Conditional symmetries of the (1+1)-dimensional 99

[18] Fushchych W.I., Shtelen W.M., Serov N.I., Popovych R.O. On Q–conditional
symmetry of linear heat equation // Proc. Acad. Sci. Ukraine – 1992. – № 12.
– P. 28–32.

[19] Fushchych W.I., Zhdanov R.Z. Conditional symmetry and anti-reduction of
nonlinear heat equation // Proc. Acad. Sci. Ukraine. – 1994. – № 5. – P. 40–44.
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Отримано загальний вигляд потенцiалу V (t, x1, x2), для якого є можли-
вим вiдокремлення змiнних в (1+2)-вимiрному рiвняннi Шрьодiнгера.
З використанням цього результату побудовано чотири класи систем ко-
ординат, в яких системаШрьодiнгера-Макcвелла може бути розв’язана
методом вiдокремлення змiнних.

We obtain the most general time-dependent potential V (t, x1, x2) enabling
separation of variables in the (1+2)-dimensional Schrödinger equation.
With the use of this result the four classes of separable Schrödinger-
Maxwell equations are constructed.

Застосовуючи пiдхiд до розв’язання проблеми вiдокремлення змiн-
них у диференцiальних рiвняннях з частинними похiдними, запро-
понований в [1, 2], ми прокласифiкуємо рiвняння Шрьодiнгера (РШ)

iψt + ψx1x1 + ψx2x2 = V (t, x1, x2)ψ, (1)

якi допускають вiдокремлення змiнних. Зауважимо, що цей клас РШ
має численнi фiзичнi застосування (див., напр., [3, 4].
В результатi отримаємо повний перелiк потенцiалiв V таких, що

рiвняння (1) допускає вiдокремлення змiнних. Накладаючи додатко-
ве обмеження на вибiр потенцiалiв, тобто вимагаючи, щоб вони за-
довольняли систему Максвелла у вакуумi без струмiв, ми одержимо
чотири системи координат, для яких система рiвнянь Шрьодiнгера-
Максвелла може бути розв’язана методом вiдокремлення змiнних.
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Згiдно з [2], шукаємо розв’язок РШ з вiдокремленими змiнними
у виглядi

ψ = Q(t, x1, x2)ϕ0(t)ϕ1(ω1(t, x1, x2))ϕ2(ω2(t, x1, x2)). (2)

Звiдси отримуємо систему нелiнiйних диференцiальних рiвнянь з ча-
стинними похiдними для знаходження функцiй Q, ω1, ω2:

ω1x1ω2x1 + ω1x2ω2x2 = 0, (3)

B1a(ω1)
(
ω2

1x1
+ ω2

1x2

)
+B2a(ω2)

(
ω2

2x1
+ ω2

2x2

)
+Ra(t) = 0, (4)

2(ωax1Qx1 + ωax2Qx2) +Q(iωat + ωax1x1 + ωax2x2) = 0, (5)(
B01(ω1)

(
ω2

1x1
+ ω2

1x2

)
+B02(ω2)

(
ω2

2x1
+ ω2

2x2

))
Q+ iQt+

+Qx1x1 +Qx2x2 +R0(t)Q− V (t, x1, x2)Q = 0,
(6)

де B1a, B2a, R0, Ra – гладкi функцiї своїх аргументiв, a = 1, 2.
Загальний розв’язок системи рiвнянь (3)–(5) побудовано у [2]. Вiн

розщеплюється на такi чотири нееквiвалентнi класи:

I. ω1 = A(t)x1 +W1(t), ω2 = B(t)x2 +W2(t),

Q(t, x1, x2)=exp
{
− i

4

[
A′

A
x2

1 +
B′

B
x2

2

]
− i

2

[
W ′

1

A
x1 +

W ′
2

B
x2

]}
;

II. x1 = W (t)eω1 sinω2 +W1(t),
x2 = W (t)eω1 cosω2 +W2(t),
Q(t, x1, x2) = exp{iR(t, x1, x2)};

III. x1 =
1
2
W (t)

(
ω2

1 − ω2
2

)
+W1(t),

x2 = W (t)ω1ω2 +W2(t),
Q(t, x1, x2) = exp{iR(t, x1, x2)};

(7)

IV. x1 = W (t) coshω1 cosω2 +W1(t),
x2 = W (t) sinhω1 sinω2 +W2(t),
Q(t, x1, x2) = exp{iR(t, x1, x2)}.
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ТутA,B,W,W1,W2– довiльнi гладкi функцiї, функцiяR=R(t, x1, x2)
задана формулою

R =
W ′

4W
(
(x1 −W1)2 + (x2 −W2)2

)
+

1
2

(W ′
1x1 +W ′

2x2) .

Пiдставляючи цi формули у рiвняння (6), одержуємо чотири кла-
си потенцiалiв V (t, x1, x2), для яких можливе вiдокремлення змiнних
в РШ (1):

I. V (t, z1, z2) = F0(t) +A2F1(ω1) +B2F2(ω2)+

+x2
1

[
A′′

4A
− (A′)2

2A2

]
+ x2

2

[
B′′

4B
− (B′)2

2B2

]
−

−x1

(
A′W ′

1

A2
− W ′′

1

2A

)
− x2

(
B′W ′

2

B2
− W ′′

2

2B

)
,

(8)

II. V (t, x1, x2) = F0(t) + e−2ω1W−2[F1(ω1) + F2(ω2)]−

−W
′′

4W
(
x2

1 + x2
2

)
+ x1

(
W1W

′′

2W
− W ′′

1

2

)
+

+x2

(
W2W

′′

2W
− W ′′

2

2

)
,

(9)

III. V (t, x1, x2) = F0(t) +
[F1(ω1) + F2(ω2)]

(ω2
1 + ω2

2)W 2
−

−W
′′

4W
(
x2

1 + x2
2

)
+ x1

(
W1W

′′

2W
− W ′′

1

2

)
+

+x2

(
W2W

′′

2W
− W ′′

2

2

)
,

(10)

IV. V (t, x1, x2) = F0(t) +
F1(ω1) + F2(ω2)

W 2
(
sinh2 ω1 + sin2 ω2

)−
−W

′′

4W
(
x2

1 + x2
2

)
+ x1

(
W1W

′′

2W
− W ′′

1

2

)
+

+x2

(
W2W

′′

2W
− W ′′

2

2

)
,

(11)

де функцiї ω1, ω2 заданi вiдповiдними виразами I–IV в (7), F0, F1, F2 –
довiльнi функцiї.
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Формули (8)–(11) задають загальний вигляд потенцiалiв V = V (t,
x1, x2) таких, що вiдповiдне РШ може бути розв’язане за допомо-
гою вiдокремлення змiнних. Проте знайденi потенцiали можуть бу-
ти суттєво спрощенi, якщо ми вiзьмемо до уваги, що рiвняння (1)
iнварiантнi вiдносно таких перетворень змiнних:

1) t̃ = t, x̃1 = x1 + a(t), x̃2 = x2 + b(t),

ψ̃
(
t̃, x̃1, x̃2

)
= ψ(t, x1, x2) exp

{
i

2
[a′(t)x1 + b′(t)x2]

}
;

(12)

2) t̃ = T (t), x̃1 = c(t)x1, x̃2 = c(t)x2,

ψ̃
(
t̃, x̃1, x̃2

)
= ψ(t, x1, x2) exp

{
ic′(t)
4c(t)

(
x2

1 + x2
2

)}
;

(13)

3) t̃ = t, x̃1 = x1, x̃2 = x2,

ψ̃
(
t̃, x̃1, x̃2

)
= ψ(t, x1, x2) exp{id(t)}. (14)

Тут a(t), b(t), c(t), d(t) – довiльнi гладкi функцiї, а функцiя T (t) ви-
значається з рiвняння dT/dt = c2(t). Використовуючи цi перетворен-
ня, ми можемо покласти W1 = 0, W2 = 0, B = 1, W = 1 i одержати
такi вирази для V :

1. V (t, x1, x2) = A2F1(ω1) + F2(ω2) + x2
1

[
A′′

4A
− (A′)2

2A2

]
, (15)

2. V (t, x1, x2) = e−2ω1 [F1(ω1) + F2(ω2)], (16)

3. V (t, x1, x2) =
(
ω2

1 + ω2
2

)−1
[F1(ω1) + F2(ω2)], (17)

4. V (t, x1, x2) =
(
sinh2 ω1 + sin2 ω2

)−1
[F1(ω1) + F2(ω2)], (18)

де функцiї F1, F2 є довiльними, функцiї ω1, ω2 задаються вiдповiд-
ними спiввiдношеннями:

1. x1 =
1
A
ω1, x2 = ω2;

2. x1 = eω1 sinω2, x2 = eω1 cosω2;

3. x1 =
1
2
(
ω2

1 − ω2
2

)
, x2 = ω1ω2;

4. x1 = coshω1 cosω2, x2 = sinhω1 sinω2;
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A = A(t) – розв’язок нелiнiйного звичайного диференцiального рiв-
няння

(4A)−1A′′ − (2A)−2(A′)2 + C1A+ C2 = 0

з довiльними сталими C1, C2.
Зауважимо, що рiвняння Шрьодiнгера з потенцiалами (8)–(11)

та (15)–(18), будучи еквiвалентними з точки зору стандартної теорiї
диференцiальних рiвнянь з частинними похiдними, є нееквiвалент-
ними в контекстi квантової механiки. Причиною є те, що перетво-
рення (12)–(14) змiнюють величину |ψ(t, x1, x2)|, яка розглядається
у квантовiй механiцi як густина ймовiрностi.
Тепер, пiдставляючи вектор-потенцiал A = (V (t, x1, x2), 0, 0, 0) у

рiвняння Максвелла у вакуумi без струмiв, отримуємо, що функцiя
V задовольняє рiвняння

Vx1x1 + Vx2x2 = 0, Vtxa
= 0, a = 1, 2.

Звiдси ми отримуємо обмеження на вибiр функцiй F1, F2. Розв’язав-
ши їх, маємо

1. V = C1

(
x2

1 − x2
2

)
+ C2x1 + C3x2, (19)

2. V =
(
x2

1 + x2
2

)−2 [
C1

(
x2

1 − x2
2

)
+ C2x1x2

]
+

+C3 ln(x2
1 + x2

2),
(20)

3. V = C1x1 +
1√

x2
1 + x2

2

[
C2

√√
x2

1 + x2
2 + x1 +

+C3

√√
x2

1 + x2
2 − x1

]
,

(21)

4. V =
f2

f4 + x2
2

[
(C2 + C1arcsinh f) f

√
1 + f2+

+
(
C3 + C1 arcsin

x2

f

)
x2

√
f2 − x2

2

f2

]
,

(22)

де

f2 =
1
2

[
x2

1 + x2
2 − 1 +

√
(x2

1 + x2
2)

2 − 2 (x2
1 − x2

2) + 1
]
,

C1, C2, C3 є сталими iнтегрування.
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РШ з потенцiалом (19) роздiляється в декартових координатах
на два одновимiрних стацiонарних рiвняння Шрьодiнгера для гар-
монiчного осцилятора, а отже, може бути точно розв’язане. РШ (1)
з потенцiалом (20), (22) при C1 = 0, роздiляється на рiвняння Хiлла
i Матьє. Звiдси ми робимо висновок, що його розв’язки можуть бути
поданими у виглядi добутку виродженої гiпергеометричної функцiї
i функцiї Матьє [5]. Нарештi, РШ з потенцiалом (21) роздiляється в
параболiчних координатах на два одновимiрнi стацiонарнi рiвняння
Шрьодiнгера, якi є квазi-точно розв’язними. Це означає, що скiнчен-
на частина спектру оператора

−∆ + V (x1, x2)

може бути обчислена суто алгебраїчними методами (бiльш детально
про квазi-точно розв’язнi моделi квантової механiки дивись, напри-
клад, [6]).
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Термопружний стан неоднорiдного
алмазного вiдрiзного круга при рiзаннi
з охолодженням
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Отримано розв’язок квазiстацiонарної задачi термопружностi для три-
шарового алмазного вiдрiзного круга при рiзаннi з охолодженням.
Компоненти напружень знайдено у виглядi суми доданкiв, що вира-
жаються вiдповiдно через термопружний потенцiал та функцiю Ейрi.

Solution of a quasi-static problem for a three-ply diamond wheel cutting
with cooling is obtained. Stress components are determined in form of sum
of terms which are expressed via the coresponding thermoelastic potential
and Airy function respectively.

Дана робота є логiчним продовженням дослiджень термопружного
стану алмазного вiдрiзного круга, що проведенi в роботi [1]. В дано-
му випадку вважаємо, що температура не є перiодичною функцiєю
нi часу, нi кутової координати [2], а в зонi контакту диска (взаємодiя
круга та оброблювального матерiалу) заданi значення експеримен-
тально отриманих напружень.
Так як товщина диска мала в порiвняннi з його радiусом, а тор-

цевi (боковi) поверхнi вiльнi вiд зовнiшнiх сил, то змiною радiального
та тангенцiального напружень по товщинi диска можна знехтувати.
Тодi для алмазного диска можна розглядати в квазiстатичнiй поста-
новцi задачу про плоский напружений стан.
Компоненти температурних напружень в кожнiй з частин круга

σ
(k)
rr , σ

(k)
rθ , σ

(k)
θθ , k = 1, 3, зручно зобразити у виглядi суми [3]

σ
(k)
ij = σ

(k)
ij + σ

(k)
ij , (1)
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де доданок з однiєю рискою виражається через термопружний по-
тенцiал Φk [1], а доданок з двома рисками – через функцiю Ейрi Uk.
Граничнi умови для напружень в рухомiй системi координат (ρ, ϕ),
де ϕ = θ − ωt, мають вигляд:

σ(3)
rr

∣∣
ρ=ρ3

= σ
(3)
rr + σ

(3)
rr

∣∣
ρ=ρ3

=

{
Pn, 0 ≤ ϕ− 2πj < ϕ0,

0, ϕ0 < ϕ− 2πj < 2π,
(2)

σ(3)
rr

∣∣
ρ=ρ3

= σ
(3)
rθ + σ

(3)
rθ

∣∣
ρ=ρ3

=

{
Pτ , 0 ≤ ϕ− 2πj < ϕ0,

0, ϕ0 < ϕ− 2πj < 2π,
(3)

де Pn та Pτ – вiдповiдно компоненти радiального i тангенцiального
тиску, j – таке цiле число, що 0 ≤ ϕ− 2πj ≤ 2π, а умови iдеального
термомеханiчного контакту –

σ
(1)
ij = σ

(2)
ij , u(1) = u(2), v(1) = v(2) при ρ = ρ1; (4)

σ
(2)
ij = σ

(3)
ij , u(2) = u(3), v(2) = v(3) при ρ = ρ2. (5)

Використовуючи розклад в ряд Фур’є по змiннiй ϕ, спiввiдношен-
ня (2) i (3) можна записати у виглядi

σ(3)
rr

∣∣
ρ=ρ3

= d0 +
∞∑

k=1

dc
k(t) cos rθ + ds

k(t) sin rθ, (6)

σ
(3)
rθ

∣∣
ρ=ρ3

= f0 +
∞∑

k=1

fc
k(t) cos rθ + fs

k(t) sin rθ, (7)

де

d0 =
Pnϕ0

2π
, f0 =

Pτϕ0

2π
,

dc
k(t) =

Pn

kπ
(sin k(ϕ0 + ωt) − sin kωt),

ds
k(t) =

Pn

kπ
(cos kωt− cos k(ϕ0 + ωt)),

fc
k(t) =

Pτ

kπ
(sin k(ϕ0 + ωt) − sin kωt),

fs
k(t) =

Pτ

kπ
(cos kωt− cos k(ϕ0 + ωt)),



108 O.М. Жуковський, В.А. Мечник

Умови рiвноваги для плоского напруженого стану (σrr, σrθ, σθθ)
диска, що обертається, можна подати у формi [4]

∂σrr

∂ρ
+

1
ρ

∂σrθ

∂θ
+
σrr − σθθ

ρ
+ δ(ρ)ω2ρR2

1 = 0;

∂σrθ

∂ρ
+

1
ρ

∂σθθ

∂θ
+

2σrθ

ρ
= 0,

(8)

де δ(ρ) = δj , j = 1, 3, – густина, а останнiй член в першому рiвнян-
нi (8) представляє собою об’ємну силу (силу iнерцiї).
Рiвняння рiвноваги (8) задовольняються, якщо покласти

σrr =
1
ρ

∂U

∂ρ
+

1
ρ2

∂2U

∂θ2
+

1
3
δ(ρ)ω2R2

1ρ
2,

σθθ =
∂2U

∂ρ2
, σrθ = − ∂

∂ρ

(
1
ρ

∂U

∂θ

)
,

(9)

а функцiя U задовольняє рiвняння(
∂2

∂ρ2
+

1
ρ

∂

∂ρ
+

1
ρ2

∂2

∂θ2

)2

U = −2
3
(
3µ(ρ) + 1

)
δ(ρ)ω2R2

1. (10)

Розв’язок рiвняння (10) знаходиться у виглядi суми загального i
частинного розв’язкiв:

U (j) = a
(j)
0 θ +

1
2
b
(j)
0 ρ2 +

1
2
a
(j)
1 ρθ sin θ +

1
2
b
(j)
1 ρ3 cos θ+

+
1
2
c1ρθ cos θ +

1
2
g1ρ

3 sin θ − 1
96
(
3µ(ρ) + 1

)
δ(ρ)ω2R1ρ

4+

+
∞∑

k=2

{[
a
(j)
k

k(k − 1)
ρk +

b
(j)
k

k(k + 1)
ρk+2

]
cos kθ+

+

[
c
(j)
k

k(k − 1)
ρk +

g
(j)
k

k(k + 1)
ρk+2

]
sin kθ

}
,

(11)

де a(j)
0 (t), a(j)

1 (t), . . ., b(j)0 (t), b(j)1 (t), . . ., c(j)1 (t), c(j)2 (t), . . ., g(j)
1 (t), g(j)

2 (t),
. . ., знаходяться з граничних умов для напружень на робочiй по-
верхнi круга в рухомiй системi координат (6)–(7) i умов iдеального
термомеханiчного контакту (4)–(5).
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Вiдповiднi напруження обраховуємо за формулами

σ
(j)
rr = b

(j)
0 +

(
a
(j)
0 ρ−1 + b

(j)
1 ρ
)

cos θ +
(
g
(j)
1 ρ− c

(j)
1 ρ−1

)
sin θ−

−
∞∑

k=2

{[
a
(j)
k ρk−2 + b

(j)
k

k − 2
k

ρk

]
cos kθ+

+
[
c
(j)
k ρk−2 + g

(j)
k

k − 2
k

ρk

]
sin kθ

}
− 1

8
(µj + 3)δjω2R2

1ρ
2,

σ
(j)
rθ = a

(j)
0 ρ−2 − g

(j)
1 ρ cos θ + b

(j)
1 ρ sin θ−

−
∞∑

k=2

{[
a
(j)
k ρk−2 + b

(j)
k ρk

]
sin kθ −

[
c
(j)
k ρk−2 + g

(j)
k ρk

]
cos kθ

}
.

Зробимо короткий аналiз отриманих чисельних результатiв. Скла-
довi σij зв’язанi, в першу чергу, зi змiнами температури i несуть в
собi iнформацiю про її внесок в термопружнi напруження. Для ос-
новних режимiв роботи вiдрiзного круга радiальнi напруження (σrr)
сумiрнi з межею мiцностi алмазу, максимальне значення (σrr i σrθ)
досягаються на межi зв’язки i шару алмазiв. Радiальнi компоненти
σrr мають тiльки вiд’ємнi значення, а тангенцiальнi σrθ можуть змi-
нювати знак. Радiальнi σrr та тангенцiальнi σrθ напруження не за-
довольняють граничнi умови (2)–(5), хоча й передають їх характер.
Тому для їх виконання на σij накладались “нетемпературнi"доданки
σij . Для загальних термопружних напружень зберiгається та ж тен-
денцiя, що i для σij , хоча є i суттєвi вiдмiнностi. Вони є стискуючими
для всiх умов обробки, збiльшуються при збiльшеннi повздовжньої
подачi, зменшуються при збiльшеннi радiуса вiдрiзного круга i при
зменшеннi глибини зарiзу. При збiльшеннi коефiцiєнта теплообмiну
майже не змiнюються тангенцiальнi напруження, а радiальнi зрос-
тають на вiдмiну вiд складової σrr. Зауважимо, що збiльшення їх не
таке потужне i, в кiнцевому пiдсумку, їх вплив бiльше позначається
на абразивному зношуваннi. Найбiльшi значення радiальнi напру-
ження досягають у зв’язцi на межi з шаром алмазiв, що ще раз пiд-
тверджує високi вимоги до пружних властивостей (межi мiцностi,
модулю зсуву) зв’язуючого матерiалу.
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Про збiжнiсть iтерацiйного методу
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Доведено збiжнiсть iтерацiйного процесу при наближеному розв’язу-
ваннi нелiнiйних нестацiонарних задач для рiвнянь Нав’є-Стокса в об-
меженiй тривимiрнiй областi з застосуванням методу Гальоркiна.

Convergence of the iterative process of the Galerkin’s method for appro-
ximate solution of the nonlinear unsteady problems for the Navier-Stokes
equations in a bounded three-dimensional region is proved.

Нестацiонарнi крайовi задачi для рiвнянь Нав’є-Стокса є одними з
найбiльш складних як при теоретичному дослiдженнi, так i в при-
кладному застосуваннi (наближеному розв’язуваннi). Одним з клю-
чових питань при цьому постає нелiнiйнiсть задачi. Слiд зазначити,
що навiть у двовимiрному випадку, для якого доведено вiдповiднi
теореми про однозначну розв’язнiсть таких задач, питання нелiнiй-
ностi залишається одним з найважчих у прикладному аспектi.
Звичайно ця проблема вирiшується шляхом лiнеаризацiї вихiд-

них рiвнянь завдяки застосуванню методу iтерацiй на деякому зада-
ному малому промiжковi часу. Як приклад успiшного застосування
такого методу можна навести роботи [1, 2], в яких дослiджували-
ся складнi процеси термоконвекцiї високої iнтенсивностi. Збiжнiсть
iтерацiй в цих роботах i iнших, наприклад, з застосуванням рiзнице-
вих методiв чи методу скiнченних елементiв (сплайнiв), визначається
експериментально для кожного промiжку часу, на якому практично
розв’язується задана задача.
В данiй роботi розглядається iтерацiйний процес, який використо-

вувався в роботах [1, 2], i встановлюється його збiжнiсть на всьому
заданому скiнченному промiжку часу [0, T ] при будь-якому заданому
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скiнченному базисi координатних вектор-функцiй методу Гальоркi-
на i деякому вибраному кроку по часу, за яким вiдрiзок [0, T ] розби-
вається на вiдповiдну кiлькiсть крокiв. Ми тут обмежимося розгля-
дом задач для рiвнянь чисто гiдродинамiчного типу, якi, загалом,
несуть в собi основнi властивостi i пов’язанi з ними труднощi iнших
аналогiчних задач для рiвнянь Нав’є-Стокса, як i задач [1, 2].
Розглядається задача для рiвнянь Нав’є-Стокса в замкнутiй об-

ластi Q ∈ E3 на промiжку часу [0, T ]:

�vt + (�v · ∇)�v = ν∆�v −∇p+ �f,

div �v = 0, x ∈ QT , t ∈ [0, T ],
(1)

�v(x, 0) = �a(x), �v(x, t)|ST
= 0. (2)

Тут шуканi величини: вектор швидкостi �v(x, t) руху рiдини, тиск
в рiдинi p(x, t) в точцi x ∈ Q ⊂ E3 в момент часу t ∈ [0, T ]; S –
границя областi Q (ST = S × [0, T ], QT = Q × [0, T ]) вважається
кусково гладкою. Окрiм того, �a ∈ W 2

2 (Q), �f ∈ L2,1(QT ), div �a = 0 та
div �f = 0.
Iтерацiйний процес, за допомогою якого вихiдне рiвняння (1) лi-

неаризується, будується за наступною схемою. Заданий вiдрiзок [0, T ]
розбивається на скiнченну кiлькiстьm вiдрiзкiв [tk, tk+1], k = 0,m− 1,
t0 = 0, tm = T . Це розбиття, взагалi кажучи, може бути нерiвномiр-
ним. На кожному з вiдрiзкiв [tk, tk+1] розв’язуються лiнiйнi задачi

i+1

V t +
(

i

V · ∇
)

i+1

V = ν∆
i+1

V −∇ i+1
p +�f, div

i+1

V = 0, (3)

i+1

V (x, tk) =
i

V (x, tk);
i+1

V (x, t)|ST
= 0 (4)

при послiдовностi значень i = 0, 1, . . . , s; i – номер iтерацiї; s – кiн-
цевий номер iтерацiї, при якому досягається необхiдна точнiсть на
заданому вiдрiзку [tk, tk+1] ⊂ [0, T ].
При закiнченнi iтерацiйного процесу на вiдрiзку часу [tk, tk+1]

за нульову iтерацiю на наступному вiдрiзку вибирається значення
i+1

V (x, tk+1), тобто на [tk+1, tk+2] буде
0

V (x, t) =
s

V (x, tk+1). Очевид-
но, на [0, t1] нульова iтерацiя буде дорiвнювати початковiй умовi (2)

вихiдної задачi, тобто
0

V (x, t) = V (x, 0) = �a(x).
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Зазначимо, що лiнеаризованi рiвняння (3) зберiгають таку важли-
ву характеристику вихiдних рiвнянь як енергетична нейтральнiсть
конвективного члена, а саме, що ((�v ·∇)�v,�v) = 0 [3]. Тут i далi позна-
чення (·, ·) означає скалярний добуток в L2(Q). Легко переконатись,

що для вiдповiдного члена в (3) матимемо
((

i

V ·∇
)

i+1

V ,
i+1

V

)
= 0.

Для дослiдження збiжностi iтерацiй на кожному вiдрiзку [tk, tk+1]

випишемо рiзницю рiвнянь (3), (4) для двох сусiднiх iтерацiй
i

V i
i+1

V .

Позначивши V = Vi+1 =
i+1

V − i

V , p = pi+1 =
i+1
p − i

p, для t ∈ [tk, tk+1]
отримуємо

Vt +
(

i

V · ∇
)
V + (Vi · ∇)

i

V = ν∆V −∇p, div V = 0, (5)

V (x, tk) = 0, V (x, t)|ST
= 0. (6)

Використовуючи позначення [3] y(t) = ||V (x, t)||2,Q та ϕ(t) =

||Vx(x, t)||2,Q i враховуючи
((

i

V ·∇
)
V, V

)
= 0, з (5), (6) для V от-

римуємо

1
2
(
y2
)′

+ νϕ2 =
(

(Vi · ∇)V,
i

V

)
, y(tk) = 0, ϕ(tk) = 0. (7)

Формально це спiввiдношення легко отримати, якщо (5) домно-
жити скалярно в L2(Q) на V (x, t). Строге виведення цього спiввiд-
ношення наводиться в [3].
Скориставшись нерiвностями Гольдера та Юнга, оцiнимо праву

частину спiввiдношення (8) таким чином:

|((Vi · ∇)V,
i

V )| ≤ ϕ||Vi||3,Q||
i

V ||6 ≤ 481/4
i
ϕϕy

1/2
i ϕ

1/2
i ≤

≤ νϕ2 +
√

3ν−1(
i
ϕ)2yiϕi.

Тодi з (7), з урахуванням того, що y(tk) = 0, i позначення y = yi+1,
випливає

y2
i+1(t) ≤ 2

√
3ν−1

t∫
tk

(
i
ϕ)2yiϕidτ, t ∈ [tk, tk+1]. (8)
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Вiдомо [3], що власнi вектор-функцiї �uk(x) оператора ∆̃, який
визначається спiввiдношеннями

∆̃�u = ν∆�u−∇p, div �u = 0, �u|S = 0, (9)

ортонормованi i повнi в метрицi L2(Q) та H(Q), де H(Q) – функцiо-
нальний простiр з метрикою

||�u||H(Q) = ||�ux||2,Q.

Спектр власних значень λk цього оператора вiд’ємний, дискрет-
ний, має скiнченну кратнiсть i прямує до −∞ при k → ∞. Тому легко
переконатись, що для n-го гальоркiнського наближення

V n(x, t) =
n∑

l=1

cl(t)�ul(x)

на n-вимiрному скiнченному базисi з вказаних власних функцiй бу-
демо мати, що

y2(t) =
n∑

l=1

c2l (t), (10)

νϕ2(t) = −
n∑

l=1

λlc
2
l (t). (11)

Зазначимо, що тут, як i вище, для спрощення позначень функцiї
c(t), y(t) та ϕ(t) поданi без вiдповiдних iндексiв n, що вiдносяться
до позначення n-го гальокiнського наближення та iндексу (i+1), що
вiдноситься до номера iтерацiй.
З (10) та (11) одержимо

ϕ2(t) ≤ ν−1|λn|y2(t). (12)

Вертаючись до позначень y = yi+1 та ϕ = ϕi+1, з (8) отримаємо для
t ∈ [tk, tk+1]

y2
i+1(t) ≤ 2

√
3ν−1|λn|1/2

t∫
tk

(
i
ϕ)2y2

i dτ ≤

≤ 2
√

3ν−1|λn|1/2y2
im

tk+1∫
tk

(
i
ϕ)2dτ,

(13)

де y2
im = max

t∈[tk,tk+1]
y2

i (t).
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Звiдси, очевидно, випливає, що виконуватиметься нерiвнiсть

y2
i+1 m ≤ 2

√
3ν−1|λn|1/2y2

im

tk+1∫
tk

(
i
ϕ)2dτ. (14)

Як показано в [3], для розв’язку
i
ϕ(x, t) справедлива оцiнка

T∫
0

i
ϕ

2

dτ ≤ A1, (15)

де A1 = const.
Можна зауважити, що цю оцiнку легко отримати, якщо рiвняння

(3), (4) для i-ї iтерацiї домножити скалярно в L2(Q) на
i

V .
Отже, завдяки оцiнцi (15) вiдрiзок [0, T ] можна розбити на вiд-

рiзки [tk, tk+1] так, що буде виконуватись нерiвнiсть

tk+1∫
tk

(
i
ϕ)2dτ < ε

для довiльного заданого як завгодно малого значення ε > 0. Вибрав-
ши ε досить малим, отримаємо з (14), що на кожному вiдрiзку [tk, tk+1],
k = 0,m− 1 буде yi+1 < yi, тобто вiдстань мiж сусiднiми iтерацiями
в нормi L2(Q) буде зменшуватись, а це означає, що iтерацiї збiгати-
муться.
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УДК 517.9

К вопросу о построении инвариантов
группы вращения SO(2) в пространстве
коэффициентов системы нелинейных
дифференциальных уравнений

А.Г. КУЗЬМЕНКО

Институт математики НАН Украины, Киев

Наведено алгоритм знаходження iнварiантiв групи SO(2) у просторi
параметрiв системи нелiнiйних диференцiйних рiвнянь другого поряд-
ку з однорiдними многочленами у правiй частинi за допомогою побу-
дови алгебри Лi цiєї групи.

The algorithm of finding the invariants of the SO(2) group in the space of
parameters of the system of nonlinear second order differential equations
containing the homogeneous polynomials is presented. This algorithm is
based on the construction of the Lie algebra of that group.

1. Постановка задачи. В данной работе исследуется система нели-
нейных дифференциальных уравнений второго порядка

dx

dt
=
∑

j+l∈A

cjlx
jyl,

dy

dt
=
∑

j+l∈A

bjlx
jyl, (1)

где cjl, bjl – действительные числа, A – некоторое множество различ-
ных целых чисел. Мы будем рассматривать случай, когда в правой
части системы (1) находятся полиномы.
Как показано в работе [1], наличие или отсутствие периодиче-

ских решений в системе (1) тесно связано с инвариантными свойства-
ми системы относительно группы вращения SO(2). Это приводит к
необходимости нахождения инвариантов группы вращения системы
(1) в пространстве параметров cjl, bjl.
В работах К.С. Сибирского [2, 3] исследованы инварианты орто-

гональных и афинных преобразований системы (1). На основе зна-
ния ортогональных инвариантов для случая A{2} и A{3} (степени
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однородных полиномов правых частей – обозначения см. в [2, с. 28])
были сформулированы необходимые и достаточные условия суще-
ствования в системе (1) периодических решений.
Аналогичные задачи возникают в теории возмущений, где рас-

сматриваются системы более общего вида

dx

dt
= −y + εP (ε, x, y),

dy

dt
= x+ εQ(ε, x, y). (2)

Здесь ε – малый параметр;

P (ε, x, y) =
A∑

l=1

εlPl(x, y), Q(ε, x, y) =
A∑

l=1

εlQl(x, y);

Pl(x, y) =
∑

i,j∈al

pij(l)xiyj , Ql(x, y) =
∑

i,j∈al

qij(l)xiyj ;
(3)

Pl(0, 0) = 0, Ql(0, 0) = 0; p(l)
ij , q

(l)
ij – действительные числа; Al – неко-

торое множество различных целых неотрицательных чисел.
Результатом преобразования по методу асимптотической деком-

позиции является система вида (2), которая называется централизо-
ванной [4, 5], если она инвариантна относительно группы вращения

x = esU x̄, y = esU ȳ, где U = −ȳ ∂
∂x̄

+ x̄
∂

∂ȳ
,

s – некоторый параметр.
В этой работе приводится алгоритм нахождения инвариантов

группы SO(2) в пространстве параметров системы (1) на основе по-
строения алгебры Ли этой группы, после выполнения которого на-
хождение инвариантов сводится к решению уравнения в частных
производных первого порядка. В свою очередь, это уравнение заме-
няется системой алгебраических уравнений.
Подход, предлагаемый в работе, отличается от метода, применя-

емого К.С. Сибирским [2, 3], и имеет такие преимущества:

1) не требует приведения исследуемой системы к специальному
базису;

2) допускает обобщение на системы порядка n > 2.

Найденная система инвариантов для системы (2) используется в
исследовании качественного поведения решения системы (2).
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2. Построение алгебры Ли группы SO(2) в пространстве ко-
эффициентов. Пусть правые части системы (2) – однородные по-
линомы порядка m, то есть имеем случай A{m}. Введем вектор ба-
зисных элементов

ˆ̂xm = ‖xm, xm−1y, xm−2y2, . . . , xym−1, ym‖.
Запишем систему (1) в виде

dx

dt
= cm0x

m + cm−1,1x
m−1y + · · · + c1,m−1xy

m−1 + c0my
m,

dy

dt
= bm0x

m + bm−1,1x
m−1y + · · · + b1,m−1xy

m−1 + b0my
m.

(4)

Тогда правую часть системы (1) можем записать в виде произведе-
ния Gm

ˆ̂xm, где

Gm =
∣∣∣∣ cmo cm−1,1 . . . c1,m−1 c0m

bm0 bm−1,1 . . . b1,m−1 b0m

∣∣∣∣ .
Сделаем в системе (4) преобразование с помощью группы SO(2)

(поворот на угол δ)(
x
y

)
= ∆

(
x̄
ȳ

)
, где ∆ =

(
cos δ − sin δ
sin δ cos δ

)
. (5)

Тогда вектор ˆ̂xm преобразуется следующим образом:

ˆ̂xm = D(δ)ˆ̂̄xm,

где ˆ̂̄xm – базисный вектор ˆ̂xm в переменных x̄, ȳ, D(δ) – матрица
преобразования вектора ˆ̂xm при повороте на угол δ. Матрица Ḡ(δ)
новых коэффициентов системы (4)

Ḡ(δ) = ∆−1GmD(δ)ˆ̂̄xm, где ∆−1 =
(

cos δ sin δ
− sin δ cos δ

)
. (6)

Обозначим через g(1)
ij произвольный элемент матрицы Ḡ(δ). Из

соотношения (6) видно, что новые коэффициенты получены с помо-
щью линейного преобразования старых коэффициентов

g
(1)
ij =

m+1∑
i=1

2∑
j=1

g
(0)
ij · hij(δ),
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где g(0)
ij – элемент матрицы Gm. Найдем дифференциал g

(1)
ij (δ) в точ-

ке δ = 0:

dg
(1)
ij =

m+1∑
i=1

2∑
j=1

g
(0)
ij

∂hij(δ)
∂δ

∣∣∣∣∣∣
δ=0

dδ =
m+1∑
i=1

2∑
j=1

g
(0)
ij γijdδ = kijdδ. (7)

Из полученных соотношений несложно выразить инфинитезималь-
ный оператор группы SO(2)

U =
∂

∂δ
+

m+1∑
i=1

2∑
j=1

kij
∂

∂g
(0)
ij

, (8)

действующий в пространстве параметров. Инварианты группы SO(2)
в указанном пространстве находятся как решение уравнения

Uf = 0. (9)

Решение в пространстве L⊗r однородных полиномов степени r, со-
ставленных из элементов G(1)

ij , будем искать в виде

f = α
ˆ̂
Zm, (10)

где α – вектор-строка коэффициентов, ˆ̂
Zm – базис L⊗r в простран-

стве Nm = 2m + 2 переменных g(1)
ij . После подстановки (10) в урав-

нение (9) приходим к алгебраическму матричному уравнению

αFNm
= 0,

где FNm
– матрица представления оператора U в пространстве L⊗r.

3. Выше был рассмотрен случай, когда правые части являются эле-
ментами пространства L⊗m. Для простоты изложения рассмотрим
случай, когда правые части являются элементами пространства L =
L⊗m1 + L⊗m2 . Любой элемент из пространства L запишем как l =
l⊗m1 + l⊗m2 , где l⊗m1 – однородный полином из пространства L⊗m1 ,
а l⊗m2 – однородный полином из пространства L⊗m2 . Когда мы про-
изведем преобразование поворота, то получим

D(δ)l = Dm1(δ)l⊗m1 +Dm2(δ)l⊗m2 ,
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где Dm1(δ) и Dm2(δ) – матрицы представлений группы SO(2) в про-
странствах L⊗m1 и L⊗m2 соответственно. Следовательно, новые ко-
эффициенты в пространстве L⊗mi

будут выражаться через старые с
помощью соотношений

g
(1)
(m1)ij

=
m1+1∑
i=1

2∑
j=1

g
(0)
(m1)ij

· h(m1)ij(δ),

g
(1)
(m2)ij

=
m2+1∑
i=1

2∑
j=1

g
(0)
(m2)ij

· h(m2)ij(δ).

Найдем дифференциалы этих выражений в точке δ = 0:

dg
(1)
(m1)ij

=
m1+1∑
i=1

2∑
j=1

g
(0)
(m1)ij

∂h(m1)ij(δ)
∂δ

∣∣∣∣∣∣
δ=0

dδ,

dg
(1)
(m2)ij

=
m2+1∑
i=1

2∑
j=1

g
(0)
(m2)ij

∂h(m2)ij(δ)
∂δ

∣∣∣∣∣∣
δ=0

dδ.

Построим инфинитезимальный оператор, действующий в простран-
стве L

U =
∂

∂δ
+ U⊗m1 + U⊗m2 , где

U⊗m1 =
∑

g
(1)
(m1)ij

m1+1∑
i=1

2∑
j=1

g
(0)
(m1)ij

∂h(m1)ij(δ)
∂δ

∣∣∣∣
δ=0

dδ
∂

∂g
(0)
(m1)ij

,

U⊗m2 =
∂

∂δ
+
∑

g
(1)
(m2)ij

m2+1∑
i=1

2∑
j=1

g
(0)
(m2)ij

∂h(m2)ij(δ)
∂δ

∣∣∣∣
δ=0

dδ
∂

∂g
(0)
(m2)ij

.

Теорема 1. Пусть в системе (1) правые части являются однород-
ными полиномами порядка m. Тогда инварианты групппы SO(2) в
пространстве коэффициентов являются решением дифференциаль-
ного уравнения Uf = 0, где U задается формулой (8).

Теорема 2. Пусть в системе (1) правые части являются однород-
ными полиномами из пространства L = L⊗m1 +L⊗m2 + · · ·+L⊗mk

.
Тогда инварианты группы SO(2) в пространстве коэффициентов
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являются решением дифференциального уравнения Uf = 0, где U =
U⊗m1 + U⊗m2 + · · · + U⊗mk

, U⊗mi
– оператор алгебры Ли группы

SO(2), действующий в L⊗mi
.

4. Примеры. 1) Рассмотрим систему

dx

dt
= c10x+ c01y,

dy

dt
= b10x+ b01y.

Cделаем замену

x =
w̄ + w

2
, y =

i(w̄ − w)
2

,

после чего получим систему, соответствующую (4):

dw

dt
=
z10
2
w̄ +

z01
2
w,

dw̄

dt
=
z̄01
2
w̄ +

z̄10
2
w.

После замены w = eiδw1, w̄ = eiδw̄1 получим матрицу Ḡ(δ) (6)
вида

Ḡ(δ) =

∣∣∣∣∣∣∣
z10
2
e−2iδ z01

2
z̄01
2

z̄10
2
e2iδ

∣∣∣∣∣∣∣ .
Ищем дифференциалы (7):

dz10 = −2iz10e−2iδdδ, dz̄10 = 2iz̄10e2iδdδ.

По ним строим оператор (8):

U =
∂

∂δ
− 2iz10

∂

∂z10
+ 2iz̄10

∂

∂z̄10
.

В пространстве L⊗1 будет два решения: f = z01 и f = z̄01. В про-
странстве L⊗2 решением будет f = z10z̄10 − z01z̄01.
2) Рассмотрим систему

dx

dt
= c20x

2 + c11xy + c02y
2,

dy

dt
= b20x

2 + b11xy + b02y
2.

После первой замены приходим к системе (4):

dw

dt
=
z20
4
w̄2 +

z11
4
w̄w +

z02
4
w2,

dw̄

dt
=
z̄02
4
w̄2 +

z̄11
4
w̄w +

z̄20
4
w2.
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После замены w = eiδw1, w̄ = eiδw̄1 получим матрицу Ḡ(δ) (6) вида

Ḡ(δ) =

∣∣∣∣∣∣∣
z20
4
e−3iδ z11

4
e−iδ z02

4
eiδ

z̄02
4
e−iδ z̄11

4
eiδ z̄20

4
e3iδ

∣∣∣∣∣∣∣ .
Ищем дифференциалы (7):

dz20 = −3iz20e−3iδdδ, dz11 = −iz11e−iδdδ, dz02 = iz02e
iδdδ,

dz̄02 = −iz̄02e−iδdδ, dz̄11 = iz̄11e
iδdδ, dz̄20 = 3iz̄20e3iδdδ.

По ним строим оператор (8):

U =
∂

∂δ
− 3iz20

∂

∂z20
− iz11

∂

∂z11
+ iz02

∂

∂z02
−

−iz̄02 ∂

∂z̄02
+ iz̄11

∂

∂z̄11
+ 3iz̄20

∂

∂z̄20
.

Инварианты, найденные К.С. Сибирским: z20z̄20, z11z̄11, z02z̄02,z11z02,
z̄11z̄02, z20z̄3

11, z20z̄2
11z02, z20z̄11z2

02, z20z2
02, z̄20z3

11, z̄20z2
11z̄02, z̄20z11z̄2

02,
z̄20z̄

3
02 – являются решениями этого уравнения.

[1] Lopatin A. Symmetry in perturbation problems // Proceedings of the Second
International Conference "Symmetry in Nonlinear Mathematical Physics",
Kyiv, 7-13 July, 1997. – Kyiv: Institute of Mathematics, 1997. – Vol.1. – P. 79–
88.

[2] Сибирский К.С. Алгебраические инварианты дифференциальных уравне-
ний и матриц. – Кишинев: Штиинца, 1976. – 268 с.

[3] Сибирский К.С. Введение в алгебраическую теорию дифференциальных
уравнений. – Кишинев: Штиинца, 1982. – 168 с.

[4] Лопатин А.К. Компактные групповые интегральные многообразия нели-
нейных дифференциальных систем // Тез. допов. мiжнар. конф. Третi Бо-
голюбовськi читання, Київ, 18-23 серпня 1997. – Київ: Iнститут математики
НАН України, 1997. – C. 103.

[5] Кузьменко А.Г. Канонические формы систем нелинейных дифференциаль-
ных уравнений второго порядка, имеющих периодические решения // Там
же. – С. 96.



Працi Iнституту математики НАН України 1998, том 19, 123–129

УДК 517.9:519.46

Конформно-iнварiантний розв’язок
рiвнянь Максвелла

В.I. ЛАГНО

Педагогiчний Iнститут, Полтава
E-mail: lahno@pdpi.poltava.ua

Запропоновано загальну процедуру побудови конформно-iнварiантних
анзацiв для поля Максвелла. Наведено один клас конформно-iнварi-
антних точних розв’язкiв рiвнянь Максвелла.

A general procedure for construction of conformally invariant Ansätze
for the Maxwell field is suggested. A class of conformally invariant exact
solutions of the Maxwell equations is presented.

У данiй роботi розглядається фундаментальна система рiвнянь елек-
тродинамiки – система рiвнянь Максвелла у ваккумi

rot E = − ∂H
∂x0

, rot H =
∂E
∂x0

,

div E = 0, div H = 0.
(1)

Добре вiдомо [1], що максимальною групою iнварiантностi (в кла-
сичному пiдходi Лi) цiєї системи є шiстнадцятипараметрична група
C(1, 3)

⊗
H, яка є прямим добутком конформної групи C(1, 3) та од-

нопараметричної групи H перетворень Хевiсайда-Лармора-Райнiча.
Наявнiсть хороших симетрiйних властивостей рiвнянь (1) дає мож-
ливiсть, поряд з класичними методами розв’язування рiвнянь мате-
матичної фiзики, ефективно використовувати для побудови широких
класiв точних розв’язкiв системи (1) метод симетрiйної редукцiї [2].
Метою роботи є побудова загальної форми конформно-iнварiант-

них анзацiв для поля Максвелла та подальше її використання для
отримання класу конформно-iнварiантних розв’язкiв системи (1).
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1. Базис алгебри AC(1, 3) конформної групи C(1, 3), яка є групою
iнварiантностi рiвнянь Максвелла (1), складають оператори

Pµ = ∂xµ
, J0a = x0∂xa

+ xa∂x0 + εabc(Eb∂Hc
−Hb∂Ec

),

Jab = xb∂xa
− xa∂xb

+ Eb∂Ea
− Ea∂Eb

+Hb∂Ha
−Ha∂Hb

,

D = xµ∂xµ
− 2(Ea∂Ea

+Ha∂Ha
),

K0 = 2x0D − xµx
µ∂x0 + 2xaεabc(Eb∂Hc

−Hb∂Ec
),

Ka = −2xaD − xµx
µ∂xa

− 2x0εabc(Eb∂Hc
−Hb∂Ec

)−
−2Ha(xb∂Hb

) − 2Ea(xb∂Eb
) + 2(xbHb)∂Ha

+ 2(xbEb)∂Ea
.

(2)

У формулах (2) та далi µ, ν = 0, 1, 2, 3; a, b, c = 1, 2, 3; за iндексами,
що повторюються, передбачено сумування в межах їх змiни (напри-
клад, вiд 0 до 3 для µ, ν); εabc – антисиметричний тензор третього

рангу з ε123 = 1; xµx
µ = x2

0 − x2
1 − x2

2 − x2
3; ∂xµ

=
∂

∂xµ
, ∂Ea

=
∂

∂Ea
,

∂Ha
=

∂

∂Ha
.

Нехай

u =

u1

...
u6

 =
(

E
H

)
= стовпець(E1, E2, E3,H1,H2,H3).

Очевидно, що базиснi оператори (2) алгебри AC(1, 3) можна подати
у такому загальному виглядi:

X = ξµ(x0,x)∂xµ
+ ρj

k(x0,x)uk∂uj
, (3)

де ξµ(x0,x), ρj
k(x0,x) – вiдомi гладкi функцiї, визначенi в просторi

Мiнковського R
1,3 = 〈x0,x〉, x = (x1, x2, x3), j, k = 1, . . . , 6. Нехай,

далi, L = 〈Xm|m = 1, . . . , p〉 – деяка пiдалгебра рангу s конформної
алгебри, базиснi оператори якої мають вигляд (3). Згiдно з загальним
методом симетрiйної редукцiї [2] ми повиннi здiйснити побудову двох
класiв функцiональних iнварiантiв алгебри L

w = w(x0,x) = (ω1(x0,x), . . . , ω4−s(x0,x)), (4)

та

h = h(x0,x,u) = стовпець(h1(x0,x,u), . . . , h6(x0,x,u)), (5)
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якi складають множини функцiонально-незалежних перших iнтег-
ралiв систем диференцiальних рiвнянь з частинними похiдними пер-
шого порядку

ξµ
m(x0,x)

∂w
∂xµ

= 0 (6)

й

ξµ
m(x0,x)

∂h
∂xµ

+ ρj
mk(x0,x)

∂h
∂uj

= 0 (7)

вiдповiдно.
Тодi пiдстановка анзацу

h = v(w), v = стовпець
(
v1(w), . . . , v6(w)

)
(8)

в систему (1) приводить до системи диференцiальних рiвнянь вiд-
носно v як функцiї вiд w. Отже, редукована система мiститиме вже
не 4 а 4− s незалежних змiнних (зокрема, при s = 3 ми прийдемо до
системи звичайних диференцiальних рiвнянь).
Саме в такому пiдходi було отримано широкi класи точних роз-

в’язкiв системи (1), iнварiантних вiдносно пiдалгебр рангу 3 алгеб-
ри Пуанкаре AP (1, 3) = 〈Pµ, Jµν〉 та розширеної алгебри Пуанкаре
AP̃ (1, 3) = AP (1, 3)+⊃ 〈D〉 [3–5].
З iншого боку, вiдомо [6], що другий клас iнварiантiв алгебри L з

базисними операторами (3) можна шукати у виглядi

h = H(x0,x)u, (9)

де H(x0,x) = ||hj
k(x0,x)|| – деяка невироджена в R

1,3 матриця роз-
мiрностi 6 × 6, а тому анзац (8) можна подати у формi

u = Λ(x0,x)v(w), (10)

де Λ(x0,x) = H−1(x0,x). Форму анзацу (10) ми називаємо лiнiйною.
При цьому умова (7) для h (9) набуває вигляду

ξµ
m(x0,x)

∂H

∂xµ
+H(x0,x)Γm(x0,x) = 0, (11)

де Γm(x0,x) – деякi вiдомi матрицi розмiрностi 6 × 6, що визнача-
ються формою базисних операторiв алгебри L.
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Нехай Sµν – матрицi, якi реалiзують D(1, 0)
⊕
D(0, 1) – зобра-

ження алгебри Лi AO(1, 3) групи Лоренца O(1, 3) (див., напр., [7]),
а E – одинична матриця розмiрностi 6 × 6. Використавши запис ге-
нераторiв (2) за допомогою матриць Sµν та E [6, 7], переконуємося,
що
1) матрицi Γm(x0,x) в системi (11) мають вигляд

Γm = fmE+fm
0 S03 +fm

1 G1 +fm
2 G2 +fm

3 S12 +fm
4 G̃1 +fm

5 G̃2,(12)

де fm = fm((x0,x), fm
α = fm

α (x0,x) (α = 0, 1, . . . , 5) – деякi вiдомi
гладкi функцiї, визначенi в R1,3;
2) матрицю H природно шукати у формi

H(x0,x) = exp{(− ln θ)E} exp(θ0S03) exp(−θ3S12)×
× exp(−2θ1G1) exp(−2θ2G2) exp(−2θ4G̃1) exp(−2θ5G̃2),

(13)

де θ = θ(x0,x), θα = θα(x0,x) (α = 0, 1, . . . , 5) – довiльнi глад-
кi функцiї, визначенi в R

1,3. В (13) i (14) ми використовуємо ба-
зис алгебри AO(1, 3), який складають матрицi S03, S12, Gd, G̃d (d =
1, 2), де Gd = J0d − Jd3, G̃d = J0d + Jd3. Зауважимо, що оскiль-
ки exp{(− ln θ)E} = θ−1E, то з (14) випливає, що H = θ−1H̃, де
H̃ – матриця, яка реалiзує зображення групи Лоренца, вiдповiдне
D(1, 0)

⊕
D(0, 1) – зображенню алгебри Лi AO(1, 3).

Здiйснивши пiдстановку Γm (12) та H (13) в систему (11), прихо-
димо до такого твердження.

Лема 1. Другий клас iнварiантiв алгебри L, з базисними операто-
рами форми (3), складають функцiї (9). При цьому матриця H має
форму (13), а функцiї θ, θα (α = 0, 1, . . . , 5) задовольняють систему
диференцiальних рiвнянь з частинними похiдними першого поряд-
ку:

ξµ
m

∂θ

∂xµ
= fmθ, ξµ

m

∂θ0
∂xµ

= 4 (θ4fm
1 + θ5f

m
2 ) − fm

0 ,

ξµ
m

∂θ3
∂xµ

= 4 (θ4fm
2 − θ5f

m
1 ) + fm

3 ,

ξµ
m

∂θ1
∂xµ

= 4 (θ1θ4 + θ2θ5) fm
1 + 4 (θ1θ5 − θ2θ4) fm

2 −

−θ1fm
0 − θ2f

m
3 +

1
2
fm
1 ,

(14)
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ξµ
m

∂θ2
∂xµ

= 4 (θ2θ4 − θ1θ5) fm
1 + 4 (θ2θ5 + θ1θ4) fm

2 −

−θ2fm
0 + θ1f

m
3 +

1
2
fm
2 ,

ξµ
m

∂θ4
∂xµ

= θ4f
m
0 − 2

(
θ24 − θ25

)
fm
1 − 4θ4θ5fm

2 − θ5f
m
3 +

1
2
fm
4 ,

ξµ
m

∂θ5
∂xµ

= θ5f
m
0 − 4θ4θ5fm

1 + 2(θ24 − θ25)f
m
2 + θ4f

m
3 +

1
2
fm
5 .

Iз сказаного вище випливає теорема.

Теорема. Нехай L = 〈Xm|m = 1, . . . , p〉 – пiдалгебра рангу s кон-
формної алгебри, базиснi генератори якої мають вигляд (2). Ан-
зац, що вiдповiдає пiдалгебрi L, має лiнiйну форму (10). При цьому
Λ(x0,x) = H−1(x0,x), де H має вигляд (13), а функцiї w(x0,x) та
θ = (x0,x), θα = (x0,x) (α = 0, 1, . . . , 5) є розв’язками систем дифе-
ренцiальних рiвнянь з частинними похiдними першого порядку (6)
та (14) вiдповiдно.

Оскiльки L – довiльна пiдалгебра конформної алгебри, то з теоре-
ми випливає, що довiльний конформно-iнварiантний анзац для поля
Максвелла має лiнiйну форму (10).

2. Використання результатiв теореми для побудови конформно-iнва-
рiантних розв’язкiв системи (1) передбачає наявнiсть перелiку пiдал-
гебр даного рангу s алгебри AC(1, 3). Вiдома ж класифiкацiя пiдал-
гебр конформної алгебри проведена з точнiстю до групи внутрiшнiх
автоморфiзмiв алгебри AC(1, 3) [8].
Нехай AC(1, 3) – конформна алгебра, що визначається генера-

торами (2), а AC(1)(1, 3) – конформна алгебра, яка породжується
векторними полями

P
(1)
µ = ∂xµ

, J
(1)
µν = xµ∂xν

− xν∂xµ
,

D(1) = xµ∂xµ
, K

(1)
µ = 2xµD(1) − (xνx

ν)∂xµ
.

Тут пiднiмання та опускання iндексiв µ, ν здiйснюється за допомо-
гою метричного тензора gµν = gµν простору Мiнковського R

1,3.

Лема 2. Нехай L – пiдалгебра алгебри AC(1, 3), s – ранг L, s(1) –
ранг проекцiї L на AC(1)(1, 3). Якщо s = s(1), то dim L = s.
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Використовуючи результати леми, ми отримали чотирнадцять
нових анзацiв для поля Максвелла, якi не є iнварiантними вiдносно
пiдалгебр алгебри AP̃ (1, 3) i яким вiдповiдає редукцiя системи (1) до
систем звичайних диференцiальних рiвнянь. Це дало можливiсть от-
римати ряд нових точних розв’язкiв рiвнянь Максвелла (1). Нижче
ми наводимо один з таких розв’язкiв:

E1 = F +G, E2 = F̃ + G̃, E3 = B12,

H1 = G̃− F̃ , H2 = F −G, H3 = B34.
(15)

Тут

F = σ−1(1 + ξ2)−1
{
x1C5 − x2C6 −

(
1 + ω2

)−1 ×

×
[
ξx1A12 + ξx2A34 − 1

2 (1 − ξ2)(x1Ã12 + x2Ã34)
]}
,

G =
1
2
σ−2

(
1 + ξ2

) (
1 + ω2

)−1
(
x1Ã12 − x2Ã34

)
,

F̃ = σ−1
(
1 + ξ2

)−1

{
x1C6 + x2C5 +

(
1 + ω2

)−1 ×

×
[
ξx1A34ξx2A12 +

1
2
(
1 − ξ2

) (
x2Ã12 − x1Ã34

)]}
,

G̃ =
1
2
σ−1

(
1 + ξ2

) (
1 + ω2

)−1
(
x1Ã34 + x2Ã12

)
,

Aij = ωCi + Cj , Ãij = Ci − ωCj ,

Bij = σ−1
(
1 + ω2

)−1
[Ci (ω + ξ) + Cj (1 − ξω)] ,

σ = x2
1 + x2

2, η = x0 + x3, ξ = x0 − x3, ω = η
(
1 + ξ2

)
σ−1 − ξ,

C1, . . . , C6 – довiльнi дiйснi сталi iнтегрування.
Неважко переконатися, що в загальному випадковi векторнi поля

E, H (15) не є ортогональними. Умова E · H = 0 виконується, коли
мають мiсце рiвностi

C2C6 = C4C5, C1C6 = C1C3 + C2C4 + C3C5.
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Про новi зображення алгебр Лi груп
Галiлея в тривимiрному просторi-часi
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E-mail: lahno@pdpi.poltava.ua

Проведено класифiкацiю одного класу зображень векторними поля-
ми Лi класичної, спецiальної та повної алгебр Галiлея в тривимiрно-
му просторi-часi. Результати класифiкацiї використано для побудови
галiлей-iнварiантних рiвнянь вигляду F (t, x, u, u

1
, u
2
) = 0.

Classification of a class of representations by Lie vector fields of the classi-
cal, special and complete Galilei algebras in three-dimensional space-time
is carried out. The results of this classification are applied for construction
of Galilei-invariant equations of the form F (t, x, u, u

1
, u
2
) = 0.

Серед локальних груп симетрiй, якi знайшли широкi застосування
в рiзних задачах математичної та теоретичної фiзики, чiльне мiс-
це, поряд з групами Лоренца, Евклiда, Пуанкаре, займають групи
Галiлея. Зокрема, вони є групами iнварiантностi ряду важливих ди-
ференцiальних рiвнянь з частинними похiдними (наприклад, рiвнянь
теплопровiдностi, Шрьодiнгера, Бюргерса, Кортевега-де Фрiза) [1–
3]. Саме рiвняння, iнварiантнi вiдносно груп Галiлея, вiдiграють одну
з провiдних ролей в нерелятивiстськiй фiзицi (такi рiвняння задо-
вольняють принцип вiдносностi Галiлея).
У зв’язку з цим актуальною є задача вiдбору iз множини дифе-

ренцiальних рiвнянь тих рiвнянь, максимальнi групи iнварiантностi
яких iзоморфнi групам Галiлея або мiстять їх як пiдгрупи. Для роз-
в’язування даної задачi використовують той факт, що рiвняння, яке
допускає дану групу iнварiантностi, є iнварiантним i вiдносно ал-
гебри Лi (iнфiнiтезимальних операторiв) цiєї групи. Надалi алгеб-
ри Лi груп Галiлея називатимемо алгебрами Галiлея. Саме у цьому
пiдходi було описано широкi класи диференцiальних рiвнянь ево-
люцiйного типу, якi iнварiантнi вiдносно двох алгебр Галiлея [2, 4].
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Повнiстю задача опису диференцiальних рiвнянь з частинними по-
хiдними другого порядку, iнварiантних вiдносно стандартних алгебр
Галiлея, розв’язана в [5]. В роботах [6, 7] попередньо було здiйснено
класифiкацiю усiх нееквiвалентних зображень векторними полями
Лi розширених алгебр Галiлея у просторi двох незалежних й двох
залежних змiнних, а потiм результати цiєї класифiкацiї були вико-
ристанi для опису галiлей-iнварiантних рiвнянь еволюцiйного типу.
У даному повiдомленнi ми, продовжуючи роботи [6, 7], вивчаємо

класифiкацiю нееквiвалентних зображень в класi векторних полiв Лi
(ВПЛ–зображень) класичної, спецiальної та повної алгебр Галiлея
у просторi трьох незалежних та однiєї залежної змiнних. Резуль-
тати класифiкацiї використано для побудови галiлей–iнварiантних
рiвнянь вигляду

F (t, x, u, u
1
, u
2
) = 0. (1)

В (1) i далi x = (x1, x2), u = u(t, x), u
1

=
{
uµ =

∂u

∂µ

∣∣∣µ = t, x1, x2

}
,

u
2

=
{
uµν =

∂2u

∂µ∂ν

∣∣∣µ, ν = t, x1, x2

}
.

1. Як було пiдкреслено вище, спочатку ми розглядаємо задачу опису
реалiзацiй алгебр Галiлея в термiнах векторних полiв Лi у просторi
X ⊗ U незалежних й залежних змiнних. У нашому випадковi X –
тривимiрний простiр iз координатами t, x = (x1, x2), а U – простiр
дiйсних функцiй u(t, x). Векторнi поля Лi мають вигляд

Q = τ(t, x, u)∂t + ξi(t, x, u)∂xi
+ η(t, x, u)∂u, i = 1, 2, (2)

де τ, ξi, η – довiльнi достатньо гладкi функцiї визначенi у просторi
X ⊗ U .
Нехай AL = 〈Q1, . . . , QN 〉 – алгебра Лi, базиснi оператори Qi якої

задовольняють комутацiйнi спiввiдношення

[Qk, Qm] = Cn
kmQn, (3)

де Cn
km – дiйснозначнi сталi (структурнi константи), k,m, n = 1, 2,

. . . , N .
Будемо говорити, що оператори Qi (i = 1, . . . , N) вигляду (2)

реалiзують ВПЛ зображення алгебри Лi AL, якщо вони
• лiнiйно незалежнi i
• задовольняють комутацiйнi спiввiдношення (3).
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Добре вiдомо [1], що комутацiйнi спiввiдношення (3) не змiню-
ються у результатi виконання довiльної оборотної замiни змiнних

t′ = h(t, x, ), x′a = ga(t, x, u), a = 1, 2, u′ = f(t, x, u), (4)

де h, ga, f – довiльнi гладкi функцiї. Перетворення (4) формують
групу (групу дифеоморфiзмiв), яка визначає природне вiдношення
еквiвалентностi на множинi можливих ВПЛ зображень алгебр Лi
AL: два зображення алгебри Лi AL називаються еквiвалентними,
якщо їх вiдповiднi базиснi оператори трансформуються один в дру-
гий в результатi дiї перетворення (4).
Розгляду пiдлягають класична, спецiальна та повна алгебри Га-

лiлея, якi вiдповiдно позначаємо AG1(1, 2), AG2(1, 2), AG3(1, 2). При
цьому, AG1(1, 2) = 〈T, Pa, Ga, J12 |a = 1, 2〉, де базиснi оператори
задовольняють комутацiйнi спiввiдношення

[Pa, Gb] = [T, Pa] = [Pa, Pb] = [Ga, Gb] = [T, J12] = 0,

[P1, J12] = P2, [P2, J12] = −P1, [G1, J12] = G2,

[G2, J12] = −P1, [T,Ga] = −Pa, a, b = 1, 2;

(5)

AG2(1, 2) = 〈T, Pa, Ga, J12,D|a = 1, 2〉, де базиснi оператори задо-
вольняють комутацiйнi спiввiдношення (5) та спiввiдношення

[D,J12] = 0, [D,T ] = −2T,

[D,Pa] = −Pa, [D,Ga] = Ga, a = 1, 2;
(6)

AG3(1, 2) = 〈T, Pa, Ga, J12,D, S|a = 1, 2〉, де базиснi оператори задо-
вольняють комутацiйнi спiввiдношення (5), (6) та спiввiдношення

[S, J12] = [S,Ga] = 0, [S, Pa] = Ga,

[T, S] = D, [D,S] = 2S, a = 1, 2.
(7)

Тут ми обмежуємося розглядом тих ВПЛ зображень алгебр
AG1(1, 2), AG2(1, 2), AG3(1, 2), оператори трансляцiй яких T , Pa (a =
1, 2) мають вигляд

T = ∂t, Pa = −∂xa
, a = 1, 2, (8)

й позначаємо їх як ВПЛ∗ зображення.
Саме такого типу зображення алгебр Галiлея зустрiчаються в рiз-

них задачах математичної фiзики.
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Для того, щоб отримати перелiк нееквiвалентних зображень кла-
сичної алгебри Галiлея, необхiдно доповнити оператори T , Pa (8)
операторами J12, Ga (a = 1, 2), якi мають вигляд (2), й перевiри-
ти виконання комутацiйних спiввiдношень (5). При цьому, для спро-
щення вигляду операторiв J12, Ga можна використовувати лише тi iз
замiн змiнних (4), якi залишають вигляд операторiв T , Pa (a = 1, 2)
(8) незмiнним. Неважко переконатися, що такими є перетворення

t′ = t+ h(u), x′i = xi = gi(u) (i = 1, 2), u′ = f(u). (9)

Наприклад, iз виконання комутацiйних спiввiдношень (5) випливає,
що найбiльш загальний вигляд оператора J12 такий:

J12 = τ(u)∂t − x2∂x1 + x1∂x2 + ξi(u)∂xi
+ η(u)∂u, i = 1, 2. (10)

Якщо в (10) η �= 0, то, поклавши в (9) функцiї h, gi, f як розв’язки
рiвнянь

τ + ηhu = 0, ξ1 + ηg1
u = −ξ2, ξ2 + ηg2

u = ξ1, ηfu = 1,

ми зводимо оператор J12 до оператора (в початкових позначеннях
змiнних)

J12 = −x2∂x1 + x1∂x2 + ∂u.

Якщо ж в (10) η = 0, то аналогiчно приходимо до оператора

J12 = −x2∂x1 + x1∂x2 .

Отже, мають мiсце двi реалiзацiї в класi векторних полiв Лi (2) опе-
раторiв T , Pa (a = 1, 2), J12. Щоб отримати нееквiвалентнi зображен-
ня алгебри AG1(1, 2), потрiбно кожну з них доповнити операторами
Ga (a = 1, 2) вигляду (2). Опускаючи досить громiздкi викладки
обчислень, сформулюємо результат.

Tеорема 1. Нееквiвалентнi ВПЛ∗ зображення класичної алгебри
Галiлея вичерпуються одним iз таких зображень:

AG1
1(1, 2) : {T = ∂t, Pa = −∂xa

(a = 1, 2),

J12 = −x2∂x1 + x1∂x2 , G1 = t∂x1 , G2 = t∂x2};
AG2

1(1, 2) : {T = ∂t, Pa = −∂xa
(a = 1, 2),

J12 = −x2∂x1 + x1∂x2 ,

G1 = t∂x1 − u∂x2 , G2 = t∂x2 + u∂x1};
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AG3
1(1, 2) : {T = ∂t, Pa = −∂xa

(a = 1, 2),

J12 = −x2∂x1 + x1∂x2 + ∂u,

G1 = (t+ λ cos 2u)∂x1 + λ sin 2u∂x2 ,

G2 = λ sin 2u∂x1 + (t− λ cos 2u)∂x2 , λ ≥ 0}.
Як випливає iз теореми, для опису ВПЛ∗ зображень алгебр

AG2(1, 2), AG3(1, 2), потрiбно здiйснити поетапне розширення кож-
ного ВПЛ∗ зображення алгебри AG1(1, 2) до спецiальної, а потiм до
повної алгебр Галiлея. Зазначимо, що кожне з отриманих у теоре-
мi ВПЛ∗ зображень алгебри AG1(1, 2) таке розширення допускає.
Cформулюємо результати дослiджень.

Наслiдок 1. Нееквiвалентнi ВПЛ∗ зображення спецiальної алгебри
Галiлея вичерпуються одним iз таких зображень:

AG1
2(1, 2) : {AG1

1(1, 2), D = 2t∂t + x1∂x1 + x2∂x2},
AG2

2(1, 2) : {AG1
1(1, 2), D = 2t∂t + x1∂x1 + x2∂x2 + u∂u},

AG3
2(1, 2) : {AG2

1(1, 2), D = 2t∂t + x1∂x1 + x2∂x2 + 2u∂u},
AG4

2(1, 2) : {AG3
1(1, 2), де λ = 0,

D = 2t∂t + x1∂x1 + x2∂x2 + γ∂u, γ ∈ R}.
Наслiдок 2. Нееквiвалентнi ВПЛ∗ зображення повної алгебри Га-
лiлея вичерпуються одним iз таких зображень:

AG1
3(1, 2) : {AG1

2(1, 2), S = t2∂t + x1t∂x1 + x2t∂x2};
AG2

3(1, 2) : {AG2
2(1, 2), S = t2∂t + x1t∂x1 + x2t∂x2+

+u(t+ εu2)∂u, ε = 0,±1},
AG3

3(1, 2) : {AG3
2(1, 2), S = (t2 − u2)∂t + (x1t+ x2u)∂x1+

+(x2t− x1u)∂x2 + 2ut∂u};
AG4

3(1, 2) : {AG4
2(1, 2), S = t2∂t + (x1t+ λ cosu)∂x1+

+(x2t+ λ sinu)∂x2 +(γt+ α)∂u, λ ≥ 0, α, γ ∈ R}.
2. У цьому пунктi зупинимося на побудовi найбiльш загального ви-
гляду рiвнянь (1), якi iнварiантнi вiдносно класичної, спецiальної
та повної алгебр Галiлея. Для цього використаємо отриманi в тео-
ремi та наслiдках ВПЛ∗ зображення AG1

1(1, 2), AG1
2(1, 2), AG2

2(1, 2),
AG1

3(1, 2) та AG2
3(1, 2) вказаних алгебр.
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Процедура побудови iнварiантних рiвнянь є стандартною [3]. Не-
хай Qa (a = 1, . . . , N) складають базис алгебри Лi AL групи симетрiї
у просторi X⊗U . У нашому випадковi X⊗U є простiр 〈t, x1, x2, u〉, a
всi Qa мають вигляд (2). Рiвняння (1) iнварiантнi вiдносно алгери Лi
AL, якщо функцiя F задовольняє систему диференцiальних рiвнянь
з частинними похiдними

pr(2)QaF = 0, a = 1, . . . , N, (11)

де pr(2)Qa – друге продовження оператора Qa.
Тим самим задача зводиться до розв’язування рiвнянь (11), в якi

всi аргументи входять як незалежнi змiннi. Як вiдомо, загальний
розв’язок системи (11) має вигляд

Ψ(J1, . . . , Js) = 0, (12)

де Jk(t, x, u, uµ, uµν) (µ, ν = t, x1, x2) складають множину елементар-
них iнварiантiв алгебри AL. Число змiнних в (1) й (11) рiвне 13.
Алгебри AG1(1, 2), AG2(1, 2) й AG3(1, 2) є розв’язними алгебрами,
генеруючi орбiти вiдповiдних продовжень груп перетворень є шести-,
семи- та восьмивимiрнi, вiдповiдно. Згiдно з цим рiвняння (12) мiсти-
тиме сiм, шiсть та п’ять елементарних iнварiантiв алгебр AG1(1, 2),
AG2(1, 2), AG3(1, 2), вiдповiдно.
Результати наших обчислень ми пiдсумовуємо нижче.
Рiвняння (1), iнварiантне вiдносно алгебри AG1

1(1, 2), має най-
бiльш загальний вигляд

F̃ (J1, . . . , J7) = 0, (13)

де

J1 = u, J2 = u2
1 + u2

2, J3 = u11 + u22,

J4 = u2
1u11 + u2

2u22 + 2u1u2u12, J5 = u11u22 − u2
12,

J6 = (u1u22 − u2u12)u1t + (u2u11 − u1u12)u2t − (u11u22 − u2
12)ut,

J7 = u11u
2
2t + u22u

2
1t −

(
u11u22 − u2

12

)
utt − 2u12u1tu2t.

Тут ua = uxa
, uab = uxaxb

, uta = utxa
, a, b = 1, 2. Зазначимо, що цей

результат незалежно отримано в [8].
Найбiльш загальним рiвнянням вигляду (1), яке є iнварiантним

вiдносно алгебр AG1
2(1, 2) та AG2

2(1, 2), є рiвняння

G(Σ1, . . . ,Σ6) = 0. (14)
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При цьому, елементарнi iнварiанти алгебри AG1
2(1, 2) мають вигляд

Σ1 = J1, Σ2 = J3J
−1
2 , Σ3 = J4J

−2
2 ,

Σ4 = J5J
−2
2 , Σ5 = J6J

−3
2 , Σ6 = J7J

−4
2 ,

(15)

а алгебри AG2
2(1, 2) –

Σ1 = J2, Σ2 = J3J1, Σ3 = J4J1,

Σ4 = J5J
2
1 , Σ5 = J6J

3
1 , Σ6 = J7J

5
1 .

(16)

Значення J1, . . . , J7 такi ж, як i в (13).
Нарештi, найбiльш загальним рiвнянням, яке iнварiантне вiднос-

но алгебр AG1
3(1, 2), AG2

3(1, 2), є рiвняння

H(Λ1, . . . ,Λ5) = 0. (17)

Для повної алгебри Галiлея AG1
3(1, 2) значення елементарних iн-

варiантiв збiгаються iз функцiями

Λ1 = Σ1, Λ2 = Σ2, Λ3 = Σ3, Λ4 = Σ4, Λ5 = Σ2
5 − (Σ2 − Σ3)Σ6,

де значення Σ1, . . . ,Σ6 такi, як i в (15). Значення елементaрних iн-
варiантiв алгебри AG2

3(1, 2) при ε = 0 такi:

Λ1 = Σ1, Λ2 = Σ2, Λ3 = Σ3, Λ4 = Σ4, Λ5 = Σ6,

а при ε �= 0 –

Λ1 = Σ− 2
3

1 Σ2 − 3Σ
1
3
1 , Λ2 = Σ− 5

3
1 Σ3 − 3Σ

1
3 ,

Λ3 = Σ− 5
6

1 Σ4 − 6
5
Σ

1
6
1

(
Σ2 − Σ−1

1 Σ3

)
,

Λ4 = Σ−2
1

[
Σ5 − ε

(
1
7
Σ4 +

3
7
Σ1Σ2 − 3

7
Σ3

)]
,

Λ5 = Σ
7
3
1 v +

6
5
AΣ

5
6
1

{
Σ6 + ω2A−1

(
v +

6
5
AΣ

5
6
1

)−1

−

−2ε
7
ωvS

(
−4

3

)
− 6ε

5
ωAS

(
−1

2

)
− 1

49
vAS

(
−5

2

)
−

− 6
35
AS

(
−5

3

)
− 9

25
A2S

(
−5

6

)}
,
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ε = ±1, ω = Λ4, v = Λ3, A = Λ1 − Λ3,

S(α) =

t∫
τα

[
v +

6
5
Aτ

5
6

]−2

dτ.

Тут Σ1, . . . ,Σ6 наведенi в (16).
Зауважимо, що жодне iз рiвнянь (13), (14), (17) не мiстить рiв-

няння першого порядку, в якi входила б змiнна ut.
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Symmetry reduction and some classes of
exact solutions of the Born-Infeld equation

O. LEIBOV

Pidstryhach Institute of Applied Problems of Mech. and Math., Lviv

Використовуючи пiдгрупову структуру групи Пуанкаре P̃ (1, 3), по-
будованi анзаци, якi редукують рiвняння Борна-Iнфельда до дифе-
ренцiальних рiвнянь з меньшою кiлькiстю незалежних змiнних. Про-
ведена вiдповiдна симетрiйна редукцiя. Знайденi деякi класи точних
розв’язкiв дослiджуваного рiвняння.

Ansazes that reduce the Born-Infeld equation to differential equations in
a less number of independent variables are constructed by means of using
the subgroup structure of the Poincaré group P̃ (1, 3). The corresponding
symmetry reduction is carried out. Some classes of exact solutions of the
equation under investigation are found.

The Born-Infeld equation for different n-dimensional spaces is widely
applied (see, for example [1, 2]). In works [3, 4] symmetry of this equation
has been studied and families of exact solutions was found using special
ansatzes.
The present work is devoted to the studying of the Born-Infeld equa-

tion

�u (1 − uνu
ν) + uµνu

µuν = 0, (1)

where u = u(x), x = (x0, x1, x2) ∈ R3, uµν ≡ ∂2u

∂xµ∂xν
, uν ≡ ∂u

∂xν
,

µ, ν = 0, 1, 2, � is the d’Alembert operator.
The invariance group of equation (1) is the extended Poincaré group

P̃ (1, 3) [3, 4]. In this work we construct ansatzes that reduce equations
(1) to differential equations in a less number of independent variables,
by means of using the subgroup structure of P̃ (1, 3) [5, 6]. Corresponding
symmetry reduction is carried out. After solving reduced equations, we
find some classes of exact solutions of the Born-Infeld equation (1).
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1. Below we write down ansatzes reducing equation (1) to ordinary
differential equations (ODEs) and list the obtained ODEs together with
some classes of exact solutions of the Born-Infeld equation.

1. u = −(x1ϕ(ω))(1+α)/2α + x0, ω =
x2

x1
, (α �= 0),

ϕ′′ = 0, ϕ = c2ω + c1,

u = x0 − (c1x1 + c2x2)(1+α)/2α;

2. u = −ϕ(ω) + x0 − 2 lnx2, ω =
x1

x2
,

2ϕ′′ + ϕ′2 = 0, ϕ = 2 ln(ω + c),

u = x0 − 2 ln(x1 + cx2);

3. u2 = −x2
2ϕ

2(ω) + x2
0, ω =

x1

x2
,

ϕ(ϕ2 − ω2 − 1)ϕ′′ + (ω2 + 1)ϕ′2 − 2ωϕϕ′ + ϕ2 − 1 = 0;

4. u = −((x2
1 + x2

2)ϕ(ω))(α+c)/2α,

ω = 2arctg
x2

x1
− ln(x2

1 + x2
2), (c > 0, α �= 0),

4α2ϕ2ϕ′′ − 8(α2 + 1)ϕ′3 + 12ϕϕ′2 − 6ϕ2ϕ′ + ϕ3 = 0;

5. u2 = −x2
2ϕ

2(ω) + x2
0 − x2

1,

ω = α ln(x0 − u) − (1 + α) lnx2, (α �= 0),

ϕ((α2 − 1)ϕ2 − α2)ϕ′′ + (2(α2 + 1)2ϕ2 − α2)ϕ′2−
−((5α+ 3)ϕ2 − 5α)ϕϕ′ + ϕ2(2ϕ2 − 1) = 0;

6. u = −ϕ(ω) + x0 − 2 lnx2, ω =
x0 + u

x2
2

,

(4ω − 1)ϕ′′ + 2ωϕ′2 + 2ϕ′ = 0;

7. u = −ϕ(ω) + x0 − ln(x2
1 + x2

2),

ω = 2c arctg
x2

x1
+ ln(x2

1 + x2
2), (c > 0),

2c2ϕ′′ + ϕ′3 + (c2 + 3)ϕ′2 + 3ϕ′ + 1 = 0;
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8. u = ϕ(ω) − 2 arctg
x2

x1
− x0, ω =

x2
1 + x2

2

x0 − u
,

ω(4 − ω2)ϕ′′ + 2ω2ϕ′3 + 2(3 − ω2)ϕ′ = 0;

Ansatzes (1)–(8) can be written in the following form:

h(u) = f(x)ϕ(ω) + g(x),

where h(u), f(x), g(x) are given functions, ϕ(ω) is an unknown function,
ω = ω(x, u) is a one-dimensional invariant of a subgroup of the group
P̃ (1, 3).

9. x2ω = x1ϕ(ω), ω =
x1

u
,

ϕ′′(1 + ω2 + ϕ2) = 0, ϕ = c1ω + c2; ϕ = i
√
ω2 + 1,

u =
(x2 − c1x1)

c2
; u = i

√
x2

1 + x2
2;

10. x1ω = x2ϕ(ω), ω =
x2

x0 − u
,

ϕ′′ = 0, ϕ = c1ω + c2, u =
x0 − (x1 − c1x2)

c2
;

11.
x1

ω
= x2ϕ(ω) − x2 lnx2, ω =

x0 − u

x2
,

ω2ϕ′′ + 2ωϕ′ + 1 = 0, ϕ = − lnω − c

ω
,

x1 + cx2

x0 − u
+ ln(x0 − u) = 0;

12. x0ω = (x2
1 + x2

2)
1/2ϕ(ω), ω =

(x2
1 + x2

2)
1/2

u
,

ω(1 + ω2 − ϕ2)ϕ′′ − (1 + ω2)ϕ′3 + 2ωϕϕ′2 + (1 − ϕ2)ϕ′ = 0;

13. ln(ωx2
2) − ωx2

2 −
x2

1

ωx2
2

= ϕ(ω) − 2x0, ω =
x0 − u

x2
2

,

ω2(4ω + 1)ϕ′′ + 2ω(3ω − 1)ϕ′ + 3 = 0;

Ansatzes (9)–(13) can be written in the following form:

h(ω, x) = f(x)ϕ(ω) + g(x),
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where h(ω, x), f(x), g(x) are given functions, ϕ(ω) is an unknown func-
tion, ω = ω(x, u) is a one-dimensional invariant of a subgroup of the
group P̃ (1, 3).

14.
(
x2

1 + x2
2

x2
0 − u2

)1/2

= ϕ(ω),

ω = 2c arctg
x2

x1
− ln

x0 − u

x0 + u
, (c > 0),

4ϕ(1 − ϕ2)(c2 + ϕ2)ϕ′′+

+4((c2 − 1)ϕ2 − 2c2)ϕ′ + ϕ2(ϕ4 − 1) = 0;

15.
(x2

0 − x2
1 − u2)1/2

x0 − u
= ϕ(ω), ω =

x2

x0 − u
,

ϕ(ϕ2 − ω2)ϕ′′ − (ω2 − 2ϕ2)ϕ′2 − 2ωϕϕ′ + ϕ2 = 0;

16.
(x2

1 + x2
2)

1/2

u
= ϕ(ω),

ω = 2α arctg
x2

x1
− ln(x2

1 + x2
2), (α > 0),

4ϕ2((α2 + 1)ϕ2 + 1)ϕ′′ − 8(α2 + 1)ϕ′3−
−(8(α2 + 1)ϕ−8α2 − 4)ϕϕ′2−(4ϕ2 + 6)ϕ2ϕ′−ϕ5−ϕ3 =0;

17.
(x2

1 + x2
2)

1/2

x0 − u
= ϕ(ω),

ω = 2α arctg
x2

x1
− ln(x2

1 + x2
2), (α > 0),

4α2ϕ2ϕ′′ − 8(α2 + 1)ϕ′3 − 4(2α2 + 3)ϕϕ′2 + 2ϕ2ϕ′−ϕ3 =0;

18.
(u− x0)α−1

(u+ x0)α+1
= ϕ(ω), ω =

(x2
0 − u2)1/2

x1
, (α > 0),

if α = 1 :

4ωϕϕ′′ − ω2(ω2 + 1)ϕ′3 − 2(2ω2 + 5)ωϕϕ′2 − 4ϕ2ϕ′ = 0;

19.
(x2

0 − x2
1 − x2

2 − u2)1/2

x0 − u
= ϕ(ω), ω =

x1

x0 − u
− ln(x0 − u),

ϕ(ϕ2 − 1)ϕ′′ + (ϕ2 − 1)ϕ′2 + 3ϕϕ′ + 4ϕ2 = 0;
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20. ln
(x0 − u)α−1

(x0 + u)α+1
= ϕ(ω) − 2β arctg(x2 − x1),

ω =
(
x2

0 − u2

x2
1 + x2

2

)1/2

, (α ≥ 0, β ≥ 0, α+ β �= 0),

4ω2(α2 + (β2 − α2 + 1)ω2 − β2ω4)ϕ′′ + ω3(ω4 − 1)ϕ′3−
−6ω2ϕ′2 + ω(4(β2 − α2 + 1)ω2 + 7α2 − 2α− 13)ϕ′+

+8(α2 − 1) = 0;

21. u+ ln(x0 − u) = ϕ(ω) − 2α arctg
x2

x1
− x0,

ω =
x2

1 + x2
2

x0 − u
, (α ≥ 0),

ω(4(α2−ω)−ω2)ϕ′′ + 2ω2ϕ′3 + 2(3α2−2ω−ω2)ϕ′−ω=0;

22. ln
((x0 − u)2 − 4x1)3

(6(x0 + u) − 6x1(x0 − u) + (x0 − u)3)2
= ϕ(ω),

ω =
(x0 − u)2 − 4x1

x2
,

6ω(ω2 − (16 + ω2)eϕ)ϕ′′ + ω(3(16 + ω2)eϕ − 2ω2)ϕ′2+

+12(ω2 − (20 + ω2)eϕ)ϕ′ = 0;

23. ln
(x2

0 − x2
1 − u2)

((x0 − u)x2 − x1)2
= ϕ(ω), ω = x0 − u,

ω2ϕ′′ + ω2ϕ′2 + 2ω(ω2 + 1)eϕϕ′ + 2(ω2 − 2)eϕ − 2 = 0;

Ansatzes (14)–(23) can be written in the following form:

h(u, x) = f(x)ϕ(ω) + g(x),

where h(u, x), f(x), g(x) are given functions, ϕ(ω) is an unknown func-
tion, ω = ω(x, u) is a one-dimensional invariant of a subgroup of the
group P̃ (1, 3).

2. Next we consider reduction of equation (1) to two-dimensional partial
differential equations (PDEs). Obtained PDEs can be written in the
form:

A
(
ϕ11ϕ

2
2+ϕ22ϕ

2
1−2ϕ12ϕ1ϕ2

)
+B1ϕ11+B2ϕ22+2B3ϕ12+V = 0,
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where ϕ = ϕ(ω1, ω2),

ϕi ≡ ∂ϕ

∂ωi
, ϕij ≡ ∂2ϕ

∂ωi∂ωj
, i, j = 1, 2.

Below, we present the ansatzes, which reduce equation (1) to two-di-
mensional PDEs, and the corresponding coefficients A, B1, B2, B3, V
of the reduced equations.

1. u = −ϕ(ω1, ω2) + x0 − 2 lnx2, ω1 =
x1

x2
, ω2 =

x0 + u

x2
2

;

A = 2ω2
2 , B1 = 2(1 + (ω2

1 − 2ω2 + 1)ϕ2),

B2 = 8ω2 − 1 − 4ω1ω2ϕ1,

B3 = (2ω2 − ω2
1 − 1)ϕ1 + 2ω1(ω2ϕ2 + 1),

V = (ω2ϕ2 + 1)ϕ2
1 + 4(1 − ω2ϕ2)ϕ2;

2. u = −ϕ(ω1, ω2) + x0 − ln(x2
1 + x2

2),

ω1 =
x0 + u

x2
1 + x2

2

, ω2 = 2c arctg
x2

x1
+ ln(x2

1 + x2
2), (c > 0),

A = 4c2ω2
1 , B1 = 4ω1(ϕ2 + 1) − 1,

B2 = 4(c2 + (1 + c2(1 − 2ω1))ϕ1,

B3 = −2(1 + ω1ϕ1 + (1 + c2(1 − 2ω1))ϕ2,

V = −2ω3
1ϕ

3
1 + 2ϕ3

2 + 2(c2 − 3)ω1ϕ1ϕ
2
2 + 6ω2

1ϕ
2
1ϕ2 + 6ω2

1ϕ
2
1+

+2(c2 + 3)ϕ2
2 + 4(1 − 3ω2

1)ϕ1ϕ2 + 2(2 − 3ω1)ϕ1 + 6ϕ2 + 2;

Ansatzes (1)–(2) can be written in the following form:

h(u) = f(x)ϕ(ω1, ω2) + g(x),

where h(u), f(x), g(x) are given functions, ϕ(ω1, ω2) is an unknown
function, ω1 = ω1(x, u) and ω2 = ω2(x, u) are invariants of a subgroup
of the group P̃ (1, 3).

3. x2ω1 = x0ϕ(ω1, ω2), ω1 =
x0

u
, ω2 =

x1

u
;

A = 1 − ω2
1 + ω2

2 , B1 = 1 − ω2
1 + ϕ2 − 2ω2ϕ2ϕ,

B2 = −1 − ω2
2 − ϕ2 + 2ω1ϕ1ϕ,

B3 = ϕ(ω1ϕ1 + ω2ϕ2) − ω1ω2, V = 0;
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4. (x2
1 + x2

2)
1/2ω2 = x0ϕ(ω1, ω2),

ω1 = 2α arctg
x2

x1
− ln(x2

1 + x2
2), ω2 =

x0

u
, (α > 0),

A = 4(α2 + 1)(ω2
2 − ϕ2),

B1 = 4ϕ2((α2 + 1)(ϕ− 2ω2ϕ2)ϕ+ α2),

B2 = ϕ3(4(ω2
2 − 1)ϕ1 − ϕ(ϕ2 − ω2

2 + 1)),

B3 = 2ϕ3(2(α2 + 1)ω2ϕ1 + (1 − ω3
2)ϕ2 + ω2ϕ),

V = 8(α2+1)ϕ2
1(ω2ϕ2ϕ

2−ϕ1)−4ϕ2
1ϕ(2(α2+1)ϕ−2α2−1)−

−(ω2
2 − 1)ϕ2

2ϕ
3 + 4ω2ϕ1ϕ2ϕ

3 − 2(2ϕ2 + 3)ϕ2ϕ1+

+ϕ3(2ω2ϕ2ϕ− ϕ2 − 1);

Ansatzes (3)–(4) can be written in the following form:

h(ω1, ω2, x) = f(x)ϕ(ω1, ω2) + g(x),

where h(ω1, ω2, x), f(x), g(x) are given functions, ϕ(ω1, ω2) is an un-
known function, (ω1(x, u) and ω2(x, u) are invariants of a subgroup of
the group P̃ (1, 3).

5.
(u− x0)α−1

(u+ x0)α+1
= ϕ(ω1, ω2),

ω1 =
(x2

0 − u2)1/2

x1
, ω2 =

x2

x1
, (α > 0),

if α = 1 : A = ω3
1(1−ω2

1−ω2
2), B1 = 4ω1ϕ(1−ω2

1ω2ϕ2),

B2 = 4ω2
1(1 + ω2

2)ϕ1ϕ, B3 = 2ω2
1(ω1ω2ϕ1−(1+ω2

2)ϕ2)ϕ,

V = −ω2
1(ω2

1 + 1)ϕ3
1 + ω2

1(2ω2
1+ω2

2+1)ϕ1ϕ
2
2 + 2ω3

1ω2ϕ
2
1ϕ2−

−2(2ω2
1 + 5)ω1ϕ

2
1ϕ+ 4ω2

1ω2ϕ1ϕ2ϕ− 4ϕ2ϕ1;

6.
(u− x0)α/c−1

(u+ x0)α/c+1
= ϕ(ω1, ω2), ω1 =

(
x2

0 − u2

x2
1 + x2

2

)1/2

,

ω2 = 2α arctg
x2

x1
− ln(x2

1 + x2
2), (c > 0, α > 0),

if α = c :

A = 4ω3
1(1 + c2(1 − ω2

1)), B1 = 4ω1ϕ(ϕ− 2ω2
1ϕ2),

B2 = 16(c2 + 1)ω2
1ϕ1ϕ, B3 = 4ω2

1ϕ(ω1ϕ1 − 2(c2 + 1)ϕ2),
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V = ω2
1(ω4

1 − ω2
1 − 1)ϕ3

1 − 8(c2 − 1)ω3
1ϕ

3
2+

+4ω2
1((3 − 2c2)ω2

1 + c2 + 1)ϕ1ϕ
2
2 + 6ω5

1ϕ
2
1ϕ2−

−10ω1ϕ
2
1ϕ− 8ω2

1ϕ1ϕ2ϕ− 4ϕ1ϕ
2;

7.
x1

x0 − u
= ϕ(ω1, ω2) − lnx2,

ω1 =
(x2

0 − x2
1 − u2)1/2

x2
, ω2 =

x0 − u

x2
,

A = ω1ω
4
2 , B1 = ω3

1(1 − ω2
1 + ω2

2),

B2 =−ω2
1ω

2
2(ω1+2ω2

2ϕ1), B3 =ω2
1ω2(ω2

2ϕ2+1−ω2
1+ω2

2),

V = 4ω1ω
3
2(ω2

1 − 1)ϕ2
1ϕ2 + ω4

2(2ω2
1 − 1)ϕ1ϕ

2
2+

+2ω2
1ω

2
2(ω2

1 − 1)ϕ3
1 + 2ω2

1ω
3
2ϕ1ϕ2 + 2ω3

1ω
2
2ϕ

2
1−

−2ω3
1ω2ϕ2 + ω2

1(2(ω2
2 − ω2

1) + 3)ϕ1 − ω3
1 .

Ansatzes (5)–(7) can be written in the following form:

h(u, x) = f(x)ϕ(ω1, ω2) + g(x),

where h(u, x), f(x), g(x) are given functions, ϕ(ω1, ω2) is an unknown
function, ω1(x, u) and ω2(x, u) are invariants of a subgroup of the group
P̃ (1, 3).
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Инварианты группы SO(2) в пространстве
параметров нелинейной системы II
порядка и условие существования
периодических решений

А.К. ЛОПАТИН, А.Г. КУЗЬМЕНКО

Институт математики НАН Украины, Киев

Отриманi коэфiцiєнтнi критерiї (вираженi через iнварiанти групи обер-
тання SO(2)) iснування перiодичних розв’язкiв в системi другого по-
рядку з полiномiальними коефiцiєнтами i малим параметром. Узагаль-
нюються результати К.С. Сибiрського.

Coefficient criterion are obtained (expressed via invariants of the rotation
group SO(2)) of existence of the periodic solutions in system of the
second order with polynomial coefficients and small parameter. Results
of К.S. Sybirsky are generalized.

1. Постановка задачи. В этой работе ставится задача о нахож-
дении критериев существования периодических решений в системе
вида

dx

dt
= −y + εP (p, x, y),

dy

dt
= x+ εQ(q, x, y), (1)

где ε – малый параметр, символами p и q будем обозначать сово-
купности некоторых неопределенных коэффициентов p0, . . . , pm и
q0, . . . , qm соответственно,

P (p, x, y) =
m∑

k=0

pkx
m−kyk, Q(q, x, y) =

m∑
k=0

qkx
m−kyk

– однородные полиномы в пространстве L⊗m.
Эффективным средством исследования задачи (1) является ме-

тод асимптотической декомпозиции [1, 2].
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Замена переменных в виде ряда Ли

x = eεSx′, y = eεSy′,

где S = S1+εS2+ε2S3+· · ·, Si = γi1
∂

∂x′
+γi2

∂

∂y′
для любого i = 1,∞,

преобразует систему (1) к централизованной системе:

dx′

dt
= −y′ + εF11

(
p, q, x′2 + y′2

)
+ ε2F12

(
p, q, x′2 + y′2

)
+ · · · ,

dy′

dt
= x′ + εF21

(
p, q, x′2 + y′2

)
+ ε2F22

(
p, q, x′2 + y′2

)
+ · · ·.

(2)

Система (2) по алгоритму построения является инвариантной отно-
сительно группы SO(2)

x′ = eδS x̃, y′ = eδS ỹ, (3)

где δ – некоторый параметр, U = −ỹ ∂
∂x̃

+ x̃
∂

∂ỹ
– элемент алгебры

so(2). Группа SO(2) (3) также транзитивно действует в пространстве
коэффициентов pk, qk системы (1). Ее векторные поля запишем в
виде

W =
∂

∂δ
+

m∑
i=0

ξi(p, q)
∂

∂pi
+

m∑
i=0

ηi(p, q)
∂

∂qi
. (4)

Всевозможные инварианты в пространстве параметров находятся
как решение систем

Wfν = 0,

где fν – однородные по p0, p1, . . ., pm и q0, q1, . . ., qm многочлены
степени ν, ν = 1, 2, . . .. Известно, что число независимых инвариан-
тов для данной степени m однородности правых частей системы (1)
конечно (см., например, [3, с. 37]):

I1, I2, . . . , Ir.

Это позволяет дать коэффициентные критерии существования пе-
риодических и изохронных периодических решений.
Впервые такая задача была успешно решена для системы вида

dx

dt
= −y + P (p, x, y),

dy

dt
= x+Q(q, x, y), (5)
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(то есть при отсутствии малого параметра) в работах К.С. Сибирско-
го [3, 4]. В цитируемых работах существенно использовалась матрица
представления коэффициентов системы (5) группы SO(2) в некото-
ром специальном базисе. Далее, существенно использовался моди-
фицированный метод функции последования А.М. Ляпунова.
В настоящей работе снимаются два важных ограничения, прису-

щие методу К.С. Сибирского.

1) Для построения инвариантов группы SO(2) в пространстве па-
раметров построена алгебра Ли в виде оператора (4).

2) Альтернативой методу функций последования является метод
асимптотической декомпозиции.

Это позволило:

а) снять ограничения, связанные с обязательным использованием
специального базиса при построении инвариантов;

б) ввести в системе (5) малый параметр (см. систему (1)), а это
приводит к расширению класса рассматриваемых задач (на-
пример, снято требование, чтобы нелинейности начинались с
членов второго порядка малости);

в) разработать аналогичний подход для исследований систем по-
рядка n > 2 (так как снимаются ограничения, связанные с
применением метода функций последования). Такого рода рас-
смотрение будет предметом отдельной статьи.

Отметим, что применение асимптотических методов механики или
метода усреднения [5] в данном случае невозможно, так как суще-
ственно используются свойства инвариантности централизованной
системы (2) относительно (3).
Перейдем в системе (1) к полярной системе координат путем за-

мены

x = ρ cosϕ, y = ρ sinϕ

и получим систему
dρ

dt
= ε(P (ρ cosϕ, ρ sinϕ) cosϕ+Q(ρ cosϕ, ρ sinϕ) sinϕ),

dϕ

dt
= 1 + ε

(
Q(ρ cosϕ, ρ sinϕ) cosϕ

ρ
− P (ρ cosϕ, ρ sinϕ) sinϕ)

ρ

)
.
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Методом асимптотической декомпозиции приводим систему к следу-
ющему виду:

dρ

dt
= εF11(p, q, ρ, ) + ε2F12(p, q, ρ, ) + · · · ,

dϕ

dt
= 1 + εF21(p, q, ρ, ) + ε2F22(p, q, ρ, ) + · · · .

(6)

1. Коэффициентные критерии существования периодичес-
ких решений системы (1). Нетрудно показать, что необходимым
и достаточным условием существования периодического решения в
системе (1) является обращение в ноль

F1j(p, q, ρ) = 0, где j = 1, 2, . . . , (7)

правой части в первом уравнении системы (6). Этот критерий не
является конструктивным, так как выписывается бесконечно много
уравнений.
Совокупность уравнений (7), согласно теореме Гильберта о базисе

[6, с. 57, c. 337], может быть заменена конечным числом уравнений

R1(p, q) = 0, . . . , Rr(p, q) = 0. (8)

В то же время функции R1(p, q), . . ., Rr(p, q) анулируются опера-
тором W , то есть WRi(p, q) = 0, так как являются инвариантами
группы SO(2).
Результат можна подитожыть в виде теоремы.

Теорема 1. Для того, чтобы система (1) имела периодическое
(неизохронное) решение, необходимо и достаточно, чтобы обраща-
лось в ноль некоторое конечное множество инвариантов

R1 = 0, . . . , Rr = 0 (9)

группы SO(2) в пространстве параметров.

Замечание 1. Для вычисления инвариантов (9) необходимо найти
конечное число приближений k по методу асимптотической деком-
позиции, что затруднительно, и поэтому требуется разработка спе-
циальных алгоритмов с применением ЭВМ.

2. Условие существования изохронного периодического ре-
шения.Нетрудно показать, что для того, чтобы решение системы(1)
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было периодическим и изохронным, необходимо и достаточно, чтобы
в системе (6) с равенствами (7) также обращались в ноль

F2j(p, q, ρ) = 0, где j = 1, 2, . . . . (10)

правые части второго уравнения. Но так как система (6) инвари-
антна относительно группы SO(2), то согласно теореме Гильберта о
базисе [6, с. 57, c. 337] систему (7) заменяем конечным числом уравне-
ний (8), а систему (10) – соответственно конечным числом уравнений

H1(p, q) = 0, . . . , Hh(p, q) = 0,

где функции H1(p, q), . . ., Hh(p, q) анулируются оператором W , то
есть WHi(p, q) = 0, так как являются инвариантами группы SO(2).
Результат можна подитожыть в виде теоремы.

Теорема 2. Для того, чтобы система (1) имела изохронное пери-
одическое решение, необходимо и достаточно, чтобы обращались в
ноль конечное число инвариантов группы SO(2) (9) и

H1(p, q) = 0, . . . , Hh(p, q) = 0

в пространстве параметров.

3. Примеры.
Пример 1. Рассмотрим асимптотическую декомпозицию системы

dx

dt
= −y + ε(c10x+ c01y),

dy

dt
= x+ ε(b10x+ b01y).

Cделаем замену x =
w̄ + w

2
, y =

i(w̄ − w)
2

, после чего получим
систему

dw

dt
= iw + ε

(z10
2
w̄ +

z01
2
w
)
,

dw̄

dt
= −iw̄ + ε

( z̄01
2
w̄ +

z̄10
2
w
)
,

где z10 = c10−b01 + i(c01 +b10), z01 = c10 +b01 + i(b10−c01). Векторное
поле нулевого приближения запишем так:

U = iw
∂

∂w
− iw̄

∂

∂w̄
= (w, w̄)

[
i 0
0 −i

]
∂,
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где ∂ =
(
∂

∂w
,
∂

∂w̄

)
, а векторное поле системы

Ũ = (w, w̄)


z01
2

z̄10
2

z10
2

z̄01
2

 ∂.
Первое приближение. Для того, чтобы найти первое приближение,
необходимо решить уравнение

[U, S1] = Ũ − Pr Ũ . (11)

По определению [U, S1] = US1 − S1U . Ищем S1 в виде

S1 = (w, w̄)
[
γ11 γ12

γ21 γ22

]
∂.

Операторное уравнение (11) заменим матричным[
i 0
0 −i

] [
γ11 γ12

γ21 γ22

]
−
[
γ11 γ12

γ21 γ22

] [
i 0
0 −i

]
=

=


z01
2

z̄10
2

z10
2

z̄01
2

− Pr


z01
2

z̄10
2

z10
2

z̄01
2

 .
Откуда легко получить

Pr Ũ =
z01
2
w
∂

∂w
+
z̄01
2
w̄
∂

∂w̄
,

γ11 = γ22 = 0, γ12 = −i z̄10
4
, γ21 = i

z10
4
.

Следовательно, система в первом приближении выглядит так:

dw

dt
= iw + ε

z01
2
w,

dw̄

dt
= −iw̄ + ε

z̄01
2
w̄,

S1 = (w, w̄)

 0 −i z̄10
4

i
z10
4

0

 ∂.
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Второе приближение. Для нахождения второго приближения необ-
ходимо решить операторное уравнение [U, S2] = F2 − PrF2, где F2

определяется из соотношения

F2 = −[Ũ , S1] +
1
2
[[U, S1], S1] = −1

2
[Ũ , S1]

Опуская промежуточные результаты, приведем систему во втором
приближении вида

dw

dt
= iw + ε

z01
2
w +

ε2

16
(z01z̄10 − z10z̄01)w2w̄,

dw̄

dt
= −iw̄ + ε

z̄01
2
w̄ − ε2

16
(z10z̄01 − z01z̄10)w̄2w.

Полученные коэффициенты в системе второго приближения совпа-
дают с инвариантами, найденными для линейной системы К.С. Си-
бирским [3]: I1 = z01, I2 = z̄01, I3 = z01z̄10 − z10z̄01. Легко убедиться
в том, что I1, I2, I3 являются решением операторного уравнения
Wf = 0, где оператор W для этой системы выглядит так:

U =
∂

∂ϕ
− 2iz10

∂

∂z10
+ 2iz̄10

∂

∂z̄10
.

Пример 2. Рассмотрим теперь систему следующего вида:
dx

dt
= −y + ε

(
c30x

3 + c21x
2y + c12xy

2 + c03y
3
)
,

dy

dt
= x+ ε

(
b30x

3 + b21x
2y + b12xy

2 + b03y
3
)
.

Cделаем замену x =
w̄ + w

2
, y =

i(w̄ − w)
2

, после чего получим си-
стему

dw

dt
= iw + ε

(z30
8
w̄3 +

z21
8
w̄2w +

z12
8
w̄w2 +

z03
8
w3
)
,

dw̄

dt
= −iw̄ + ε

( z̄03
8
w̄3 +

z̄12
8
w̄2w +

z̄21
8
w̄w2 +

z̄30
8
w3
)
,

где

z30 = c30 − b21 − c12 + b03 + i(b30 + c21 − b12 − c03),
z21 = 3c30 − b21 + c12 − 3b03 + i(3b30 + c21 + b12 + 3c03),
z12 = 3c30 + b21 + c12 + 3b03 + i(3b30 − c21 + b21 − 3c03),
z03 = c30 + b21 − c12 − b03 + i(b30 − c21 − b21 + c03).
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Для нахождения первого приближения централизованной систе-
мы необходимо решить уравнение [U, S1] = F1 − PrF1, где

F1 = Ũ =
(
w3, w2w̄, ww̄2, w̄3

)


z03
8

z̄30
8

z12
8

z̄21
8

z21
8

z̄12
8

z30
8

z̄03
8


∂,

S1 выразим в виде

S1 =
(
w3, w2w̄, ww̄2, w̄3

)
γ11 γ12

γ21 γ22

γ31 γ32

γ41 γ42

 ∂.
Операторное уравнение заменим матричным:


2iγ11 4iγ12

0 2iγ22

−2iγ31 0

−4iγ41 −2iγ42

 =



z03
8

z̄30
8

z12
8

z̄21
8

z21
8

z̄12
8

z30
8

z̄03
8


− Pr



z03
8

z̄30
8

z12
8

z̄21
8

z21
8

z̄12
8

z30
8

z̄03
8


.

После вычисления получим

PrF1 =
z12
8
w̄w2 ∂

∂w
+
z̄12
8
w̄2w

∂

∂w̄
,

γ21 = γ32 = 0, γ11 = − iz03
16

, γ12 = − iz̄30
32

, γ22 = − iz̄21
16

,

γ31 =
iz21
16

, γ30 =
iz30
32

γ42 =
iz̄03
16

.

Следовательно, система в первом приближении имеет вид:

dw

dt
= iw + ε

z12
8
w̄w2,

dw̄

dt
= −iw̄ + ε

z̄12
8
w̄2w.
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Коэффициенты, полученные в результате, являются одними из инва-
риантов, найденных К.С. Сибирским для системы с нелинейностями
второй степени [3]. I = z12 является решением операторного уравне-
ния Wf = 0, где оператор W для этой системы выглядит так:

U =
∂

∂ϕ
− 3iz20

∂

∂z20
− iz11

∂

∂z11
+ iz02

∂

∂z02
−

−iz̄02 ∂

∂z̄02
+ iz̄11

∂

∂z̄11
+ 3iz̄20

∂

∂z̄20
.
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Об одном конструктивном методе
построения первой и второй
мероморфных трансцендент Пенлеве
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† Чувашский госуниверситет, Чебоксары, Россия
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Розглядається зв’язок мiж трансцедентами Пенлеве та еволюцiйними
рiвняннями. Запропоновано аналiтичний апроксимацiйний метод побу-
дови першої та другої трансцедент Пенлеве з допомогою узагальнених
степеневих рядiв.

The connection between transcendents of Painleve and evolution equations
is discussed. The analytical approximate method of constructing Painleve
transcendents of the first and second orders by means of generalized power
series is proposed.

1. Введение. В связи с исследованиями по физике плазмы возро-
дился интерес к уравнениям Пенлеве (P -типа). Современная тео-
рия солитонов определила для трансцендент Пенлеве новую роль –
критериев полной интегрируемости ряда эволюционных дифферен-
циальных уравнений в частных производных (ЭДУЧП) [1–5]. Для
многих ЭДУЧП решения чаще всего распадаются на конечное чис-
ло солитонов (стабильные объекты, или решения в виде импульсов,
относящиеся к точно интегрируемым одномерным гамильтоновым
системам) и некоторый остаток, асимптотически стремящийся к ре-
шению вспомогательного НОДУ второго порядка полиномиального
класса.
Оказалось, что решения последних не должны иметь подвижных

точек ветвления или существенно особых, а могут иметь только по-
движные полюса, т.е. их интегралы – мероморфные функции, како-
выми и являются трансценденты Пенлеве.
Широко применяемое при отыскании автомодельных решений эв-

олюционных уравнений известное преобразование Миуры

f(z) = w′(z) + w2(z), w(z) ≡ P2, (1)



156 В.Н. Орлов, В.П. Фильчакова

представляет собой математическую комбинацию функции w(z), тож-
дественно равной второй трансценденте Пенлеве P2, первая же тра-
нсцендента Пенлеве P1 связана со специальным видом уравнения
КдФ, описывающим плазму в сильном магнитном поле:

ut + uxxx − 6uxu = 0, u(x, t) ≡ u, (2)

где связь между автомодельным решением этого уравнения и P1 уда-
ется выразить формулой

u(x, t) = 2[w(z) − t], z = x− 6t2, w(z) ≡ P1, (3)

а заменой

u(x, t) = w(z), z = x− t (4)

устанавливается связь с автомодельным решением уравнения Бусси-
неска, описывающим перемещение волн как вправо, так и влево:

utt = uxx + 6
(
u2
)
xx

− uxxxx, (5)

где в зависимости от выбора константы интегрирования w(z) – либо
эллиптическая функция, либо P1. Вторая трансцендента P2 связана
с уравнением МКдФ, описывающем акустические волны в ангармо-
нических решетках:

vt + vxx − 6vxv
2 = 0, v(x, t) ≡ v. (6)

С момента выявления трансцендент Пенлеве и по сей день извест-
но много работ, посвященных качественному анализу последних [6],
однако практическая сторона этого вопроса во многом остается в
тени. Тесная взаимосвязь трансцендент Пенлеве с вполне интегри-
руемыми ЭДУЧП стимулировала необходимость создания конструк-
тивных методов построения трансцендент Пенлеве, которые являют-
ся мероморфными функциями. Для отыскания полюсов предлагает-
ся эффективный алгоритм с использованием обобщенных степенных
рядов [7, 8].

2. Вычислительный процесс. В качестве объекта исследований
выберем первую и вторую трансценденты Пенлеве, как более изу-
ченные и востребованные (всего имеется открытый в прошлом веке
французскими аналитиками канонический список 50 уравнений с P -
свойствами, а среди них шесть трансцендент P1–P6).
Вычислительную процедуру поделим на три этапа:
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I. Определение области голоморфности решений исходных (P1 и
P2) и инверсных (P̃1 и P̃2) уравнений; установление точных
критериев существования подвижных полюсов.

II. Изучение влияния возмущения исходных данных на прибли-
женное решение (в области голоформности и в z – окрестности
подвижных полюсов).

III. Склейка решений в окрестности подвижных полюсов методом
обобщенных степенных рядов, аналитическое продолжение.

В основе первого этапа лежит идея последовательного решения
исходных (P1, P2) и инверсных (P̃1, P̃2) уравнений. Переход от ис-
ходных к инверсным уравнениям осуществляется при выполнении
точных критериев существования подвижных полюсов, нахождение
которых сводится к нахождению нулей инверсной задачи [9]. Второй
этап позволяет строить аналитические продолжения решений рас-
сматриваемых уравнений, находясь в заданной ε-окрестности точ-
ного решения.
Третий этап позволяет конкретизировать подвижные парамет-

ры (x∗, α, β) для первой и второй трансцендент Пенлеве и находить
коэффициенты регулярных и нерегулярных рядов, аппроксимирую-
щих P1 и P2 на участках аналитических продолжений [10 ].

I. Пусть имеем начальные задачи Коши для первого уравнения Пе-
нлеве P1:

w′′ = 6w2 + λx, λ – фиксированный параметр, (7)

и для второго уравнения Пенлеве P2:

w′′ = 2w3 + xw + µ, µ – фиксированный параметр, (8)

при соответствующих начальных условиях

w(x0) = w0 = const, w′(x0) = w1 = const. (9)

Для инверсных уравнений P̃1 и P̃2 имеем аналогичные задачи Коши:

u′′u = 2(u′)2 − λxu3 − 6u, (7′)

u′′u = 2(u′)2 − µu3 − xu2 − 2, (8′)

u(x0) = u0 = const, u′(x0) = u1 = const, (9′)

где введена функция u = 1/w с помощью инверсии.
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Теорема 1. Решение задачи (7), (9) голоморфно в области

|x− x0| < 1/(M + 1),

где M = max{|x0|, |w0|, |w1|, |λ|}, а задачи (8) и (9) – в области
|x− x0| < 1/(M1 + 1),

где M1 = max{|x0|, |w0|, |w1|, |µ|}.
Теорема 2. Пусть u(x) – решение задачи (7 ′), (9 ′) и |u(x0)| ≥ 1,
тогда это решение голоморфно в области

|x− x0| < 1/(M + 1)5/2,

где M = max{|x0|, |u0|, |u1|, |λ|}; если u(x) – решение инверсной за-
дачи (8 ′), (9 ′), тогда это решение голоморфно в области

|x− x0| < 1/(M1 + 1)2,

где M1 = max{|x0|, |u0|, |u1|, |µ|}.
Доказательства теорем 1 и 2 основаны на формальном построе-

нии рядов методом неопределенных коэффициентов и дальнейшем
доказательстве их сходимости в соответствующих областях.
Ниже приводятся теоремы, доказательства которых следуют из

поведения решений в окрестности подвижного полюса x∗ и приме-
нения теоремы Больцано-Коши.

Теорема 3. Пусть w(x) – решение задачи (7), (9). Для того, что-
бы точка x∗ была подвижным полюсом w(x), необходимо и доста-
точно, чтобы существовал промежуток [a, b], на котором решение
задачи (7 ′), (9 ′) было бы непрерывной функцией и такой, что

u(x∗) = u′(x∗) = 0, u′′(x∗) = 2.

Теорема 4. Пусть w(x) – решение задачи (8), (9). Для того, чтобы
x∗ была подвижным полюсом w(x), необходимо и достаточно суще-
ствование промежутка [a, b], x ∈ [a, b], на котором u(x) – решение
(8 ′), (9 ′), было бы непрерывной функцией, причем u(a)u(b) < 0.

II. Приведенные ниже теоремы позволяют решить прямую и обрат-
ную задачи теории погрешности для приближенных решений как
в области голоморфности, так и в окрестности подвижных полю-
сов. Тем самым получаем необходимый математический аппарат для
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возможного аналитического продолжения в заданной ε-окрестности
точного решения.

Теорема 5. Пусть 1). w(x) – решение задачи (7), (9); 2). x∗ – по-
движный полюс. Тогда для приближенного решения

wN (x) = (x− x∗)ρ
N∑

n=0

Cn(x− x∗)n, ρ = −2, (10)

задачи (7), (9) в области

|x− x∗| < 1/(|x∗| + |α| + |λ|) (11)

справедлива оценка погрешности

∆wN (x) ≤ (|x∗| + |α| + |λ|)N+1|x− x∗|N−1

1 − (|x∗| + |α| + |λ|)|x− x∗| . (12)

Доказательство следует из оценки остатка ряда, комбинации мето-
дов неопределенных коэффициентов, математической индукции и
мажорант.

Теорема 6. Для приближенного решения (10) задачи (8), (9) при
условии ρ = −1, C0 �= 0, в области

|x− x∗| < 1
2(M + |µ| + 1)

(13)

справедлива оценка погрешности

∆wN (x) ≤ (M + |µ| + 1)N+1(x− x∗)N2N

1 − 2(M + |µ| + 1)|x− x∗| . (14)

Далее, учитывая то, что приближенное решение (10) фактически
строится по приближенным x̃∗ и C̃n, для уточненного приближенно-
го решения

w̃N (x) = (x− x̃∗)ρ
N∑

n=0

C̃n(x− x̃∗)n (15)

справедливы теоремы 7 и 8, которые мы приводим в сокращенном
варианте. Полный вариант, где расшифрованы величины ∆0, ∆1, ∆2

и ∆3 для случаев P1 и P2, можно найти в [10].
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Теорема 7. Пусть для случая P1 выполняются п.п.1, 2 теоремы 5 и
∆x̃∗ < 1/ρ1. Тогда для приближенного решения (15) задачи (7), (9)
(ρ = −2) в области (x̃∗ − 1/ρ1, x̃

∗
1) справедлива оценка погрешности

∆w̃N ≤ ∆0 + ∆1 + ∆2 + ∆3,

и, кроме того, x̃∗1 = x̃∗ − ∆x̃∗, x̃∗2 = x̃∗ + ∆x̃∗.

Теорема 8. Пусть для случая P2: 1) известна оценка погрешно-
сти значения x̃∗: |x∗ − x̃∗| ≤ ∆x̃∗; 2) ∆M ≤ 1/2; 3) x̃∗ ≤ x∗,
∆x̃∗ < 1/2(ρ2 + ∆L − ∆M), где ρ2 = M + ∆M + |µ| + 1. Тогда для
приближенного решения (15) задачи (8), (9) (ρ = −1) в области

(x̃∗ − 1/2(ρ2 + ∆L− ∆M), x̃∗1]

справедлива оценка

∆w̃N (x) ≤ ∆0 + ∆1 + ∆2 + ∆3,

при этом

∆L = max{∆x̃∗,∆β}; x̃∗1 = x̃∗ − ∆x̃∗; x̃∗2 = x̃∗ + ∆x̃∗.

Теоремы 7 и 8 относились к вопросу исследования погрешности
исходных данных на приближенное решение в окрестности подвиж-
ных полюсов. Для построения полной топологической картины во
всей области существования трансцендент Пенлеве P1 и P2 приве-
дем теоремы, работающие в областях их голоморфности.

Теорема 9. Для приближенного решения задач (7)–(9) в виде от-
резка регулярного степенного ряда в окрестности начальной (регу-
лярной) точки x0:

wN (x) =
N∑
0

an(x− x0)n (16)

в области, определенной теоремой 1: |x− x0| < 1/(M + 1), справед-
ливы оценки:

∆wN (x) ≤ (M + 1)2((M + 1)|x− x0|)N+1

1 − (M + 1)|x− x0| для задачи (7), (9)

и

∆wN (x) ≤ M1(M1 + 1)N+1|x− x0|N+1

1 − (M1 + 1)|x− x0| для задачи (8), (9),

где M и M1 взяты из теоремы 1.
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Исходя из того, что полное решение задач (7)–(9) обеспечивается
аналитическим продолжением за пределы особых точек и, значит,
нам придется иметь дело с приближенными начальными данными
поэтапных задач Коши (в каждом последующем шаге аналитиче-
ского продолжения):

w̃(x0) = w̃0 = const, w̃′(x0) = w̃1 = const, (17)

рассмотрим задачу Коши для P1 и P2 при приближенных начальных
условиях (17) и оценим приближенное решение в области голоморф-
ной точки x0

w̃N (x) =
N∑
0

ãn(x− x0)n. (18)

Теорема 10. Пусть ∆M ≤ 1, тогда для приближенного решения
(18) задач (7), (17) и (8), (17) в областях

|x− x0| < 1/2(M + ∆M + 1)

справедливы такие оценки:

∆w̃N (x) ≤ (M + 1)2((M + 1)|x− x0|)N+1

1 − (M + 1)|x− x0| +

+
∆M(M + ∆M + 1)2

2(1 − 2(M + ∆M + 1)|x− x0|)
для задачи (7), (17) и

∆w̃N (x) ≤ M(M + 1)N+1|x− x0|N+1

1 − (M + 1)|x− x0| +

+
∆M

4(1 − 2(M + ∆M + 1)|x− x0|)
для задачи (8), (17), где ∆M = max{∆w̃0,∆w̃1},

M = max{|x0|, |w̃0|, |w̃1|, |λ|} для (7), (17),

M = max{|x0|, |w̃0|, |w̃1|, |µ|} для (8), (17).

Доказательство основано на неравенстве

|w − w̃N (x) ≤ |w − w̃| + |w̃ − w̃N (x)|
с учетом теоремы 9.
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III. Чтобы довести задачу построения трансцендент Пенлеве P1 и P2

до логического конца, надо сначала решить задачу Коши для урав-
нений (7) и (8) при точных начальных условиях (9), представив при-
ближенное решение wN (x) в виде отрезка ряда (16) с неизвестными
коэффициентами an, для которых получены рекуррентные формулы
для P1 [2, формула (28)], для P2 [2, формула (31)].
Затем реализуется алгоритм выделения полюса с помощью неко-

торой последовательности аналитических продолжений в виде рядов
для мероморфных интегралов

wl(x) =
∞∑

n=0

a[l]
n (x− x

[l]
0 )n, l = 1, 2, 3, . . . , (19)

с разными значениями точек разложения x[l]
0 (причем x

[1]
0 ≡ x0), име-

ющими тенденцию движения к ближайшему полюсу x∗1. С увеличе-
нием l (l – количество аналитических продолжений) коэффициенты
a
[l]
n начинают быстро расти по модулю, а радиусы сходимости R[l],
соответственно, уплотняться. Начиная с некоторого l = 4, 5, . . ., по
мере приближения к полюсу справедливы предельные соотношения
для полюсов m-го порядка:

lim
n→∞
l→L

a
(m−1)

[l]
n−m+1

a
(m−1)

[l]
n−m+2

= · · · = lim
n→∞
l→L

ä
[l]
n−1

ä
[l]
n

= lim
n→∞
l→L

an−1

an
= R[L], (20)

где a
(m−1)

[l]
n−m+1 – коэффициенты такого представления

W =
∫

· · ·
∫

︸ ︷︷ ︸
(m−1)

w(x) dx · · · dx︸ ︷︷ ︸
(m−1)

=
∞∑

n=0

a
(m−1)

[l]
n−m+1(x− x

[l]
0 )n, (21)

которые связаны с коэффициентами a[l]
n следующими связями:

a
(m−1)

[l]
−m+1 = αm−1, . . . , a

(m−1)

[l]
−1 =

α1

(m− 2)!
,

a
(m−1)

[l]
k =

a
[l]
k · k!

(k +m− 1)!
, . . . , a

(m−1)

[l]
0 =

a
[l]
0

(m− 1)!
,
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где αm−1, αm−2, . . . , α1 – константы интегрирования, ä
[l]
n+2 = (n+1)

(n+2)a[l]
n+2, ȧ

[l]
n+1 = (n+1)a[l]

n+1. После нахождения R
[L] мероморфные

интегралы (трансценденты Пенлеве) представим в виде суммы

w(x) = Pν(x) + Rν(x), (22)

где ν – тот номер, с которого начинает функционировать предельное
соотношение (20).

В окрестности полюса x∗i =
L∑

i=1

x
[i]
0 + R[L] трансценденты Пен-

леве представляются суперпозицией (22) конечного полинома Pν(x)
и некоторой обобщенной геометрической прогрессии Rν(x), которая
легко суммируется. Pν(x) и Rν(x) находятся из соотношений

∫
· · ·
∫

︸ ︷︷ ︸
(m−1)

Pν(x) dx · · · dx︸ ︷︷ ︸
(m−1)

=
ν+(m−1)∑

k=0

a
(m−1)

[l]
k−m+1(x− x

[l]
0 )k,

∫
· · ·
∫

︸ ︷︷ ︸
(m−1)

Rν(x) dx · · · dx︸ ︷︷ ︸
(m−1)

=

a
(m−1)

[l]

ν+1

(x− x
[l]
0 )ν+m

1 − g(x− x
[l]
0 )

+ ω(ε),

(23)

где m – кратность полюса, g = 1/R[l].
Для первой трансценденты Пенлеве (m = 2):

Pν =
ν∑

n=0

a[l]
n (x− x

[l]
0 )n,

Rν = a
[l]
ν+1(x− x0)ν+1 · 1 − ((ν + 1)/(ν + 2))g(x− x

[l]
0 )

[1 − g(x− x
[l]
0 )]2

,

|ω(ε)| ≤
ε| a

(1)

[l]
ν+1(x− x

[l]
0 )ν+1|

|[1 − g(x− x
[l]
0 )][1 − (g + ε)(x− x

[l]
0 )]|

.

(24)

Зная положение полюса x∗1, можно в его окрестности применить
лорановское разложение и искать интеграл w(x) в виде (15) (ρ =
−2), для коэффициентов C̃n которого имеют место рекуррентные
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формулы:

C̃n =
6

n(n− 1) − 12
·

n−3∑
k=−1

C̃kC̃n−k−2, n ≥ 6,

C̃−2 = 1, C̃−1 = C̃0 = C̃1 = 0, C̃2 = −λx
∗

10
,

C̃3 = −λ
6
, C̃4 = α, C̃5 = 0.

(25)

Здесь α – скрытый параметр, зависящий от начальных условий (9).
Для второй трансценденты P2получены такие рекуррентные фор-

мулы (в формуле (15) ρ = −1):

C̃n =

2
n−2∑
k=2

C̃kC̃n−k + 2
n−2∑
k=2

C̃
(2)
k C̃n−k + x∗C̃n−2 + C̃n−3

(n− 1)(n− 2) − 6
, n ≥ 5,

C̃0 = 1, C̃1 = 0, C̃2 = −x
∗

6
, C̃3 =

−1 + µ

4
, C̃4 = β,

(26)

β – скрытый параметр.
Переход через полюс x∗ удобно осуществлять при помощи склей-

ки решений (при этом есть возможность определить скрытые па-
раметры α и β, соответственно, для P1 и P2), представленных про-
суммированными рядами вида (22), с выделенной геометрической
прогрессией, и отрезком ряда Лорана вида (15), в общих точках z-
окрестности полюса.

Выводы.Приближенные решения уравнений Пенлеве находятся ме-
тодом рекуррентных степенных рядов с учетом влияния возмущений
исходных данных на приближенное решение при аналитическом про-
должении, осуществляемом склейкой регулярных и нерегулярных
рядов в окрестности подвижных полюсов, для которых установлены
точные критерии существования. Для первой и второй трансцендент
найдены рекуррентные формулы для коэффициентов регулярных и
нерегулярных (лорановских) рядов, построенных в окрестностях го-
ломорфности и подвижных особых точек, соответственно. Задача
продолжения решений трансцендент Пенлеве за их особые точки (по-
люсы) на действительной оси является одной из очень интересных
и сложных задач аналитической теории дифференциальных уравне-
ний. В этой работе сделаны лишь первые шаги в этом направлении.
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Желательно дальнейшее развитие исследований для уяснения глу-
бинных процессов, описывающих мероморфные решения трансцен-
дент Пенлеве (соотношения качественных и количественных харак-
теристик, физический смысл явных и неявных параметров, сравни-
тельный анализ всех характеристик, в том числе их установление,
для всех шести трансцендент Пенлеве P1–P6).
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УДК 517.9

Симетрiйна редукцiя нелiнiйного
хвильового рiвняння для комплексного
поля

О.А. ПАНЧАК

Iнститут математики НАН України, Київ

Одержано повний розв’язок задачi симетрiйної редукцiї комплексного
нелiнiйного хвильового рiвняння до звичайних диференцiальних рiв-
нянь за пiдгрупами групи Пуанкаре, доповненої однопараметричною
групою калiбровочних перетворень.

We have obtained a complete solution of the symmetry reduction problem
for the nonlinear complex wave equation. To this end we have utilized the
subgroup structure of the direct product of the Poincaré group and of the
one-parameter gauge transformation group.

В данiй роботi розв’язано задачу симетрiйної редукцiї нелiнiйного
хвильового рiвняння

�u = F (|u|)u (1)

до звичайних диференцiальних рiвнянь. В (1) � = ∂2/∂x2
0 − ∆ – це

оператор Даламбера, u = u(x0, x1, x2, x3) – комплексна двiчi неперер-
вно-диференцiйовна функцiя, F (|u|) – деяка неперервна функцiя.
Разом з вiдомими результатами щодо редукцiї рiвняння (1) за

пiдгрупами групи Пуанкаре P (1, 3) [1–5], анзаци, наведенi нижче,
дають повний розв’язок проблеми симетрiйної редукцiї для нелiнiй-
ного хвильового рiвняння (1).
Добре вiдомо, що максимальною групою iнварiантностi рiвнян-

ня (1) є група P (1, 3) ⊕G(1), де P (1, 3) – це група Пуанкаре з гене-
раторами

P0 =
∂

∂x0
, Pa = − ∂

∂xa
,

Jab = xa
∂

∂xb
− xb

∂

∂xa
, J0a = x0

∂

∂xa
+ xa

∂

∂x0
,

(2)
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де a, b = 1, 2, 3, µ = 0, 1, 2, 3, а G(1) – це однопараметрична група
калiбровочних перетворень з генератором

Q = iu
∂

∂u
− iu∗

∂

∂u∗
. (3)

Оскiльки задача симетрiйної редукцiї диференцiальних рiвнянь з
частинними похiдними за пiдгрупами групи P (1, 3) вже розв’язана,
то ми розглянемо лише тi трипараметричнi групи P (1, 3)⊕G(1), якi
неспряженi пiдгрупам групи Пуанкаре. Повний список вiдповiдних
тривимiрних пiдалгебр наводимо нижче:

M1 = 〈M + εQ, P1 + γQ,P2 + σQ〉,
ε = ±1, γ, σ ∈ R або ε = 0, γ > 0, σ ∈ R;

M2 = 〈P0 + γQ,P1 + σQ,P2 + τQ〉,
σ > 0, γ, τ ∈ R або σ = 0, γ �= 0;

M3 = 〈P1 + γQ,P2 + σQ,P3 + τQ〉, γ > 0, σ, τ ∈ R;

M4 = 〈J12 + γQ,P0 + σQ,P3 + τQ〉,
γ, σ, τ ∈ R, |γ| + |σ| + |τ | �= 0;

M5 = 〈J12 + γQ,P1, P2〉, γ �= 0;

M6 = 〈J03 + γQ,P0, P3〉, γ �= 0;

M7 = 〈J03 + γQ,M,P1 + σQ〉, γ ∈ R, σ ≥ 0, |γ| + σ �= 0;

M8 = 〈J03 + γQ,P1 + σQ,P2 + τQ〉, γ, τ ∈ R, σ ≥ 0, |γ| + σ �= 0;

M9 = 〈J12 + αJ03 + γQ,P0, P3〉, γ �= 0;

M10 = 〈J12 + αJ03 + γQ,P1, P2〉, γ �= 0;

M11 = 〈G1 + εQ,M,P1 + γQ〉, ε = 1, γ ∈ R або ε = 0, γ > 0;

M12 = 〈G1 + εQ,M + γQ,P2 + σQ〉,
ε = 1, γ, σ ∈ R або ε = 0, γ = ±1, σ ≥ 0 або ε = γ = 0, σ > 0;

M13 = 〈G1 + εQ,M,P1 + βP2 + γQ〉,
ε = 1, γ ∈ R або ε = 0, γ �= 0;

M14 = 〈G1 + γQ,G2 + σQ,M + τQ〉,
γ = 1, σ, τ ∈ R або γ = σ = 0, τ = ±1;

M15 = 〈G1, J03 + γQ,M〉, γ �= 0;

M16 = 〈G1, J03 + γQ,P2 + σQ〉, σ > 0, γ ∈ R або σ = 0, γ �= 0;



168 О.А. Панчак

M17 = 〈J12 + γQ, J03 + σQ,M〉, γ > 0, σ ∈ R або γ = 0, σ > 0;

M18 = 〈G1, G2, J03 + γQ〉, γ �= 0;

M19 = 〈G1, G2, J12 + γQ〉, γ �= 0;

M20 = 〈G1, G2, J12 + αJ03 + γQ〉, γ �= 0;

M21 = 〈J12 + αP0 + γQ,P1, P2〉, γ �= 0;

M22 = 〈J12 + αP3 + γQ,P1, P2〉, γ �= 0;

M23 = 〈J12 + 2T + γQ,P1, P2〉, γ �= 0;

M24 = 〈J03 + αP1 + γQ,P0, P3〉, γ �= 0;

M25 = 〈J03 + αP1 + γQ,M,P2 + σQ〉, γ, σ ∈ R, |γ| + |σ| �= 0;

M26 = 〈G1 + 2T + γQ,M,P1 + σQ〉, γ, σ ∈ R, |γ| + |σ| �= 0;

M27 = 〈G1 + 2T + γQ,M + σQ,P2 + τQ〉,
σ = ±1, γ, τ ∈ R або σ = 0, γ, τ ∈ R, |γ| + |τ | �= 0;

M28 = 〈G1 + 2T + γQ,M,P1 + βP2 + σQ〉,
γ, σ ∈ R, |γ| + |σ| �= 0;

M29 = 〈G1 + P2 + γQ,M,P1 + σQ〉, γ, σ ∈ R, |γ| + |σ| �= 0;

M30 = 〈G1 + γQ,G2 + P2 + σQ,M + τQ〉,
γ, σ, τ ∈ R, |γ| + |σ| + |τ | �= 0;

M31 = 〈G1 + P2 + γQ,G2 − P1 + σQ,M〉, γ, σ ∈ R, |γ| + |σ| �= 0;

M32 = 〈G1 + P2 + γQ,G2 − P1 + βP2 + σQ,M〉,
γ, σ ∈ R, |γ| + |σ| �= 0;

M33 = 〈G1, J03 + αP2 + γQ,M〉, γ �= 0;

M34 = 〈G1, J03 + αP1 + γQ,M〉, γ �= 0;

M35 = 〈G1, J03 + αP1 + βP2 + γQ,M〉, γ �= 0;

M36 = 〈G1, G2, J12 +M + γQ,M〉, γ �= 0;

де α, β > 0, Ga = J0a − Ja3 (a = 1, 2), M = P0 + P3, T =
1
2
(P0 − P3).

Загальний вигляд анзацу для поля u = u(x), iнварiантного вiд-
носно однiєї iз алгебр M1 – M36, є таким (див., наприклад, [3]):

u(x) = exp(if(x))ϕ(ω(x)). (4)
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Явний вигляд функцiй f(x), ω(x) визначається однiєю iз наступних
формул:

(1) f(x) = εx0 − γx1 − σx2, ω(x) = x0 + x3;

(2) f(x) = γx0 − σx1 − τx2, ω(x) = x3;

(3) f(x) = −(γx1 + σx2 + τx3), ω(x) = x0;

(4) f(x) = σx0 + γ arcsin
x2√
x2

1 + x2
2

− τx3, ω(x) = x2
1 + x2

2;

(7) f(x) = γ ln(x0 + x3) − σx1, ω(x) = x2;

(8) f(x) = γ ln(x0 + x3) − τx2 − σx1, ω(x) = x2
0 − x2

3;

(9) f(x) = −γ arcsin x1√
x2

1 + x2
2

, ω(x) = x2
1 + x2

2;

(10) f(x) =
γ

α
ln(x0 + x3), ω(x) = x2

0 − x2
3;

(12) f(x) = γx0 − σx2 +
εx1

x0 + x3
− γx2

1

2(x0 + x3)
, ω(x) = x0 + x3;

(13) f(x) =
ε(βx1 − x2)
β(x0 + x3)

− γx2

β
, ω(x) = x0 + x3;

(14) f(x) = τx0 +
γx1 + σx2

x0 + x3
− τ(x2

1 + x2
2)

2(x0 + x3)
, ω(x) = x0 + x3;

(15) f(x) = γ ln(x0 + x3), ω(x) = x2;

(16) f(x) = γ ln(x0 + x3) − σx2, ω(x) = −x2
0 + x2

1 + x2
3;

(17) f(x) = γ arcsin
x2√
x2

1 + x2
2

+ σ ln(x0 + x3), ω(x) = x2
1 + x2

2;

(18) f(x) = γ ln(x0 + x3), ω(x) = x2
1 + x2

2 + x2
3 − x2

0;

(20) f(x) =
γ

α
ln(x0 + x3), ω(x) = x2

1 + x2
2 + x2

3 − x2
0;

(21) f(x) =
γ

α
x0, ω(x) = x3;
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(22) f(x) = −γ
α
x3, ω(x) = x0;

(23) f(x) = γx0, ω(x) = x0 − x3;

(24) f(x) = −γ
α
x1, ω(x) = x2;

(25) f(x) = γ ln(x0 + x3) − σx2, ω(x) =
1
α
x1 + ln(x0 + x3);

(26) f(x) = γ(x0 + x3) +
σ

2
(x0 + x3)2 − 2σx1, ω(x) = x2;

(27) f(x) =
σ

12
(x0 + x3)3 − σ

2
x1(x0 + x3) +

γ

2
(x0 + x3)+

+σx0 − τx2, ω(x) = (x0 + x3)2 − 4x1;

(28) f(x) =
σ

4
(x0 + x3)2 +

γ

2
(x0 + x3) − σx1,

ω(x) =
1
4
(x0 + x3)2 − x1 +

1
β
x2;

(29) f(x) = −(σx1 + γx2 + σx2(x0 + x3)), ω(x) = x0 + x3;

(30) f(x) = τx0 +
2γx1 − τx2

1

2(x0 + x3)
+

2σx2 − τx2
2

2(x0 + x3 − 1)
, ω(x) = x0 + x3;

(31) f(x) = γ
x1(x0 + x3) − x2

1 + (x0 + x3)2
+ σ

x2(x0 + x3) − x1

1 + (x0 + x3)2
,

ω(x) = x0 + x3;

(32) f(x) = γ
x1(x0 + x3 − β) − x2

1 + (x0 + x3)2 − β(x0 + x3)
+

+σ
x2(x0 + x3) − x1

1 + (x0 + x3)2 − β(x0 + x3)
, ω(x) = x0 + x3;

(33) f(x) = γ ln(x0 + x3), ω(x) =
x2

α
+ ln(x0 + x3);

(34) f(x) = γ ln(x0 + x3), ω(x) = x2;

(35) f(x) = γ ln(x0 + x3), ω(x) =
x2

β
+ ln(x0 + x3);
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(36) f(x) = −γ
(

x2
1 + x2

2

2(x0 + x3)
− x0

)
, ω(x) = x0 + x3.

Зауважимо, що алгебрам M5, M6, M11, M19 вiдповiдають частково-
iнварiантнi розв’язки, якi в данiй роботi не розглядаються.
Пiдставляючи знайденi анзаци в рiвняння (1), одержуємо набiр

редукованих звичайних диферецiальних рiвнянь для знаходження
ϕ = ϕ(ω) (крапка над символом позначає похiдну по ω):

(1) 2iεϕ̇+ (σ2 + γ2 − ε2)ϕ = F (|ϕ|)ϕ;

(2) − ϕ̈+ (σ2 + τ2 − γ2)ϕ = F (|ϕ|)ϕ;

(3) ϕ̈+ (γ2 + σ2 + τ2)ϕ = F (|ϕ|)ϕ;

(4) − 4ωϕ̈− 4ϕ̇−
(
σ2 − τ2 − γ2

ω

)
ϕ = F (|ϕ|)ϕ;

(7) − ϕ̈+ σ2ϕ = F (|ϕ|)ϕ;

(8) 4ωϕ̈+ 4(1 + iγ)ϕ̇+ (σ2 + τ2)ϕ = F (|ϕ|)ϕ;

(9) − 4ωϕ̈− 4ϕ̇+
γ2

ω
ϕ = F (|ϕ|)ϕ;

(10) 4ωϕ̈+ 4
(
1 + i

γ

α

)
ϕ̇ = F (|ϕ|)ϕ;

(12) 2iγϕ̇+
(
σ2 − γ2 +

ε2

ω2
+ i

γ

ω

)
ϕ = F (|ϕ|)ϕ;

(13)
(
β2ε2 + 1
β2ω2

+
2γ
β2ω

+
γ2

β2

)
ϕ = F (|ϕ|)ϕ;

(14) 2iτ ϕ̇+
(

2iτ
ω

− τ2

)
ϕ = F (|ϕ|)ϕ;

(15) − ϕ̈ = F (|ϕ|)ϕ;

(16) − 4ωϕ̈− 4(1 + iγ)ϕ̇+ σϕ = F (|ϕ|)ϕ;

(17) − 4ωϕ̈− 4ϕ̇+
γ2

ω
ϕ = F (|ϕ|)ϕ;
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(18) − 4ωϕ̈− 4(1 + iγ)ϕ̇ = F (|ϕ|)ϕ;

(20) − 4ωϕ̈− 4
(
1 + i

γ

α

)
ϕ̇ = F (|ϕ|)ϕ;

(21) − ϕ̈− γ2

α2
ϕ = F (|ϕ|)ϕ;

(22) ϕ̈+
γ2

α2
ϕ = F (|ϕ|)ϕ;

(23) − γ2ϕ = F (|ϕ|)ϕ;

(24) − ϕ̈+
γ2

α2
ϕ = F (|ϕ|)ϕ;

(25)
1
α2
ϕ̈+ σ2ϕ = F (|ϕ|)ϕ;

(26) − ϕ̈+ 4σ2ϕ = F (|ϕ|)ϕ;

(27) − 16ϕ̈− (σ2 − τ2 + γσ + σ2ω)ϕ = F (|ϕ|)ϕ;

(28) −
(

1 +
1
β2

)
ϕ̈− 2iσϕ̇+ σ2ϕ = F (|ϕ|)ϕ;

(29) (σ2 + γ2 + 2γσω + σω2)ϕ = F (|ϕ|)ϕ;

(30) 2iτ ϕ̇+
(
γ2 + σ2 − τ2 +

iτ

ω
+

iτ

ω − 1

)
ϕ = F (|ϕ|)ϕ;

(31) − 4γσω − γ2 − σ2

1 + ω2
ϕ = F (|ϕ|)ϕ;

(32)
(

σ2(1 + ω2)
(1 + ω2 − βω)2

+
γ2(1 + ω − β)
(1 + ω2 − βω)2

− 2γσβ
1 + ω2 − βω

)
ϕ =

= F (|ϕ|)ϕ;

(33) − 1
α2
ϕ̈ = F (|ϕ|)ϕ;

(34) − ϕ̈ = F (|ϕ|)ϕ;
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(35) − 1
β2
ϕ̈ = F (|ϕ|)ϕ;

(36)
(
−2γ2 + 2iγ

(
1 +

1
ω

))
ϕ = F (|ϕ|)ϕ.

Планується присвятити одну з наступних публiкацiй побудовi то-
чних iнварiантних розв’язкiв нелiнiйного хвильового рiвняння.
Висловлюю щиру подяку В.I. Лагну, який провiв класифiкацiю

неспряжених пiдгруп групи P (1, 3)⊕G(1), а також Р.З. Жданову за
постановку задачi та постiйну увагу до роботи.
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Q-умовна симетрiя рiвняння акустики

Ю.Г. ПОДОШВЄЛЄВ

Полтавський технiчний унiверситет

Отримано новi оператори Q-умовної симетрiї нелiнiйного рiвняння
u00 = uu11. Виконана редукцiя та отримано деякi розв’язки цього рiв-
няння.

New Q-conditional symmetry operators of the nonlinear equation u00 =
uu11 are obtained. This symmetry is used for reduction and finding exact
solutions of this equation.

Розглянемо нелiнiйне хвильове рiвняння

u00 = f (u)u11, (1)

де u = u(x) ∈ R1; x = x(x0, x1) ∈ R2; f(u) �= const – довiльна дифе-
ренцiйовна функцiя, яке описує реальнi процеси в акустицi.
Вiдомо, що максимальна алгебра iнварiантностi рiвняння (1) по-

роджується операторами:
1. A1 = 〈P0 = ∂0, P1 = ∂1〉, якщо f(u) – будь-яка функцiя;
2. A2 = 〈P0, P1,D1 = x0∂0 + x1∂1,D2 = x0∂0 − 2∂u〉,
якщо f(u) = λ expu;

3. A3 = 〈P0, P1,D1,D3 = x0∂0 − 2
k
u∂u〉,

якщо f(u) = λuk, k �= 0, k �= ±4;

4. A4 = 〈P0, P1,D1,D4 = x0∂0 − 1
2
u∂u,K0 = x2

0∂0 + x0u∂u〉,
якщо f(u) = λu−4;

5. A5 = 〈P0, P1,D1,D5 = x0∂0 − 1
2
u∂u,K1 = x2

1∂1 + x1u∂u〉,
якщо f(u) = λu4,

де λ, k – довiльнi сталi.
В частковому випадку при f(u) = u рiвняння (1) матиме вигляд:

u00 = uu11. (2)
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Для рiвняння (2) в [1, 2] наведено ряд операторiв Q, якi не входять
в алгебру iнварiантностi A3 (при k = 1). За допомогою цих опера-
торiв можна отримати анзаци, що редукують його до звичайного
диференцiального рiвняння.
Використовуючи вимогуQ-умовної iнварiантностi рiвняння (2) [2]

Q̃ (u00 − uu11) = r1 (u00 − uu11) + r2(Qu),

де Q̃ – продовження oператора Q [3], r1, r2 – деякi функцiї, отримає-
мо ранiше знайденi оператори та декiлька нових операторiв.

Теорема. Рiвняння (2) Q – умовно iнварiантне вiдносно оператора

Q = α2∂0 +
(
x2

1 + C
)
∂1 +

[
(x1 + αα̇)u+

+
x3

1

2
℘+ α3

{(℘
α

)′(x2
1

2
+ C

)
−
(

Λ
α

)′}
+ Λx1

]
∂u,

(3)

якщо функцiї α(x0) �= 0, ℘(x0), Λ(x0) задовольняють систему рiв-
нянь

α̈− Cα−3 − α℘ = 0, ℘̈ = ℘2, Λ̈ = ℘Λ, (4)

(℘ – функцiя Вейєрштрасса, Λ – функцiя Ламе), де C – довiльнa
стала.

Теорема доводиться методами, запропонованими в [2].
Використавши (3), запишемо систему Лагранжа-Ейлера

dx0

α2
=

dx1

x2
1 + C

=
du

(x1 + αα̇)u+ g(x0, x1)
,

де

g(x0, x1) =
x3

1

2
℘+ α3

{(℘
α

)′(x2
1

2
+ C

)
−
(

Λ
α

)′}
+ Λx1,

першими iнтегралами якої будуть

ω =
∫
dx0

α2
−
∫

dx1

x2
1 + C

, w =
u− ℘

(
x2
1
2 + C

)
+ Λ

α
√
x2

1 + C
,
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звiдки знаходимо явний вигляд анзацу

u = α
√
x2

1 + Cϕ(ω) + ℘

(
x2

1

2
+ C

)
− Λ. (5)

Пiдставивши (5) в (2) i використавши систему рiвнянь (4), отримаємо
редуковане рiвняння

ϕ̈(ω) + Cϕ(ω) = 0, (6)

розв’язки якого будуть залежати вiд вигляду сталої C.
Якщо C = 0, то рiвняння (6) матиме наступний розв’язок:

ϕ(ω) = C1ω + C2, (7)

де C1 i C2 – деякi константи. Пiсля пiдстановки (7) в (5), отримаємо
розв’язок рiвняння (2)

u =
x2

1

2
℘+ αx1

(
C1

∫
αdx0 + C2

)
+ C1α− Λ,

в якому функцiї α �= 0, ℘, Λ задовольняють систему рiвнянь (4).
Аналогiчно одержуємо розв’язки рiвняння (2) при C = 1:

u = α {(C1x1 + C2) cosE + (C2x1 − C1) sinE}+

+
(
x2

1

2
+ 1
)
℘− Λ,

та при C = −1:

u = α {C1(x1 + 1) exp(E) + C2(x1 − 1) exp(−E)}+

+
(
x2

1

2
− 1
)
℘− Λ,

де E =
∫
αdx0.
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On Lie reduction of the MHD equations
to partial differential equations in three
independents variables

V.O. POPOVYCH

Institute of Mathematics of NAS of Ukraine, Kyiv

Рiвняння магнiтогiдродинамiки, що описують рух в’язкої однорiдної
нестисливої рiдини з скiнченною електропровiднiстю, за допомогою
лiївських симетрiй редуковано до диференцiальних рiвнянь з частин-
ними похiдними вiд трьох незалежних змiнних. Дослiджено симетрiйнi
властивостi всiх редукованих систем.

The MHD equations describing flow of a viscous homogeneous incomp-
ressible fluid of finite electrical conductivity are reduced by means of Lie
symmetries to partial differential equations in three independent variables.
Symmetry properties of the reduced systems are investigated.

1. Introduction. The MHD equations (the MHDEs) describing flows
of a viscous homogeneous incompressible fluid of finite electrical con-
ductivity have the following form:

�ut + (�u · �∇)�u−��u+ �∇p+ �H × rot �H = �0, div �u = 0,
�Ht − rot(�u× �H) − νm� �H = �0, div �H = 0.

(1)

System (1) is very complicated and construction of its new exact
solutions is a difficult problem. In [1, 2, 3] the MHDEs (1) are reduced
to ordinary differential equations and to partial differential equations
in two indedendent variables. Following [4], in this paper we reduce
the MHDEs (1) to partial differential equations in three independent
variables by means of one-dimensional subalgebras of the maximal Lie
invariance algebra of the MHDEs.
In (1) and below, �u = {ua(t, �x)} denotes the velocity field of a

fluid, p = p(t, �x) denotes the pressure, �H = {Ha(t, �x)} denotes the
magnetic intensity, νm is the coefficient of magnetic viscosity, �x = {xa},
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∂t = ∂/∂t, ∂a = ∂/∂xa, �∇ = {∂a}, � = �∇ · �∇ is the Laplacian.
The kinematic coefficient of viscosity and fluid density are set equal
to unity, permeability is done (4π)−1. Subscripts of functions denote
differentiation with respect to the corresponding variables.
The maximal Lie invariance algebra of the MHDEs (1) is an infinite-

dimensional algebra A(MHD) with the basis elements (see [5])

∂t, D = t∂t + 1
2xa∂a − 1

2u
a∂ua − 1

2H
a∂Ha − p∂p,

Jab = xa∂b − xb∂a + ua∂ub − ub∂ua +Ha∂Hb −Hb∂Ha , a < b,

R(�m) = ma∂a +ma
t ∂ua −ma

ttxa∂p, Z(χ) = χ∂p,

(2)

where ma = ma(t) and χ = χ(t) are arbitrary smooth functions of t
(for example, from C∞((t0, t1),R)). We sum over repeated indices. The
indices a, b take values in {1, 2, 3} and the indices i, j in {1, 2}. The
algebra A(MHD) is isomorphic to the maximal Lie invariance algebra
A(NS) of the Navier-Stokes equations [6, 7, 8].
Besides continuous transformations generated by operators (2), the

MHDEs admit discrete transformations Ib of the form

t̃ = t, xb = −xb, x̃a = xa,

p̃ = p, ũb = −ub, H̃b = −Hb, ũa = ua, H̃a = Ha, a �= b,

where b is fixed.

2. Inequivalent one-dimensional subalgebras of A(MHD).

Theorem. A complete set of A(MHD)-inequivalent one-dimensional sub-
algebras of A(MHD) is exhausted by the following algebras:

1. A1
1(κ) = 〈D + κJ12〉, where κ ≥ 0.

2. A1
2(κ) = 〈∂t + κJ12〉, where κ∈{0; 1}.

3. A1
3(η, χ) = 〈J12 + R(0, 0, η(t)) + Z(χ(t))〉 with smooth functions

η and χ. Algebras A1
3(η, χ) and A1

3(η̃, χ̃) are equivalent if ∃ ε, δ∈R,
∃ ε1, ε2∈{−1; 1}, ∃λ∈C∞((t0, t1),R):

η̃(t̃) = ε1e
−εη(t), χ̃(t̃) = ε2e

2ε(χ(t) + λtt(t)η(t) − λ(t)ηtt(t)), (3)

where t̃ = te−2ε + δ.

4. A1
4(�m,χ) = 〈R(�m(t)) + Z(χ(t))〉 with smooth functions �m and

χ: (�m,χ) �≡ (�0, 0). Algebras A1
4(�m,χ) and A1

4( �̃m, χ̃) are equivalent if
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∃ ε, δ∈R, ∃ ε1∈{−1; 1}, ∃C �= 0, ∃B∈O(3), ∃�l∈C∞((t0, t1),R3):

�̃m(t̃) = Ce−εB�m(t),

χ̃(t̃) = Cε1e
2ε
(
χ(t) +�ltt(t) · �m(t) − �mtt(t) ·�l(t)

)
,

(4)

where t̃ = te−2ε + δ.

3. Lie ansatzes of codimension one for the MHD field. By means
of the algebras A1

1 − A1
4 (sometimes, when additional restrictions for

parameters are satisfied), we can construct ansatzes of codimension one
for the MHD field. Let us list these ansatzes.

1. �u = |t|−1/2O(τ)�v + 1
2 t

−1�x+ κt−1�e3 × �x,

�H = |t|−1/2O(τ)�G,

p = |t|−1q + 1
8 t

−2|�x|2 + 1
2κt−2r2,

(5)

where �y = |t|−1/2OT (τ)�x, τ = κ ln |t|. Here and below
va = va(y1, y2, y3), Ga = Ga(y1, y2, y3), q = q(y1, y2, y3),

O(τ) =

 cos τ − sin τ 0
sin τ cos τ 0
0 0 1

 , r = (x2
1 + x2

2)
1/2, �e3 = (0, 0, 1).

2. �u = O(τ)�v + κ�e3 × �x, �H = O(τ)�G, p = q + 1
2κr2, (6)

where �y = OT (τ)�x, τ = κt.

3. u1 = x1r
−1v1 − x2r

−2v2, u2 = x2r
−1v1 + x1r

−2v2,

u3 = v3 + η(t)r−2v2 + ηt(t) arctanx2/x1,

H1 = x1r
−1G1 − x2r

−2G2, H2 = x2r
−1G1 + x1r

−2G2,

H3 = G3 + η(t)r−2G2,

p = q − 1
2ηtt(t)(η(t))−1x2

3 + χ(t) arctanx2/x1,

(7)

where y1 = r, y2 = x3 − η(t) arctanx2/x1, y3 = τ := t.

Notion. The expression for the pressure p from ansatz (7) is indetermi-
nate in the points t ∈ (t0, t1) where η(t) = 0. If there are such points t,
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we will consider ansatz (7) on the intervals (tn0 , t
n
1 ) that are contained in

the interval (t0, t1) and that satisfy one of the conditions:

a) η(t) �= 0 ∀t ∈ (tn0 , t
n
1 );

b) η(t) = 0 ∀t ∈ (tn0 , t
n
1 ).

In the last case we consider ηtt/η := 0.

With the algebraA1
4(�m,χ), an ansatz can be constructed only for such

t wherefor �m(t) �= �0. If this condition is satisfied, it follows from (4) that
the algebra A1

4(�m,χ) is equivalent to the algebra A1
5(�m, 0). An ansatz

constructed with the algebra A1
4(�m, 0) has the following form:

4. �u = vi�ni + v3|�m|−2 �m+ (�m · �x)|�m|−2 �mt − yi|�m|−1�ni
t,

�H = Gi�ni +G3|�m|−2 �m,

p = |�m|q − 1
2 | �H|2 − |�m|−2(�mtt · �x)(�m · �x)+

+ 1
2 (�mtt · �m)|�m|−4(�m · �x)2 − 3

2 |�m|−4
(
(�mt · �ni)yi

)2+
+
(

1
4 |�m|tt|�m|−2 − 3

8 (|�m|t)2|�m|−3
)
yiyi,

(8)

where yi = �ni ·�x, y3 = τ :=
∫ |�m|dt, �ni are smooth vector-functions such

that

�ni · �m = �n1 · �n2 = �n1
t · �n2 = 0, |�ni| = |�m|1/2. (9)

Notion. There exist vector-functions �ni which satisfy conditions (9).
They can be constructed in the following way [4]: let us fix smooth
vector-functions �ki = �ki(t) such that �ki · �m = �k1 ·�k2 = 0, |�ki| = |�m|1/2,
and set

�n1 = �k1 cosψ(t) − �k2 sinψ(t),

�n2 = �k1 sinψ(t) + �k2 cosψ(t).
(10)

Then �n1
t · �n2 = �k1

t · �k2 − ψt = 0 if ψ =
∫

(�k1
t · �k2)dt.

4. Reduced systems in three independent variables. Substituting
ansatzes (5) and (6) into the MHDEs (1), we obtain reduced systems of
PDEs with the same general form

(�v · ∇)�v −��v + ∇q + �G× rot �G+ γ1�e3 × �v = �0,

(�v · ∇)�G− (�G · ∇)�v − νm��G+ γ2
�G = �0,

div�v = 3
2γ2, div �G = 0.

(11)



On Lie reduction of the MHD equations 181

Hereafter the functions va, Ga, and q are differentiated with respect to
the variables y1, y2, and y3. The constants γa take the values

1. γ1 = 2κ sign t, γ2 = − sign t;

2. γ1 = 2κ, γ2 = 0.

For ansatzes (7) and (8) the reduced equations have the form

3. M1 + q1 + y−3
1 ((G3)2 − (v3)2 − 2ηv3

2) − v1
1y

−1
1 + v1y−2

1 = 0,

M2 + (1 + η2y−2
1 )q2 + 2ηy−3

1 (G1G3 − v1v3 + v3
1 − ηv1

2−
−2v3y−1

1 ) − y−1
1 v2

1 + 2ηty
−2
1 v3 − ηttη

−1y2 − ηχy−2
1 = 0,

M3 − ηq2 + v3
1y

−1
1 + 2ηy−1

1 v1
2 + χ = 0,

N 1 + νm(−2ηy−3
1 G3

2 + y−2
1 G1 − y−1

1 G1
1) = 0,

N 2 + νm(−2η2y−3
1 G1

2 + 2ηy−3
1 G3

1 − y−1
1 G2

1 − 4ηG3y−4
1 ) = 0,

N 3 + 2y−1
1 (v3G1 − v1G3) + 2νmηy

−1
1 G1

2 + νmG
3y−1

1 = 0,

vi
i + v1y−1

1 = 0, Gi
i +G1y−1

1 = 0,

(12)

where Ma = va
τ + vjva

j −GjGa
j − va

11 − (1 + η2y−2
1 )va

22,

N a = Ga
t + viGa

i −Giva
i − νmG

a
11 − νm(1 + η2y−2

1 )Ga
22.

4. vi
τ + vjvi

j −GjGi
j − vi

jj + qi + 2βiα−3v3 = 0,

v3
τ + vjv3

j −GjG3
j − v3

jj = 0,

Gi
τ + vjGi

j −Gjvi
j − νmG

i
jj + ατα

−1Gi = 0,

G3
τ + vjG3

j −Gjv3
j − νmG

3
jj − 2βjGj − 2ατα

−1G3 = 0,

vi
i = 0, Gi

i = 0,

(13)

where α = α(τ) = |�m|, βi = βi(τ) = (�mτ · �ni).

5. Symmetry of reduced systems. Let us study symmetry properties
of systems (11), (12), and (13). All results of this subsection are obtained
by means of the standard Lie algorithm [10, 9].

Symmetry properties of the systems (11). The maximal Lie
invariance algebra of system (11) is the algebra

a) 〈∂a, ∂q, J
1
12〉 if γ1 �= 0;

b) 〈∂a, ∂q, J
1
ab〉 if γ1 = 0, γ2 �= 0;

c) 〈∂a, ∂q, J
1
ab, D

1
1〉 if γ1 = γ2 = 0.
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Here J1
ab = ya∂yb

− yb∂ya
+ va∂vb − vb∂va +Ga∂Gb −Gb∂Ga ,

D1
1 = ya∂ya

− va∂va −Ga∂Ga − 2q∂q .

Note. All Lie symmetry operators of (11) are induced by operators
from A(MHD): The operators J1

ab and D
1
1 are induced by Jab and D.

The operators ca∂a (ca = const) and ∂q are induced by either

R(|t|1/2(c1 cos τ − c2 sin τ, c1 sin τ + c2 cos τ, c3)), Z(|t|−1),

where τ = κ ln |t|, for ansats (5) or
R(c1 cos κt− c2 sin κt, c1 sin κt+ c2 cos κt, c3), Z(1)

for ansatz (6), respectively. Therefore, Lie reduction of system (11) gives
only solutions that can be obtained by reducing the MHDEs with two-
and three-dimensional subalgebras of A(MHD).

Symmetry properties of the systems (12). Let Amax be the
maximal Lie invariance algebra of system (12). Studying symmetry
properties of (12), one has to consider the following cases:
A. η, χ ≡ 0. Then

Amax = 〈∂τ , D
1
2, R1(ζ(τ)), Z1(λ(τ))〉,

where D1
2 = 2τ∂τ + yi∂yi

− vi∂vi − 2v3∂v3 −Gi∂Gi − 2G3∂G3 − 2q∂q,

R1(ζ(τ)) = ζ∂2 + ζτ∂v2 − ζττy2∂q, Z1(λ(τ)) = λ(τ)∂q.

Here and below ζ = ζ(τ) and λ = λ(τ) are arbitrary smooth functions
of τ = t.
B. η ≡ 0, χ �≡ 0. In this case an extension of Amax exists for

χ = (C1τ + C2)−1, where C1, C2 = const. Let C1 �= 0. We can make
C2 vanish by means of equivalence transformation (3), i.e., χ = Cτ−1,
where C = const. Then

Amax = 〈D1
2, R1(ζ(τ)), Z1(λ(τ))〉.

If C1 = 0, χ = C = const and

Amax = 〈∂τ , R1(ζ(τ)), Z1(λ(τ))〉.
For other values of χ, i.e., when χττχ �= χτχτ ,

Amax = 〈R1(ζ(τ)), Z1(λ(τ))〉.
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C. η �= 0. By means of equivalence transformation (3) we make χ = 0.
In this case an extension of Amax exists for η = ±|C1τ + C2|1/2, where
C1, C2 = const. Let C1 �= 0. We can make C2 vanish by means of
equivalence transformation (3), i.e., η = C|τ |1/2, where C = const. Then

Amax = 〈D1
2, R2(|τ |1/2), R2(|τ |1/2 ln |τ |), Z1(λ(τ))〉,

where R2(ζ(τ)) = ζ∂y2 + ζτ∂v2 . If C1 = 0, i.e., η = C = const,

Amax = 〈∂τ , ∂y2 , τ∂y2 + ∂v2 , Z1(λ(τ))〉.
For other values of η, i.e., when (η2)ττ �= 0,

Amax = 〈R2(η(τ)), R2(η(τ)
∫

(η(τ))−2dτ), Z1(λ(τ))〉.
Note. In all cases considered above the Lie symmetry operators of (12)
are induced by operators from A(MHD): The operators ∂τ , D1

2, and
Z1(λ(τ)) are induced by ∂t, D, and Z(λ(t)), respectively. The operator
R(0, 0, ζ(t)) induces the operator R1(ζ(τ)) for η ≡ 0 and the operator
R2(ζ(τ)) (if ζττη − ζηττ = 0) for η �= 0. Therefore, the Lie reduction of
system (12) gives only solutions that can be obtained by reducing the
MHDEs with two- and three-dimensional subalgebras of A(MHD).

Symmetry properties of the systems (13). Let us introduce the
notations

S1 = ∂v3 − 2βiα−3yi∂q, S2 = (α)2∂G3 , Z̃(λ(τ)) = λ∂q,

R̃(ψ̄(τ)) = ψi∂yi
+ ψi

τ∂vi − ψi
ττyi∂q, ψ̄ = (ψ1, ψ2),

D̃ = τ∂τ + 1
2yi∂yi

− 1
2v

i∂vi − 1
2G

i∂Gi − q∂q, Ĩ = v3∂v3 +G3∂G3 ,

J̃12 = y1∂y2 − y2∂y1 + v1∂v2 − v2∂v1 +G1∂G2 −G2∂G1 .

For arbitrary values of the parameter-functions α and βi, system (13) is
invariant under the algebra

Aall = 〈R̃(ψ̄), S1, S2, Z̃(λ)〉
Extensions of the maximal Lie invariance algebra of system (13) is in the
following cases (for each extension we write down its basis operators):

1. βi = 0, ατ = 0, νm = 1: D̃, ∂τ , J̃12, I, G
3∂v3 + v3∂G3 .

2. βi = 0, ατ = 0, νm �= 1: D̃, ∂τ , J̃12, I.

3. βi = 0, α = a2|τ + a0|a1 , a1a2 �= 0: D̃ + a0∂τ , J̃12, I.
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4. βi = 0, α = a2e
a1τ , a1a2 �= 0: ∂τ , J̃12, I.

5. βi = 0, αατατττ + (ατ )2αττ − 2α(αττ )2 �= 0: J̃12, I.

6. βi �= 0, βi
τ = 0, ατ = 0: D̃ − 3

2I, ∂τ .

7. β1 = ρ cos θ, β2 = ρ sin θ, α = a2|τ + a0|a1 , where

ρ = b1|τ + a0|a1/2−1, θ = b2 ln |τ + a0|+ b3, and (a1b1, b2) �= (0, 0):

D̃ + a0∂τ − b2J̃12 + 1
2 (a1 − 1)I.

8. β1 = ρ cos θ, β2 = ρ sin θ, α = a2e
a1τ , where

ρ = b1e
3a1τ/2, θ = b2τ + b3, and (a1b1, b2) �= (0, 0):

∂τ − b2J̃12 + 3
2a1I.

Note. The vector-functions �ni from ansats 4 are determined up to the
transformation �n1 −→ �n1 cos δ−�n2 sin δ, �n2 −→ �n1 sin δ+�n2 cos δ, where
δ = const. Therefore, δ can be chosen such that b3 = 0.

Note. The operators R(ψ̄(t)) +C1S
1, Z̃(λ(τ)) from Aall are induced by

the operators R(�l(t)), Z(χ(t)), respectively. Here

χ(t) = λ(τ(t)), �l(t) = ψi(τ(t))�ni(t) + ϕ(t)�m(t),

where 2ψi(τ(t))(�ni
t(t) · �m(t)) + ϕ(t)|�m(t)|2 = C1.

The operator S2 is not induced by operators from A(MHD). Therefore,
the Lie reduction of system (13) can give solutions that can not be
obtained by reducing the MHDEs with two- and three-dimensional
subalgebras of A(MHD).

Consider inducing the operators from extension of Aall. The operators
I and G3∂v3 + v3∂G3 are not induced by operators from A(MHD).
The operator J̃12 belong the maximal Lie invariance algebra of

system (13) if βi = 0. In this case �m = |�m|�e, where �e = const and
|�e | = 1. Then, the operator J̃12 is induced by e1J23 + e2J31 + e3J12.
For �m = eσt(c2 cos θ, c2 sin θ, c1) with c1, c2, σ,κ, δ = const and θ =

κt+ δ , where c21 + c22 = 1, the operator ∂t + κJ12 induces the operator
∂τ − c1κJ̃12 + σI if the following vector-functions �ni are chosen:

�n1 = �k1 cos c1θ + �k2 sin c1θ, �n2 = −�k1 sin c1θ + �k2 cos c1θ, (14)

where �k1 = (− sin θ, cos θ, 0) and �k2 = (c1 cos θ, c1 sin θ,−c2).
For �m = |t+ δ̃|σ+1/2(c2 cos θ, c2 sin θ, c1) with θ = κ ln |t+ δ̃|+ δ and

c1, c2, σ,κ, δ, δ̃ = const, where c21 + c22 = 1, the operator D + δ̃∂t + κJ12
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induces the operator D̃ + δ̃∂τ − c1κJ̃12 + σI, if the vector-functions �ni

are chosen in form (14).
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Про один клас узагальнених течiй
Бельтрамi iдеальної нестисливої рiдини

Г.В. ПОПОВИЧ †, О.Ф. ВАСИЛЕНКО ‡
† Iнститут математики НАН України, Київ
‡ Приазовський державний технiчний унiверситет, Марiуполь

Побудовано загальний розв’язок системи, що складається з рiвнянь
Ойлера (якi описують рух iдеальної нестисливої рiдини) i додаткової
умови (�u · ∇)�u = �0.

The general solution of the system consisting of the Euler equations
(describing motion of an ideal incompressible fluid) and the additional
condition (�u · ∇)�u = �0 is constructed.

Загальний розв’язок в замкненому виглядi можна побудувати лише
для небагатьох диференцiальних рiвнянь з частинними похiдними.
В зв’язку з цим розглядають, в основному, задачi пошуку часткових
розв’язкiв, що задовольняють певнi додатковi обмеження. За такi об-
меження використовують як початково-крайовi умови, так i додатко-
вi диференцiальнi рiвняння, якi також називають диференцiальними
зв’язками. Обмеження другого типу застосовують i до класифiкацiї
всiєї множини розв’язкiв заданого рiвняння. Зокрема, течiї рiдини
в гiдродинамiцi класифiкують на основi умови безвихоровостi поля
швидкостей rot �u = �0 (а саме, течiї, для яких ця умова виконується,
називаються безвихоровими, в протилежному випадку – вихорови-
ми). В роботах [1–5] проведено дослiдження рiвнянь руху нестисли-
вої рiдини з деякими нелiївськими додатковими умовами.
В розвиток роботи [5] розглянемо систему рiвнянь Ойлера

�ut + (�u · ∇)�u+ ∇p = �0, div �u = 0, (1)

що описує рух нестисливої iдеальної рiдини, з додатковою умовою

(�u · ∇)�u = �0. (2)

Так як за умови (2) rot
(
(�u ·∇)�u

)
= − rot

(
�u×rot �u

)
= �0, то клас течiй,

що розглядається, належить до узагальнених течiй Бельтрамi [6].
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Зауваження. Надалi маємо на увазi, що всi спiввiдношення вико-
нуються локально в деякому околi фiксованої точки (t0, �x0). Iндекси
a, b i c змiнюються вiд 1 до 3, iндекси i та j – вiд 1 до 2. За iндекса-
ми, що повторюються, йде пiдсумовування. Нижнiй iндекс функцiї
означає диференцiювання по вiдповiднiй змiннiй.

Теорема 1. Довiльний розв’язок системи (1)–(2) локально нале-
жить однiй з наступних сiмей:

1. �u = �ϕ(Ω), p = χ(t),

де Ω = Ω(�x) задається неявно як розв’язок алгебраїчного рiвняння(
�ϕ(Ω) × �ϕΩ(Ω)

) · �x = ϕ0(Ω), (3)

ϕ0 = ϕ0(Ω) – довiльна диференцiйовна функцiя,

∀�c (�c = const) :
(
�ϕ(Ω) × �ϕΩ(Ω)

)× �c �= �0. (4)

2. �u =
(
ψi(ω3) + ζi(t)

)
�ei, p = −ζi

t(t)ωi + χ(t).

3. �u =
(
ψ3(ω1, ω2) + ζ3(t)

)
�e3, p = −ζ3

t (t)ω3 + χ(t).

Тут ψa, ζa, χ – довiльнi функцiї своїх аргументiв, �e1, �e2, �e3 – ор-
тонормована трiйка векторiв, ωa = �ea · �x.

4. �u = −�k(t) × �c
(
�k(t) · �x)+�l(t),

p = 1
2

(
(�k(t) × �c, �x)(�k(t) · �x))

t
− �lt · �x+ χ(t),

де �c = const, |�k(t)| = 1, �k(t) · �c = 0, �l(t) · �k(t) = 0.

5. u1 = R cos θ, u2 = R sin θ, u3 = Rϕ, p = χ(t),

де R = R(−x1 sin θ+x2 cos θ, θ), ϕ = ϕ(θ), ψ = ψ(θ) – довiльнi функцiї
своїх аргументiв, θ = θ(�x) – розв’язок рiвняння

x1

(
ϕ cos θ − ϕθ sin θ

)
+ x2

(
ϕ sin θ + ϕθ cos θ

)
+ x3 = ψ.

Доведення. Пiсля виключення тиску p з (1) за допомогою опера-
цiї rot систему (1)–(2) можна переписати в такому еквiвалентному
виглядi:

(�u · ∇)�u = �0, div �u = 0, (rot �u)t = rot �ut = �0. (5)

Якщо розв’язок системи (5) вiдомий, то вираз для p легко знахо-
диться iнтегруванням рiвняння ∇p = −�ut.
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Позначимо перший, другий i третiй набори рiвнянь в системi (5)
через (5.a), (5.b) i (5.c) вiдповiдно. Якщо розглянути (5.a) як систе-
му лiнiйних рiвнянь вiдносно �u з матрицею (ua

b ), то отримаємо, що
det(ua

b ) = 0, тобто rank(ua
b ) < 3. (Ранг матрицi (ua

b ) називатимемо
також рангом розв’язку системи (5)). Отже, можливi лише три на-
ступнi випадки:

а) rank(ua
b ) = 0; б) rank(ua

b ) = 1; в) rank(ua
b ) = 2.

Розглянемо кожен з цих випадкiв окремо.

rank(ua
b)=0, тобто u

a
b = 0, а тому цей випадок вичерпується розв’яз-

ками сiм’ї 4 з �c = �0, якi є тривiальними, бо отримуються груповим
розмноженням нульового розв’язку (�u = �0, p = 0).

rank(ua
b)=1. Розглянемо спочатку розв’язки спецiального вигляду.

A. �u = �ϕ(τ, ω), де τ = t, ω = �k(t) · �x, �ϕω �= �0, �k = �k(t) : |�k| = 1.
З системи (5) випливає, що

�k · �ϕ = 0, �kt × �ϕω + �k × �ϕτω + �k × �ϕωω(�kt · �x) = �0.

Якщо �kt = �0, то �ϕτω = �0, а тому пiсля перепозначення �k =: �e3 i
врахування умови �k · �ϕ = 0 отримаємо розв’язок з сiм’ї 2.
Якщо �kt �= �0, то �ϕωω = �0, тобто �ϕ = ω�m(t)+�l(t), причому �k ·�l = 0,

�k · �m = 0, (�k × �m)t = �0, звiдки �m = −�k × �c, де �c = const . Отже, в
цьому випадку розв’язок належить сiм’ї 4.

Б. �u = ϕ(t, �x)�n3(t), де �n3 = �n3(t) : |�n3| = 1, ∇ϕ �= �0.
З (5.a) випливає, що (�n3 ·∇)ϕ = 0, тобто ϕ = ϕ(τ, ω1, ω2), де τ = t,

ωi = �ni · �x, вектор-функцiї �ni = �ni(t) утворюють разом з �n3(t) праву
ортонормовану трiйку векторiв, що залежить вiд t, причому �n1

t ·�n2 =
0 (вектор-функцiї �ni, якi задовольняють такi умови, iснують [8]).
Тодi система (5.b) є тотожнiстю, а рiвняння (5.с) дають умову (�n3 ×
∇ϕ)t = �0, звiдки (�n1ϕω2−�n2ϕω1)t = �0. Враховуючи, що за побудовою
вектори �ni

t колiнеарнi �n3, а вектори �na лiнiйно незалежнi, розщепимо
в останньому рiвняннi по ω3 = �n3 · �x i прирiвняємо коефiцiєнти при
�na до нуля:

ϕτωi
= 0, (�n2

t · �n3)ϕω1 − (�n1
t · �n3)ϕω2 = 0, ((�ni

t · �n3)ϕωi
)ωj

= 0.

(Пiдсумовування по i тут немає.)
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Якщо �ni
t · �n3 = 0, то �na =: �ea = const, а тому розв’язок належить

сiм’ї 3.
Якщо (�n1

t · �n3, �n2
t · �n3) �= (0, 0), то похiднi ϕωi

залежать лише вiд
t, тобто функцiя ϕ лiнiйна по �x. Отже, �u має вигляд А.

В. �u = �ϕ(Ω), де �ϕ× �ϕΩ �= �0, Ω = Ω(�x) : ∇Ω �= �0.
Рiвняння (5.c) є тотожнiстю, а (5.a) i (5.b) дають систему з двох

рiвнянь на функцiю Ω : �ϕ · ∇Ω = 0, �ϕΩ · ∇Ω = 0, iнтегруючи яку,
отримаємо умову (3). Щоб уникнути розв’язкiв вигляду А, додатково
вимагатимемо виконання спiввiдношення (4). В результатi знайдемо
розв’язок з сiм’ї 1.

Покажемо, що довiльний розв’язок рангу 1 системи (5) має один
з виглядiв А–В. В силу симетрiї системи (5) вiдносно переставлення
змiнних без обмеження загальностi можна вважати, що ∇u3 �= �0,
звiдки ∃F i = F i(τ, u3), τ = t : ui = F i(τ, u3). Якщо F i = 0, то
очевидно, що розв’язок має вигляд Б. Нехай надалi (F 1, F 2) �= (0, 0).

1. Припустимо додатково, що u3
3 = 0. З (5.a) i (5.b) випливає, що

похiднi u3
i ((u3

1, u
3
2) �= (0, 0)) задовольняють однорiдну систему лiнiй-

них алгебраїчних рiвнянь F iu3
i = 0, F i

u3u3
i = 0, а тому визначник цiєї

системи дорiвнює 0: F 1
u3F 2 − F 1F 2

u3 = 0. Отже, функцiї F i пропор-
цiйнi деяким функцiям γi = γi(t) з коефiцiєнтом пропорцiйностi, не
рiвним 0, причому (γ1, γ2) �= (0, 0). За цiєї умови система на u3

i зво-
диться до одного рiвняння γiu3

i = 0, а це означає, що �u має вигляд
А.

2. Нехай u3
3 �= 0, F 1

u3F 2−F 1F 2
u3 = 0. З (5.a) i (5.b) отримаємо систему

двох лiнiйних алгебраїчних рiвнянь на похiднi u3
a :

F iu3
i + u3u3

3 = 0, F i
u3u3

i + u3
3 = 0.

За теоремою Кронекера-Капеллi з сумiсностi цiєї системи вiдносно
u3

i випливає, що u3F i
u3 = F i, тобто ∃γi = γi(t) : F i = γiu3. Отже,

розв’язок має вигляд Б.

3. Нехай u3
3 �= 0, δ = F 1

u3F 2 − F 1F 2
u3 �= 0. Виконаємо в системi (5)

замiну годографа:

τ = t, y1 = x1, y2 = x2, y3 = u3 — новi незалежнi змiннi;

F i = F i(τ, y3), v = x3 — новi невiдомi функцiї.
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Пiсля цiєї замiни i алгебраїчних перетворень рiвняння (5.a) i (5.b)
набувають вигляду F ivi = y3, F

i
3vi = 1, звiдки vi = Gi(τ, y3), де

G1 = δ−1(F 2 − F 2
3 y3), G

2 = −δ−1(F 1 − F 1
3 y3), а тому v = Giy3 + G0

для деякої диференцiйовної функцiї G0 = G0(τ, y3), причому

F iGi = y3, F i
3G

i = 1, F iGi
3 = 0, (6)

(G1 + F 1
3 , G

2 + F 2
3 ) �= (0, 0) (iнакше F i

3G
i = −F i

3F
i
3 �= 1), (7)

G1G2
3 −G2G1

3 = −F i
3G

i
3δ

−1y3 �= 0, (8)

G1
3G

2
33 −G2

3G
1
33 = −(G1

3/F
2)2δ �= 0. (9)

Якщо G1
3 �= 0, G2

3 = 0 або G1
3 = 0, G2

3 �= 0, то з останнього рiвняння
в (6) випливає F 1 = 0 або F 2 = 0 вiдповiдно, а тому δ = 0, що
неможливо. Якщо Gi

3 = 0, то пiсля повернення до старих змiнних
отримаємо розв’язок вигляду А.
Нехай надалi G1

3G
2
3 �= 0. Пiдставимо вираз для функцiї v в систе-

му (5.c), записану в нових змiнних:

(v3∂τ − vτ∂3)
(
(Gi + F i

3)/v
3
)

= 0, (10)

(G1 + F 1
3 )(v3G2

τ − vτG
2
3) = (G2 + F 2

3 )(v3G1
τ − vτG

1
3). (11)

Випишемо коефiцiєнт при yi в рiвняннi (11):

(Gi + F i
3)(G

1
3G

2
τ −G1

τG
2
3) = 0,

звiдки в силу (7) G1
3G

2
τ −G1

τG
2
3 = 0, тобто ∃Θ = Θ(t, y3) : Gi =Gi(Θ),

причому Θ3 �= 0, Gi
Θ �= 0. Враховуючи (8), розв’яжемо систему з

першого i останнього рiвнянь в (6) вiдносно F i : F i = y3L
i(Θ), де

L1 = G2
Θδ̃

−1, L2 = −G1
Θδ̃

−1, δ̃ = G1G2
Θ −G2G1

Θ.
Пiдставимо вирази для фукцiй F i та Gi в рiвняння (10) i надамо

змiнним y1, y2 почергово значення ∞, 0 i 0, ∞ :

(Gi + Li)(Θτ/Θ3)3 + Li
ΘΘτ = 0,

звiдки Θτ = 0, бо визначник∣∣∣∣G1 + L1 L1
Θ

G2 + L2 L2
Θ

∣∣∣∣ = − δ

Θ3y2
3

(GiGi + 1) �= 0.

Отже, F i
τ = 0, Gi

τ = 0. За цих умов наслiдком рiвняння (10) є також
спiввiдношення (Gi + F i

3)(G
1
3G

2
33 − G2

3G
1
33)G

0
τ = 0. Тому в силу (7)

i (9) G0
τ = 0, тобто розв’язок має вигляд В.
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rank(ua
b) = 2. В силу симетрiї системи (5) вiдносно поворотiв (�x, �u)

без обмеження загальностi можна вважати, що rank(ui
b) = 2, а тому

iснує така функцiя F, що u3 = F (t, u1, u2).

1. Припустимо додатково, що det(ui
j) = 0. Розглянемо два перших

рiвняння системи (5.a) як систему лiнiйних неоднорiдних рiвнянь
вiдносно u1 i u2. За теоремою Кронекера–Капеллi u3 = 0 (iнакше
rank(ui

b) < 2), а тому з (5.a) i (5.b) випливає, що ∃f = f(t, x3) :
u2 = fu1, звiдки u1 = g(τ, ω1, ω2), де τ = t, ω1 = x2 − fx1, ω2 = x3.
Пiдставимо вирази для ua в (5.с) i розщепимо по x1. Враховуючи
умови fω2 �= 0, gω1 �= 0 (iнакше rank(ui

b) < 2), отримаємо fτ = gτ = 0.
Отже, в цьому випадку маємо розв’язок сiм’ї 5, де ϕ = 0, f = tg θ,
g = R cos θ.

2. Нехай det(ui
j) �= 0. Виконаємо в системi (5) замiну годографа:

τ = t, y1 = u1, y2 = u2, y3 = x3 — новi незалежнi змiннi;

v1 = x1, v
2 = x2, F = F (τ, y1, y2) — новi невiдомi функцiї.

Пiсля цiєї замiни i алгебраїчних перетворень рiвняння (5.a) на-
бувають вигляду Fvi

3 = yi, звiдки F �= 0 i ∃gi = gi(τ, y1, y2) :
vi = yiy3/F + gi. Пiдставимо вирази для vi в (5.b) i розщепимо по
y3 :

yiFi = F, yi(Fig
i)j = 0. (12)

Перейдемо в площинi змiнних y1 i y2 до полярних координат r i θ :
y1 = r cos θ, y2 = r sin θ. Введемо позначення:

h1 = g1 cos θ + g2 sin θ, h2 = −g1 sin θ + g2 cos θ

(hi = hi(τ, r, θ)) i проiнтегруємо рiвняння (12):

F = rϕ, h1 = −ϕθ

ϕ
h2 + ζ, де ϕ = ϕ(τ, θ) �= 0, ζ = ζ(τ, θ).

В результатi вирази для vi можна записати у виглядi

v1 = (ϕy3 − h2ϕθ/ϕ+ ζ) cos θ − h2 sin θ,

v2 = (ϕy3 − h2ϕθ/ϕ+ ζ) sin θ + h2 cos θ.
(13)

Пiдставимо (13) в (5.c) i розщепимо по y3. Наслiдком рiвнянь при
третьому степенi y3 є спiвiдношення ϕτδr = 0, де

δ = r(v1
1v

2
2 − v1

2v
2
1) = h1

r(h
2
θ + h1) − h2

r(h
1
θ − h2) �= 0.
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Якщо припустити, що ϕτ �= 0, то δr = 0. Рiвняння при другому
степенi y3 дають умову rh2

rr + 2h2 = 0, яка суперечить тому, що
δr = 0. Отже, ϕτ = 0, тобто ϕ = ϕ(θ), i наслiдком рiвнянь при
другому степенi y3 є спiвiдношення ζτδr = 0.
Якщо припустити, що ζτ �= 0, то δr = 0. Рiвняння при першому

степенi y3 дають умову rh2
rr +2h2 = 0, яка суперечить тому, що δr =

0. Отже, ζτ = 0, тобто ζ = ζ(θ), i наслiдком рiвнянь при першому
степенi y3 є спiвiдношення h2

rh
2
τ = 0, звiдки h2

τ = 0, бо h2
r �= 0 (iнакше

δ = 0). Повернувшись до старих координат, отримаємо розв’язок з
сiм’ї 5, де ψ := ϕζ. Теорема доведена. �
Теорема 2. Максимальною (в сенсi Лi) алгеброю iнварiантностi
системи (1)–(2) є алгебра A1, що породжується операторами

∂a, D = xa∂a + ua∂ua + 2p∂p, X(ξ) = ξ(t)∂t − ξt(t)∂p,

Jab = xa∂b − xb∂a + ua∂ub − ub∂ua , Z(χ) = χ(t)∂p.
(14)

Тут ξ та χ – довiльнi гладкi функцiї змiнної t.

Доведення. Система (1)–(2) перевизначена, i приведення її в iнво-
люцiю є окремою складною задачею. Тому для знаходження її мак-
симальної алгебри iнварiантностi скористаємося алгоритмом, запро-
понованим в [7]. А саме, запишемо iнфiнiтезимальну умову лiївської
iнварiантностi системи (1)–(2) вiдносно оператора

Q = ξ0∂t + ξa∂xa
+ ηa∂ua

+ η0∂p,

де ξ0, ξa, ηa, η0 залежать вiд t, �x, �u, p, i перейдемо в нiй на множину
розв’язкiв 2 з теореми 1. Користуючись довiльнiстю функцiй ψi, ζi

i χ, в одержанiй таким чином необхiднiй умовi iнварiантностi роз-
щепимо за параметрами ψi

ω, ζ
i
t , ζ

i
tt i χt. Пiсля спрощення отримаємо

систему визначальних рiвнянь на коефiцiєнти оператора Q:

ξ0ub = ξ0p = ξ0b = 0, ξa
ub = ξa

p = ξa
t = 0, η0

ub = η0
b = 0, (15)

ξa
bc = 0, ηa = ubξa

b , (16)

ηa
ub + ξb

a = (ξ0t + η0
p)δab, (17)

де δab – символ Кронекера. З (15) i (16) випливає, що ξ0 = ξ0(t),
η0 = η0(t, p) i ∃Mab, Na = const: ξa = Mabxb + Na, η

a = Mabub. В
силу (17)

Mab +Mba = 0, a �= b, M11 = M22 = M33, η0
p = −ξ0t + 2M11.



Про один клас узагальнених течiй Бельтрамi 193

Отже, алгебра A1 мiститься в лiнiйнiй оболонцi операторiв (14). Лег-
ко перевiрити, що зворотнє включення також вiрне (бо система (5)
iнварiантна вiдносно скiнченних перетворень, якi генеруються цими
операторами). Теорема доведена. �
Отже, алгебра A1 мiстить клас операторiв X(ξ), що не належать

максимальнiй (в сенсi Лi) алгебрi iнварiантностi A(EE) рiвнянь Ой-
лера (1), тобто рiвняння (1) умовно iнварiантнi вiдносно операторiв
X(ξ) при додатковiй умовi (2).
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Про клас Q-умовних симетрiй та
розв’язки еволюцiйних рiвнянь

Р.О. ПОПОВИЧ

Iнститут математики НАН України, Київ
E-mail: roman@apmat.freenet.kiev.ua

Доведено, що для довiльного еволюцiйного рiвняння з n просторови-
ми змiнними (n∈N) задача дослiдження Q-умовної симетрiї вiдносно
iнволютивних множин n операторiв з нульовими коефiцiентами при ∂t

зводиться до розв’язання цього рiвняння, а довiльна однопараметрич-
на сiм’я його розв’язкiв iнварiантна вiдносно однiєї з таких множин.

It is proved that, for an arbitrary evolutionary equation in n space variables
(n ∈ N), the problem of investigating Q-conditional symmetry under the
involutive sets of n operators with the vanishing coefficients of ∂t is reduced
to solving this equation. And, an arbitrary one-parameter family of its
solutions is invariant under one from such sets.

Незважаючи на плiднi застосування Q-умовних (некласичних) си-
метрiй для побудови точних розв’язкiв диференцiальних рiвнянь з
частинними похiдними, багато аспектiв їх теорiї до цього часу за-
лишаються нез’ясованими. В роботах [1–3] було показано, що для
одновимiрного лiнiйного рiвняння теплопровiдностi та деякого його
узагальнення задача вiдшукання Q-умовного оператора з нульовим
коефiцiєнтом при ∂t композицiєю нелокального перетворення i пе-
ретворення годографа зводиться до розв’язання вихiдного рiвняння.
Р. Жданов i В. Лагно [4] узагальнили цей результат на довiльне
еволюцiйне рiвняння з однiєю просторовою змiнною. В данiй роботi
доведено аналог цього результату для еволюцiйних рiвнянь з довiль-
ною кiлькiстю n∈N просторових змiнних, а також обернену теорему
про зв’язок однопараметричних сiмей розв’язкiв цих рiвнянь з їх Q-
умовними симетрiями.
Розглянемо еволюцiйне рiвняння

ut = H(t, �x, u(r)), �x = (x1, x2, . . . , xn), (1)
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вiдносно функцiї u = u(t, �x), де через u(r) позначено множину всiх
похiдних функцiї u по просторових змiнних �x вiд 0-го до r-го порядку
включно, ut = ∂u/∂t. Щоб редукувати рiвняння (1) до звичайного
диференцiального рiвняння, необхiдно знайти iнволютивну множину
з n операторiв

Qa = ξa0(t, �x, u)∂t + ξab(t, �x, u)∂b + ηa(t, �x, u)∂u, (2)

де rank(ξa0, ξab) = n, вiдносно якої рiвняння (1) Q-умовно iнварi-
антне. (Тут i надалi ∂b = ∂/∂xb

, iндекси a i b змiнюються вiд 1 до
n, за iндексами, що повторюються, йде пiдсумовування.) При цьо-
му, як правило, виникає необхiднiсть розглядати два випадки: ∃a:
ξa0 �= 0 або ∀a: ξa0 = 0. Предметом нашого дослiдження буде другий
випадок.

Теорема 1. Задача повного дослiдження Q-умовної iнварiантностi
рiвняння (1) вiдносно iнволютивних множин з n операторiв (2), де
ξa0 = 0, зводиться до розв’язання вихiдного рiвняння.

Доведення. Нехай в (2) ξa0 = 0. Для iнволютивних множин опера-
торiв Q-умовної симетрiї можна ввести вiдношення еквiвалентностi
[5, 6]:

{Q̂a} ∼ {Qa}, якщо Q̂a = λabQb,

де λab = λab(t, �x, u), det(λab) �= 0. Якщо покласти (λab) = (ξab)−1, то
отримаємо еквiвалентну {Qa} множину операторiв {Q̂a} з ξ̂ab = δab

(δab – символ Кронекера). Тому одразу будемо вважати, що

Qa = ∂a + ηa(t, �x, u)∂u. (3)

Умова iнволютивностi множини операторiв (3) спiвпадає з умовою
їх комутування, яка рiвносильна таким рiвнянням на функцiї ηa:

ηa
b + ηbηa

u = ηb
a + ηaηb

u. (4)

Лема 1. Функцiї ηa задовольняють систему (4) тодi i тiльки тодi,
коли iснує така функцiя Φ = Φ(t, �x, u) (Φu �= 0), що

ηa = −Φa/Φu. (5)
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Доведення. Достатнiсть зображення (5) для розв’язкiв системи (4)
очевидна. Доведення необхiдностi проведемо iндукцiєю по k – кiль-
костi операторiв. Для k = 1 за шукану функцiю вiзьмемо довiльний
розв’язок рiвняння Φ1 + η1Φu = 0 з Φu �= 0.
Припустимо, що твердження леми справедливе для k операторiв,

тобто

∃Φ = Φ(t, �x, u) (Φu �= 0) : ηi = − Φi

Φu
, i = 1, k.

Випишемо з системи (4) рiвняння, в яких a = k + 1, b = i, i = 1, k :

ηk+1
i − Φi

Φu
ηk+1

u = −
(

Φi

Φu

)
k+1

−
(

Φi

Φu

)
u

ηk+1, i = 1, k. (6)

Якщо в (6) виконати замiну змiнних

ηk+1 = −Φk+1

Φu
+

Ψ(τ, �y,κ)
Φu

, τ = t, �y = �x, κ = Φ(t, �x, u),

то на функцiю Ψ отримаємо рiвняння Ψyi
= 0, i = 1, k, тобто

Ψ = Ψ(t, xk+1, . . . , xn,Φ). Нехай функцiя Φ̃ = Φ̃(t, �x, u) визначається
спiввiдношенням Φ = Θ(t, xk+1, . . . , xn, Φ̃), де Θ – розв’язок рiвняння
Θk+1 = Ψ(t, xk+1, . . . , xn,Θ). (Така функцiя Θ iснує як розв’язок зви-
чайного диференцiального рiвняння з параметрами t, xk+2, . . . , xn;
функцiя Φ̃ пiдставляється замiсть сталої iнтегрування, ΘΦ̃ �= 0.) То-
дi

ηi = − ΘΦ̃Φ̃i

ΘΦ̃Φ̃u

= − Φ̃i

Φ̃u

, i = 1, k,

ηk+1 = −ΘΦ̃Φ̃k+1 + Θk+1

ΘΦ̃Φ̃u

+
Ψ

ΘΦ̃Φ̃u

= − Φ̃k+1

Φ̃u

,

причому Φ̃u = Φu/ΘΦ̃ �= 0, тобто Φ̃ – шукана функцiя.
Доведення леми 1 завершено. �

За означенням, рiвняння (1) Q-умовно iнварiантне вiдносно мно-
жини операторiв (2), якщо

Qa
(r)

(
ut −H(t, �x, u(r))

) ∣∣∣
ut=H(t,�x,u(r)), M

= 0, (7)
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де Qa
(r) – r-е продовження оператора Q

a, а M – множина всiх ди-
ференцiальних наслiдкiв системи Qa[u] := ηa − ξa0ut − ξabub = 0 до
порядку r − 1 включно. Для операторiв (3) умова (7) має вигляд

ηa
t + ηa

uĤ = QaĤ, де Ĥ = Ĥ(t, �x, u) = H
∣∣
M, (8)

бо M =
{

∂α1+...+αnu

∂xα1
1 . . . ∂xαn

n
= (Q1)α1. . . (Qn)αnu,

∣∣∣∣ αa∈N,

α1 + . . .+ αn ≤ r

}
.

Пiдкреслимо, що в (8) i нижче оператори Qa дiють в просторi змiн-
них (t, �x, u), а тому Qau = ηa, QaQbu = ηa

b + ηbηa
u i т.д.

Скористаємося зображенням (5) для функцiй ηa, пiсля чого ви-
конаємо перетворення годографа:

τ = t, �y = �x, κ = Φ – новi незалежнi змiннi;

v = u – нова залежна змiнна, тобто v = v(t, �x, u).
(9)

(Зауважимо, що спiввiдношеннями (5) функцiя Φ визначається з
точнiстю до перетворення Φ = ζ(τ, Φ̃), яке в нових змiнних має
вигляд

τ = τ̃ , �y = �̃y, κ = ζ(τ̃ , κ̃), v = ṽ. (10)

Тут ζ – довiльна гладка функцiя своїх аргументiв.) Тодi ηa = vya
,

Qa = ∂ya
, i умова (8) набуває вигляду

vτya
− vκya

vκ

vτ − vκya

vκ

Ĥ = Dya
Ĥ, (11)

де Ĥ = H̃(τ, �y ) := H(τ, �y, v(r)(τ, �y, )), Dya
– оператор повного дифе-

ренцiювання по ya. З (11) випливає, що(
Dya

− vκya

vκ

)
(vτ − Ĥ) = 0, або Dya

vτ − Ĥ

vκ

= 0, (12)

тобто

vτ −H(τ, �y, v(r)) = γ(τ,κ)vκ , (13)

де γ = γ(τ,κ) – деяка гладка функцiя. Виконавши в рiвняннi (13)
замiну змiнних (10), де ζ = ζ(τ̃ , κ̃) – деякий розв’язок рiвняння ζτ̃ +
γ(τ̃ , ζ) = 0, отримаємо рiвняння того ж типу з γ̃ = 0, яке спiвпадає
з вихiдним рiвнянням. Змiнна κ входить в розв’язок рiвняння як
параметр. Доведення теореми 1 завершено. �
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Обернення доведення теореми 1 дає наступне твердження.

Теорема 2. Для будь-якої однопараметричної сiм’ї розв’язкiв рiв-
няння (1) iснує iнволютивна множина операторiв (3) Q-умовної
симетрiї рiвняння (1), вiдносно якої дана сiм’я розв’язкiв iнварiан-
тна.

Доведення. Нехай

u = v(τ, �y,κ), де vκ �= 0, τ = t, �y = �x, (14)

– однопараметрична сiм’я розв’язкiв рiвняння (1). Розв’яжемо (14)
як рiвняння вiдносно κ: κ = Φ(t, �x, u) – i визначимо функцiї ηa за
допомогою формул (5). Тодi в силу леми 1 оператори (3) утворюють
iнволютивну множину. Так як за визначеннями vya

= Φxa
/Φu = ηa,

то Qa[v] = 0, тобто розв’язок (14) iнварiантний вiдносно множини
операторiв (3). Залишилося довести, що рiвняння (1) Q-умовно iн-
варiантне вiдносно цiєї множини операторiв.
Пiдставимо розв’язок (14) в (1) i подiємо на результат операто-

рами Dya
− vκya

/vκ . Отриманi таким чином рiвняння спiвпадають
з (11). Виконавши в них перетворення годографа, зворотнє до (9)
(тобто, t = τ, �x = �y, u = v – новi незалежнi змiннi; Φ = κ – нова
залежна змiнна), i враховуючи (5), приходимо до рiвняння (8), яке
еквiвалентне умовi iнварiантностi (7).
Доведення теореми 2 завершено. �

Зауваження 1. Анзац, побудований за множиною операторiв (3),
де функцiї ηa визначаються формулами (5), має вигляд

Φ(t, �x, u) = ϕ(ω), або u = v(t, �x, ϕ(ω)), де ω = t.

Пiсля пiдстановки його в рiвняння (1) отримаємо редуковане рiв-
няння ϕ′ = γ(ω, ϕ), в якому функцiя γ = γ(ω, ϕ) знаходиться iз
спiввiдношення

γ = −Φt − ΦuĤ =
vt −H(t, �x, v(r))

vϕ

(в силу рiвняння (12) Dya
γ = 0).

Якщо функцiя Φ (⇔ v) задає однопараметричну сiм’ю розв’язкiв
Φ(t, �x, u) = κ (⇔ u = v(τ, �y,κ)) рiвняння (1), то редуковане рiвняння
має вигляд ϕ′ = 0, тобто ϕ = const .

Теореми 1 i 2 можна об’єднати в одне твердження.
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Теорема 3. Для довiльного еволюцiйного рiвняння (1) iснує взаєм-
но-однозначна вiдповiднiсть мiж однопараметричними сiм’ями йо-
го розв’язкiв i iнволютивними множинами операторiв (3) Q-умов-
ної симетрiї цього рiвняння. А саме, кожнiй сiм’ї розв’язкiв можна
поставити у вiдповiднiсть множину операторiв (3), вiдносно якої
дана сiм’я розв’язкiв iнварiантна. Задачi побудови всiх однопара-
метричних сiмей розв’язкiв рiвняння (1) та повного дослiдження
його Q-умовної iнварiантностi вiдносно iнволютивних множин з n
операторiв вигляду (3) повнiстю еквiвалентнi.

Р. Попович висловлює подяку ДФФД України (проект № 1.4/356)
за часткову фiнансову пiдтримку цiєї роботи.
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Описано оператори Q-умовної симетрiї лiнiйного n-вимiрного (n≥2)
однорiдного рiвняння теплопровiдностi. Введено поняття еквiвалент-
ностi операторiв Q-умовної симетрiї вiдносно групи перетворень. От-
римано деякi результати стосовно рiвнянь теплопровiдностi з джере-
лом.

The Q-conditional symmetry operators of the linear n-dimensional (n≥2)
homogeneous heat equation are described. The notion of the equivalence
of Q-conditional symmetry operators under a transformation group is
introduced. Some results for heat equations with source are obtained.

1. Вступ. В теорiї диференцiальних рiвнянь з частинними похiдни-
ми чiльне мiсце займають рiвняння, якi мають просту структуру i
яким водночас притаманнi нетривiальнi математичнi, зокрема, си-
метрiйнi властивостi. Як правило, такi рiвняння плiдно використо-
вуються для математичного моделювання об’єктiв, явищ i процесiв
в рiзних наукових галузях, i саме вони стимулюють виникнення та
розвиток нових понять i методiв теорiї диференцiальних рiвнянь з
частинними похiдними.
Одним з таких рiвнянь є лiнiйне рiвняння теплопровiдностi. Його

симетрiйнi властивостi дослiджував ще С. Лi. В 1969 роцi Блумен i
Коул [1] саме на прикладi лiнiйного одновимiрного рiвняння тепло-
провiдностi ввели поняття i продемонстрували алгоритм знаходжен-
ня Q-умовної (або, в їхнiй термiнологiї, некласичної) симетрiї дифе-
ренцiального рiвняння з частинними похiдними вiдносно одного опе-
ратора. Надалi задача дослiження Q-умовної симетрiї лiнiйного од-
новимiрного рiвняння теплопровiдностi розглядалася багатьма авто-
рами. Зокрема, в [2] в одному з випадкiв, що виникають, для частини
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системи визначальних рiвнянь на коефiцiєнти оператора Q-умовної
iнварiантностi вивчена лiївська симетрiя та знайденi нелокальнi пе-
ретворення, що зв’язують дослiджувану систему з рiвнянням Бюр-
герса та рiвнянням теплопровiдностi з джерелом. Повне (в певному
сенсi) розв’язання задачi про Q-умовну iнварiантность лiнiйного од-
новимiрного рiвняння теплопровiдностi дано в [3] (див. також [4, 5]).
А саме, в обох випадках, що виникають, знайдена лiївська симетрiя
систем визначальних рiвнянь на коефiцiєнти оператора Q-умовної
iнварiантностi i нелокальнi перетворення, що зводять цi системи до
вихiдного рiвняння.
В данiй роботi вперше розв’язана задача про Q-умовну симетрiю

лiнiйного n-вимiрного (n ≥ 2) однорiдного рiвняння теплопровiдностi

ut = uaa, де u = u(t, �x), t = x0, �x = (x1, . . . , xn). (1)

Отриманi результати застосовано до лiнiйних рiвнянь теплопровiд-
ностi з джерелом.
В (1) i надалi iндекси a, b, c i d змiнюються вiд 1 до n, iндекси

i та j – вiд 1 до n − 1, iндекс µ – вiд 0 до n. За iндексами, що
повторюються, йде пiдсумовування. Нижнiй iндекс функцiї означає
диференцiювання по вiдповiднiй змiннiй.
Лiївська симетрiя рiвняння (1) добре вивчена: максимальна (в

сенсi Лi) алгебра його iнварiантностi A(LHE) породжується операто-
рами

∂t = ∂/∂t, ∂a = ∂/∂xa
, D = 2t∂t + xa∂a,

Ga = t∂a − 1
2xau∂u, Jab = xa∂b − xb∂a (a < b), I = u∂u,

Π = 4t2 + 4txa∂a − (xaxa + 2t)u∂u, f(t, �x)∂u,

(2)

де f = f(t, �x) – довiльний розв’язок рiвняння (1). Для алгебри
A(LHE) справедливий такий розклад:

A(LHE) = AG2(1, n) +A∞(LHE),

де AG2(1, n) = 〈∂t, ∂a, D, Ga, Jab, I, Π〉 – скiнченновимiрна час-
тина алгебри A(LHE) (алгебра узагальненої групи Галiлея G2(1, n) з
однiєю часовою i n просторовими змiнними); A∞(LHE) = 〈f(t, �x)∂u |
f = f(t, �x) : ft = faa〉.
2. Еквiвалентнiсть операторiв Q-умовної симетрiї. Дамо необ-
хiднi означення. Нехай

L(x, u(r)) = 0, (3)
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– диференцiальне рiвняння з частинними похiдними r-го порядку з
n + 1 незалежною змiнною x = (x0, x1, . . . , xn) вiдносно невiдомої
функцiї u = u(x). Тут u(r) позначає всi похiднi функцiї u вiд 0-го до
r-го порядку включно.

Означення 1 [6, 7]. Кажуть, що рiвняння (3) Q-умовно iнварiан-
тне вiдносно оператора

Q = ξµ(x, u)∂µ + η(x, u)∂u (4)

(у якого хоча б один коефiцiєнт ξµ не дорiвнює 0), якщо виконується
умова

Q(r)L(x, u(r))
∣∣∣

L(x,u(r))=0, M
= 0, (5)

де Q(r) – r-е продовження оператора Q, а M – множина всiх дифе-
ренцiальних наслiдкiв рiвняння Q[u] = 0 до порядку r − 1 включно,
Q[u] := η − ξµuµ – дiя оператора Q на функцiю u = u(x). При цьо-
му оператор Q називають оператором Q-умовної симетрiї рiвнян-
ня (3).

Якщо рiвняння (3) Q-умовно iнварiантне вiдносно деякого опера-
тора Q, то воно Q-умовно iнварiантне i вiдносно оператора λQ для
довiльної ненульової функцiї λ = λ(x, u). Тому на множинi опера-
торiв природно ввести наступне вiдношення еквiвалентностi.

Означення 2 [1, 6, 7]. Два оператори Q1 i Q2 Q-умовної симет-
рiї рiвняння (3) називаються еквiвалентними, якщо вони вiдрiзня-
ються на ненульвий множник λ = λ(x, u).
Позначення: Q1 ∼ Q2.

Це вiдношення еквiвалентностi можна узагальнити, скористав-
шись наступним спостереженням: для довiльного локального пере-
творення g: (x, u) −→ (x̃, ũ) = g(x, u), вiдносно якого рiвняння (3)
iнварiантне, приєднане зображення Ad(g) визначає бiєкцiю множи-
ни операторiв Q-умовної симетрiї рiвняння (3) на себе.

Означення 3. Два оператори Q1 i Q2 Q-умовної симетрiї рiвнян-
ня (3) називаються еквiвалентними вiдносно локального перетво-
рення g симетрiї рiвняння (3), якщо

∃λ = λ(x, u) �= 0 : Q2 = λAd(g)Q1.

Позначення: Q1 ∼ Q2 (mod g).
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Означення 4. Два оператори Q1 i Q2 Q-умовної симетрiї рiвнян-
ня (3) називаються еквiвалентними вiдносно групи G локальних
перетворень симетрiї рiвняння (3), якщо вони еквiвалентнi вiд-
носно деякого елемента цiєї групи.

Два оператори Q1 i Q2 Q-умовної симетрiї рiвняння (3) назива-
ються еквiвалентними вiдносно алгебри A лiївської симетрiї рiв-
няння (3), якщо вони еквiвалентнi вiдносно однiєї з однопарамет-
ричних груп, що породжуються елементами цiєї алгебри.
Позначення: Q1 ∼ Q2 (modG); Q1 ∼ Q2 (modA).

Зауваження 1. Еквiвалентнi в сенсi означення 2 оператори визна-
чають однаковi, а еквiвалентнi в сенсi означення 3 (або 4) – несуттєво
рiзнi вiдносно перетворення g (групи G, алгебри A) сiм’ї розв’язкiв
рiвняння (3).

Зауваження 2. Вiдношення еквiвалентностi операторiв з означень
2, 3 i 4 можна легко узагальнити на iнволютивнi множини операторiв
Q-умовної симетрiї.

3. Основнi результати. Сформулюємо основний результат роботи.

Теорема 1. Для будь-якого оператора Q Q-умовної симетрiї рiв-
няння (1) виконується одне з спiввiдношень:

1. Q ∼ Q̃0, де Q̃0∈A(LHE);

2. Q ∼ Q̃1 = ∂n + gng
−1u∂u (modASO(n) +A∞(LHE)),

де g = g(t, xn) – розв’язок рiвняння теплопровiдностi, тобто
gt = gnn;

3. Q ∼ Q̃2 = J12 + ϕ(θ)u∂u (modAG(1, n) +A∞(LHE)),
де ϕ = ϕ(θ) – розв’язок рiвняння ϕθθ + 2ϕϕθ = 0, ϕθ �= 0, θ –
полярний кут в площинi OX1X2.

Зауваження 3. Для функцiї ϕ з теореми 1 iснує чотири суттєво
рiзнi (вiдносно зсувiв по θ) випадки:

а) ϕ = −κ tg κθ, б) ϕ = κ th κθ, в) ϕ = κ cth κθ, г) ϕ = θ−1,

де κ – ненульова константа.



204 Р.О. Попович, I.П. Корнєва

Зауваження 4. Анзаци i редукованi рiвняння, що вiдповiдають
операторам Q̃1 i Q̃2, мають вiдповiдно вигляд:

1) u = g(t, xn)v(ω0, . . . , ωn−1), де ω0 = t, ωi = xi

(1) =⇒ v0 = vii;

2) u = exp
( ∫
ϕ(θ)dθ

)
v(ω0, . . . , ωn−1),

де ω0 = t, ω1 = r, ωs = xs+1, s = 2, n− 1

(1) =⇒ v0 = v11 + ω−1
1 v1 − λω−2

1 v + vss.

В 2) λ = −ϕθ − ϕ2 = const, (r, θ) – полярнi координати в площинi
OX1X2.
В силу зауваження 3 другий анзац об’єднує в собi чотири суттєво

рiзнi вiдносно A∞(LHE) анзаци:

а) ϕ = −κ tg κθ : u = v(ω0, . . . , ωn−1) cos κθ, λ = κ
2;

б) ϕ = κ th κθ : u = v(ω0, . . . , ωn−1) ch κθ, λ = −κ
2;

в) ϕ = κ cth κθ : u = v(ω0, . . . , ωn−1) sh κθ, λ = −κ
2;

г) ϕ = θ−1 : u = v(ω0, . . . , ωn−1)θ, λ = 0.

В доведеннi теореми 1 використовуються наступнi твердження.

Лема 1. Функцiя z = z(t, �x) задовольняє рiвняння

zt − zaa − 2hnz = 0, де h = h(t, xn) : ht − hnn − 2hnh = 0, (6)

тодi i тiльки тодi, коли має мiсце зображення

z = fn − hf, де f = f(t, �x) : ft = faa. (7)

Доведення. Введемо позначення: T := ∂t − ∂a∂a, T̂ := T − 2hn. В
силу спiввiдношення T̂ (∂n − h) = (∂n − h)T рiвняння (6) є наслiдком
зоображення (7). Доведемо, що зоображення (7) має мiсце для будь-
якого розв’язку рiвняння (6). Фiксуємо розв’язок z цього рiвняння i
розв’яжемо (7) вiдносно f як лiнiйне диференцiальне рiвняння з па-
раметрами t, x̄ = (x1, . . . , xn−1): f := f0 +Cg, де f0 = f0(t, �x) – част-
ковий розв’язок цього рiвняння, C = C(t, x̄) – довiльна гладка функ-
цiя своїх аргументiв, g = g(t, xn) – розв’язок рiвняння теплопровiд-
ностi gt = gnn, що визначається з замiни Коула-Хопфа gn/g = h. Тодi
0 = T̂ z = T̂ (∂n−h)f0 = (∂n−h)Tf0, звiдки Tf0 = Dg, де D = D(t, x̄),
а тому Tf = 0, якщо TC = −D. �
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Лема 2. Функцiя z = z(t, �x) задовольняє рiвняння

zt − zaa − 2
ϕθ

r2
z = 0, де ϕ = ϕ(θ) : ϕθθ + 2ϕϕθ = 0, ϕθ �= 0 (8)

(тут (r, θ) – полярнi координати в площинi OX1X2) тодi i тiльки
тодi, коли має мiсце зображення

z = x1f2 − x2f1 − ϕf, де f = f(t, �x) : ft = faa. (9)

Доведення леми 2 аналогiчне доведенню леми 1.

Зауваження 5. Твердження лем 1 i 2 легко переносяться на лiнiйне
рiвняння Шрьодiнгера

iψt = −ψaa + V ψ (10)

з стацiонарним потенцiалом V = V (�x), де ψ = ψ(t, �x) – комплексно-
значна функцiя, i – уявна одиниця. А саме, якщо

1) V = −2hn, де h = h(xn) : hnn + 2hnh = 0, hn �= 0, або

2) V = −2
ϕθ

r2
, де ϕ = ϕ(θ) : ϕθθ + 2ϕθϕ = 0, ϕθ �= 0

(нагадаємо, що (r, θ) позначають полярнi координати в площинi
OX1X2), то нелокальною замiною

1) ψ = ψ̃n − hψ̃ або 2) ψ = x1ψ̃2 − x2ψ̃1 − ϕψ̃

рiвняння (10) зводиться до вiльного рiвняння Шрьодiнгера (V = 0).
Згiдно з зауваженням 3 обом випадкам вiдповiдає по чотири класи
потенцiалiв:

1) V =
2κ

2

cos2 κxn
; V =

−2κ
2

ch2
κxn

; V =
−2κ

2

sh2
κxn

; V =
2
x2

n

;

2) V =
2κ

2

r2 cos2 κθ
; V =

−2κ
2

r2 ch2
κθ

; V =
−2κ

2

r2 sh2
κθ

; V =
2

r2θ2
;

Перший набiр потенцiалiв добре вiдомий для одновимiрного рiвнян-
ня Шрьодiнгера (n = 1).

4. Доведення теореми 1. Нехай (4) – оператор Q-умовної симетрiї
рiвняння (3). Розглянемо окремо два суттєво рiзних випадки: ξ0 �= 0
i ξ0 = 0.
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I. ξ0 �= 0. В силу iснування вiдношення еквiвалентностi можна
вважати, що ξ0 = 1, тобто Q = ∂t + ξa∂a + η∂u. Умова (5) для такого
оператора i рiвняння (1) набуває вигляду:

ηt − ξa
t ua − (ηaa + 2ηauua + ηuuuaua)+

+(ξb
aa + 2ξb

auua + ξb
uuuaua)ub + (ξb

a + ξb
uua)uab = 0,

(11)

якщо unn = η−ξaua−uii. Розщеплюючи в (11) по змiнним uab, a �= b,
uii, ua, пiсля спрощення отримаємо наступну систему визначальних
рiвнянь на коефiцiєнти оператора Q:

ξa
u = 0, ηuu = 0 =⇒ ξa = ξa(t, �x), η = η1(t, �x)u+ η0(t, �x)

(тобто функцiї ξa не залежать вiд u, а функцiя η лiнiйна по u);

ξa
b + ξb

a = 0, a �= b, ξi
i = ξn

n , (12)

2η1
a = −(ξa

t − ξa
cc + 2ξn

nξ
a), (13)

η1
t − η1

aa + 2ξn
nη

1 = 0, (14)

η0t− η0
aa + 2ξn

nη
0 = 0. (15)

(Пiдсумовування по i в (12) немає.)

Лема 2. Для довiльного розв’язку системи (12)–(14) справедливе
зображення:

ξa = µabxb + νxa + χa (µab = −µba), (16)

η1 = − 1
4 (νt + 2ν2)xaxa − 1

2 (χa
t + 2νχa)xa + σ, (17)

де функцiї µab = µab(t), ν = ν(t), χa = χa(t) i σ = σ(t) задовольня-
ють систему звичайних диференцiальних рiвнянь

νtt + 6ννt + 4ν3 = 0, (χa
t + 2νχa)t + 2ν(χa

t + 2νχa) = 0,

µab
t + 2νµab = 0, σt + 2νσ + 1

2n(νt + 2ν2) = 0.
(18)
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Доведення. Покажемо спочатку, що функцiї ξa лiнiйнi по �x.
Якщо n > 2, то з (12) (це система Кiллiнга) випливає, що всi

похiднi 3-го порядку по просторових змiнних вiд функцiй ξa рiвнi 0.
Продиференцiюємо рiвняння (13) по xb, де b �= a, пiсля чого з рiвностi
мiшаних похiдних η1

ab i η
1
ba отримаємо ще один набiр рiвнянь на ξ

a:

ξa
bt + 2(ξn

nξ
a)b = ξb

at + 2(ξn
nξ

b)a. (19)

Диференцiальнi наслiдки 2-го порядку рiвнянь (19) i 1-го порядку
системи Кiллiнга (12) разом дають умову рiвностi 0 других похiдних
функцiй ξa по просторових змiнних, тобто ξa лiнiйнi по �x.
Для n = 2 доведення дещо складнiше. Перейдемо до комплексних

змiнних: z = x + iy, z̄ = x − iy, ξ = ξ1 + iξ2. В силу (12) (при
n = 2 це система Кошi-Рiмана) функцiя ξ аналiтична по z, тобто
ξ = ξ(t, z), а тому ξa

bb = 0. Нехай ξ∗ := ξ(t, z), звiдки ξ∗ = ξ∗(t, z̄).
(Тут риска означає операцiю комплексного спряження.) Перепишемо
в комплексних змiнних рiвняння (13):

2η1
z̄ = −(ξt + (ξz + ξ∗z̄ )ξ), 2η1

z = −(ξ∗t + (ξz + ξ∗z̄ )ξ∗). (20)

Знайдемо рiзницю похiдної першого рiвняння системи (20) по z i
другого – по z̄:

(ξt + ξzξ)z = (ξ∗t + ξ∗z̄ξ
∗)z̄ =: α, α = α(t)∈R. (21)

Проiнтегруємо рiвняння (21):

ξt + ξzξ = αz + β ⇐⇒ ξ∗t + ξ∗z̄ξ
∗ = αz̄ + β̄, β = β(t)∈C. (22)

Пiдставимо результат в (20) i розв’яжемо отриманi таким чином рiв-
няння вiдносно η1:

η1 = 1
2 (−αzz̄ + βz̄ + β̄z + γ + ξξ∗), γ = γ(t)∈R. (23)

Враховуючи (22) i (23), подiємо оператором (∂z)2(∂z̄)2 на рiвняння
(14): ξzzzξ

∗
z̄z̄z̄ = 0, тобто ξzzz = 0, а тому з (22) отримаємо умову

ξzz = 0. Це означає, що ξa лiнiйнi по �x.
Отже, в силу доведеного i системи (12) для функцiй ξa справед-

ливе зображення (16). Рiвняння на функцiї µab з системи (18) i зоб-
раження (17) для η1 є наслiдками рiвнянь (19) i (13) вiдповiдно. Iншi
рiвняння з системи (18) отримаємо пiсля пiдстановки зображень (16)
i (17) в (14). �
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Iнтегрування першого рiвняння з системи (18) дає три сiм’ї роз-
в’язкiв для функцiї ν :

ν =
t+ C1

(t+ C1)2 + C2
, ν =

1
2(t+ C1)

, ν = 0.

Для кожної з цих сiмей розв’яжемо iншi рiвняння системи (18), а рiв-
няння (15) зведемо до (1). В результатi ми побудуємо набори опера-
торiв Q-умовної симетрiї, в яких будь-який оператор еквiвалентний
оператору з A(LHE) :

Q1 =
(
(t+ C1)2 + C2

)−1[Π + C1D + (C2
1 + C2)∂t + Q̂1

]
,

Q2 =
(
t+ C1

)−1[ 1
2D + C1∂t + Q̂2

]
,

Q3 = ∂t + Q̂3

де Q̂1, Q̂2, Q̂3 – довiльнi оператори з 〈Jab, Ga, ∂a, I〉⊕ A∞(LHE).

Отже, для лiнiйного n-вимiрного (n ≥ 2) рiвняння теплопровiд-
ностi будь-який оператор Q-умовної симетрiї з ξ0 �= 0 еквiвалент-
ний оператору лiївської симетрiї цього рiвняння.

II. ξ0 = 0. Зважаючи на вiдношення еквiвалентностi операторiв
вiдносно алгебри симетрiї рiвняння (1), без обмеження загальностi
можна покласти ξn = 1, тобто Q = ∂n + ξi∂i + η∂u. Умова (5) для
такого оператора i рiвняння (1) набуває вигляду:

ηt − ξi
tui − (ηaa + 2ηauua + ηuuuaua)+

+(ξi
aa + 2ξi

auua + ξi
uuuaua)ui + (ξi

a + ξi
uua)uai = 0,

(24)

якщо un = η− ξiui, ujn = ηj +ηuuj − (ξi
j + ξi

uuj)ui − ξiuij . Розщеплю-
ючи в (24) по змiнних uij та ui, пiсля спрощення отримаємо систему
визначальних рiвнянь на коефiцiєнти оператора Q :

ξi
u = 0, ηuu = 0 =⇒ ξi = ξi(t, �x), η = η1(t, �x)u+ η0(t, �x)

(тобто функцiї ξi не залежать вiд u, а функцiя η лiнiйна по u);

ξi
i − ξiξi

n = 0, ξi
j + ξj

i − ξiξj
n − ξjξi

n = 0, i �= j, (25)
η1

i − (ξiη1)n = − 1
2 (ξi

t − ξi
aa + 2ξj

nξ
i
j), (26)

η1
t − η1

aa − 2η1
nη

1 + 2ξj
nη

1
j = 0, (27)

η0
t − η0

aa − 2η1
nη

0 + 2ξj
nη

0
j = 0, (28)

(Пiдсумовування по i в (25) немає.)
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Iнтегруючи систему (25)–(28), необхiдно дослiдити окремо такi
випадки:

а) ξi = const; б) ξi
n = 0 i ∃i : ξi �= const; в) ∃i : ξi

n �= 0.

А. ξi = const . Перейдемо до еквiвалентного (вiдносно поворотiв)
оператора, у якого ξ̃i = 0. Тодi система (25)–(28) набуває вигляду

η1
i = 0, η1

t − η1
nn − 2η1

nη
1 = 0, η0

t − η0
aa − 2η1

nη
0 = 0,

звiдки в силу леми 1 η0 = fn−η1f, де f = f(t, �x) – розв’язок рiвняння
(1), а тому даний оператор еквiвалентний вiдносно 〈f∂u〉 оператору
з η̃ 0 = 0. Рiвняння Бюргерса на η1 замiною Коула-Хопфа η1 = gn/g
зведемо до рiвняння теплопровiдностi на функцiю g = g(t, xn). В ре-
зультатi отримаємо оператор Q̃1 (випадок 2 теореми 1).
Б. ξi

n = 0 i ∃i : ξi �= const . З (25) за цих умов випливає, що
ξi = µijxj + νi, де µij = µij(t), νi = νi(t) – гладкi функцiї змiнної t,
µij = −µji, причому ∃(i, j): µij �= 0 або ∃i: νi

t �= 0. З системи (26)–(27)
пiсля пiдстановки виразiв для ξi i диференцiювання та алгебраїчних
перетворень отримаємо такi рiвняння:

µij
t = 2η1

nµ
ij =⇒ µijη1

na = 0

νi
tt = 4η1

nν
i
t =⇒ νi

tη
1
na = 0

}
=⇒ η1

na = 0,

тобто ∃α = α(t): η1
n = 1

2α.Продиференцiюємо (27) по xn i домножимо
на 1

2 : αt = α2, а тому α = −ε/(εt + C), де ε ∈ {0; 1}, C – довiльна
стала, якщо ε = 1, i C = 1, якщо ε = 0. Тодi

µij =
Mij

εt+ C
, νi =

Ait+Bi

εt+ C
, η0 =

f(t, �x)
εt+ C

,

де Mij , Ai, Bi – константи iнтегрування, Mij = −Mji, f = f(t, �x) –
розв’язок рiвняння теплопровiдностi (1). Враховуючи виведенi умо-
ви, систему (26)–(27) можна переписати у виглядi

η1
i = − 1

2 (νi
t − ανi), η1

t = αη1,

звiдки η1 = (εt + C)−1[− 1
2Aixi − 1

2εxn + E], де E = const . Отже, в
силу доведеного

Q = (εt+C)−1[ εGn+C∂n+
∑
i<j

MijJij +AiGi+Bi∂i+EI+f∂u ],
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тобто оператор Q еквiвалентний оператору з A(LHE).
В. ∃i: ξi

n �= 0. Зважаючи на вiдношення еквiвалентностi опера-
торiв вiдносно A(LHE), без обмеження загальностi можна покласти
ξ1n �= 0. Виконаємо в системi (25)–(27) перетворення годографа:

τ = t, yi = xi, yn = ξ1 – новi незалежнi змiннi,

ψ1 = xn, ψs = ξs, s = 2, n− 1, ζ = −2η1 – новi залежнi змiннi.

Проiнтегруємо в нових змiнних визначальнi рiвняння, дотримуючись
такого порядку:

(25, i = 1), (25, i > 1), (26, i = 1), (26, i > 1), (27).

В процессi iнтегрування рiвнянь (25, i = 1) i (26, i = 1) змiнна y1
видiляється у виразах для ψi i ζ в явному виглядi, а тому в iнших
рiвняннях по цiй змiннiй можна розщепити. Пiсля повернення до
старих змiнних отримаємо наступний вираз для оператора Q:

Q = Z−1[Jn1 +M1sJ1s +MsnJsn

+
∑

s<p(Msp +MsnM1p −MpnM1s)Jsp

+A1G1 +AnGn + (As −MsnA1 −M1sAn)Gs

+B1∂1 +Bn∂n + (Bs −MsnB1 −M1sBn)∂s

+ 1
2 (A1Bn −AnB1)u∂u + ϕ(ω)u∂u + χ(t, �x)∂u],

де Mab = −Mba ((a, b) �= (1, n) або (n, 1)), Aa, Ba – довiльнi сталi;
Z = −x1 + Msnxs + Ant + Bn; ω = Z−1(xn − M1sxs + A1t + B1);
χ = Z−1η0, а тому χt −χaa − 2ϕωZ

−2χ = 0; iндекси s i p змiнюються
вiд 2 до n− 1; ϕ = ϕ(ω) – розв’язок рiвняння(

σ(ω)ϕω

)
+ 2ϕϕω = 0, σ(ω) := 1 + ω2 +

n−1∑
s=2

(Msnω +M1s)2,

для якого Mspϕω = Asϕω = Bsϕω = 0.
Якщо серед сталих Msp, As та Bs є хоча б одна ненульова, то

ϕω = 0 i оператор Q еквiвалентний оператору з A(LHE).
Нехай Msp = As = Bs = 0. Домножимо оператор Q на Z, по-

слiдовно подiємо на нього приєднаними зображеннями перетворень
Ad
(
exp(AnG1 −A1Gn)

)
i Ad

(
exp(Bn∂1 −B1∂n)

)
та поворотiв так, що

A1 = An = B1 = Bn = 0, M1s = Msn = 0, i виконаємо циклiчне пе-
реставлення змiнних xi −→ xi+1, xn −→ x1. В результатi отримаємо
оператор Q̂, еквiвалентний даному вiдносно G(1, n):

Q̂ = J12 + ϕ(ω)u∂u + χ(t, �x)∂u,
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де ((1 + ω2)ϕω)ω + 2ϕϕω = 0, ω = −x1/x2, χt − χaa − 2ϕωx
−2
2 χ = 0,

або

Q̂ = J12 + ϕ(θ)u∂u + χ(t, �x)∂u, (29)

де ϕθθ +2ϕϕθ = 0, χt−χaa−2ϕθr
−2χ = 0, (r, θ) – полярнi координати

в площинi OX1X2. В силу леми 2 χ = x1f2 − x2f1 − ϕf, де f =
f(t, �x) – розв’язок рiвняння (1), а тому оператор (29) еквiвалентний
вiдносно 〈f∂u〉 оператору з χ̃ = 0. В результатi отримаємо оператор
Q̃2 (випадок 3 теореми 1). Доведення теореми 1 завершено. �
Р. Попович висловлює подяку ДФФД України (проект № 1.4/356)

за часткову фiнансову пiдтримку цiєї роботи.
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Некоторые точные решения уравнений
Лоренца, инвариантные относительно
подалгебры расширенной алгебры
Пуанкаре

И.В. РЕВЕНКО

Институт математики НАН Украины, Киев

Розвивається пiдхiд до побудови нових точних розв’язкiв рiвнянь Ло-
ренца. У рамках цього пiдходу отримано розв’язки, iнварiантнi вiд-
носно пiдалгебри Пуанкаре.

An approach to construction of new exact solutions of the Lorentz
equations is developed. Within the framework of this approach solutions
invariant under a subalgebra of the Poincaré algebra are obtained.

Хорошо известно [1, 2], что алгеброй инвариантности уравнений

mu̇µ = eFµνu
ν (1)

является расширенная алгебра Пуанкаре AP̃ (1, 3), генераторы кото-
рой имеют вид:

Pν =
∂

∂xν
, J0a = x0

∂

∂xa
+ xa

∂

∂x0
+ εabc

(
Eb

∂

∂Hc
−Hb

∂

∂Ec

)
,

Jab = xa
∂

∂xb
− xb

∂

∂xa
+ Ea

∂

∂Eb
− Eb

∂

∂Eb
+Ha

∂

∂Hb
−Hb

∂

∂Ha
,

(2)

D = kτ
∂

∂τ
+ xν

∂

∂xν
− k

(
Ea

∂

∂Ea
+Ha

∂

∂Ha

)
. (3)

Здесь Fµν – антисимметричный электромагнитный тензор, а uµ =
dxµ

dτ
– вектор 4-скорости, удовлетворяющий соотношению

uµu
µ = 1. (4)
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Широкие классы точных решений уравнения (1) приведены в ра-
ботах [1, 3]. Однако существенной особенностью решений, получен-
ных в указаных работах, является то, что они инвариантны относи-
тельно подалгебр алгебры Пуанкаре AP (1, 3) (2).
В настоящей работе показано, как можно использовать инвари-

антность уравнений (1) относительно расширенной алгебры Пуанка-
ре (2), (3) для построения новых точных решений уравнения (1).
Рассмотрим подалгебру

〈J03 −D,J12 + P0, P0 − P3,
∂

∂τ
〉, где k = 1. (5)

Нетрудно показать, что уравнения (1) инвариантны относительно
подалгебры (5) только в том случае, когда функции Ei, Hi задаются
формулами:

E1 +H2 = (h1x1 + h2x2)R−3,

E2 −H1 = (h1x2 − h2x1)R−3,

E1 −H2 = (g1x1 + g2x2)R−1,

E2 +H1 = (g1x2 − g2x1)R−1,

E3 = g3R
−1, H3 = h3R

−1,

(6)

где hi, gi – функции от ω,

ω = arctg
x1

x2
+ x0 + x3, R = (x2

1 + x2
2)

1/2.

Однако знание четырех операторов симметрии недостаточно для
построения решений уравнений (1), (6). Поэтому потребуем, чтобы
уравнения (1), (6) были следствием уравнений первого порядка. При-
чем эти уравнения первого порядка должны быть инвариантны от-
носительно подалгебры (5).
Такие уравнения имеют вид

ẋ0 =
1
2
(λ0R

−1 + λ3R), ẋ3 =
1
2
(λ0R

−1 − λ3R),

ẋ1 =
λ1x1 + λ2x2

R
, ẋ2 =

λ1x2 − λ2x1

R
,

(7)

где λi = λi(ω).
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Уравнения (7) совместны, если выполнено условие (4). Поэтому
имеет место соотношение

λ0λ3 − λ2
1 − λ2

2 = 1. (8)

Кроме того, потребуем, чтобы

dω

dτ
= 0, (9)

что приводит к следующему соотношению для λi:

λ0 + λ2 = 0, (10)

откуда следует, что λ0 �= 0, λ3 �= 0, λ2 �= 0.
Так как мы требуем выполнения условия (9), то, не уменьшая

общности, можно положить λi = const.
Знание четырех операторов симметрии для системы четырех обы-

кновенных дифференциальных уравнений первого порядка уже до-
статочно для построения общего решения системы (7):

x0 =
λ0

2λ1
ln(λ1τ + β1) +

λ3

2

(
1
2
λ1τ

2 + β1τ

)
+ β0,

x1 = (λ1τ + β1) sin
(
λ2

λ1
ln(λ1τ + β1) + β2

)
x2 = (λ1τ + β1) cos

(
λ2

λ1
ln(λ1τ + β1) + β2

)
x3 =

λ0

2λ1
ln(λ1τ + β1) − λ3

2

(
1
2
λ1τ

2 + β1τ

)
+ β3.

(11)

Здесь β1 – произвольные постоянные.
Простой подстановкой нетрудно убедиться, что уравнения (1),

(6) являються следствием уравнений (7) только в том случае, когда
функции hi, gi линейно зависимы следующим образом:

h3 = − e

m
λ1 +

λ0g1 + λ3h1

λ2
,

g3 = − e

m
λ1 +

λ1g1 + λ2g1
λ3

,

(h1λ1 + h2λ2)λ3 + (g1λ1 + g2λ2)λ0 = 0.

(12)
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Таким образом, в настоящей работе построены новые точные ре-
шения уравнений Лоренца (1), (6), (12). Эти решения определяются
формулами (11).
Хотелось бы отметить два наиболее важных, с точки зрения ав-

тора, момента в данной работе.
Во-первых, проинтегрированные уравнения не являются лагран-

жевыми, а почти все известные результаты по уравнению (1) отно-
сятся к лагранжевым системам. А во-вторых, техника построения
точных решений систем обыкновенных дифференциальных уравне-
ний, которую использовал автор, не является новой, однако, по всей
видимости, для заданой системы уравнений (1) применяется впер-
вые.

[1] Соколов А.А., Тернов И.М. Релятивистский электрон. – М.: Наука, 1974. –
392 с.

[2] Ревенко И.В. Уравнения движения для заряженных частиц, инвариантные
относительно алгебры Пуанкаре // Симметрия и решение нелинейных урав-
нений математической физики. – Киев: Ин-т математики АН УССР, 1987. –
С. 39–43.

[3] Фущич В.И., Ревенко И.В. О точных решениях уравнений Лоренца-Макс-
велла // Докл. АН УССР. Сер. А. – 1989. – № 6. – C. 28–31.
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On time-dependent symmetries
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Наведено повний опис залежностi вiд часу некласичних симетрiй
(1+1)-вимiрних скалярних еволюцiйних рiвнянь.

The complete description of time dependence of nonclassical symmetries
of (1+1)-dimensional scalar evolution equations is presented.

1. Introduction. In the present paper we consider the scalar evolution
equation

∂u/∂t = F (x, u, u1, . . . , un), n ≥ 2, (1)

where ul = ∂lu/∂xl, l = 0, 1, 2, . . ., u0 ≡ u, and its symmetries, i.e., the
right hand sides G of evolution equations

∂u/∂t = G(x, t, u, u1, . . . , uk), (2)

compatible with Eq.(1). The number k is called the order of symmetry
and is denoted as k = ord G. One usually refers to the symmetries
of orders 0 and 1 as to the classical ones [1]. We shall also refer to the
elements of quotient space of the space of symmetries of all orders modulo
the space of classical symmetries as to nonclassical symmetries. Let us
mention that the symmetries of Eq.(1) form a Lie algebra (generically
speaking, infinite-dimensional) with respect to the so-called Lie bracket
[2].
The importance of study of this Lie algebra is due mainly to the two

following facts: provided Eq.(1) possesses (under some extra conditions)
either infinite-dimensional algebra of time-independent nonclassical
symmetries or several time-independent and one polynomial in time t
symmetry, it possesses the recursion operator and therefore is highly
probable to be integrable via the inverse scattering transform [1, 3, 4].
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The complete description of the algebra of time-dependent symmet-
ries of all orders of Eq.(1) without any a priori conjectures (say, that
these symmetries are time-independent or polynomial in time t) is an
extremely difficult task. To the best of our knowledge, in the class of
nonlinear equations (1) this problem was solved only for KdV equation
by Magadeev and Sokolov [5] and for Burgers equation by Vinogradov
et al. [6].
Surprisingly enough, for the generic equation (1) it is possible

to establish the general form of time dependence of its nonclassical
symmetries. Namely, any nonclassical symmetry of Eq.(1) as a function
of t is a linear combination of products of the exponents by polynomials.
Moreover, Eq.(1) possesses nonclassical time-dependent symmetries if
and only if it possesses either linear in t or exponential in t symmetry.

2. The general form of nonclassical symmetries. Let us remind
that Eq.(2) is compatible with Eq.(1) if and only if

∂G/∂t = {F,G}, (3)

where {F,G} stands for the Lie bracket of F and G.
For any sufficiently smooth function h of x, t, u, u1, . . . , ur let us

introduce the following quantities [1]:

h∗ =
r∑

i=0

∂h/∂uiD
i,

where D = ∂/∂x+
∞∑

i=0

ui+1∂/∂ui, and ∇h =
∞∑

j=0

Dj(h)∂/∂uj .

It is known [1] that Eq.(3) implies the following relations:

∇∂G/∂t − (∂G/∂t)∗ = −[∇F − F∗,∇G −G∗], (4)

∇∂G/∂t = −[∇F ,∇G], (5)

where [·, ·] stands for the usual commutator of linear differential
operators.
Combining (4) with (5) yields

∂G∗/∂t ≡ (∂G/∂t)∗ = ∇G(F∗) −∇F (G∗) + [F∗, G∗], (6)

where ∇F (G∗) ≡
∞∑

i,j=0

Dj(F )
∂2G

∂uj∂ui
Di and similarly for ∇G(F∗).
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Equating the coefficients at Ds, s = 0, 1, 2, . . . in right and left hand
sides of Eq.(6) yields

∂2G

∂ul∂t
=

n∑
m=0

Dm(G)
∂2F

∂um∂ul
−

k∑
r=0

Dr(F )
∂2G

∂ur∂ul
+

+
k∑

j=max(0,l+1−n)

n∑
i=max(l+1−j,0)

[
Ci+j−l

i

∂F

∂ui
Di+j−l

(
∂G

∂uj

)
−

−Ci+j−l
j

∂G

∂uj
Di+j−l

(
∂F

∂ui

)]
, l = 0, . . . , n+ k − 1,

(7)

where Cp
q =

q!
p!(q − p)!

.

Eq.(7) for l = n+ k − 1 and k ≥ 2 yields [2]

∂G/∂uk = ck(t)(∂F/∂un)k/n, (8)

where ck(t) is arbitrary function of t.
Now suppose that G ∈ Sk/Sk−1, k ≥ 2, where Sl denotes the space

of symmetries of Eq.(1) of order not higher than l. Then, obviously, the
function ck(t) is the only arbitrary element, which enters in G, since,
provided ck(t) vanishes, ∂G/∂uk = 0, what contradicts to G ∈ Sk/Sk−1.
Furthermore, successively solving the equations (7) for l = n + k−2,
. . . , n + 1 and substituting the results obtained for higher l in the
equations with lower l, one obtains (cf. the formulas from §7 of [1] for
time-independent symmetries)

∂G/∂ui =
[ k−i

n−1 ]∑
r=0

φi,r(x, u, u1, . . . , uk)∂rck/∂t
r, i = 2, . . . , k−1. (9)

Now it is straightforward to check that substitution of Eq.(8) and Eq.(9)
into the equations (7) with l = 0, . . . , n yields (generically speaking,
overdetermined) system of linear ordinary differential equations for ck(t)
with constant coefficients (since F is time-independent) of order not
higher than

Nk,n =
[ k

n− 1

]
+ 1, (10)

where [r] stands for the integer part of the number r.



On time-dependent symmetries of evolution equations 219

Hence, the general solution of the system of ordinary differential
equations in question is a linear combination of at most Nk,n linearly
independent solutions of the form

ck(t) = exp(λt)
m∑

j=0

tjKj , (11)

for some λ,Kj ∈ C and m ≤ Nk,n − 1.
Inserting Eq.(11) into equations (8) and (9) and finding G from them,

we obtain the following final result:

Theorem 1. There exists the basis of the linearly independent symmet-
ries G ∈ Sk/Sk−1 (k ≥ 2) of Eq.(1) of the form

G = exp(λt)
m∑

j=0

tjgj(x, u, u1, . . . , uk), λ∈C, m ≤ Nk,n−1. (12)

Hence, any nonclassical symmetry G of Eq.(1), which is the linear
combination of the symmetries (12), as a function of t is the linear
combination of products of exponents by polynomials, as it was already
mentioned in Introduction.
Moreover, acting on any symmetry (12) by (∂/∂t − λ)m for λ �= 0

or by ∂m−1/∂tm−1 for λ = 0, we obtain the symmetry which is either
linear or exponential in t, i.e., the following assertion holds true:

Corollary 1. Equation (1) possesses nonclassical time-dependent sym-
metries if and only if it possesses (at least one) nonclassical symmetry
of the form

G = exp(λt)Q0, λ ∈ C, λ �= 0 (13)

or of the form

G = G0 + tG1, G1 �= 0, (14)

where Q0, G0 and G1 are time-independent.

Substitution of (13) into (3) yields

{F,Q0} = λQ0. (15)

Similarly, from (14) and (3) we obtain

{F,G0} = G1 and {F,G1} = 0. (16)
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In the first case F is called scaling symmetry (or conformal inva-
riance [4]) for Q0. Though, known scaling symmetries F of integrable
hierarchies, such as KdV, depend usually only on x, u, u1 but not on u2

and higher derivatives [4] and hence do not generate evolution equations
of the form (1), which we consider here. Moreover, we guess that if
Eq.(1) is nonlinear and integrable, there exist no functions Q0, which
satisfy (15) with λ �= 0.
Now let us turn to the second case. It is straightforward to check

(cf. [3]) that provided all the time-independent symmetries of Eq.(1)
commute with respect to the Lie bracket, for any time-independent
symmetry K of Eq.(1) the Lie bracket {G0,K} will be again some
time-independent symmetry of Eq.(1), i.e., G0 will be mastersymmetry
of Eq.(1) and (under some extra conditions, vide [3]) Eq.(1) will be
integrable via inverse scattering transform. Let us also mention that
the condition of commutativity of the algebra of time-independent
symmetries of Eq.(1) may be rejected if G0 is scaling symmetry of F ,
i.e., {F,G0} = µF for some µ ∈ C [4].

It is a pleasure for me to express deep gratitude to Prof. R.Z. Zhdanov
and Dr. R.G. Smirnov for the fruitful discussion of the results presented
here.
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Показано, що рiвняння Максвелла умовно-iнварiантнi вiдносно двох
нелiнiйних зображень алгебри Пуанкаре. Побудовано групи скiнчен-
них перетворень для цих зображень. Знайдено нелiнiйне узагальнен-
ня рiвнянь Максвелла, яке iнварiантне вiдносно отриманих нелiнiйних
зображень алгебри Пуанкаре.

It is shown that the Maxwell equations are conditionally-invariant with
respect to two nonlinear representatons of the Poincaré algebra. The
corresponding groups of finite transformations are consructed. A nonlinear
generalization of the Maxwell equations, which is invariant under the
above-mentioned nonlinear representations of the Poincaré algebra, is
found.

1. Условная инвариантность. Рассмотрим уравнения Максвелла
в вакууме, записанные в комплексной форме:

�∇�Σ = 0, ∂0
�Σ + i�∇× �Σ = 0, (1)

где �∇ =
(
∂
∂x1

, ∂
∂x2

, ∂
∂x3

)
, ∂0 = ∂

∂t
, �Σ = �E + i �H – комплексный век-

тор электромагнитного поля. Как известно [1, 2], система (1) инва-
риантна относительно линейного представления алгебры Пуанкаре
AP (1, 3) с базиснымы операторами

AP lin(1, 3) = 〈Pµ = ∂µ,

J lin
ab = xa∂b − xb∂a + Σa∂Σb

− Σb∂Σa
,

�J
lin
0a = x0∂a + �x∂0 +N lin

a 〉,

(2)
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где �N lin = (N lin
1 , N lin

2 , N lin
3 ) = i�Σ×�∇Σ, �∇Σ =

(
∂
∂Σ1

, ∂
∂Σ2

, ∂
∂Σ3

)
. Здесь

и далее индексы, обозначенные буквами латинского алфафиата, из-
меняются от 1 до 3, греческого – от 0 до 3. По повторяющимся ин-
дексам подразумевается суммирование.
В работе [3] найдено нелинейное представление алгебры AP (1, 3)

для электромагнитного поля �E, �H, которое в комплексной форме
имеет вид:

AP nli(1, 3) = 〈Pµ = ∂µ, J
nli
ab = J lin

ab ,

�J
nli
0a = x0∂a + �x∂0 +Nnli

a 〉,
(3)

где �Nnli = (Nnli
1 , Nnli

2 , Nnli
3 ) = �∇Σ − �Σ(Σk∂Σk

).
Представления (2) и (3) не эквивалентны, поскольку для опера-

торов (3) есть только один инвариант, а для операторов (2) – два.
Изучим инвариантность системы (1) относительно операторов (3).

Теорема. Уравнения Максвелла (1) инвариантны относительно
представления алгебры AP (1, 3) (3) тогда и только тогда, когда
дополнительно выполняются условия:[

∂0 + �Σ�∇
]
Σk = 0,

[
�∇ + �Σ∂0 − i�Σ × �∇

]
Σk = 0. (4)

Кроме того, система (1), (4) инвариантна относительно линейно-
го представления AP lin(1, 3) (2).

Следствие. Существует еще одно представление алгебры Пуанка-
ре, которое является алгеброй инвариантности данной системы.

Действительно, рассмотрим множество операторов

J3
0a = x0∂a + xa∂0 + αN lin

a + βNnli
a , (5)

а также его пополнение с помощью операций коммутирования. В ре-
зультате образуется алгебра Ли (вообще говоря, бесконечномерная).
Несложно доказать следующее

Утверждение. Пополнение множества (5) будет образовывать
алгебру Пуанкаре тогда и только тогда, когда либо (α, β) =

(
1
2 ,

1
2

)
,

либо (α, β) =
(

1
2 ,− 1

2

)
. Эти представления эквивалентны относи-

тельно замены �Σ → −�Σ.
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Явный вид операторов для α = β = 1
2 такой:

AP 3(1, 3) = 〈Pµ, J
3
ab = xa∂b − xb∂a − i

2εabc(N lin
c +Nnli

c ),

J3
0a = x0∂a + xa∂0 +N3

a = 1
2(J lin

0a + Jnli
0a )〉.

(6)

Поскольку J lin
0a и Jnli

0a являются операторами симметрии системы (1),
(4), то она инвариантна относительно J3

0a, а следовательно, и отно-
сительно представления AP 3(1, 3) (6). Заметим, что операторы про-
странственных поворотов J3

ab, в отличие от представлений (2), (3),
являются нелинейными относительно �Σ.
Нетрудно показать, что на решениях системы (4) справедливо

соотношение

�Σ2 = ΣaΣa = 1 (7)

или, в обозначениях электромагнитного поля �E, �H,

�E · �H = 0, �E2 − �H2 = 1.

Интересно отметить, что если Σa удовлетворяют условию (7), то
представления (2), (3) и (6) связаны соотношениями:

�Nnli = [i�Σ × �N lin], �N lin = [i�Σ × �Nnli], �N3
a = [i�Σ × �N3

a ].

Cистема уравнений (4) сильно переопределена: 12 уравнений от-
носительно 3 неизвестных функций. Однако, можно перейти к 4
уравнениям относительно 2 неизвестных функций. Действительно,
нетрудно проверить, что система (4) эквивалентна ее первому урав-
нению (для Σk), первой “компоненте"второго уравнения:

[∂1 + Σ1∂0 − iΣ2∂3 + iΣ3∂2]Σk = 0

и условию (7). Отсюда, совершая подстановку Σ3 = ±
√

1 − Σ2
1 − Σ2

3,
перейдем к системе 4 уравнений относительно Σ1,Σ2.
Система (1), (4) совместна, ее решением, например, является

�Σ = (1, iϕ(t, x), ϕ(t, x)), (8)

где ∂2ϕ + i∂3ϕ = 0, ∂0ϕ + ∂1ϕ = 0, ϕ ∈ C. Среди решений (8) есть
такие

�Σ = (1, if(t− x1), f(t− x1)), (9)

где f – произвольная дифференцируемая функция.
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Таким образом, на определенном подмножестве решений урав-
нения Максвелла, включая плосковолновые (9), электромагнитное
поле �E, �H при поворотах в 4–мерном пространстве может преобразо-
вываться не только как электромагнитный тензор, но и нелинейным
образом.

2. Конечные преобразования. Решив соответствующую систему
уравнений Ли, найдем конечные групповые преобразования, отвеча-
ющие операторам лоренцовых поворотов J3

µν (6) (для представления
AP nli(1, 3) эти преобразования найдены в [3]):

J3
ab : xa → x̃a = xa cos(2θ) − xb sin(2θ),

xb → x̃b = xb cos(2θ) + xa sin(2θ), xc → x̃c = xc, c �= a, b,

Σk → Σ̃ = Σk cos θ + (δkbΣa − δkaΣb − iεabk) sin θ
cos θ − iεabcΣc sin θ ,

(10)

J3
0a : x0 → x̃0 = x0ch(2θ) + xash(2θ),

xa → x̃a = xach(2θ) + x0sh(2θ), xk → x̃k = xk, k �= a,

Σk → Σ̃ = Σkchθ + (δka − iεaklΣl)shθ
chθ + Σashθ

.

(11)

Преобразования (10), (11) можно использовать для группового
размножения решений уравнений Максвелла, воспользовавшись, на-
пример, начальным решением (8). Вновь полученные решения мож-
но затем размножать с помощью групп симметрии уравнений Макс-
велла.

3. Обобщение уравнений Максвелла. В работе [4] были рассмот-
рены нелинейные обобщения уравнений Максвелла вида:

�∇�Σ = A(ω)∂0ω, ∂0
�Σ + i�∇× �Σ = A(ω)�∇(ω), (12)

где ω – инварианты алгебры (2) AP lin(1, 3). Изучим следующую си-
стему уравнений:

�∇�Σ = A(Ω)∂0Ω +B(Ω)�Σ�∇Ω,

∂0
�Σ + i�∇× �Σ = A(Ω)�∇(Ω) +B(Ω)(�Σ∂0Ω − i�Σ × �∇Ω),

(13)

где Ω = f(Σ2
a). Без ограничения общности можно положить Ω =

ln
√

Σ2
a − 1. При B = 0 система (13) имеет вид (12). Справедлива

следующая
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Теорема. Система уравнений (13) инвариантна относительно ли-
нейного представления алгебры Пуанкаре (2) при любых A(Ω), B(Ω),
а oтносительно нелинейного представления (3) – тогда и только
тогда, когда A = B = 1. В этом случае правая часть уравнений
(13) совпадает с левой частью уравнений (4), если в них сделать
замену Σk → Ω.

Из теоремы следует, что система (13) при A = B = 1 инвариантна
также относительно представления алгебры Пуанкаре AP 3(1, 3) (6).
Запишем уравнения (13) в ковариантной форме. Для этого введем

антисимметричный тензор Gµν так, чтобы

G0a = Σa, G
ab = −iεabcΣc. (14)

Тензор Gµν можна записать в терминах тензора электромагнитного
поля Fµν : Gµν = Fµν + iF̃µν , где F̃µν = 1

2εµνρδF
ρδ.

В этих обозначениях (13) переписывается в виде

∂µG
µν = Gµν∂µϕ− ∂νϕ, ϕ = ln

√
−G

µνGµν

4
− 1. (15)

(Для уравнений Максвелла (1) ϕ ≡ 0).
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Дискретна симетрiя i деякi точнi
розв’язки самодуальних рiвнянь

В.I. СТОГНIЙ

Нацiональний технiчний Унiверситет України (КПI), Київ

Запропоновано метод побудови (генерування) нескiнченних ланцюжкiв
точних розв’язкiв системи самодуальних рiвнянь. Цей метод базується
на одночасному використаннi як лiївської (неперервної), так i нелiївсь-
кої (дискретної) симетрiй цих рiвнянь.

We suggest a method for construction (generation) 0f infinite chains of
exact solutions of system of self-dual equations. This method is based on
simultaneous using of Lie (continious) and non-Lie (discrete) symmetry of
these equations.

Метод симетрiйної редукцiї є одним з ефективних методiв побудо-
ви широких класiв точних розв’язкiв багатьох рiвнянь математичної
фiзики, якi мають нетривiальнi групи симетрiй [1–4].
Розглянемо систему самодуальних рiвнянь [5, 6]

fyy + fzz = [fy, fz], (1)

де f = f(y, y, z, z) – елементи алгебри sl(2) вигляду такi що

f = f+(y, y, z, z)X+ + f0(y, y, z, z)H + f−(y, y, z, z)X−. (2)

Базиснi елементи алгебри sl(2) X±, H задовольняють такi спiввiд-
ношення

[X+,X−] = H, [H,X±] = ±2X±. (3)

Пiдставляючи (2), (3) в (1), отримуємо такi три рiвняння:

f+
yy + f+

zz = 2(f0
y f

+
z − f0

z f
+
y ),

f0
yy + f0

zz = f+
y f

−
z − f+

z f
−
y ,

f−yy + f−zz = 2(f−y f
0
z − f−z f

0
y ).

(4)
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В роботi [5] знайденi дискретнi перетворення

F− =
1
f+

, F 0 = f0 +
R1

f+
, F+ = R2 − R2

1

f+
, (5)

де функцiї R1, R2 є розв’язками системи диференцiальних рвiнянь

R1y = f+
z − 2f0

y f
+, R2y = R1z − 2f0

yR1 − (f+)2f−y ,

R1z = −f+
y − 2f0

z f
+, R2z = −R1y − 2f0

zR1 − (f+)2f−z ,

якi переводять множину розв’язкiв рiвнянь (4) в себе.
Використовуючи позначення

f+ = u, f0 = v, f− = w,
y = y1, y = y2, z = z1, z = z2,

можна переписати рiвняння (4) у виглядi системи нелiнiйних дифе-
ренцiальних рiвнянь з частинними похiдними другого порядку

uy1y2 + uz1z2 = 2(vy1uz1 − vz1uy1),
vy1y2 + vz1z2 = uy1wz1 − uz1wy1),
wy1y2 + wz1z2 = 2(wy1vz1 − wz1vy1),

(6)

а дискретнi перетворення (5) будуть мати вигляд

U = R2 − R2
1

u
, V = v +

R1

u
, W =

1
u
, (7)

де функцiї R1, R2 є розв’язками такої системи

R1y1 = uz2 − 2uvy1 , R2y1 = R1z2 − 2vy1R1 − u2wy1 ,

R1z1 = −uy2 − 2uvz1 , R2z1 = −R1y2 − 2vz1R1 − u2wz1 .

Дослiдимо симетрiйнi властивостi системи рiвнянь (6).

Теорема. Максимальною в розумiннi Лi алгеброю iнварiантностi
рiвняння (6) є 18-вимiрна алгебра Лi, базиснi елементи якої мають
вигляд:
1. Генератори групи лiнiйних перетворень координат

P1 = ∂y1 , P2 = ∂y2 , P3 = ∂z1 , P4 = ∂z2 ,

J1 = y2∂z1 − z2∂y1 , J2 = y2∂y2 + z1∂z1 ,

J3 = z1∂y1 − y2∂z2 , J4 = y1∂y1 + z2∂z2 ,

J5 = y1∂z1 − z2∂y2 , J6 = −y2∂y2 − z2∂z2 + 2u∂u + v∂v.
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2. Генератори групи конформних перетворень

K1 = −y1z2∂y1 − y2z2∂y2 + y1y2∂z1 − z2
2∂z2+

+2z2u∂u +
(
z2v +

1
2
y1

)
∂v,

K2 = −z1z2∂y1 + y2
2∂y2 + y2z1∂z1 + y2z2∂z2−

−2y2u∂u +
(
−y2v +

1
2
z1

)
∂v.

3. Генератори групи калiбровочних перетворень

G1 = f1∂u, G2 = f2∂v, G3 = f3∂w,

G4 = (2v1g1 − y1g1z2 + z1g1y2) ∂u − wg1∂v,

G5 = −ug2∂u +
1
2
(−y1g2z2 + z1g2y2)∂v + wg2∂w,

G6 = ug3∂v + (−2vg3 − y1g3z2 + z1g3y2)∂w,

де fi, gi, i = 1, 2, 3 – довiльнi функцiї вiд y2, z2.

Доведення теореми можна отримати за допомогою методу Лi.
Розглянемо приклади використання дискретної та неперервної

симетрiї для побудови точних розв’язкiв системи самодуальних рiв-
нянь (6).
За допомогою оператора

J5 = y1∂z1 − z2∂y2

знаходимо анзац для функцiй u, v, w

u = f(ω1, ω2, ω3), v = g(ω1, ω2, ω3), w = h(ω1, ω2, ω3),
ω1 = y1y2 + z1z2, ω2 = y1, ω3 = z2.

(8)

Пiдстановка (8) в систему рiвнянь (6) редукує її до системи дифе-
ренцiальних рiвнянь з частинними похiдними з трьома незалежними
змiнними

fω1ω1ω1 + fω1ω2ω2 + fω1ω3ω3 + 2fω1 = 2(fω1gω2 − gω1fω2)ω3,

gω1ω1ω1 + gω1ω2ω2 + gω1ω3ω3 + 2gω1 = (fω2hω1 − fω1hω2)ω3,

hω1ω1ω1 + hω1ω2ω2 + hω1ω3ω3 + 2hω1 = 2(hω2gω1 − hω1fω2)ω3.

(9)
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Дискретнi перетворення (7) перейдуть в дискретнi перетворення

F = R2 − R2
1

f
, G = g +

R1

f
, H =

1
f
, (10)

де функцiї R1, R2 є розв’язками системи

R1
ω1

= −fω1

ω2

ω3
− 2fgω1 ,

R1
ω2

= fω1

ω1

ω3
+ fω3 − 2fgω2 ,

R2
ω1

= −R1
ω1

ω2

ω3
− 2gω1R

1 − f2hω1 ,

R2
ω2

= R1
ω1

ω1

ω3
+R1

ω3
− 2gω2R

1 − f2hω2 .

Безпосередньою перевiркою можна впевнитися, що система (9) iн-
варiантна вiдносно групи (10). Аналогiчно, для двовимiрної алгебри
Лi з базисними елементами

J5 = y1∂z1 − z2∂y2 , J2 − J4 = y2∂y2 + z1∂z1 − y1∂y1 − z2∂z2

знаходимо анзац для функцiй u, v, w

u = f(ω1, ω2), v = g(ω1, ω2), w = h(ω1, ω2),

ω1 = y1y2 + z1z2, ω2 =
y1
z2
.

(11)

Система редукованих рiвнянь має вигляд

fω1ω1ω1 + 2fω1 = 2(fω1gω2 − fω2gω1),

gω1ω1ω1 + 2gω1 = hω1fω2 − hω2fω1 ,

hω1ω1ω1 + 2hω1 = 2(hω2gω1 − hω1gω2),

(12)

а вiдповiднi дискретнi перетворення будуть такi:

F = R2 − R2
1

f
, G = g +

R1

f
, H =

1
f
, (13)

де функцiї R1, R2 є розв’язками системи

R1
ω1

= −fω1ω2 − 2fgω1 ,

R1
ω2

= fω1ω1 − fω2ω2 − 2fgω2 ,

R2
ω1

= −R1
ω1
ω2 − 2gω1R

1 − f2hω1 ,

R2
ω2

= R1
ω1
ω1 −R1

ω2
ω2 − 2gω2R

1 − f2hω2 .
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Для генерування ланцюжкiв точних розв’язкiв системи (12) вiзь-
мемо за початковий розв’язок цiєї системи такий розв’язок:

f =
K1

ω1
, g = 0, h = 0, K1 = const, (14)

i подiємо на нього дискретним перетворенням (13). В результатi одер-
жимо

F = −C
2
1ω1

K1
+ 2C1ω2 + C2, G =

C1ω1

K1
− ω2, H =

ω1

K1
, (15)

де C1, C2 – довiльнi константи.
Або, взявши бiльш загальний розв’язок

f =
K1

ω1
, g =

K2

ω1
, h =

K3

ω1
, Ki = const, i = 1, 2, 3, (16)

отримаємо

F = −C
2
1ω1

K1
+ 2C1ω2 + C2 − K1K

2
2 +K2

1K3

3ω3
1

,

G =
C1ω1

K1
− ω2 − K2

ω1
, H =

ω1

K1
,

(17)

де C1, C2 – довiльнi константи.
Знову подiявши на розв’язок (15) i (17) перетворенням (13), бу-

демо отримувати новi точнi розв’язки системи (12).
Зауважимо, що обидва ланцюжки є нескiнченними. Ми навели

лише першi два члени, щоб проiлюструвати ефективнiсть нашого
пiдходу до проблеми побудови точних розв’язкiв самодуальних рiв-
нянь (1).
Використовуючи розв’язки (14)–(17) i анзац (11), можна виписати

множину точних розв’язкiв системи нелiнiйних рiвнянь (6):

u =
K1

y1y2 + z1z2
, v = 0, w = 0;

u = −C
2
1

K1
(y1y2 + z1z2) + 2C1

y1
z2

+ C2,

v =
C1

K1
(y1y2 + z1z2) − y1

z2
, w =

1
K1

(y1y2 + z1z2);
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u =
K1

y1y2 + z1z2
, v =

K2

y1y2 + z1z2
, w =

K3

y1y2 + z1z2
;

u = −C
2
1

K1
(y1y2 + z1z2) + 2C1

y1
z2

+ C2 − K1K
2
2 +K2

1K3

3(y1y2 + z1z2)3
,

v =
C1

K1
(y1y2 + z1z2) − y1

z2
− K2

y1y2 + z1z2
,

w =
1
K1

(y1y2 + z1z2).
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О поведении на бесконечности решений
краевых задач для эллиптических
уравнений второго порядка

В.И. СУКРЕТНЫЙ, Ф.С. ОБАИД

Институт математики НАН Украины, Киев

B роботi показано, що розв’язок змiшаної крайової задачi для елiп-
тичного рiвняння другого порядку з перiодичними коефiцiєнтами та з
експоненцiально cпадаючими правими частинами збiгається на нескiн-
ченностi до деякої константи, яка знайдена.

It is shown that an arbitrary solution of the mixed boundary-value
problem for an second-order elliptic equation with periodic coefficients
and with exponentially decreasing right hand sides converges at infinity to
a constant. This constant is found.

Пусть Ω = {x ∈ R
n : 0 < xi < 1, i = 0, 1, . . . , n− 1, xn ∈ (−∞,∞)},

Ω(t1, t2) = Ω∩{t1 < xn < t2}, Ω0 = Ω∩{xn > 0} и S0 = Ω∩{xn = 0}.
Через H1

2 (Ω) обозначим, как обычно, пространство функций с
нормой

‖u‖2
H1

2 (Ω) = ‖u‖2
L2(Ω) +

n∑
k=1

∥∥∥∥ ∂u∂xk

∥∥∥∥2

L2(Ω)

,

а через Ĥ1
2 (Ω(t1, t2)) обозначим пополнение по норме пространства

H1
2 (Ω(t1, t2)) множества 1-периодических по x̂ = (x1, . . . , xn−1) и бес-

конечно дифференцируемых на множестве {x ∈ R
n : t1 < xn < t2}

функций. Через Ĥ 1
2
(S0) обозначим пространство следов 1-периоди-

ческих по x̂ функций, имеющих ограниченную норму в H1
2 (Ω(0, 1)).

Норма в Ĥ 1
2
(S0) определяется равенством

‖Ψ0(x̂)‖Ĥ 1
2
(S0)

= inf
v

{
‖v‖H1

2 (Ω) , v ∈ Ĥ1
2 (Ω(0, 1)), v = Ψ0(x̂), x ∈ S0

}
.
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В области Ω0 рассмотрим следующую задачу:

Lu(x) = f0(x) +
n∑

k=1

∂fk(x)
∂xk

, x ∈ Ω0, (1)

θ(x̂)u(x) + σ(u) = Ψ0(x̂), x ∈ S0, (2)

u(x) – 1-периодична по x̂,
∫
Ω0

E(u) dx <∞, (3)

где Lu(x) =
n∑

i,j=1

∂

∂xi

(
aij(x)

∂u(x)
∂xj

)
, E(v) =

n∑
i,j=1

aij(x)
∂v(x)
∂xi

∂u(x)
∂xj

,

σ(u) =
n∑

i,j=1

νiaij(x)
∂u(x)
∂xj

,

∫
Ω0

f2
k (x)eγxndx < χ, γ > 0.

Все функции, входящие в правые и левые части (1)–(2), – огра-
ниченные измеримые функции и являются 1-периодическими по x̂,
aij(x) = aji(x), θ(x̂)>0, {Ψ0(x̂), θ(x̂)}⊂Ĥ 1

2
(S0), fk(x̂) ∈ L2(Ω(s1, s2)),

k = 0, . . . , n, (ν1, . . . , νn) – вектор внешней нормами к ∂Ω(0, s1).
Кроме того, для оператора L выполнено следующее условие эл-

липтичности:

λ0 |ξ|2 ≡ λ0

n∑
i=1

|ξi|2 ≤
n∑

i,j=1

aij(x)ξixij ≤ λ1 |ξ|2 , x, ξ ∈ R
n. (4)

Здесь λ0 и λ1 – положительные постоянные. Будем называть функ-
цию u ∈ Ĥ1(Ω(0, s1)), s1 ∈ R \ {0}, обобщенным решением задачи
(1)–(3), если для любой функции v ∈ Ĥ1(Ω(0, s1)) выполняется ин-
тегральное тождество

n∑
i,j=1

∫
Ω(0,s1)

aij(x)
∂v(x)
∂xi

∂u(x)
∂xj

dx =
∫
S0

σ(u)v(x) dx̂ +

+
∫

Ss1

σ(u)v(x) dx̂ −
∫

Ss1

fk(x)v(x) dx̂ −
∫
S0

fk(x)v(x) dx̂ +

+
n∑

k=1

∫
Ω(0,s1)

fk(x)
∂v(x)
∂xk

dx −
∫
Ω(0,s1)

f0(x)v(x) dx.

(5)
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Теорема 1 [5]. В области Ω(t1, t2) любая функция u ∈ H1(Ω(t1, t2))
имеет след на ∂(Ω(t1, t2)) и выполняется неравенство

‖u‖L2(∂Ω(t1,t2))
≤ K [t2 − t1]

−1 ‖u‖H1(Ω(t1,t2))
, (6)

где постоянная K не зависит от t1, t2.

Из результатов работы [2] следует, что для решения уравнения (1)
в области Ω(0, s1 + s2) справедлива оценка∫

Ω(0,s1)

E(u) dx ≤ K1e
−As2

∫
Ω(0,s1+s2)

E(u) dx. (7)

где положительная постоянная A не зависит от s1, s2.

Лемма 1. Пусть функция R(x) – 1-периодическое по x̂ обобщенное
решение следующей задачи:

LR(x) = F0(x) +
n∑

k=1

∂Fk(x)
∂xk

, x ∈ Ω(0, s1), (8)

θ(x̂)R(x) + σ(R) = Ψ0(x̂), x ∈ S0,

σ(R) = Ψ1(x̂) +
n∑

k=1

νkFk(x), x ∈ Ss1

(9)

Тогда для R(x) справедлива оценка∫
Ω(0,s1)

E(R) dx ≤ M0 ‖Ψ0‖2
Ĥ 1

2
(S0)

+M1 ‖Ψ1‖2
Ĥ 1

2
(Ss1 ) +

+M2 ‖Fn‖2
L2(S0)

+M3e
b1s1

n∑
k=0

∥∥e−b1xnFk

∥∥2

L2(Ω(0,s1))
,

(10)

где b1 и Mi – постоянные, не зависящие от si, i = 0, . . . , 3.

Доказательство. Используя интегральное тождество (5) для зада-
чи (8)–(9) при v = R(x), условие эллиптичности (4) и неравенство
(6), получаем∫

Ω(0,s1)

E(R) dx ≤
∫
Ω(0,s1)

E(R) dx +
∫
S0

θ(x̂)R2dx̂ =
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=

∣∣∣∣∣
∫
S0

Ψ0Rdx̂ +
∫

Ss1

Ψ1Rdx̂ +
n∑

k=1

∫
Ω(0,s1)

eb1xne−b1xnFk
∂R

∂xk
dx +

+
∫
S0

FnRdx̂ +
∫
Ω(0,s1)

eb1xne−b1xnF0Rdx

∣∣∣∣∣≤
≤ K1 ‖Ψ0‖Ĥ 1

2
(S0)

‖R‖H1
2 (Ω(0,s1))

+K2 ‖Fn‖L2(S0)
‖R‖H1

2 (Ω(0,s1))
+

+K3

( ∫
Ω(0,s1)

e−2b1xnF 2
0 dx

)1/2( ∫
Ω(0,s1)

e2b1xnR2dx

)1/2

+

+K4

n∑
k=1

( ∫
Ω(0,s1)

e−2b1xnF 2
k dx

)1/2( ∫
Ω(0,s1)

e2b1xnR2dx

)1/2

+

+K5‖Ψ1‖Ĥ 1
2
(S0)

‖R‖H1
2 (Ω(0,s1))

≤ K6‖Ψ0‖Ĥ 1
2
(S0)

‖R‖H1
2 (Ω(0,s1))

+

+K7 ‖Ψ1‖Ĥ 1
2
(Ss1 ) ‖R‖H1

2 (Ω(0,s1))
+K8 ‖Fn‖L2(S0)

‖R‖H1
2 (Ω(0,s1))

+

+K9 e
b1s1

n∑
k=0

(∫
Ω(0,s1)

e−2b1xnF 2
k dx

)1/2

‖R‖H1
2 (Ω(0,s1))

.

Следовательно,∫
Ω(0,s1)

E(R) dx ≤ K10 ‖Ψ0‖Ĥ 1
2
(S0)

+K11 ‖Ψ1‖Ĥ 1
2
(Ss1 ) +

+K12 ‖Fn‖L2(S0)
+K13 e

b1s1

n∑
k=0

∥∥e−b1xnFk

∥∥
H1

2 (Ω(0,s1))
,

где постоянные Ki, i = 1, . . . , 13, нe зависят от s1. Лемма доказана.

Пусть функция w(x) принадлежит классу растущих решений при
xn → ∞ и определяется как 1-периодическое по x̂ обобщенное реше-
ние следующий задачи:

Lw(x) = F0(x) +
n∑

k=1

∂Fk(x)
∂xk

, x ∈ Ω0, (11)



236 В.И. Сукретный, Ф.С. Обаид

θ(x̂)w(x) + σ(w) = Ψ0(x̂), x ∈ S0, (12)∫
Ω0

E(w) dx = ∞. (13)

Теорема 2. В области Ω0 рассмотрим задачу (11)–(13). Пусть∫
Ω0

F 2
k e

−γ3xndx < γ4, γ3, γ4 > 0, k = 0, 1, . . . , n. (14)

Тогда существует единственное 1-периодическое по x̂ обобщенное
решение w(x) и для этого решения справедлива оценка∫

Ω(0,s1)

E(w) dx ≤ M0 ‖Ψ0‖2
Ĥ 1

2
(S0)

+M1 ‖Fn‖2
L2(S0)

+M2e
b1s1 , (15)

где Mi, i = 0, 1, 2, – константы, нe зависящие от s1.

Доказательство. Пусть ws1(x) – 1-периодические по x̂ обобщенные
решения задачи (8) и (9) при Ψ1(x̂) = 0. Тогда из (14) и леммы 1
следует, что∫

Ω(0,s1)

E(ws1) dx ≤ M0 ‖Ψ0‖2
Ĥ 1

2
(S0)

+M1 ‖Fn‖2
L2(S0)

+M2e
b1s1 , (16)

где Mi, i = 0, 1, 2, – константы, нe зависящие от s1.
Теперь рассмотрим функцию ws1+s2

1 − ws1+s2+s
2 , где s1, s2, s ∈ R.

Подставим эту функцию в неравенство (7) и используем неравенство
(16): ∫

Ω(0,s1)

E(ws1+s2
1 − ws1+s2+s

2 ) dx ≤

≤ K1 e
−As2

∫
Ω(0,s1+s2)

E(ws1+s2
1 − ws1+s2+s

2 ) dx ≤

≤ K1 e
−As2

(
M0 ‖Ψ0‖2

Ĥ 1
2
(S0)

+M1 ‖fn‖2
L2(S0)

+M2e
b1(s1+s2)

)
,

где A = const > 0, 0 < s1 ≤ s2.
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Если выберем b1 = A − b2, b2 ∈ (0, A), то, используя неравенство
Фридрихса [4], находим∥∥ws1+s2

1 − ws1+s2+s
2

∥∥2

H1
2 (Ω(0,s1))

≤

≤ M6

∫
Ω(0,s1)

E(ws1+s2
1 − ws1+s2+s

2 ) dx ≤ M5 e
(A−b2)s1e−b2s2 +

+ e−As2

(
M3 ‖Ψ0‖2

Ĥ 1
2
(S0)

+M4 ‖Fn‖2
L2(S0)

)
.

(17)

Заметим, что для любого s1

lim
s2→∞

∥∥ws1+s2
1 − ws1+s2

2

∥∥
H1

2 (Ω(0,s1))
= 0

и, кроме того, θ(x̂)
(
ws1+s2

1 − ws1+s2+s
2

)
+ σ

(
ws1+s2

1 − ws1+s2+s
2

)
= 0

на S0. Т.о. для последовательности функций {ws2} получим
lim

s2→∞ {ws2} = w,

где w представляет собой решение задачи (11)–(13).
Из (17) при s2 = 0, устремляя s→ ∞, находим∫

Ω(0,s1)

E(w) dx ≤
∫
Ω(0,s1)

E(ws1) dx+

+M7 ‖Ψ0‖2
Ĥ 1

2
(S0)

+ M8 ‖fn‖2
L2(S0)

+ M9 e
b1s1 .

(18)

Подставляя неравенство (15) в (18), получаем утверждение теоремы.

Замечание. В области Ω0 рассмотрим задачу (11)–(14) при Ψ1(x̂) =
= Fk(x) = 0. Тогда справедливы следущие оценки:∫

Ω(s,s+1)

E(w) dx ≤ K0, (19)

‖w‖H1
2 (Ω(s,s+1)) ≤ K1s+K2, (20)

где Ki, i = 0, 1, 2, – константы, нe зависящие от s.
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Для обобщенного решения задачи (11)–(13) w(x) опpеделим обоб-
щенный момент P (s, w) следующим обpазом

P (s, w) =
n∑

i=1

∫
Ss

ani
∂w

∂xn
dx̂. (21)

Пусть w0(x) – обобщенное решение задачи (11)–(13) при Fk(x) = 0,
k = 1, n, такое, что P (0, w0) = −1. Тогда справедливо равенство [2]

P (s2, w0) − P (s1, w0) =
∫
Ω(s1,s2)

F0(x) dx. (22)

Отсюда в случае s1 = 0 и F0(x) = 0 получаем

P (s2, w0) = P (0, w0). (23)

Теорема 3. В области Ω0 рассмотрим задачу (1)–(3). Тогда суще-
ствует постоянная C∞ и положительные постоянные χ1, χ2 > 0
такие, что для любого s > 0 справедливо неравенство

‖u− C∞‖H1
2 (Ω(s,s+1)) ≤ χ1e

−χ2s, (24)

где

C∞ = −
∫
S0

[Ψ0 − fn]w0 dx̂ −
n∑

k=1

∫
Ω(0,∞)

fk
∂w0

∂xk
dx +

∫
Ω(0,∞)

f0w0 dx

в случае задачи Неймана (b0 = 0, b1 = 1, θ(x̂) = 1);

C∞ =
∫
S0

[
σ(w0)

ψ0

θ
− fnw0

]
dx̂ −

n∑
k=1

∫
Ω(0,∞)

fk
∂w0

∂xk
dx +

∫
Ω(0,∞)

f0w0 dx

в случае смешанной краевой задачи (b0 = 1, b1 = 1).

Доказательство. Рассмотрим непpеpывные функции

Φ(xn) =


1, 0 ≤ xn ≤ s,

(−xn + s+ 1), s ≤ xn ≤ s+ 1,

0, s+ 1 ≤ xn.
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Используем интегральное тождество (5) для решения задачи (1), (2)
с пробными функциями v = Φ(xn)w0(x) :

n∑
i,j=1

∫
Ω(0,s+1)

aij
∂(w0Φ)
∂xi

∂u

∂xj
dx =

∫
∂Ω(0,s+1)

σ(u)w0Φ dS −

−
n∑

k=1

∫
∂Ω(0,s+1))

νkfkw0Φ dS +
n∑

k=1

∫
Ω(0,s+1)

fk
∂(w0Φ)
∂xk

dx −
∫
Ω(0,s+1)

f0w0Φ dx.

(25)

Пусть

I1(s) =
n∑

i,j=1

∫
Ω(0,s+1)

aij
∂(w0Φ)
∂xi

∂u

∂xj
dx,

I2(s) =
∫

∂Ω(0,s+1)

σ(u)w0Φ dS,

I3(s) = −
n∑

k=1

∫
∂Ω(0,s+1))

νkfkw0Φ dS +
n∑

k=1

∫
Ω(0,s+1)

fk
∂(w0Φ)
∂xk

dx−

−
∫
Ω(0,s+1)

f0w0Φ dx

(26)

Рассмотрим I1(s), I2(s) и I3(s). Поскольку Φ(xn) = 0 на Ss+1, то

I2(s) =
∫

∂Ω(0,s)

σ(u)Φw0 dS =
∫
S0

σ(u)w0 dx̂ = I2. (27)

lim
s→∞I

3(s) =
∫
S0

fnw0 dx̂ +
n∑

k=1

∫
Ω(0,∞)

fk
∂w0

∂xk
dx −

∫
Ω(0,∞)

f0w0 dx = I3. (28)

Из равенства
∂

∂xi
(Φ(xn)w0) = Φ(xn)

∂

∂xi
w0 + Φ′(xn)w0 следует, что
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I1(s) =
n∑

i,j=1

∫
Ω(0,s+1)

aijΦ
∂w0

∂xi

∂u

∂xj
dx +

n∑
i,j=1

∫
Ω(s,s+1)

aijΦ′w0
∂u

∂xj
dx =

=
n∑

i,j=1

∫
Ω(0,s+1)

aij
∂w0

∂xi

∂ (uΦ)
∂xj

dx −
n∑

i=1

∫
Ω(s,s+1)

ainuΦ′ ∂w0

∂xi
dx+

+
n∑

j=1

∫
Ω(s,s+1)

anjΦ′w0
∂u

∂xj
dx =

n∑
i,j=1

∫
Ω(0,s+1)

aij
∂w0

∂xi

∂(uΦ)
∂xj

dx−

−C∞
n∑

i=1

∫
Ω(s,s+1)

ainΦ′ ∂w0

∂xi
dx+

n∑
j=1

∫
Ω(s,s+1)

anj)Φ′w0
∂u

∂xi
dx−

−
n∑

i=1

∫
Ω(s,s+1)

ain(u− C∞)Φ′(xn)w0
∂w0

∂xi
dx.

Очевидно, что I1(s) = I1
1 (s) + I1

2 (s) + I1
3 (s) + I1

4 (s), где

I1
1 (s) =

n∑
i,j=1

∫
Ω(0,s+1)

aij
∂w0

∂xi

∂

∂xj
(u(x)Φ(xn)) dx,

I1
2 (s) = −C∞

n∑
i=1

∫
Ω(s,s+1)

ainΦ′(xn)
∂w0

∂xi
dx,

I1
3 (s) =

n∑
j=1

∫
Ω(s,s+1)

anjΦ′(xn)w0
∂u

∂xj
dx,

I1
4 (s) = −

n∑
i=1

∫
Ω(s,s+1)

ain (u− C∞) Φ′(xn)
∂w0

∂xi
dx.

(29)

Используя (4), неравенства Коши-Буняковского и неравенства (18)–
(20), получаем оценки

I1
3 (s) ≤ K0

( ∫
Ω(s,s+1)

E(u) dx

)1/2

‖w0‖1/2

H1
2 (Ω(s,s+1))

≤ K1

√
se−χ4s,
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I1
4 (s) ≤ K2

( ∫
Ω(s,s+1)

E(w0) dx

)1/2

‖u− C∞‖1/2

H1
2 (Ω(s,s+1))

≤ K3e
−χ2s/2,

где Ki, i = 0, 1, 2, 3 – константы, нe зависящие от s.

Т.о. lim
s→∞ I1

3 (s) = lim
s→∞ I1

4 (s) = 0. (30)

Проинтегруем по частям I1
1 (s) (заметим, что Φ(xn) = 0 на Ss+1 и

Φ(xn) = 1 на S0):

I1
1 (s) =

n∑
i,j=1

∫
∂Ω(0,s+1)

νiaijuΦ(xn)
∂w0

∂xi
dS =

∫
S0

σ(w0)u dx̂. (31)

Из определения P (s, w0) и равенства (23) следует, что

I1
2 (s) = −C∞

n∑
i=1

∫
Ω(s,s+1)

(−ain)
∂w0

∂xi
dx = C∞

s+1∫
s

P1(s, w) dxn =

= C∞
s+1∫
s

P1(0, w0) dxn = C∞
s+1∫
s

(−1) dxn = −C∞.

(32)

Из (26)–(32) находим

C∞=
∫
S0

[σ(w0)u− σ(u)w0 − fnw0] dx̂−

−
n∑

k=1

∫
Ω(0,∞)

fk
∂w0

∂xk
dx +

∫
Ω(0,∞)

f0w0 dx.

(33)

Для cмешанной краевой задачи w = −θ−1 σ(w0), σ(u) = Ψ0 − θu на
S0 и из (33) получаем

C∞ =
∫
S0

[
σ(w0)u+ w0 [Ψ0 − θu] − fnw0

]
dx̂−
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−
n∑

k=1

∫
Ω(0,∞)

fk
∂w0

∂xk
dx +

∫
Ω(0,∞)

f0w0 dx =
∫
S0

[ψ0 + fn]
σ(w0)
θ

dx̂−

−
n∑

k=1

∫
Ω(0,∞)

fk
∂w0

∂xk
dx +

∫
Ω(0,∞)

f0w0 dx.

Теорема 4. Из теоремы 1 в случае постоянных коэффициентов
aij(x) = aij = const для смешанной краевой задачи при b1 = 1,

θ(x̂) = ω = const, σ(u) = ann
∂

∂xn
u(x) константа C∞ определяется

формулой

C∞ = ann

∫
S0

[
ψ0(x̂) + fn(x)ω−1

]
dx̂+

+ ann

∫
Ω(0,∞)

([xn − ωann] f0(x) − fn(x)) dx.
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Асимптотическая декомпозиция системы
нелинейных дифференциальных
уравнений в окрестности групповых
интегральных многообразий

Б.В. ТАБОРОВ

Институт математики НАН Украины, Киев

Розвивається метод асимптотичної декомпозицiї, запропонований Мит-
ропольським i Лопатiним.

We develop the method of asymptotic decomposition proposed by Mit-
ropol’skii and Lopatin.

В данной работе получает дальнейшее развитие метод усреднения
Крылова-Боголюбова [1] на основе использования аппарата тео-
рии непрерывных групп преобразований. Этот подход был развит
Ю.А. Митропольским и А.К. Лопатиным и получил название мето-
да асимптотической декомпозиции [2]. Он существенно использует
теоретико-групповые свойства системы нулевого приближения.
Результаты данной работы докладывались на Международной

научной конференции "Асимптотические и качественные методы в
теории нелинейных колебаний"(Киев, 18-23 августа 1997 г.).

1. Объект исследования. В качестве объекта исследования рас-
смотрим систему дифференциальных уравнений, описывающих ор-
битальный полет спутника Земли на малой реактивной тяге [3]

ẋ1 = x2, ẋ2 = −x1, ẋ3 = 0, (1.1)

ẋ3 j+1 = x3j+2,

ẋ3 j+2 = x3j+3 − x3j+1 + εf1j(q), j = 1, 2, 3,
ẋ3 j+3 = −x3j+2 + εf2j(q),

(1.2)
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где через q обозначены переменные xi, i = 1, . . . , 12,

f11 = 4x3x6 − 3x1x6 − x6x10x12,

f21 = −4x3x5 − 3x1x5 − x5x10x12,

f12 = 4x3x9 − 3x1x9 − x9x10x12,

f22 = −4x3x8 − 3x1x2 − x2x10x12,

f13 = 4x3x12 − 3x1x12 − x10x12,

f23 = −4x3x11 − 3x1x11 + x10x11x12.

Переменная x1 описывает движение центра тяжести спутника, пере-
менные x2 и x3 являются вспомогательными. В качестве независимой
переменной используется угловая скорость подвижной системы ко-
ординат. Возмущение в системе обусловлено нецентральностью поля
земного притяжения.
Переменные x3j+1 обозначают направляющие косинусы радиус-

вектора спутника по отношению к осям инерциальной системы ко-
ординат, x3j+2 – направляющие косинусы перпендикуляра к радиус-
вектору, а x3j+3 – направляющие косинуса перпендикуляра к мгно-
венной плоскости орбиты спутника. Выбор этой системы определен
следующими обстоятельствами. Векторное поле

UF = x2
∂

∂x1
− x1

∂

∂x2

первых двух уравнений подсистемы (1.1) образует алгебру Ли so(2).
Векторные поля

Uj = x3j+2
∂

∂x3j+1
+ (x3j+3 − x3j+1)

∂

∂x3j+2
− x3j+2

∂

∂x3j+3

подсистем вида (1.2) в нулевом приближении принадлежат алгеб-
ре Ли so(3). Решения x1(t), x2(t) подсистемы (1.1) порождают од-
нопараметрическую группу из SO(2), а решения x3j+1(t), x3j+2(t),
x3j+3(t) систем вида (1.2) в нулевом приближении – однопараметри-
ческие группы из SO(3).
Это дает возможность сравнить применение алгоритма асимпто-

тической декомпозиции к классическому объекту нелинейной меха-
ники (возмущение на группе SO(2)) и новому для нелинейной меха-
ники объекту – возмущению на группе SO(3).
В данном случае приближенное решение возмущенной системы

будем искать в пространстве представления для прямого произведе-
ния групп SO(2) ⊗ SO(3) ⊗ SO(3) ⊗ SO(3) = SO(2) × SO(3) = T .
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2. Основной алгоритм. Перейдем в системе (1.1)–(1.2) к сфериче-
ским координатам заменой переменной

x1 = ρ cosϕ, x2 = ρ sinϕ : ρ =
√
x2

1 + x2
2,

x4 = ρ1 sin θ1 cosϕ1, x5 = ρ1 sin θ1 sinϕ1, x6 = ρ1 cos θ1 :

ρ1 =
√
x2

4 + x2
5 + x2

6,

x7 = ρ2 sin θ2 cosϕ2, x8 = ρ2 sin θ2 sinϕ2, x9 = ρ2 cos θ2 :

ρ2 =
√
x2

7 + x2
8 + x2

9,

x10 = ρ3 sin θ3 cosϕ3, x11 = ρ3 sin θ3 sinϕ3, x12 = ρ3 cos θ3 :

ρ3

√
x2

10 + x2
11 + x2

12.

Получим систему вида

ρ̇ = 0, ϕ̇1 = −1, ẋ3 = 0, (2.1)

ρ̇j = wj(z),

θ̇j = sinϕj + εfθj
(z), j = 1, 2, 3,

ϕ̇j = −1 + cot θj cosϕj + εfϕj
(z),

(2.2)

где через z обозначены переменные ρ, ϕ, x3, ρj , θj , ϕj , j = 1, 2, 3.
Применим к системе (2.1)–(2.2) алгоритм асимптотической де-

композиции по переменной ρ2. Ввиду сложности вычислений огра-
ничимся только первым приближением.
После замены переменных в виде ряда Ли ρ′2 = exp(εS)ρ2, ρ′1 = ρ1,

ρ′3 = ρ3, θ′j = θj , ϕ′
j = ϕj , j = 1, 2, 3, ρ′ = ρ, ϕ′ = ϕ, x′3 = x3, где

S = S1 + εS2 + · · ·, Si = γi(z)
∂

∂ρ2
, а через z обозначены переменные

ρ, ϕ, x3, ρj , θj , ϕj , получаем централизованную систему, вид которой
определяется оператором S. В частности, если определить оператор
S как решение операторного уравнения

[U, S1] = (ω2 − ξ)
∂

∂ρ2
, (3)

где ξ(z) – некоторая искомая функция с определенными свойствами,
а U – дифференциальный оператор системы нулевого приближения,
то централизованная система примет вид

ρ̇ = 0, ϕ̇1 = −1, ẋ3 = 0; (4.1)
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ρ̇j = εfρj
,

θ̇j = sinϕj + εfθj
(z),

ϕ̇1 = −1 + cos θj cosϕj + εfϕj
(z),

(4.2)

где fρ1 = fρ3 = 0 а fρ2 = ξ(z).
С точки зрения анализа существования периодических решений

и предельных циклов важно знать значении функции ξ(z). В первом
приближении

ξ(z) =
4
√

2√
3
ρ2ρ3

(
3 cos2 θ3 − 1

)
(cos θ2 sin θ2 cosϕ2). (5)

Значения функций fθj
(z), fϕj

(z) нужны для исследования движения
по предельному циклу. Мы не приводим явный вид этих функций.
Из (5) видно, что медленные движения зависят от угловых пе-

ременных. В этом случае для отыскания возможного предельного
цикла следует применить метод последовательных приближений. В
нулевом приближении полагаем ξ = 0, т.е. ρ2 = ρ20. Подставляя это
значение в остальные уравнения, находим θj0, ϕj0 и т.д.
Для доказательства существования предельного цикла следует

изучить сходимость алгоритма, что является предметом отдельного
исследования.
Заметим что в случае, когда функция ξ не зависит от угловых

переменных, мы имеем обычное усреднение по Боголюбову, и, кроме
того, ρ3 = const в первом приближении.

3. Особенности алгоритма определения вида замены пере-
менных и резонансных членов. Рассмотрим подробно алгоритм
нахождения функции ξ(z). Разложим функцию ω2 в ряд по базису
пространства T :

ω2 = ω21 + ω22 + ω23, (6)

где

ω21 =
√

3πρ2 sin2 ϕ22Y
0
1 , (6.1)

ω22 =
√

6π√
5
ρ cosϕρ2

(
2Y

−1
2 2Y

1
2

)
, (6.2)

ω23 =
√

2π√
5
ρ2ρ

2
3

(
(1 − i)2Y

−1
2 3Y

−1
2 + (−1 − i)2Y

−1
2 3Y

1
2 +

+(−1 − i)2Y
1
2 3Y

−1
2 + (1 + i)2Y

1
2 3Y

1
2

)
,

(6.3)
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где через jY
m
l обозначается m-я основная сферическая функция пе-

ременных θj , ϕj порядка l.
Тогда решение уравнения (3) сводится к решению линейной си-

стемы алгебраических уравнений вида

Ag = w − h, (7)

где A – матрица оператора U в выбранном базисе, g, w и h – век-
торы коэффициентов разложений функций γ, ω и ξ соответственно.
Матрица A является комплексной, и нужно удовлетворить условие
действительности искомых функций γ и ξ.
Вследствие (6.1)–(6.3) решение уравнения (7) распадается на ре-

шение трех систем уравнений меньшей размерности:

A1g1 = w1 − h1,

A2g2 = w2 − h2,

A3g3 = w3 − h3

для некоторых подпространств T1, T2, T3 пространства T , где Ai –
матрицы оператора U в указанных подпространствах, w1+w2+w3 =
w, g1 + g2 + g3 = g, h1 + h2 + h3 = h.
Пространство T1 является прямым произведением T11⊗T22 с бази-

сами B11 = ‖ cos 2ϕ, sin 2ϕ‖ и B12 = ‖2Y
−1
1 , 2Y

0
1 , 2Y

1
1 ‖ соответственно,

где dim(T11 ⊗ T12) = 6.
Пространство T2 является прямым произведением T21 ⊗ T22 с ба-

зисами

B21 = ‖ cosϕ, sinϕ‖,
B22 = ‖2Y

−2
2 , 2Y

−1
2 , 2Y

0
2 , 2Y

1
1 , 2Y

2
1 ‖

соответственно, где dim(T21 ⊗ T22) = 10.
Пространство T3 является прямым произведением T31 ⊗ T32 с ба-

зисами

B31 = ‖2Y
−2
2 , 2Y

−1
2 , 2Y

0
2 , 2Y

1
1 , 2Y

2
1 ‖,

B32 = ‖3Y
−2
2 , 3Y

−1
2 , 3Y

0
2 , 3Y

1
1 , 3Y

2
1 ‖

соответственно, где dim(T31 ⊗ T32) = 25.
Матрицы A1 и A2 являются неособыми, поэтому мы можем найти

некоторые векторы g1 и g2, полагая h1 и h2 равными нулю.
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Матрица A3 является особой, и определяя h3 из условий ортого-
нальности подпространству x = A3y и действительности определяе-
мых при этом функций, получаем

ξ =
4
√

2√
3
ρ2ρ3

(
3 cos2 θ3 − 1

)
(cos θ2 sin θ2 cosϕ2).

Дальнейший этап состоит в качественном исследовании систем
уравнений (4.1)–(4.2).
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систем дифференциальных уравнений с
периодическими коэффициентами,
имеющих квадратичный интеграл

Л.В. ХОМЧЕНКО

Iнститут математики НАН України, Київ

Розглядається задача декомпозицiї лiнiйної системи диференцiальних
рiвнянь з перiодичними коефiцiєнтами, що має квадратичний iнтеграл,
на двi iнтегровнi пiдсистеми, а також задача зведення однiєї з них
перетворенням Ляпунова.

The problem of decomposition of a linear system of differential equations
with periodic coefficients, which has quadratic integral, into two integrable
subsystems, and also the problem of reducibility of one of them by the
Lyapunov transformation are considered.

Рассмотрим линейную систему дифференциальных уравнений с пе-
риодическими коэффициентами

dy

dt
= P (t)y, (1)

где y = [y1, . . . , yn]T , P (t) = [pij(t)], i, j = 1, 2, . . . , n.
Известно [4], что всякая система с периодическими коэффициен-

тами вида (1) при помощи преобразования Ляпунова y = L(t) · x
может быть приведена к системе с постоянными коэффициентами.
Cистема (1) имеет фундаментальное решение y = L(t) · eAt, где A –
искомая матрица с постоянными коэффициентами. Вопрос приведе-
ния системы с периодическими коэффициентами к системе с посто-
янными коэффициентами сводится к задаче нахождения фундамен-
тальной матрицы решений.
В данной работе рассматриваются две задачи:
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(А) С помощью ограниченных и периодических по t матриц Q(t),
Q−1(t), которые находятся с помощью матрицы квадратичной фор-
мы системы (1), декомпозировать систему (1) к системе

dx

dt
= A(t)x, A(t) =

(
A1(t) 0
C(t) A2(t)

)
, (2)

где A1(t) ∈ Mm(R), A1(t) – кососимметрическая матрица чётного
порядка с периодическими коэффициентами,m – ранг квадратичной
формы системы, A2(t) ∈Mp(R), m+ p = n.
В случае n = m = 2k, k = 1, 2, . . .; p = 0 и A(t) = A1(t).
Преимущество системы (2) перед (1) состоит в том, что она рас-

падается на две интегрируемые подсистемы. Матрица A1(t) является
кососимметрической и принадлежит некоторой компактной алгебре
Ли, что позволяет более эффективно проводить исследования каче-
ственного поведения решения дифференциальной системы.

(Б) Выделяется класс матриц A1(t) (с помощью её теоретико-груп-
повых свойств), которые позволяют эффективно привести систему
дифференциальных уравнений с периодической матрицей A1(t) к си-
стеме с постоянными коэффициентами, т.е. совершить преобразова-
ние системы по Ляпунову.

(A) Теорема. Пусть система (1) имеет квадратичный интеграл

F (t, y) = yT ·B(t) · y, (3)

который преобразованием y = Q(t)x, где Q(t), Q−1(t) – ограничен-
ные, периодические по t матрицы, приводится к каноническому ви-
ду

F (x) = xT ·QT (t) ·B(t) ·Q(t) · x = x2
1 + x2

2 + . . .+ x2
m,

m = 2k ≤ n, k = 1, 2, . . .
(4)

Тогда преобразование y = Q(t)x приводит систему (1) к блочно-
треугольному виду:

dx

dt
= A(t) · x, A(t) =

(
A1(t) 0
C(t) A2(t)

)
, (2)

где A1 ∈ Mm(R), A1 – кососимметрическая матрица чётного по-
рядка с периодическими коэффициентами, m – ранг квадратичной
формы, A2 ∈Mp(R), m+ p = n.
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Следствие 1. Если n = 2k + 1, k = 1, 2, . . ., то не существует
невырожденного квадратичного интеграла.

Следствие 2. Если квадратичную форму F (x) = x2
1 +x2

2 + · · ·+x2
m,

которая есть интегралом системы (2), можно представить в виде
суммы двух квадратичных форм

F (x) = F1(x) + F2(x),

где

F1(x) = x2
1 + · · · + x2

k, F2(x) = x2
k+1 + · · · + x2

m,

каждая из которых является интегралом, то система распадает-
ся на две подсистемы:

dx(1)

dt
= A1(t)x(1),

dx(2)

dt
= A2(t)x(2), где x(1) = [x1, . . . , xk],

x(2) = [xk+1, . . . , xm], A1 ∈Mm(R), A2 ∈Mn−m(R).

Лема. Для того, чтобы система (1) имела квадратичный инте-
грал, необходимо и достаточно, чтобы коэффициенты квадратич-
ной формы удовлетворяли уравнению

∂βT

∂t
= −W (t) · βT , (5)

то есть, чтобы уравнение (5) имело хотя бы одно частное перио-
дическое решение.

Доказательство. Дифференциальный оператор, ассоциированный
с системой (1), имеет вид

Y =
∂

∂t
+ P (t, y)

∂

∂y
=

∂

∂t
+

n∑
k=1

Pk(t, y)
∂

∂yk
. (6)

Виразим коэффициенты квадратичной формы F (t, y) через коэффи-
циенты Pk(t, y), k = 1, n, оператора Y . Пусть квадратичная форма
имеет общий вид

F (t, y) =
(
y2
1 , y

2
2 , . . . , y

2
n, y1y2, y1y3, . . . , yn−1yn

)×
×[β11(t), β22(t), . . . , βnn(t), β12(t), β13(t), . . . , βn−1,n(t)

]T =

= y(2) · βT .
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Используем свойство интеграла Y F (t, y) = 0.(
∂

∂t
+ P (t, y)

∂

∂y

)(
y(2) · βT

)
= 0,(

∂y(2)

∂t
+ P (t, y) · ∂y

(2)

∂y

)
· βT + y(2) ·

(
∂βT

∂t
+ P (t, y) · ∂β

T

∂y

)
= 0,

P (t, y) · ∂y
(2)

∂y
· βT + y(2) · ∂β

T

∂t
= 0. (7)

Распишем первое слагаемое в формуле (7), переходя при этом от
векторной формы записи к координатной и наоборот.

P (t, y) · ∂y
(2)

∂y
= p1(t, y)

∂y(2)

∂y1
+ · · · + pn(t, y)

∂y(2)

∂yn
=

=
(
p1(t, y)

∂y2
1

∂y1
+ · · · + pn(t, y)

∂y2
1

∂yn
, . . . , p1(t, y)

∂y2
n

∂y1
+ · · ·

+pn(t, y)
∂y2

n

∂yn
, p1(t, y)

∂y1y2
∂y1

+ · · · + pn(t, y)
∂y1y2
∂yn

, . . . ,

p1(t, y)
∂yn−1yn

∂y1
+ · · · + pn(t, y)

∂yn−1yn

∂yn

)
=

=
(
2y1p1(t, y), . . . , 2ynpn(t, y), y2p1(t, y) + y1p2(t, y), . . . ,

yipj(t, y) + yjpi(t, y), . . . , ynpn−1(t, y) + yn−1pn(t, y)
)

=

= y(2) ·W (t), i, j = 1, n, i < j.

Подставим полученный результат в уравнение (7):

y(2) ·W (t) · βT + y(2) · ∂β
T

∂t
= 0, y(2) ·

(
W (t) · βT +

∂βT

∂t

)
= 0,

откуда и следует уравнение (5). То есть, для того, чтобы найти квад-
ратичную форму F (t, y) системы с переменными коэффициентами,
необходимо и достаточно найти коэффициенты βij , i, j = 1, n, i < j,
формы как частное периодическое решение уравнения (5). Выписы-
ваем квадратичную форму F (t, y) в явном виде

F (t, y) = yT ·B(t) · y,
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где

B(t) =



β11(t)
β12(t)

2 . . .
β1n(t)

2
β12(t)

2 β22(t) . . .
β2n(t)

2
...

...
. . .

...
β1n(t)

2
β2,n(t)

2 . . . βnn(t)


– симметричная матрица.
Далее необходимо найти ограниченную и периодическую по t мат-

рицу Q(t), которая приводит матрицу квадратичной формы к диа-
гональному виду, то есть QT (t) ·B(t) ·Q(t) = E. Замена переменных
y = Q(t)x приводит интеграл F (t, y) = yT · B(t) · y к каноническому
виду (4).
Докажем, что система (1) в этом случае приводится к блочно-

треугольному виду (2), где матрицы A1(t) и A2(t) имеют вышеука-
занные свойства, причем матрицы P (t) и A(t) связаны соотношени-
ем

A(t) = Q−1(t) · P (t) ·Q(t) −Q−1 · dQ(t)
dt

.

Запишем матрицу A(t) системы (2) в общем виде

A(t) =


a11(t) a12(t) . . . a1n(t)
a21(t) a22(t) . . . a2n(t)
...

...
. . .

...
an1(t) an2(t) . . . ann(t)

 . (8)

Дифференциальный оператор X, ассоциированный с системой (2),
имеет общий вид

X =
∂

∂t
+

(
n∑

i=1

a1i(t)xi

)
∂

∂x1
+ . . .+

(
n∑

i=1

ani(t)xi

)
∂

∂xn
. (9)

Базис алгебры so(n) группы SO(n) образуется минорами второго
порядка матрицы∣∣∣∣∣∣

∂
∂x1

∂
∂x2

∂
∂x3

. . . ∂
∂xm

∂
∂xm+1

. . . ∂
∂xn

x1 x2 x3 . . . xm 0 . . . 0

∣∣∣∣∣∣ . (10)
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В общем случае (m = n) такой базис образуютN =
n(n− 1)

2
линейно

независимые матрицы. Рассмотрим базисные операторы Xij , где

Xij = xj
∂

∂xi
− xi

∂

∂xj
при i, j = 1,m, i < j,

Xij = −xi
∂

∂xj
при i = 1,m, j = m+ 1, n, .

Положим Xij = 0 при i, j = m+ 1, n, i < j,
Оператор X, ассоциированный с системой (2), – элемент алгебры

so(n) и поэтому записывается в виде линейной комбинации элемен-
тов этого базиса:

X(t) =
∑

i, j = 1, n
i < j

αij(t) ·Xij =

=
∑

i, j = 1,m
i < j

αij(t)
(
xj

∂

∂xi
− xi

∂

∂xj

)
−

∑
i = 1,m

j = m+ 1, n

αij(t)xi
∂

∂xj
.

Соберём коэффициенты при ∂
∂xi

, i = 1, n, в последнем уравнении:

∂

∂x1
: α12x2 + α13x3 + α14x4 + · · · + α1mxm = a11x1 + · · · + a1nxn;

∂

∂x2
: −α12x1 + α23x3 + α24x4 + · · · + α2mxm = a21x1 + · · · + a2nxn;

∂

∂x3
: −α13x1 − α23x2 + α34x4 + · · · + α3mxm = a31x1 + · · · + a3nxn;

∂

∂x4
: −α14x1 − α24x2 − α34x3 + · · · + α4mxm = a41x1 + · · · + a4nxn;

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
∂

∂xm
: −α1mx1 − · · · − αm−1,mxm−1 = am1x1 + · · · + amnxn;

∂

∂xm+1
: −α1,m+1x1 − · · · − αm,m+1xm = am+1,1x1 + · · · + am+1,nxn;

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
∂

∂xn
: −α1,nx1 − · · · − αm,nxm = an,1x1 + · · · + an,nxn.
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При решении данной системы уравнений получаем общие формулы
для элементов матрицы A(t):

aij(t) =


−αji(t), i > j,

0, i = j, i, j = 1,m,
αij(t), i < j,

aij(t) = 0, i = 1,m, j = m+ 1, n.

То есть, выделяется нулевой блок и кососимметрическая матрица
A1(t). Коэффициенты αij(t), i = 1,m, j = m+ 1, n, – произвольные
дробно-линейные функции, поэтому элементы aij(t), i = m+ 1, n,
j = 1, n, – дробно-линейные функции. Таким образом, матрица A(t)
имеет блочно-треугольный вид (2).
Случай n = m превращает матрицу A в кососимметрическую

матрицу

A(t) =


0 α(t) β(t) . . . ψ(t)

−α(t) 0 γ(t) . . . η(t)
−β(t) −γ(t) 0 . . . ϕ(t)
...

...
...

...
...

−ψ(t) −η(t) −ϕ(t) . . . 0

 . (11)

(Б) Теорема. Интеграл F (x) порождает группу Ли, которая яв-
ляется тором, т.е. прямым произведением окружностей

SO(2) × . . .× SO(2)︸ ︷︷ ︸
m/2

.

Тогда система

dx

dt
= A1(t)x

преобразованием Ляпунова приводится к системе с постоянными
коэффициентами.

В общем случае получаем группу вращений SO(n) на n-мерной
сфере. При определенных αij = 0, i, j = 1,m, получаем разбиения
группы SO(n) на подгруппы меньшей размерности, например, SO(2)
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× · · · × SO(2) вращений на торе. В этих случаях и система разбива-
ется на подсистемы меньшей размерности

dx(1)

dt
= A11(t)x(1),

dx(2)

dt
= A22(t)x(2), . . . , (12)

где x(1) = (x1, x2), x(2) = (x3, x4), . . ..
То есть приведённая матрица A1(t) имеет блочно-диагональный

вид

A1(t) =


A11(t) 0 0 . . .

0 A22(t) 0 . . .
0 0 A33(t) . . .
...

...
...

. . .


с клетками по диагонали вида

Aii =
[

0 αi(t)
−αi(t) 0

]
, i = 1, . . . ,

m

2
. (13)

Системы дифференциальных уравнений второго порядка (12) с пе-
риодическими коэффициентами с матрицами вида (13) имеют фун-
даментальные решения

Xi(t) = Li(t) · eKt,

где

Li(t) = exp
(

0 γi(t)
−γi(t) 0

)
·
(

cos t − sin t
sin t cos t

)
,

γi(t) =
∫
αi(t)dt, i = 1, . . .

m

2
, K =

(
0 1
−1 0

)
,

поэтому с помощью преобразований Ляпунова x = Li(t)z приводятся
к системам с постоянными коэффициентами с матрицами вида

K =
(

0 1
−1 0

)
.

Пример. Рассмотрим матрицу P (t) cистемы (1)(
−2 sin t− sin3 t+ sin t · cos t sin2 t+ (1 + sin2 t)

2
+ cos3 t

−1 − sin2 t+ cos t sin t · (2 + sin2 t) − sin t · cos t

)
.
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Матрица квадратичной формы B(t) имеет вид

B(t) =

(
1 + sin2 t − sin t · (2 + sin2 t)

− sin t · (2 + sin2 t) sin2 t+ (1 + sin2 t)
2

)
.

С помощью замены y = Q(t) · x, где Q(t) =
(

1 + sin2 t sin t
sin t 1

)
,

квадратичная форма приводится к каноническому виду

F (x) = xT ·QT (t) ·B(t) ·Q(t) · x = x2
1 + x2

2,

а матрица A полученной системы – к виду

A(t) = Q−1(t) · P (t) ·Q(t) −Q−1 · dQ(t)
dt

=
(

0 1
−1 0

)
.

Матрица A в данном случае – кососимметрическая (случай n = m)
и имеет пару чисто мнимых собственных значений.
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Неточковi симетрiї i редукцiя
диференцiальних рiвнянь
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Побудовано новi анзаци, що редукують нелiнiйнi рiвняння теплопро-
вiдностi до систем звичайних диференцiальних рiвнянь. Цi анзаци бу-
дуються за допомогою операторiв неточкових симетрiй.

New anzatzes reducing nonlinear heat equations to systems of ordinary
differential equations are constructed. These ansatzes are obtained by using
the nonpoint symmetry operators.

Вiдомо, що iнфiнiтезимальнi оператори точкової симетрiї (класичної
або умовної) породжують анзаци вигляду

h(u) = f(x)ϕ(ω) + g(x), ω = ω(x), (1)

якi редукують нелiнiйнi диференцiальнi рiвняння з частинними по-
хiдними до рiвнянь з меншим числом незалежних змiнних. За до-
помогою анзацу (1) побудованi точнi розв’язки багатьох лiнiйних та
нелiнiйних рiвнянь математичної фiзики [3]. Ми пропонуємо анзаци,
якi задаються системою рiвнянь

∂u

∂t
= R0(t, x, u, ut, ux),

∂u

∂xk
= Rk(t, x, u, ut, ux)

(2)

i будуються з використанням операторiв неточкових симетрiй вихi-
дного рiвняння. Систему (2) будемо розглядати як анзац для знаход-
ження функцiї u. При цьому, очевидно, повиннi виконуватись умови
сумiсностi

∂R0

∂xk
=
∂Rk

∂t
,

∂Rk

∂xl
=
∂Rl

∂xk
.
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Розглянемо нелiнiйне рiвняння

ut = F (uxx), (3)

де F (uxx) – довiльна гладка функцiя. Перетворенням w = uxx це
рiвняння можна звести до нелiнiйного рiвняння теплопровiдностi

wt − (c(w)wx)x = 0, (4)

де

c(w) =
dF (w)
dw

.

Вiдповiдно до [4, 5] рiвнянню (3) ставимо у вiдповiднiсть систему
першого порядку

v1
2 + v1

3v
2 = v2

1 + v2
3v

1, (5)

v2
2 + v2

3v
2 = Φ(v1), (6)

де t ≡ x1, x ≡ x2, u ≡ x3,
∂u

∂t
= v1,

∂u

∂x
= v2, vi

k ≡ ∂vi

∂xk
, Φ(v1) =

F−1(v1).
В загальному випадку v1, v2 є функцiями вiд аргументiв x1, x2,

x3, i система (5), (6) не є еквiвалентною рiвнянню (3). Тим не менше
вона iнварiантна вiдносно групи, яку допускає рiвняння (3). Розгля-
немо оператор

X = ξ1∂x1 + ξ2∂x2 + ξ3∂x3 + η1∂v1 + η2∂v2 , (7)

де ξi, ηk, i = 1, 3, k = 1, 2, є функцiями вiд x1, x2, x3, v
1, v2. Вияв-

ляється, що умова iнварiантностi для рiвняння (5)

X
1

(v1
2 + v1

3v
2 = v2

1 + v2
3v

1)
∣∣∣
v1
2 + v1

3v
2 = v2

1 + v2
3v

1
≡ 0, (8)

де X
1
– перше продовження оператора X, еквiвалентна вимозi iн-

варiантностi диференцiальних форм, що виражають умови дотику, i
приводить до η1, η2, якi спiвпадають з класичними формулами для
ηut , ηux в теорiї продовження [3].
Якщо ми вимагаємо, щоб рiвняння (6) допускало оператор X, то

беручи до уваги, що x1 ≡ t, x2 ≡ x, x3 ≡ u, v1 ≡ ∂u/∂t, v2 ≡ ∂u/∂x,
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ми отримуємо алгебру Лi, яка спiвпадає з алгеброю iнфiнiтезималь-
них операторiв першого продовження групи симетрiї вихiдного рiв-
няння (3).
Якщо ми вивчаємо симетрiю системи (5), (6), тодi умова (8) змi-

нюється i приймає таку форму:

X
1

(v1
2 + v1

3v
2 = v2

1 + v2
3v

1)

∣∣∣∣∣v1
2 + v1

3v
2 = v2

1 + v2
3v

1

v2
2 + v2

3v
2 = Φ(v1)

≡ 0. (9)

Це означає, що умова (8) повинна виконуватись не обов’язково в
усьому (x1, x2, x3, v

k, vl
m)–просторi, а тiльки на многовидi, що за-

дається (6). Очевидно, що умова (9) є слабшою нiж умова (8), а,
отже, iснує можливiсть розширення класу операторiв симетрiї.
Припустимо, що система (5), (6) iнварiантна вiдносно однопара-

метричної групи перетворень з iнфiнiтезимальним оператором (7).
Нехай ωi(x1, x2, x3, v

1, v2), де i = 1, 4, – функцiонально незалежнi
iнварiанти, що задовольняють спiввiдношення

Xωi = 0,

причому rank
[
∂ωl

∂vk

]
= 2, де k = 1, 2; l = 3, 4. Тодi можна побудувати

анзац

ω3 = ϕ1 (ω1, ω2) , ω4 = ϕ2 (ω1, ω2) , (10)

який редукує систему (5), (6) до системи двох диференцiальних рiв-
нянь з частинними похiдними для ϕ1, ϕ2 з двома незалежними змiн-
ними ω1, ω2

L1

(
ω1, ω2, ϕ

1, ϕ1, ϕ1
ω1
, ϕ1

ω2
, ϕ2

ω1
, ϕ2

ω2

)
= 0,

L2

(
ω1, ω2, ϕ

1, ϕ1, ϕ1
ω1
, ϕ1

ω2
, ϕ2

ω1
, ϕ2

ω2

)
= 0,

(11)

де L1, L2 – деякi функцiї своїх аргументiв.
Iнтегруючи систему рiвнянь

ω3(t, x, u, ut, ux) = ϕ1 (ω1(t, x, u, ut, ux), ω2(t, x, u, ut, ux)) ,

ω4(t, x, u, ut, ux) = ϕ2 (ω1(t, x, u, ut, ux), ω2(t, x, u, ut, ux)) ,
(12)

можна побудувати розв’язок вихiдного рiвняння, використовуючи
розв’язки ϕ1(ω1, ω2), ϕ2(ω1, ω2) системи (11).
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Вивчаючи симетрiю редукованої системи (11), ми можемо отри-
мати додатковi оператори симетрiї. Цi оператори використовуються
для редукцiї (11) до системи звичайних диференцiальних рiвнянь.
По розв’язкам редукованої системи, використовуючи (12), будують-
ся розв’язки вихiдного рiвняння.
Необхiдно пiдкреслити, що продовженi оператори умовної симет-

рiї, якi допускаються рiвнянням (3), породжують анзаци, якi не ре-
дукують це рiвняння. Тому ми використовуємо оператори умовної
симетрiї, що допускаються системою (5), (6).
Зауважимо також, що, використовуючи один оператор симетрiї,

ми будуємо анзац, який редукує систему (5), (6) до системи дифе-
ренцiальних рiвнянь з частинними похiдними з двома незалежними
змiнними. Зокрема, якщо в (7) ξ1 = ξ2 = 0, то отримуємо редукова-
ну систему на функцiї ϕ1(t, x), ϕ2(t, x). В цьому випадку анзац може
використовуватися для побудови перетворень Беклунда вихiдного
рiвняння.
Враховуючи iнварiантнiсть рiвняння (3) вiдносно групи трансля-

цiй u′ = u + a, де a – груповий параметр, систему (5), (6) можна
звести до системи

v1
2 = v2

1 ,

v2
2 = Φ(v1).

(13)

Алгебру iнварiантностi системи (13) шукаємо в класi операторiв

X = ξ1∂x1 + ξ2∂x2 + η1∂v1 + η2∂v2 , (14)

де ξ1, ξ2, η1, η2 – функцiї змiнних x1, x2, v1, v2.

Теорема. Для того, щоб система (13) допускала оператор (14), a
ξ1, ξ2 задовольняли умову

2∑
i=1

[(
ξi
v1

)2
+
(
ξi
v2

)2] �= 0, (15)

необхiдно, щоб функцiя Φ(v1) була розв’язком рiвняння

a
(
Φv1v1

)
v1 = bΦΦv1 + cΦv1v1 + dFv1 ,

де a, b, c, d – довiльнi константи, Φv1 ≡ dΦ
dv1

, Φv1v1 ≡ d2Φ
(dv1)2

.
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Доведення теореми проводиться за допомогою стандартного ме-
тоду С. Лi. В залежностi вiд a, b, c, d, отримуємо рiзнi нелiнiйностi
Φ(v1), при яких система (13) допускає оператор (14), (15). (Розгля-
даються тiльки суттєво рiзнi F (uxx), тобто такi, що не зв’язанi мiж
собою перетворенням еквiвалентностi рiвняння (3): t′ = αt, x′ = βx,
u′ = δ1u + δ2x

2 + δ3t, де α, β, δ1, δ2, δ3 – довiльнi константи.) Тодi
можна видiлити такi випадки:

1. Φ =
1

α ln v1
;

2. Φ =
1(

ev1 − C
) , де C є довiльною константою;

3. Φ =
1

1 − (v1)r
, де r ∈ R, а також r �= 0,±1;

4. Φ = tan v1;

5. Φ = tan
(
ln v1

)
;

6. Φ =
1
v1
.

Розглянемо випадок 2. В цьому випадку система (13) матиме вигляд:

v1
2 = v2

1 ,

v2
2 =

1(
ev1 − C

) . (16)

Вона iнварiантна вiдносно алгебри Лi з базисними операторами

P1 = ∂x1 , P2 = ∂x2 , P3 = ∂v2 , D = 2x1∂x1 + x2∂x2 + v2∂v2 , (17)

Q = (x2 + 2Cv2)∂x2 + 2∂v1 − v2∂v2 . (18)

Використовуючи алгебру (17)–(18), можна побудувати оператор кон-
тактних перетворень

K = −(x+ 2ux)∂x + (2t+ u2
x)∂u − 2∂ut

+ ux∂ux
,

який допускається рiвнянням

ut = ln
(

1 +
1
uxx

)
, uxx �= 0, (19)
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яке є еквiвалентним системi (16).
Розглянемо оператор 2Q−D. Йому вiдповiдає анзац

v1 = ϕ1(ω) − ln(x1ϕ2(ω)),
v2 = x1ϕ2(ω),
ω = x2 + Cv2,

який редукує систему (16) до системи звичайних диференцiальних
рiвнянь

exp (ϕ1)
dϕ2

dω
= ϕ2,

ϕ2
dϕ1

dω
− dϕ2

dω
= ϕ2.

(20)

Загальний розв’язок системи (20) задається формулами

ϕ1 = ln
C2

1 exp{2aω} − 1
2aC1 exp{2aω} ,

ϕ2 =
a (C1 exp{2aω} − 1)
C1 exp{2aω} + 1

,

де C1, a – довiльнi константи. Для того, щоб знайти розв’язок рiв-
няння (19), необхiдно проiнтегрувати перевизначену, але сумiсну си-
стему рiвнянь

ut = ln
1

2a2t

(C1 exp{a(x+ Cux)} + 1)2

C1 exp{a(x+ Cux)} (C1 exp{a(x+ Cux)} − 1)
,

ux = at
C1 exp{a(x+ Cux)} − 1
C1 exp{a(x+ Cux)} + 1

.

(21)

Використовуючи зв’язок мiж рiвняннями (3), (4) з системи (21)
отримуємо розв’язок нелiнiйного рiвняння теплопровiдностi (4), де

C(w) =
1

w(Cw + 1)
у виглядi

ln
Cw + 1
w

= ln
1

2a2t

(C1 exp{a(x+ Cθ)} + 1)2

C1 exp{a(x+ Cθ)} (C1 exp{a(x+ Cθ)} − 1)
,

θ = at
C1 exp{a(x+ Cθ)} − 1
C1 exp{a(x+ Cθ)} + 1

.
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Аналогiчно будуються розв’язки нелiнiйних рiвнянь теплопровiднос-
тi для iнших п’яти випадкiв.
Зауважимо, що нелокальнi анзаци, якi редукують вихiдне рiв-

няння до системи двох звичайних рiвнянь, можуть бути побудованi
також за допомогою першого продовження операторiв точкової си-
метрiї (17), але згiдно з теоремою 4 [8] розв’язки рiвняння (19) бу-
дуть iнварiантними вiдносно деякої одновимiрної пiдалгебри вигляду
〈a1P1 + a2P2 + a3P3 + dD〉, де a1, a2, a3, d – деякi дiйснi константи.
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Умовна симетрiя рiвняння Бюрґерса
та деяких його узагальнень

Н.Д. ЧЕРНIГА

Iнститут математики НАН України, Київ

Дослiджується Q-умовна симетрiя рiвняння Бюрґерса та деяких йо-
го узагальнень. Отримано новi нелiївськi розв’язки для рiвнянь з
нетривiальною Q-умовною симетрiєю.

Q-conditional symmetry of the Burgers equation and of its generalizations
is investigated. New non-Lie solutions of equations having a non-trivial
Q-conditional symmetry are obtained.

У цiй роботi розглядаються нелiнiйнi рiвняння теплопровiдностi (ди-
фузiї) з конвективним членом вигляду

Ut = Uxx +B(U)Ux + C(U), (1)

дe U = U(t, x) – невiдома функцiя та B(U), C(U) – довiльнi гладкi
функцiї. Iндекси t та x означають диференцiювання за цими змiнни-
ми.
Рiвняння (1) узагальнює велику кiлькiсть вiдомих нелiнiйних ево-

люцiйних рiвнянь, що описують рiзноманiтнi процеси у фiзицi, бiо-
логiї та хiмiї (обширний перелiк лiтератури див. у [1]). Зокрема, рiв-
няння такого вигляду були запропонованi Маррi [2] як математичну
модель для опису процесiв реакцiї-дифузiї в бiологiї.
Рiвняння (1) як частинний випадок мiстить класичне рiвняння

Бюрґерса

Ut = Uxx + λ1UUx. (2)

Лiївська симетрiя цього рiвняння була знайдена в роботi [3]. У робо-
тах [4, 5] вичерпно описано cиметрiї Лi рiвняння (1). Зокрема, знайде-
но такi новi оператори iнварiантностi, якi не характернi для рiвняння
(1) без конвективного члена (див. (1) при B = 0).
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Умовна, зокрема Q-умовна, симетрiя рiвняння (1) вивчена недо-
статньо. Найбiльш вагомим вислiдом у цьому напрямi, ймовiрно, є
наступна теорема, яка була встановлена в роботi [5].

Теорема 1. Рiвняння (1) Q-умовно iнварiантне вiдносно оператора

Q = ∂t + ξ1(t, x, U)∂x + η(t, x, U)∂U (3)

тодi i тiльки тодi, коли функцiї ξ1 i η задовольняють такi визна-
чальнi рiвняння:

ξ1UU = 0, ηUU = −2ξ1U (B + ξ1) + 2ξ1xU ,

ηBU + ξ1xB + 3ξ1UC = ξ1xx − ξ1t − 2ξ1ξ1x − 2ηxU + 2ξ1Uη,

ηxB + ηCU + (2ξ1x − ηU )C = 2ξ1xη + ηt − ηxx,

(4)

де нижнi iндекси t, x i U означають диференцiювання за цими змiн-
ними.

Проiнтегрувати систему (4) в загальному випадку дуже важко, тому
тут ми обмежимося випадком, коли рiвняння (1) має вигляд природ-
ного узагальнення рiвняння Бюрґерса, а саме:

Ut = Uxx + λ1UUx + C(U), (5)

дe ненульове λ1 ∈ R. Виявляється, що це рiвняння має нетривiаль-
ну Q-умовну симетрiю (3) лише у випадку щонайбiльше кубiчного
полiнома

C(U) = P3(U) = e0 + e1U + e2U
2 + e3U

3, eµ ∈ R. (6)

При цьому шуканi коефiцiєнти оператора Q-умовної симетрiї мають
вигляд:

ξ1 = pU + q(t, x),

η = −1
3
p(p+ λ1)U3 − pqU2 + b(t, x)U + c(t, x).

(7)

Якщо пiдставити (6)–(7) у друге i третє визначальнi рiвняння
(4), то отримаємо декiлька значень сталої p, кожне з яких веде до
нелiнiйних рiвнянь (5) з нетривiальною Q-умовною симетрiєю. Де-
тально всi цi значення будуть проаналiзованi в наступнiй роботi. Тут
ми подаємо лише окремi вислiди. Зокрема, розгляд одного з таких
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значень p = λ1/2, з точнiстю до локальної еквiвалентностi, веде лише
до рiвняння Бюрґерса (2) i отримується така теорема.

Теорема 2. Рiвняння Бюрґерса (2) Q-умовно iнварiантне вiдносно
оператора (3), де функцiї ξ1 i η мають вигляд

ξ1 =
1
2
λ1U + q(t, x),

η = −1
4
λ2

1U
3 − 1

2
λ1qU

2 + b(t, x)U + c(t, x),
(8)

a трiйка функцiй q(t, x), b(t, x), c(t, x) – довiльний розв’язок систе-
ми рiвнянь

qt − qxx + 2qqx = −2bx,
bt − bxx + 2bqx = λ1cx,

ct − cxx + 2cqx = 0.
(9)

Нелiнiйна система рiвнянь набагато складнiша, нiж одне рiвняння
Бюрґерса. Отже, її iнтегрування є складною проблемою, яку частко-
во нам вдалося подолати. Зокрема, знайдено розв’язок цiєї системи
вигляду

q(t, x) = − ∂

∂x
lnT,

b(t, x) =
1
2
b0λ1, b0 ∈ R,

c(t, x) = b0q(t, x),

(10)

де T = T (t, x) – довiльний розв’язок лiнiйного рiвняння теплопровiд-
ностi Tt = Txx. Розв’язок (10) є суттєвим узагальненням знайденого
в роботi [6]. Зауважимо також, що при λ1 = 0 система (9) розв’язана
в [9].
Нами отримано також нетривiальну Q-умовну симетрiю для та-

кого узагальнення рiвняння Бюрґерса

Ut = Uxx + λ1UU1 +
2 − λ1

3

(
λU − 1 + λ1

3
U3

)
. (11)

Зауважимо, що при нульовому λ1 та перепозначеннях U → 3U , λ→
3
2
λ, це рiвняння редукується до

Ut = Uxx + λU − 2U3, (12)
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яке, в свою чергу, є природним узагальненням вiдомого рiвняння
Фiшера

Ut = Uxx + λ
(
U − U2

)
. (13)

Як випливає з роботи [4], рiвняння (11)–(12) допускають лише три-
вiальну симетрiю Лi. Проте нами встановлено, що вони допускають
нетривiальну Q-умовну симетрiю вiдповiдно

Q = ∂t + U∂x +
(
λU − 1 + λ1

3
U3

)
∂U (14)

та

Q = ∂t + 3U∂x +
3
2
(
λU − 2U3

)
∂U . (15)

До речi, останнiй оператор можна отримати також, використовуючи
роботу [7]. За допомогою знайдених операторiв (14)–(15) нами по-
будовано двопараметричнi сiм’ї нелiївських розв’язкiв рiвнянь (11)–
(12). Цi сiм’ї мають вiдповiдно вигляд

U =
3

1 + λ1

∂

∂x
ln
[
2 − c1 exp

(
λt− γ

1 + λ1

3
x

)
+

+c2 exp
(
λt+ γ

1 + λ1

3
x

)] (16)

та

U =
∂

∂x
ln

[
2 − c1 exp

(
3
2
λt−

√
λ

2
x

)
+

+c2 exp

(
3
2
λt+

√
λ

2
x

)]
,

(17)

де c1, c2 – довiльнi сталi i γ =
√

3λ/1 + λ1. Наголосимо, що, як
це пiдкреслено та продемонстровано на прикладi в [8], одержання
нелiївського анзацу зовсiм не гарантує побудову за ним нелiївських
розв’язкiв. У нашому випадку лише при c1c2 = 0 формули (16)–(17)
дають лiївськi розв’язки вигляду плоскої хвилi.
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Ґалiлей-iнварiантнi узагальнення рiвняння
теплопровiдностi з нескiнченно- вимiрною
алгеброю симетрiй Лi

Р.М. ЧЕРНIГА

Iнститут математики НАН України, Київ

Запропоновано клас нелiнiйних узагальнень класичного рiвняння теп-
лопровiдностi. Знайдено лiївськi симетрiї та приклади точних розв’яз-
кiв запропонованих рiвнянь.

A class of nonlinear generalizations of the classical heat equation is
suggested. Lie symmetries and examples of exact solutions of suggested
equations are found.

1.Добре вiдомо, що всi класичнi методи (метод Фур’є, метод перетво-
рень Лапласа, тощо) використовують принцип лiнiйної суперпозицiї
розв’язкiв для розв’язування лiнiйних диференцiальних рiвнянь з
частинними похiдними (нижче – ДРЧП). З теоретико-алгебраїчної
точки зору це означає не що iнше як використання властивостi iн-
варiантностi довiльного лiнiйного ДРЧП вiдносно нескiнченновимiр-
ної алгебри Лi. Дiйсно, довiльне однорiдне ДРЧП

LU(t, x) = 0, x = (x1, . . . , xn) (1)

iнварiантне вiдносно алгебри Лi, породженої оператором

X∞ = U∗(t, x)∂U , (2)

дe L – деякий лiнiйний диференцiальний оператор, U∗(t, x) – до-
вiльний розв’язок (1). Алгебра Лi, породжена оператором (2), є
нескiнченновимiрною, оскiльки простiр розв’язкiв довiльного лiнiй-
ного ДРЧП нескiнченновимiрний.
Для довiльно зафiксованого розв’язку U(t, x) = U1(t, x) опера-

тор (2) породжує наступну формулу розмноження розв’язкiв:

U1
new = U0(t, x) + ε1U1(t, x). (3)
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Тут U1
new – новий розв’язок рiвняння (1), а U0(t, x) – деякий вiдомий

розв’язок цього ж рiвняння. У випадку послiдовного застосування
оператора (2) при U(t, x) = U1(t, x), U2(t, x), . . . , Um(t, x), легко от-
римується наступне узагальнення формули (3):

Um
new = U0(t, x) + ε1U1(t, x) + · · · + εmUm(t, x), (4)

дe ε1, . . . , εm – довiльнi сталi. Припустивши збiжнiсть ряду у правiй
частинi при m→ ∞, отримуємо розв’язок у виглядi

Unew = U0(t, x) +
∞∑

k=1

εkUk(t, x). (5)

Так ось, зображення будь-якого розв’язку у виглядi (5) це i є голов-
на iдея практично всiх класичних методiв розв’язування лiнiйних
ДРЧП. З точки зору теоретико-алгебраїчного пiдходу це є викори-
стання нескiнченновимiрної алгебри Лi, породженої оператором (2),
для побудови деякої загальної форми розв’язку лiнiйного рiвняння.
На жаль, абсолютна бiльшiсть нелiнiйних ДРЧП сучасної ма-

тематичної фiзики не володiє нескiнченновимiрною симетрiєю. Це
означає, що принцип лiнiйної суперпозицiї розв’язкiв не може бути
застосованим для розв’язування таких рiвнянь. Отже, вищезгаданi
класичнi методи мало придатнi для розв’язування нелiнiйних ДР-
ЧП. Звичайно, iнодi вдається нелiнiйне ДРЧП звести до лiнiйного
за допомогою знайденої пiдстановки, проте пошук розв’язкiв абсо-
лютної бiльшостi нелiнiйних рiвнянь вимагає нових пiдходiв.
На теперiшнiй час найбiльш поширеними методами для побудо-

ви точних розв’язкiв нелiнiйних рiвнянь з частинними похiдними є
метод оберненої задачi розсiювання (див., наприклад, [1]) та метод
Лi. Перший з них є ефективним лише для порiвняно вузького кла-
су нелiнiйних рiвнянь (рiвняння Шрьодiнґера, Кортевеґа-де Фрiза
та деякi iншi). Метод Лi (див., наприклад, [2–4]) має бiльш широкi
межi застосування. Хоч технiка його добре вiдома, одначе постiй-
но з’являються роботи, в яких автори одержують новi вислiди для
нелiнiйних рiвнянь з нетривiальною симетрiєю Лi.

2. У цьому повiдомленнi зазначенi вище зауваги бiльш детально
розглянутi стосовно рiвняння теплопровiдностi. Отже, розгляньмо
(n+ 1)-вимiрне рiвняння теплопровiдностi (дифузiї)

Ut = ∆U, (6)
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дe U = U(t, x) – шукана достатньо гладка функцiя, Ut =
∂U

∂t
. Як вi-

домо це рiвняння iнварiантне вiдносно узагальненої алгебри Ґалiлея
AG2(1, n) породженої операторами:

Pt = ∂t, Pa = ∂a, I = U∂U ,

Ga = tPa − xa

2
I, Jab = xaPb − xbPa, a, b = 1, . . . , n,

D = 2tPt + xaPa − n

2
I, Π = t2Pt + txaPa −

(
1
4
|x|2 +

nt

2

)
I,

(7)

та стандартної (для лiнiйного ДРЧП) нескiнченновимiрної алгебри
Лi, породженої оператором

X∞ = U∗(t, x)∂U , U∗
t = ∆U∗. (8)

Тут i скрiзь нижче ∂U ≡ ∂

∂U
, ∂t ≡ ∂

∂t
, ∂a ≡ ∂

∂xa
, а за iндексами

a, що повторюються, слiд пiдсумовувати вiд 1 до n. Оператори Pt i
Pa породжують групу зсувiв за часом та просторовою змiнною, Jab

– групу обертань (поворотiв) у просторi R
n. Оператори Ga,D i Π

породжують вiдповiдно групи ґалiлеївських, масштабних та проек-
тивних перетворень (детальнiше див. [5]). Зауважимо, що С. Лi впер-
ше вiдшукав максимальну алгебру iнварiантностi (1 + 1)-вимiрного
лiнiйного рiвняння теплопровiдностi [6].
Стандартне нелiнiйне узагальнення рiвняння теплопровiдностi

(РТ) має вигляд

Ut = [A(U)Ua]a +Q(U), (9)

дe A(U) – коефiцiєнт теплопровiдностi, а Q(U) – потужнiсть джере-
ла або стоку. Тут i скрiзь нижче iндекси a бiля функцiї U означають
диференцiювання за змiнними xa, a = 1, . . . , n. Повний опис лiївсь-
ких симетрiй рiвняння (9) зроблено в роботi [7]. Як випливає з цiєї
роботи, серед усiх нелiнiйних рiвнянь (9) лише (2 + 1)-вимiрне рiв-
няння

Ut =
[
U−1Ua

]
a

+Q(U), (10)

дe Q(U) = λU , iнварiантне вiдносно нескiнченновимiрної алгебри Лi,
породженої оператором

X∞ = f(x1, x2)∂x1 + g(x1, x2)∂x2 − 2fx1U∂U , (11)
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дe f i g – довiльний розв’язок лiнiйної системи Кошi-Рiмана

fx1 = gx2 , fx2 = −gx1 . (12)

Oтже, для рiвняння (10) є можливiсть ґенерувати все новi розв’язки,
використовуючи оператор лiївської симетрiї (11) та розв’язки лiнiй-
ної системи (12), себто цей процес можна трактувати як застосу-
вання деякого нелiнiйного принципу суперпозицiї розв’язкiв. Одна-
че структура нелiнiйного РТ (10) вельми специфiчна i очевидно, що
ним не може описуватися широкий спектр фiзичних процесiв. З iн-
шого боку всi нелiнiйнi РТ вигляду (9) при A(U) �= U−1 не володiють
нескiнченновимiрною симетрiєю.
Розгляньмо замiсть (9) такий клас нелiнiйних рiвнянь:

W I = [[A(U)Ua]a +Q(U)]W II , (13)

який у випадку W II �= 0 можна записати у виглядi

Ut = [A(U)Ua]a +Q(U) − W 0

W II
, (14)

де

W I =

∣∣∣∣∣∣∣
Ut U1 ... Un

U1t U11 ... U1n

. . . .
Unt Un1 ... Unn

∣∣∣∣∣∣∣, W II =

∣∣∣∣∣∣
U11 U12 ... U1n

. . . .
Un1 Un2 ... Unn

∣∣∣∣∣∣,
W 0 = W I − UtW

II , Uat ≡ ∂2U

∂xa∂t
, Uab ≡ ∂2U

∂xa∂xb
.

(15)

Зауваження 1. У випадку W II = 0 отримуємо добре вiдоме рiв-
няння Монжа-Ампера, точнi розв’язки якого знайдено в [4].
Щодо структури рiвняння (14) – це нелiнiйне рiвняння теплопро-

вiдностi (9) з фiксованим нелiнiйним доданком. Воно було запропо-
новане в роботi [8] (при n = 1 див. [9]) на пiдставi його сумiсностi з
принципом вiдносностi Ґалiлея.
Дiйсно, лiнiйне рiвняння теплопровiдностi (6) iнварiантне вiднос-

но перетворень Ґалiлея (див. оператори Ga в (7)):

t′ = t, x′a = xa + vat, U ′ = U exp
[
−1

2
va

(
xa +

1
2
vat

)]
, (16)

дe va, a = 1, . . . , n – довiльнi дiйснi параметри (компоненти швид-
костi руху iнерцiйної системи вiдлiку). Проте будь-яке нелiнiйне РТ
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вигляду (9) не iнварiантне вiдносно перетворень Ґалiлея [8], навiть
якщо закон перетворення для функцiї U (див. другий рядок в пере-
твореннях (16)) не фiксувати. А ось будь-яке рiвняння вигляду (14)
iнварiантне вiдносно перетворень Ґалiлея

t′ = t, x′a = xa + vat, U ′ = U. (17)

Зазначимо, що у стацiонарному випадку (Ut = 0) рiвняння (9) та
(14) збiгаються, якщо тiльки W II �= 0.
Виявляється, що будь-яке рiвняння вигляду (14) iнварiантне вiд-

носно нескiнченновимiрної алгебри Лi i справедлива наступна теоре-
ма.

Теорема 1.Mаксимальна алгебра iнварiантностi рiвняння (14) при
довiльних гладких функцiях A(u) та Q(u) є нескiнченновимiрною
алгеброю Лi породженою операторами

Pt = ∂t, Pa = ∂a, Jab = xaPb − xbPa,

G∞
a = fa(t)∂a, a, b = 1, . . . , n,

(18)

дe fa(t), a = 1, . . . , n – довiльнi гладкi функцiї.

Доведення цiєї та наступних теорем базуються на класичнiй схемi
методу Лi (див., наприклад, [4]) i є надто громiздкими, тому тут
опускаються.
Легко помiтити, що у випадку fa(t) = t, a = 1, . . . , n з операторiв

G∞
a отримуються оператори Ґалiлея

G0
a = t∂a, (19)

якi породжують перетворення (17).
Нескiнченновимiрна алгебра Лi з базовими операторами (18) ха-

рактеризується стандартними комутативними спiввiдношеннями
для алгебри зсувiв i обертань у просторi R

n та спiввiдношеннями
для операторiв G∞

a :

[G∞
a , Pb] = [G∞

a , G
∞
b ] = 0,

[G∞
a , Ja1b1 ] = δa,a1G

∞
b1

− δa,b1G
∞
a1
,

[G∞
a , Pt] = −dfa

dt
Pa ≡ − d

dt
G∞

a ,

(20)

де δa,b = 0, 1 – символ Кронекера.
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Оператори G∞
a породжують групу iнварiантних перетворень

вигляду

t′ = t, U ′ = U, x′a = xa + εafa(t), a = 1, . . . , n. (21)

Отже, за довiльним фiксованим розв’язком U0(t, x) рiвняння (14),
використовуючи формули (21) отримуємо новий розв’язок

Unew = U0

(
t, x1 + ε1f1(t), . . . , xn + εnfn(t)

)
, (22)

де ε1, . . . , εn – довiльнi сталi.
Формулу розмноження розв’язкiв (22), що мiстить довiльнi функ-

цiї fa(t), a = 1, . . . , n, можна iнтерпретувати як принцип нелiнiйної
суперпозицiї розв’язкiв для рiвняння (14).

3. Нижче розглядатимемо нелiнiйне рiвняння (14) при Q(U) = 0 в
(1 + 1)-вимiрному випадку, тобто:

Ut − UtxUx

Uxx
= [A(U)Ux]x , (23)

де A(U) – довiльна гладка функцiя, Uxx �= 0. Це рiвняння також
можна переписати у виглядi

W I = [A(U)Ux]x Uxx,

де W I =
∣∣∣∣ Ut Ux

Utx Uxx

∣∣∣∣, а вище наведенe обмеження на Uxx стає зай-
вим.
Очевидно, що всi рiвняння вигляду (23) є нелiнiйними. Беручи до

уваги структуру класичного рiвняння теплопровiдностi

Ut = Uxx, (24)

логiчно розглянути рiвняння

W I = U2
xx (25)

як його аналог серед рiвнянь вигляду (23).

Теорема 2. Mаксимальна алгебра iнварiантностi рiвняння (25) є
нескiнченновимiрною алгеброю Лi породженою операторами

Pt = ∂t, Px = ∂x, PU = ∂U ,

I = U∂U , D = 2tPt + xPx, G∞ = f(t)∂x,
(26)

дe f(t) – довiльна гладка функцiя.
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Тут доречно нагадати, що максимальна алгебра iнварiантностi
рiвняння (24) породжується операторами

Pt, Px, PU , I, D, G = tPx − x

2
I,

Π = t2Pt + txPx − 1
4
x2I − 1

2
tI, X∞ = V (t, x)∂U ,

(27)

де V = V (t, x) – довiльний розв’язок рiвняння (24).
Легко помiтити, що алгебри Лi (26) i (27) мають низку спiльних

операторiв, маємо також вiдповiднiсть мiж операторами G∞ i X∞.
Оператори (26) можна застосовувати для побудови анзацiв та

точних розв’язкiв рiвняння (25), використовуючи вiдому процедуру.
Зокрема, вибравши таку лiнiйну комбiнацiю операторiв:

Y = G∞ +D + I, (28)

пiсля розв’язування вiдповiдних рiвнянь Лагранжа отримуємо анзац

U =
√
tϕ(ω), ω =

x+ f(t)√
2t

. (29)

Пiдставляючи (29) у рiвняння (25) знаходимо сiм’ю розв’язкiв з до-
вiльною функцiєю f(t), а саме:

U =
√
t[c1 exp(ω) + c2 exp(−ω)]. (30)

Тут i нижче c1, c2 – довiльнi сталi. Як частинний випадок ця сiм’я
мiстить розв’язок

U =
c1√
t
exp

(
−
√
x2

2t

)
. (31)

Цей розв’язок має структуру, аналогiчну до фундаментального роз-
в’язку

U =
c1√
t
exp
(
−x

2

4t

)
(32)

рiвняння теплопровiдностi (24).
Нижче формулюється теорема, яка дає повну iнформацiю про

симетрiї Лi рiвняння (23) при A(U) �= const.

Теорема 3. Mаксимальна алгебра iнварiантностi рiвняння (23) є
нескiнченновимiрною алгеброю Лi породженою:
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a) операторами

Pt = ∂t, Px = ∂x, D = 2tPt + xPx, G∞ = f(t)∂x, (33)

якщо A(U) – довiльна гладка функцiя;
b) операторами (33) та

D1 = −ktPt + UPU , (34)

якщо A(U) = λUk, k �= 0;
c) операторами (33) та

D2 = −tPt + PU , (35)

якщо A(U) = λ expU , λ ∈ R/{0}.
Необхiдно нагадати, що стандартне нелiнiйне узагальнення РТ

вигляду

Ut = [A(U)Ux]x (36)

iнварiантне вiдносно скiнченновимiрної алгебри Лi при довiльному
A(U) �= const. Як вiдомо [3], максимальна алгебра iнварiантностi
рiвняння (36) породжується базовими операторами:
a) Pt = ∂t, Px = ∂x, D = 2tPt +xPx, якщо A(U) – довiльна гладка

функцiя;
b) Pt, Px, D i D1 = −ktPt + UPU , якщо A(U) = λUk, k �= −4/3;
c) Pt, Px, D i D2 = −tPt + PU , якщо A(U) = λ expU.
Легко помiтити, що скiнченновимiрнi частини алгебр Лi рiвнян-

ня (23) у випадках (a), (b), (c) збiгаються з максимальними алгеб-
рами iнварiантностi рiвняння (36). Звiдси негайно випливає, що для
будь-якого лiївського розв’язку рiвняння (36) можна побудувати йо-
го аналог, що буде розв’язком вiдповiдного рiвняння (23). Наприклад
рiвняння (36) при A(U) = λUk, k �= 0,−2 має вiдомий розв’язок [10]

U =
[

k

2(k + 2)
x2

(t+ c0)

]1/k

, (37)

який знаходиться за допомогою оператора D = 2tPt +xPx. Неважко
знайти його аналог для рiвняння (23) при A(U) = λUk, k �= 0,−2,+2,
а саме:

U =
[

k

2(4 − k2)
x2

(t+ c0)

]1/k

. (38)
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З iншого боку, використовуючи оператор G∞ отримуємо наступ-
ну формулу розмноження розв’язкiв рiвняння (23):

Unew = U0

(
t, x+ f(t)

)
, (39)

дe U0 – довiльний фiксований розв’язок. Таким чином знайдений
розв’язок (38) може бути узагальненим до вигляду

U =
[

k

2(4 − k2)
(x+ f(t))2

(t+ c0)

]1/k

. (40)

На противагу (37) цей розв’язок мiстить довiльну гладку функцiю
f(t). Це означає, що можна задовольнити довiльну крайову умову
при x = x0.
Наголосимо також, що довiльний стацiонарний (себто незалеж-

ний вiд часу t) розв’язок U0(x) рiвняння (23) за допомогою формули
(39) можна перетворити в нестацiонарний вигляду U0(x + f(t)). У
випадку нелiнiйного рiвняння (36) це зробити неможливо, оскiльки
його алгебра Лi не мiстить вiдповiдного оператора.
Таким чином, з точки зору теоретико-алгебраїчного пiдходу до

дослiдження ДРЧП, нелiнiйне узагальнення класичного рiвняння
теплопровiдностi у виглядi (23) є бiльш обґрунтованим, нiж у виглядi
(36). Справдi, рiвняння (23) при довiльнiй функцiї A(U) iнварiантне
вiдносно нескiнченновимiрної алгебри Лi. З цього факту, як це дове-
дено вище, випливає, що: а) виконується принцип вiдносностi Ґалi-
лея (див. (17)); б) є справедливою формула розмноження розв’язкiв
(39), яку можна розглядати як принцип нелiнiйної суперпозицiї роз-
в’язкiв; в) для вiдомих лiївських розв’язкiв рiвняння (36) iснують
їхнi аналоги для рiвняння (23) (при однакових нелiнiйностях).
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