
Перенос абсолютной непрерывности потоком, порожденным
стохастическим уравнением с отражением.

Пилипенко А.Ю.
Резюме. Пусть ϕt(x), x ∈ R+ – значение в момент времени t ≥ 0 решения стохасти-

ческого уравнения c нормальным отражением от гиперплоскости, стартующее в начальный

момент времени из x. В статье характеризована абсолютная непрерывная (относительно меры

Лебега) и сингулярная компоненты случайного мерозначного процесса µt = µ ◦ ϕ−1
t – обра-

за некоторой абсолютно непрерывной меры µ при случайном отображении ϕt(·). Доказано,

что сужение меры Хаусдорфа Hd−1 на носитель сингулярной компоненты σ-конечно, а так-

же приведены достаточные условия, гарантирующие, что сингулярная компонента является

абсолютно непрерывной относительно Hd−1.

Введение. Пусть ϕt(x) – решение следующего стохастического уравне-
ния в Rd

+ = Rd−1 × [0;∞) с нормальным отражением от гиперплоскости
Rd−1 × {0} :





dϕt(x) = a0(ϕt(x))dt +
∑m

k=1 ak(ϕt(x))dwk(t)+

+nξ(dt, x), t ∈ [0, T ],

ϕ0(x) = x, ξ(0, x) = 0, x ∈ Rd
+,

(0.1)

где ak : Rd
+ → Rd, k = 0, . . . , m удовлетворяют условию Липшица, {wk(t), k =

1, . . . , m} – независимые винеровские процессы, n = (0, . . . , 0, 1) – нормаль
к гиперплоскости Rd−1 × {0}, ξ(t, x) – неубывающий по t процесс для лю-
бого фиксированного x ∈ Rd

+, причем

ξ(t, x) =

∫ t

0
1I{ϕs(x)∈Rd−1×{0}}ξ(ds, x),

т.е. ξ(t, x) возрастает только в те моменты времени, когда ϕt(x) ∈ Rd−1 ×
{0}.
Замечание 0.1. Для того, чтобы решить (??), надо на самом деле найти
пару процессов ϕt(x) и ξ(t, x), удовлетворяющую указанным выше услови-
ям.

При сделанных предположениях существует и единственно решение (??)
(см. [?]) . При этом (см. [?]) существует непрерывная по (t, x) модификация
процесса ϕt(x), которая будет рассматриваться далее.
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Пусть µ – вероятностная мера в Rd
+ , абсолютно непрерывная отно-

сительно меры Лебега λd. Рассмотрим случайный мерозначный процесс
µt = µ ◦ ϕ−1

t , где µ ◦ ϕ−1
t – образ меры µ при случайном отображении

ϕt(·, ω).
Основной вопрос рассматриваемый в данной статье заключается в ха-

рактеризации абсолютно непрерывной и сингулярной компонент процесса
µt. Доказывается, что абсолютно непрерывная компонента компонента µabs

t

равна µt|ϕt(Rd
+)◦ – сужению меры µt на внутренность множества ϕt(Rd

+), а
сингулярная часть µsing

t = µt|∂ϕt(Rd
+) – сужению µt на границу ∂ϕt(Rd

+).
В третьем разделе статьи приводятся достаточные условия, гарантиру-

ющие абсолютную непрерывность

µt|∂ϕt(Rd
+) ¿ Hd−1. (0.2)

Сужение Hd−1 в Rd на множество ∂ϕt(Rd
+) является σ-конечной мерой

(см. теорему ??). Поэтому абсолютная непрерывность (??) не нуждается в
уточнениях.

Отметим, что возможна ситуация, когда размерность Хаусдорфа мно-
жества ∂ϕt(Rd

+) меньше d− 1 с положительной вероятностью (см. пример
в [?]), и вопрос об абсолютной непрерывности (??) не является, вообще
говоря, тривиальным.

В качестве иллюстрации к полученным результатам, приводится при-
мер, показывающий, что для любой абсолютно непрерывной меры µ в шаре
U = {x ∈ Rd : ‖x‖ ≤ 1} мера µ ◦ w−1

t , где wt(x) – броуновское движение с
отражением от границы шара, стартующее из x, раскладывается в сумму

µt = µ ◦ w−1
t |∂ϕt(U) + µ ◦ w−1

t |ϕt(U)◦

где первая мера, абсолютно непрерывна, относительно λd, а вторая отно-
сительно Hd−1.

1§ . Характеризация абсолютно непрерывной компонен-
ты процесса µ ◦ ϕ−1

t

Пусть ϕt(x) – решение стохастического уравнения с нормальным отраже-
нием (??), где коэффициенты ak удовлетворяют условию Липшица.
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Рассмотрим случайный мерозначный процесс µt = µ ◦ϕ−1
t , где µ – абсо-

лютно непрерывная конечная мера в Rd
+.

Теорема 1.1. Для п.в.ω для любого t ≥ 0 мера µt представима в виде
следующей суммы взаимно ортогональных мер

µt = µt|ϕt(Rd
+)\∂ϕt(Rd

+) + µt|∂ϕt(Rd
+),

причем
а) первая компонента абсолютно непрерывна относительно d-мерной

меры Лебега, а вторая либо сингулярна либо нулевая мера;
б) носитель меры µ ◦ ϕ−1

t |∂ϕt(Rd
+) содержится в счетном объединении

множеств конечной (d− 1)-мерной меры Хаусдорфа Hd−1.

Доказательство. Ортогональность сужения меры µt на непересекаю-
щиеся множества очевидна.

Введем случайное множество Ut(ω) = {x ∈ Rd
+ : t < τ(x)}, где τ(x) =

inf{s ≥ 0 : ϕs(x) ∈ Rd−1×{0}} – момент первого попадания процесса ϕt(x)
на гиперплоскость Rd−1 × {0}.

Из результатов [?, ?] следует, что п.н. для всех t ≥ 0
1) множества ϕt(Ut), ϕt(Rd

+ \Ut) не пересекаются и равны, соответствен-
но, внутренности и границе случайного множества ϕt(Rd

+), т.е. до момента
попадания на гиперплоскость Rd−1×{0} решение ϕt(x) принадлежит внут-
ренности случайного множества ϕt(Rd

+), а после него границе;
2) имеет место равенство случайных множеств

ϕt(Rd
+ \ Ut) = ϕt(Rd−1 × {0}) = ∂ϕt(Rd

+); ϕt(Ut) = ϕt(Rd
+)◦;

3) для любого r > 0 :

Hd−1(ϕt({x ∈ Rd−1, |x| ≤ r} × {0})) < ∞,

где Hd−1 – мера Хаусдорфа в Rd размерности (d− 1).
Таким образом, носитель меры µ◦ϕ−1

t |∂ϕt(Rd
+) содержится в счетном объ-

единении множеств конечной (d− 1)-мерной меры Хаусдорфа Hd−1 и, зна-
чит, соответствующая мера не может быть абсолютно непрерывной, если
она не вырождена. Поэтому, для доказательства теоремы ?? достаточно
проверить абсолютную непрерывность

µt|(ϕt(Rd
+))◦ ¿ λd.
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Пусть ãk – произвольное липшицево продолжение ak на Rd, ϕ̃t(x) – решение
стохастического уравнения (без отражения) с коэффициентами ãk. Тогда
с вероятностью 1 имеет место равенство ϕ̃t(x) = ϕt(x) для всех t ≤ τ(x).
Следовательно

µt|(ϕt(Rd
+))◦ = µ|Ut

◦ ϕ−1
t = µ|Ut

◦ ϕ̃−1
t ¿ µ ◦ ϕ̃−1

t .

Известно (см. [?] Теор. 3.3.3), что с вероятностью 1 для всех t отображе-
ние ϕ̃t(·, ω) является элементом пространства W 1

p, loc(Rd,Rd), и существует
модификация (относительно меры P× λd) производной ∇ϕ̃t(x) по началь-
ным данным (по x), удовлетворяющая некоторому линейному стохастиче-
скому уравнению с ограниченными коэффициентами. Поэтому для всех
(ω, x) из множества полной P× µ меры и всех t ≥ 0 якобиан det∇ϕ̃t(x) не
равен нулю. Из леммы 5.1 [?] следует, что для п.в. ω и всех t ≥ 0 имеет
место абсолютная непрерывность мер µ ◦ ϕ̃−1

t ¿ λd.
Теорема ?? доказана.

2§ . Характеризация сингулярной компоненты меры µt

В теореме ?? было показано, что размерность Хаусдорфа носителя меры
µ ◦ ϕ−1

t

∣∣
∂ϕt(Rd

+) – сингулярной компоненты меры µt – не превышает (d −
1). В данном параграфе приводятся достаточные условия, гарантирующие
абсолютную непрерывность

µ ◦ ϕ−1
t

∣∣
∂ϕt(Rd

+) ¿ Hd−1
∣∣
∂ϕt(Rd

+). (2.1)

Нам понадобится следующее абстрактное утверждение об абсолютной
непрерывности образа меры относительно меры Хаусдорфа.

Теорема 2.1. Пусть функция f : Rd → L ⊂ Rm аппроксимативно диф-
ференцируема в λd-почти всех точках ограниченного измеримого множе-
ства U ⊂ Rd, где измеримое множество L имеет конечную k-мерную ме-
ру Хаусдорфа, Hk(L) < ∞. Предположим, что ранг матрицы

∥∥ ap ∂fi(x)
∂xj

∥∥j=1,d

i=1,m
,

составленной из аппроксимативных частных производных, равен k для
п.в. x ∈ U, где k ≤ d.

Тогда
λd

U ◦ f−1 ¿ Hk|L, (2.2)
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где Hk|L – сужение меры Хаусдорфа на L.

Замечание 2.1. Если функция f имеет соболевскую производную (или
даже обычные производные по направлениям почти всюду), то она также
является п.в. аппроксимативно дифференцируемой. При этом соболевская
и аппроксимативная производные п.в. совпадают.
Замечание 2.2. Сужение меры Хаусдорфа Hk|L является конечной мерой
в отличии от Hk, которая не является даже σ-конечной при k < d.

Доказательство теоремы аналогично доказательству леммы 5.1 и тео-
ремы 5.6 [?]. Сначала, применяя теорему 3.1.8 [?], сведем доказательство
к случаю, когда f непрерывно дифференцируема и det ‖∂fi(x)

∂xj

∥∥j=1,k

i=1,k
6= 0.

Затем для завершения доказательства искомого результата надо использо-
вать метод расслоений [?] и формулу дезинтегрирования 3.2.30 [?].

Следствие 2.1. Пусть µ(dx) = p(x)dx – конечная мера в Rd. Предполо-
жим, что функция f : Rd → Rm µ-почти всюду аппроксимативно диффе-
ренцируема, существует множество L ⊂ Rm такое, что f(x) ∈ L для µ-п.в.
x ∈ Rd и Hk(L) < ∞, где k ≤ d. Допустим, что rank

∥∥ ap ∂fi(x)
∂xj

∥∥j=1,d

i=1,m
= k

для µ-почти всех x. Тогда µ ◦ f−1 ¿ Hk
L.

В [?] доказано, что для п.в. ω и всех t отображение ϕt(·) принадлежит
пространству W 1

p,loc(Rd
+,Rd) для любого p > 1. Из следствия ?? вытекает

следующий факт.

Теорема 2.2. Предположим, что для любого x ∈ Rd
+ :

P(rank∇ϕt(x) ≥ d− 1, t ≥ 0) = 1. (2.3)

Тогда для п.в.ω

P
(

µ ◦ ϕ−1
t

∣∣
∂ϕt(Rd

+) ¿ Hd−1
∣∣
∂ϕt(Rd

+), t ≥ 0

)
= 1.

Цель дальнейшей работы состоит в нахождении достаточных условий,
гарантирующих (??), т.к. проверить их непосредственно не представляется
возможным.

В следующей теореме приводится вид стохастического уравнение, кото-
рому удовлетворяет (соболевская) производная ∇ϕt(x).
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Теорема 2.3. [?] Предположим, что коэффициенты уравнения (??) непре-
рывно дифференцируемы и имеют ограниченные частные производные.

Допустим, что для любого x ∈ Rd−1 × {0} имеет место неравенство
m∑

k=1

(ak,d(x))2 > 0, (2.4)

где ak,d – d-я координата функции ak = (ak,1, . . . , ak,d)
T .

Тогда случайное отображение ϕt : Rd
+ → Rd с вероятностью 1 для всех

t ≥ 0 принадлежит пространству Соболева W 1
p,loc(R

d
+,Rd), p > 1, причем

соболевская производная yt(x) := ∇ϕt(x) удовлетворяет уравнению




dyt(x) = ∇a0(ϕt(x))yt(x)dt+

+
m∑

k=1
∇ak(ϕt(x))yt(x)dwk(t)− (1I− P )yt−(x)n(x, dt),

y0(x) = 1I,

(2.5)

где n(x, dt) точечная случайная мера, такая что n(x, {t}) = 1 в том и
только том случае, когда ϕt(x) принадлежит гиперплоскости Rd−1×{0};
1I – единичная матрица, а матрица P = (pij)

d
i,j=1 определена следующим

образом

pij =

{
1, i = j ≤ d− 1

0, в остальных случаях.

Замечание 2.3. Решение (??) (для фиксированного x) понимается в сле-
дующем смысле:

1) для любого момента остановки τ такого, что ϕd
τ(x) 6= 0 (ϕd

t – d-я
координата ϕt) имеет место равенство

yt(x) = yτ(x) +

∫ t

τ

∇a0(ϕs(x))ys(x)ds +
m∑

k=1

∫ t

τ

∇ak(ϕs(x))ys(x)dwk(s),

для t ∈ [τ,
◦
τ), где

◦
τ = inf{s ≥ τ : ϕd

s(x) = 0};
2) множество {t : ϕd

t (x) = 0} содержится в {t : Pyt(x) = 0};
3) процесс (1− P )yt(x), t ≥ 0 имеет cádlág траектории;
4) процесс Pyt(x), t ≥ 0 имеет непрерывные траектории.
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Замечание 2.4. Из теоремы ?? следует, что для t < τ(x) производная yt(x)
является решением линейного стохастического уравнения

{
dyt(x) = ∇a0(ϕt(x))yt(x)dt +

∑m
k=1∇ak(ϕt(x))yt(x)dwk(t);

y0(x) = 1I.

Замечание 2.5. Случайное отображение ϕt(·) может не быть непрерывно
дифференцируемым по x, даже если все коэффициенты уравнения явля-
ются бесконечно дифференцируемыми! Например, если ϕt(x) – отраженное
броуновское движение в [0;∞), стартующее их точки x ≥ 0 в нулевой мо-
мент времени, то несложно проверить (см. [?]), что

ϕt(x) =

{
x + w(t), t < τ(x),

ϕt(0), t ≥ τ(x),

где τ(x) – момент первого попадания ϕt(x) в нуль, w(t) – исходный ви-

неровский процесс. Тогда производная ∇ϕt(x) =

{
1, t < τ(x),

0, t ≥ τ(x)
не имеет

непрерывной модификации по x для любого t > 0.

Далее в статье предполагается, что условия теоремы ?? выполняются
Рассмотрим вопрос о справедливости равенства (??). Пусть x ∈ Rd

+ фик-
сирован. Далее будем обозначать ϕt, yt вместо ϕt(x), yt(x).

Пусть T > 0. Введем моменты остановки

τ0(c) = inf{t ≥ 0 : ϕd
t = 0} ∧ T,

σn(c) = inf{t ≥ τn(c) : ϕd
t = c} ∧ T,

τn+1(c) = inf{t ≥ σn(c) : ϕd
t = 0} ∧ T,

где c > 0.
Несложно заметить, что для любого t > 0 с вероятностью 1 существует

такое конечное n, что t ∈ [σn(c), τn+1(c)).
Из доказательства теоремы 1 [?] следует, что

∀T > 0∀p > 1 : E sup
t∈[0,T ]

|yt − yc
t | → 0, c → 0+, (2.6)
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где процесс yc
t определен следующим образом

yc
0 = 1I;

yc
t = yc

σn(c) +

∫ t

σn(c)
∇a0(ϕs)y

c
sds +

m∑

k=1

∫ t

σn(c)
∇ak(ϕs)y

c
sdwk(s)

при t ∈ [σn(c), τn+1(c));

yc
t = Pyc

τn(c)−, t ∈ [τn(c), σn(c)].

Обозначим через Us,t, s ≤ t решение следующего линейного стохастическо-
го уравнения

{
dUst = ∇a0(ϕt)Ustdt +

∑m
k=1∇ak(ϕt)Ustdwk(t), t ≥ s

Uss = 1I.
(2.7)

Легко видеть, что

yc
t = Uσn(c),t

n−1∏

k=1

(PUσk(c),τk(c))PU0,τ0(c)

= Uσn(c),tP

n−1∏

k=1

(PUσk(c),τk(c)P )PU0,τ0(c). (2.8)

Нам понадобится следующая лемма о невырожденности предела произ-
ведений матриц.

Лемма 2.1. Пусть {An,k, k = 1, N(n)}, n ≥ 1 – последовательность
серий случайных матриц размера d× d. Допустим, что

1) для любого k существуют пределы

Ak := lim
n→∞

An,k п.н.,

lim
m→∞

lim
n→∞

max
m≤k≤N(n)

‖An,k‖ = 0 п.н.;

2) существуют перестановки σn чисел 1, . . . , N(n) такие, что имеет
место предел по вероятности

B := P lim
n→∞

N(n)∏

k=1

(1I + An,σn(k));

8



3) Существует и конечен предел по вероятности

α := P lim
n→∞

N(n)∑

k=1

An,k;

4) K := sup
n
E

N(n)∑
k=1

‖An,k‖2 < ∞;

5) для любого k ≥ 1 :

det(1I + Ak) 6= 0 п.н.

Тогда det B 6= 0 п.н.

Доказательство. Детерминант матрицы является непрерывной функ-
цией (от матрицы), поэтому

det B = P lim
n→∞

det

N(n)∏

k=1

(1I + An,k),

и значит det B 6= 0 п.н., если и только если

P lim
n→∞

N(n)∑

k=1

ln (| det(1I + An,k)|) 6= −∞ п.н.,

где считается, что ln 0 = −∞.

Заметим, что для почти всех ω для k ≥ k0(ω), n ≥ n0(ω) имеет место
неравенство ‖An,k‖ < 1

2 , и следовательно

ln (det(1I + An,k)) = trAn,k + fn,k(‖An,k‖2),

где |fn,k(x)| ≤ c|x|, |x| ≤ 1, c = const .
Тогда

ln (| det B|) = lim
n→∞

( N(n)∑

k=1

trAn,k +

N(n)∑

k=k0

fn,k(‖An,k‖2) + ζn

)
,

где

ζn = ln

(∣∣∣∣
k0−1∏

k=1

det(1I + An,k)

∣∣∣∣
)
−

k0−1∑

k=1

trAn,k
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сходится при n → ∞ к некоторой собственной случайной величине ζ. По-
этому

E| ln (| det B|)− α− ζ| =

= E lim
n→∞

| ln (| det B|)−
N(n)∑

k=1

trAn,k − ζn| =

= E| lim
n→∞

N(n)∑

k=k0

fn,k(‖An,k‖2)| ≤

≤ Elimn→∞

N(n)∑

k=1

‖An,k‖2 ≤ K < ∞.

Отсюда вытекает конечность ln (| det B|) почти наверное, т.е. det B 6= 0 п.н.
Что и требовалось доказать.

Представим случайное множество A = {s ∈ [0, t] : ϕd
s > 0} в виде

объединения непересекающихся случайных интервалов

A = [α0, β0) ∪ (α1, β1] ∪
∞⋃

k=2

(αk, βk),

где α0 = 0, β1 = T.

Теорема 2.4. Допустим, что выполняются условия теоремы ?? и для
любого k ≥ 0 :

P (rank(PUαk,βk
(x)P ) = d− 1) = 1.

Тогда P(rank ys(x) ≥ d− 1, s ∈ [0, t]) = 1.

Доказательство. Заметим, что функция rank ys, s ≥ 0 невозрастающая,
поэтому для доказательства теоремы достаточно проверить, что rank yt ≥
d − 1 п.н. Также, без потери общности можем считать, что A состоит из
бесконечного числа интервалов.

Для матрицы B размером d × d, через B̃ будем обозначать матрицу,
состоящую из первых (d− 1) строк и (d− 1) столбцов матрицы B.

Из (??), (??) следует, что

ỹc
t = Ũσn(c),t

( n−1∏

k=1

Ũσk(c),τk(c)

)
Ũ0,τ0(c) → ỹt, c → 0 + . (2.9)

10



Воспользуемся леммой ??.
Положим

Ak := Ũαk,βk
− 1I; An,k := Ũσjk

( 1
n ),τjk

( 1
n ) − 1I,

где интервал
(
σjk

( 1
n), τjk

( 1
n)

)
содержится в (αk, βk).

Условие 1) леммы выполняется, т.к. Us,t, s ≤ t непрерывно по (s, t) [?];
условие 2) выполняется ввиду (??), а условие 5) из-за предположений тео-
ремы.

Для проверки условия 3) леммы достаточно убедиться в существовании
предела по вероятности у следующей последовательности

∑

k

( τk(c)∧t∫

σk(c)∧t

∇a0(ϕs)Uσk(c)∧t,sds +
m∑

j=1

τk(c)∧t∫

σk(c)∧t

∇ak(ϕs)Uσk(c)∧t,sdwk(s)

)

при c → 0 + .

Заметим, что первое слагаемое сходится для п.в.ω к выражению
∫ t

0

∑

k

1I(αk,βk)(s)∇a0(ϕs)Uαk,sds

по теореме Лебега о мажорируемой сходимости.
Последовательность вторых слагаемых фундаментальна в L2(Ω,F ,P).

Действительно,

E
∣∣∣∣
∑

p

m∑

j=1

τp(c1)∧t∫

σp(c1)∧t

∇aj(ϕs)Uσp(c1)∧t,sdwk(s)−

−
∑

l

m∑
j=1

τl(c2)∧t∫

σl(c2)∧t

∇aj(ϕs)Uσl(c2)∧t,sdwk(s)

∣∣∣∣
2

≤

≤
m∑

j=1

sup
x
|∇aj(x)|2E

∫ t

0
|
∑

p

Uσp(c1)∧t,s1I[σp(c1)∧t,τp(c1)∧t](s)−

−
∑

l

Uσl(c2)∧t,s1I[σl(c2)∧t,τl(c2)∧t](s)|2ds → 0,
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при c1, c2 → 0+ по теореме Лебега о мажорируемой сходимости, т.к. [?]

E sup
0≤s≤t≤t

‖Ust‖2 < ∞.

Аналогичным образом проверяется условие 4) леммы ??. Тем самым тео-
рема ?? доказана.

Следствие 2.2. Предположим, что для любых x, y ∈ Rd−1× (0,∞), t ≥ 0
и d× d матрицы V, rankV = d− 1 следующая условная вероятность равна
нулю

P{rankPUt,β(t,x)(x)V < d− 1/ ϕt(x) = y} = 0, (2.10)

где Ust(x) – решение (??) с ϕt = ϕt(x),

β(t, x) = inf{z ≥ t : ϕz(x) ∈ Rd−1 × {0}}.
Тогда справедливо (??).

Доказательство. Пусть α(t, x) = sup{s ∈ [0; t] : ϕs(x) ∈ Rd−1 × {0}} и
α(t, x) = 0, если соответствующее множество пусто. Т.е. (α(t, x); β(t, x)) –
максимальный интервал на котором ϕd

t (x) 6= 0.
Заметим, что PUα(t,x),β(t,x)P = PUt,β(t,x)Uα(t,x),tP, причем Uα(t,x),tP яв-

ляется Ft-измеримым. Пусть ρt(dy, dV ) – распределение пары процессов
(ϕt(x), Uα(t,x),tP ). Тогда

P(rankPUα(t,x),β(t,x)P < d− 1) =

= P(rankPUt,β(t,x)Uα(t,x),tP < d− 1) =

=

∫
P(rankPUt,β(t,x)V < d− 1/ ϕt(x) = y, U(α(t,x),t) = V )ρt(dy, dV ) = 0.

Для завершения доказательства остается заметить, что P(rankUα(t,x),tP =
d − 1) = 1, т.к. с вероятностью один матрица Us,t невырождена для всех
s, t, s ≤ t, и применить теорему ??.

Пример 2.1. Условия следствия ?? можно интерпретировать, как условия
непопадания процесса Ито (ϕd

t , det Ũst), t ≥ s в точку (0; 0). Некоторые
достаточные условия для этого довольно просто записываются.

Рассмотрим двумерную ситуацию.
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В этом случае процесс det Ũst равен U11
st – элементу первого столбца

и первой строки матрицы Ust. Пара (ϕ2
t , U

11
st ) удовлетворяет следующему

соотношению





dϕ2
t = a2

0(ϕt) +
∑m

k=1 a2
k(ϕt)dwk(t), t ∈ [s; inf{z ≥ s| ϕ2

z(x) = 0})
dU 11

st =
(
(a1

0)
′
1(ϕt)U

11
st + (a1

0)
′
2(ϕt)U

12
st

)
)dt+

+
∑m

k=1

(
(a1

k)
′
1(ϕt)U

11
st + (a1

k)
′
2(ϕt)U

12
st

)
)dwk(t),

Все процессы под дифференциалами являются непрерывными. Поэтому
достаточным условием непопадания (ϕt, U

11
st ) в (0; 0) является, например,

невырожденность во всех точках диффузионной характеристики. Посколь-
ку матрица Ust невырождена с вероятностью 1 для всех s, t, то вектор
(U11

st , U 12
st ) ненулевой, и таким достаточным условием является, например,

такое:
для любых x ∈ R2

+, y ∈ R2, y 6= 0 векторы (a2
k(x))1≤k≤m и (∇ya

1
k(x))1≤k≤m

линейно независимы.

Пример 2.2. Пусть ϕt(x) – броуновское движение с отражением в единич-
ном шаре пространства Rd, µ – абсолютно непрерывная мера в {‖x‖ ≤ 1},
µt = µ ◦ ϕ−1

t .

Сделав достаточно гладкие локальные замены переменных, несложно
распространить результаты статьи на данный пример.

В данном случае Us,t = 1I и условие, которое соответствует (??), приоб-
ретает вид:

для любого x, ‖x‖ < 1 и матрицы V, rankV = d− 1

P{rankP (ϕt(β(t, x)))V < d− 1} = 0, (2.11)

где P (y) – проектор на касательную плоскость сферы {‖x‖ = 1} в точке y.

Очевидно (??) истинно.
Таким образом µt представима в виде суммы абсолютно непрерывной

компоненты µabs
t := µt

∣∣∣∣
ϕt(‖x‖≤1)\∂ϕt(‖x‖≤1)

и сингулярной компоненты µsing
t :=

µt

∣∣∣∣
∂ϕt({‖x‖≤1})

. При этом Hd−1(∂ϕt({‖x‖ ≤ 1})) < ∞ и µsing
t абсолютно
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непрерывна относительно сужения меры Хаусдорфа Hd−1 на множество
∂ϕt({‖x‖ ≤ 1}).

Отметим также, что если t > inf{s : ‖w(s)‖ ≥ 2}, то для всех x момент
τ(x) попадания решения, стартующего из x, на границу шара не превы-
шает t. Поэтому ∂ϕt({‖x‖ ≤ 1}) = ϕt({‖x‖ ≤ 1}) (соответствующий факт
упоминался в доказательстве теоремы ??, однако может быть перенесен и
на случай ограниченной области с гладкой границей).

Следовательно для таких t абсолютно непрерывная компонента являет-
ся нулевой мерой.
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