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We propose new approaches to solving the problem of weighted H\infty -optimization of controlled objects
by means of static controllers. A linear model of the stabilization system for a VTOL (vertical takeoff and
landing) type aircraft is considered. We give numerical results of the search for stabilizing static state- and
output-feedback controllers that minimize the weighted damping level of external and initial disturbances
in this system.
Запропоновано новi пiдходи до розв’язування задачi зваженої H\infty -оптимiзацiї керованих об’єктiв
за допомогою статичних регуляторiв. Розглянуто лiнiйну модель системи стабiлiзацiї лiтального
апарата типуVTOL (vertical takeoff and landing).Наведено чисельнi результати пошуку стабiлiзовних
регуляторiв за станом i виходом, якi мiнiмiзують зважений рiвень гасiння зовнiшнiх i початкових
збурень у цiй системi.

1. Вступ. При моделюваннi сучасних систем керування складними об’єктами необхiдно
враховувати невизначенi елементи (параметри, зовнiшнi збурення, похибки вимiрюваль-
них приладiв тощо). Для таких об’єктiв першочерговими є задачi побудови законiв керу-
вання, що забезпечують робастну стiйкiсть станiв рiвноваги i знижують вплив зовнiшнiх
(екзогенних) збурень на динамiку керованих об’єктiв. Цi задачi можуть бути розв’язанi
методами теорiї H\infty -оптимiзацiї або методами iнварiантних елiпсоїдiв iз залученням апа-
рата лiнiйних матричних нерiвностей (ЛМН) [1 – 5]. Умови iснування та побудова стабi-
лiзовних керувань для деяких класiв систем iз запiзненням при наявностi параметричних
або функцiональних невизначеностей зводяться до розв’язування алгебраїчних матрич-
них нерiвностей, що виникають внаслiдок застосування методу функцiоналiв Ляпунова –
Красовського (див., наприклад, [6 – 8]).

Типовим критерiєм якостi у задачах H\infty -оптимiзацiї неперервних систем iз нульовим
початковим станом є рiвень гасiння обмежених збурень, якому вiдповiдає максимальне
значення вiдношення L2 -норм векторiв керованого виходу об’єкта i збурень. Так, для
класу лiнiйних систем

\.x = Ax+Bw, z = Cx+Dw, x(0) = x0, (1)

ця характеристика збiгається з H\infty -нормою матричної передавальної функцiї [3]

\| H\| \infty = sup
\omega \in \BbbR 

\sqrt{} 
\lambda max(H\top ( - i\omega )H(i\omega )), H(\lambda ) = C(\lambda I  - A) - 1B +D,

де x \in \BbbR n, z \in \BbbR k i w \in \BbbR s — вектори вiдповiдно стану, контрольованого виходу i входу
системи, A, B, C i D —сталi матрицi вiдповiдних розмiрiв, \lambda max(\cdot ) —максимальне власне
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значення матрицi. На практицi доцiльно застосовувати зваженi критерiї якостi керованих
систем вигляду [9]

J0 = sup
0<\| w\| P<\infty 

\| z\| Q
\| w\| P

, J = sup
(w,x0)\in \scrW 

\| z\| Q\sqrt{} 
\| w\| 2P + x\top 0 X0x0

, (2)

де

\| z\| Q =

\sqrt{}     \infty \int 
0

z\top Qz dt, \| w\| P =

\sqrt{}     \infty \int 
0

w\top Pw dt,

\scrW — множина пар (w, x0 ) системи, при яких 0 < \| w\| 2P + x\top 0 X0x0 < \infty , а P = P\top > 0,
Q = Q\top > 0 i X0 = X\top 

0 > 0 — заданi ваговi матрицi (див. також [10 – 13]). Очевидно, що
J0 \leq J, причому J0 збiгається з \| H\| \infty у випадку одиничних матриць P i Q.

Значення J характеризує зважений рiвень гасiння зовнiшнiх збурень, а також почат-
кових збурень, обумовлених ненульовим початковим вектором. За допомогою вагових
коефiцiєнтiв у таких критерiях якостi можна встановити прiоритети мiж компонентами
керованого виходу i невизначених збурень у системi керування. Причому, компонентами
невизначених збурень можуть бути як зовнiшнi збурення, що дiють на систему, так i
похибки вимiрюваного виходу.

Вектор збурення w(t) i початковий вектор x0 називатимемо найгiршими в системi (1)
щодо критерiю якостi J, якщо на їхнiх значеннях у (2) досягається супремум, тобто \| z\| 2Q =

J2
\bigl( 
\| w\| 2P + x\top 0 X0x0

\bigr) 
. Вектор w(t) є найгiршим щодо J0, якщо \| z\| Q = J0\| w\| P .

Вiдомi методи синтезу H\infty -керування базуються на критерiях виконання верхнiх оцi-
нок для вiдповiдних критерiїв якостi, встановлених у термiнах квадратичних матричних
рiвнянь i ЛМН [3, 4, 14]. Для розв’язання ЛМН створено достатньо ефективнi засоби LMI
Toolbox комп’ютерної системи Matlab [15].

У цiй роботi викладено деякi результати попереднiх i нових дослiджень автора, присвя-
чених розробцi методiв зваженої H\infty -оптимiзацiї систем керування i їхнього застосування
в задачi мiнiмiзацiї зваженого рiвня гасiння зовнiшнiх i початкових збурень у системi
керування лiтального апарата типу VTOL (vertical takeoff and landing) [16]. Вiдмiнна осо-
бливiсть отриманих результатiв порiвняно з вiдомими полягає у застосуваннi зважених
критерiїв якостi J0 i J, оптимiзацiя яких дає новi можливостi досягнути бажаних ха-
рактеристик систем керування. Крiм того, розвинуто методику знаходження найгiрших
векторiв зовнiшнiх (зовнiшнiх i початкових) збурень щодо J0 (J), яка дозволяє оцiнювати
i порiвнювати поведiнку керованих об’єктiв за можливих реальних умов.

Будемо використовувати такi позначення: In —одинична матриця порядку n; 0n\times m —
нульова матриця розмiру n \times m; X = X\top > 0 (\geq 0) — додатно (невiд’ємно) визначена
симетричнаматриця X; \sigma (A)—спектрматрицi A; A - 1

\bigl( 
A\top \bigr) —обернена (транспонована)

матриця; KerA — ядро матрицi A; WA — матриця, стовпцi якої утворюють базис ядра
KerA; \| x\| — евклiдова норма вектора x; \| w\| P — зважена L2 -норма вектор-функцiї
w(t); \BbbC  - \bigl( 

\BbbC +
\bigr) 
— вiдкрита пiвплощина Re\lambda < 0

\bigl( 
Re\lambda > 0

\bigr) 
, Co\{ A1, . . . , A\nu \} — опуклий

многогранник (полiтоп) з вершинами A1, . . . , A\nu у просторi матриць \BbbR (n\times m), що описується
у виглядi

Co\{ A1, . . . , A\nu \} =

\Biggl\{ 
A \in \BbbR (n\times m) : A =

\nu \sum 
i=1

\alpha iAi, \alpha i \geq 0,

\nu \sum 
i=1

\alpha i = 1

\Biggr\} 
.
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2. Оцiнка зважених критерiїв якостi лiнiйних систем. Спочатку розглянемо лiнiйну
систему без керування вигляду (1).

Лема 1 [12]. У системi (1) матриця A гурвiцева i виконується оцiнка J0 < \gamma тодi i лише
тодi, коли ЛМН \left[    

A\top X +XA XB C\top 

B\top X  - \gamma 2P D\top 

C D  - Q - 1

\right]    < 0 (3)

має розв’язок X = X\top > 0. Матриця A гурвiцева i J < \gamma тодi i лише тодi, коли сумiсна
система ЛМН (3) i

0 < X < \gamma 2X0. (4)

Згiдно з лемою Шура [3] умова (3) еквiвалентна матричнiй нерiвностi Рiккатi

A\top 
0 X +XA0 +XR0X +Q0 < 0, (5)

де A0 = A + BR - 1D\top QC, R0 = BR - 1B\top , Q0 = C\top \bigl( Q + QDR - 1D\top Q
\bigr) 
C i R = \gamma 2P  - 

D\top QD > 0. Якщо нерiвнiсть (5) сумiсна, то за умов керованостi i спостережуваностi
вiдповiдних пар матриць (A,B) i (A,C)

rank
\bigl[ 
B,AB, . . . , An - 1B

\bigr] 
= n, rank

\Bigl[ 
C\top , A\top C\top , . . . , A(n - 1)\top C\top 

\Bigr] 
= n

вiдповiдне матричне рiвняння Рiккатi

A\top 
0 X +XA0 +XR0X +Q0 = 0 (6)

має розв’язки X - i X+ такi, що \sigma (A0 + R0X\pm ) \subset \BbbC \pm , 0 < X - < X+ i кожний розв’язок
нерiвностi (5) належить iнтервалу X - < X < X+ [1, 2]. Бiльш того, якщо J < \gamma (J \leq \gamma )
i X = X - — стабiлiзовний розв’язок рiвняння (6), то X < \gamma 2X0

\bigl( 
X \leq \gamma 2X0

\bigr) 
. Справдi,

поклавши v(x) = x\top Xx i

w = K\ast x, K\ast = R - 1
\bigl( 
B\top X +D\top QC

\bigr) 
, (7)

отримаємо рiвнiсть \.v(x) + z\top Qz  - \gamma 2w\top Pw = 0, де \.v(x) — похiдна функцiї v(x) завдяки
системи (1); при цьому \sigma (A + BK\ast ) \subset \BbbC  - . Пiсля iнтегрування цiєї рiвностi на iнтервалi
[0,\infty ), за умови J < \gamma отримаємо

\| z\| 2Q  - \gamma 2\| w\| 2P = x\top 0 Xx0 < \gamma 2x\top 0 X0x0 \forall x0 \not = 0.

Iнакше \| z\| 2Q \geq \gamma 2
\bigl( 
\| w\| 2P + x\top 0 X0x0

\bigr) 
при деяких w i x0, тобто J \geq \gamma . Якщо J = \gamma , то

за умов (6) i (7) X \leq \gamma 2X0, причому рiвностi x\top 0 Xx0 = \gamma 2x\top 0 X0x0 i
\bigl( 
X  - \gamma 2X0

\bigr) 
x0 = 0

еквiвалентнi й виконуються для деякого x0 \not = 0. У цьому випадку виконується рiвнiсть
\| z\| 2Q = J2

\bigl( 
\| w\| 2P +x\top 0 X0x0

\bigr) 
, тобто в означеннi J досягається супремум. Найгiрший почат-

ковий вектор x0 є власним вектором матрицi X  - \gamma 2X0 \leq 0, що вiдповiдає її нульовому
власному значенню, i його можна визначити з нормою \| x0\| = 1.

Зазначимо, що у випадку фiксованого вектора x0 = 0 за умов (6) i (7) при \gamma = J0 маємо
рiвнiсть \| z\| Q = J0\| w\| P .

Отже, виконується таке твердження.
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Лема 2. Нехай X > 0 — стабiлiзовний розв’язок рiвняння Рiккатi (6) при \gamma = J. Тодi
X \leq J2X0 i структурований вектор зовнiшнiх збурень у формi лiнiйного зворотного зв’язку
за станом (7), де x = x(t, x0) — розв’язок системи

\.x = (A+BK\ast )x, x(0) = x0, (8)

i довiльний початковий вектор x0 \in Ker
\bigl( 
X  - J2X0

\bigr) 
є найгiршими щодо критерiю якостi J

для системи (1).
Якщо X > 0 — стабiлiзовний розв’язок рiвняння Рiккатi (6) при \gamma = J0, де x =

x(t, x0) —розв’язок системи (8) при x0 = 0, то структурований вектор зовнiшнiх збурень (7)
є найгiршим щодо критерiю якостi J0 для системи (1).

3. Лiнiйнi системи керування з обмеженими збуреннями. Типова лiнiйна модель системи
керування при наявностi зовнiшнiх збурень має вигляд\left[    

\.x

z

y

\right]    =

\left[    
A B1 B2

C1 D11 D12

C2 D21 D22

\right]    
\left[    
x

w

u

\right]    , x(0) = x0, (9)

де вектори x \in \BbbR n — стан, u \in \BbbR m — керування, w \in \BbbR s — збурення, y \in \BbbR l — спостере-
жуваний вихiд, z \in \BbbR k — керований вихiд, всi матричнi коефiцiєнти вiдповiдних розмiрiв
сталi. Нехай J0 i J —критерiї якостi цiєї системи вигляду (2) стосовно керованого виходу
z при заданому керуваннi u. Задача полягає у побудовi стабiлiзовних J0 - i J -оптимальних
регуляторiв, якi мiнiмiзують вiдповiднi значення J0 i J для замкненої системи. Пошук
таких регуляторiв можна здiйснювати на основi досягнення вiдповiдних оцiнок J0 < \gamma i
J < \gamma (див. лему 1) при мiнiмально можливому значеннi параметра \gamma > 0.

При застосуваннi статичного регулятора за спостережуваним виходом

u = Ky, K \in \BbbR m\times l, (10)

за умови det(Im  - KD22) \not = 0 замкнена система має вигляд

\.x = A\ast x+B\ast w, z = C\ast x+D\ast w, x(0) = x0, (11)

де

A\ast = A+B2K0C2, B\ast = B1 +B2K0D21, C\ast = C1 +D12K0C2,

D\ast = D11 +D12K0D21, K0 = (Im  - KD22)
 - 1K.

Подамо матричну нерiвнiсть (3) для системи (11) як ЛМН щодо K0 :

L\top 
0 K0R0 +R\top 

0 K
\top 
0 L0 +\Omega < 0, (12)

де

R0 = [C2, D21, 0l\times k], L0 =
\Bigl[ 
B\top 

2 , D
\top 
12, 0m\times s

\Bigr] \widetilde X,

\widetilde X =

\left[    
X 0 0

0 0 Ik

0 Is 0

\right]    , \Omega =

\left[    
A\top X +XA XB1 C\top 

1

B\top 
1 X  - \gamma 2P D\top 

11

C1 D11  - Q - 1

\right]    .
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Нерiвнiсть (12) має розв’язок K0 тодi й лише тодi, коли виконуються умови [4]

W\top 
R0

\Omega WR0 < 0, W\top 
L0
\Omega WL0 < 0. (13)

Оскiльки

WR0 =

\Biggl[ 
WR 0

0 Ik

\Biggr] 
, WL0 = \widetilde X - 1

\Biggl[ 
WL 0

0 Is

\Biggr] 
,

то умови (13) набувають вигляду

\Biggl[ 
W\top 

R 0

0 Ik

\Biggr] \left[    
A\top X +XA XB1 C\top 

1

B\top 
1 X  - \gamma 2P D\top 

11

C1 D11  - Q - 1

\right]    
\Biggl[ 
WR 0

0 Ik

\Biggr] 
< 0, (14)

\Biggl[ 
W\top 

L 0

0 Is

\Biggr] \left[    
AY + Y A\top Y C\top 

1 B1

C1Y  - \gamma 2Q - 1 D11

B\top 
1 D\top 

11  - P

\right]    
\Biggl[ 
WL 0

0 Is

\Biggr] 
< 0, (15)

де R = [C2, D21], L =
\bigl[ 
B\top 

2 , D
\top 
12

\bigr] 
. При цьому X > 0 i XY = \gamma 2In, що еквiвалентно

спiввiдношенням

W =

\Biggl[ 
X \gamma In

\gamma In Y

\Biggr] 
\geq 0, rankW = n. (16)

Отже, на основi леми 1 i критерiю сумiсностi ЛМН (12) у виглядi (13) маємо таке
твердження.

Теорема 1. Для системи (9) iснує стабiлiзовний регулятор (10), що забезпечує оцiнку J0 <
\gamma (J < \gamma ), тодi i лише тодi, коли система спiввiдношень (14) – (16) ((4), (14) – (16)) сумiсна
щодо X i Y. Якщо X i Y знайдено, то матрицю такого регулятора можна побудувати у
виглядi K = K0(Il +D22K0)

 - 1, де K0 — розв’язок ЛМН (12).
Алгоритм синтезу системи (9) на основi теореми 1 можна чисельно реалiзувати, напри-

клад, за допомогою засобiвLMIRank iYALMIP системиMatlab, якi дозволяють розв’язувати
ЛМН з ранговими обмеженнями [17, 18], або застосовуючи блок розв’язку (Solve Block)
системи Mathcad Prime [19]. Наведемо важливi наслiдки леми 1 i теореми 1, застосування
яких базується на розв’язуваннi лише ЛМН без додаткових обмежень.

Теорема 2. За умов

C2 = In, D21 = 0, D22 = 0, D\top 
11QD11 < \gamma 2P (17)

такi твердження еквiвалентнi:
1) для системи (9) iснує стабiлiзовний статичний регулятор за станом u = Kx, що

забезпечує оцiнку J < \gamma ;
2) iснує матриця Y > X - 1

0 , що задовольняє ЛМН (15);
3) iснують матрицi Y > X - 1

0 i Z, що задовольняють ЛМН\left[    
\gamma 2

\bigl( 
AY + Y A\top +B2Z + Z\top B\top 

2

\bigr) 
\gamma 2B1 Y C\top 

1 + Z\top D\top 
12

\gamma 2B\top 
1  - \gamma 2P D\top 

11

C1Y +D12Z D11  - Q - 1

\right]    < 0. (18)
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При виконаннi твердження 3 матрицю регулятора можна знайти у виглядi K = ZY  - 1.

Еквiвалентнiсть тверджень 1 i 2 теореми 2 є наслiдком теореми 1, оскiльки за умов (17)
WR = [0, Is]

\top i нерiвнiсть (14) не залежить вiд X. Матрична нерiвнiсть (18) у тверджен-
нi 3 є наслiдком конгруентного перетворення матричної нерiвностi (12), якому вiдповiдає
множення першої блочної стрiчки злiва i першого блочного стовпця справа на Y = \gamma 2X - 1

за умов (17) i K = ZY  - 1.

При побудовi наближених J-оптимальних регуляторiв для класу систем (9) можуть
бути використанi твердження теорем 1 i 2 при мiнiмально можливих значеннях параметра
\gamma . У цих твердженнях ваговi матрицi P, Q i X0 функцiонала якостi J є заданими. Однак,
їх можна вважати невiдомими i визначати разом iз X i Y.

Твердження теорем 1 i 2 можна поширити на клас систем (9) за умов полiедральної
невизначеностi матричних коефiцiєнтiв (див. лему 1.21 в [9])

A \in Co\{ A1, . . . , A\nu 1\} , B1 \in Co
\bigl\{ 
B1

1 , . . . , B
\nu 2
1

\bigr\} 
,

C1 \in Co
\bigl\{ 
C1
1 , . . . , C

\nu 3
1

\bigr\} 
, D11 \in Co

\bigl\{ 
D1

11, . . . , D
\nu 4
11

\bigr\} 
.

Для цього замiсть ЛМН (12), (14) i (15) у теоремi 1 i твердженнi 2 теореми 2 слiд вико-
ристати вiдповiднi системи ЛМН, сформованi для всiх наборiв вершин заданих полiтопiв\bigl\{ 
Ai1 , B

i2
1 , Ci3

1 , Di4
11

\bigr\} 
, ij = 1, \nu j , j = 1, 4. Якщо до того ж

B2 \in Co
\bigl\{ 
B1

2 , . . . , B
\nu 5
2

\bigr\} 
, D12 \in Co

\bigl\{ 
D1

12, . . . , D
\nu 6
12

\bigr\} 
,

то у твердженнi 3 теореми 2 замiсть ЛМН (18) можна використати систему аналогiчних
нерiвностей, сформовану для всiх наборiв вершин

\bigl\{ 
Ai1 , B

i2
1 , Ci3

1 , Di4
11, B

i5
2 , Di6

12

\bigr\} 
, ij = 1, \nu j ,

j = 1, 6.

Зазначимо, що матричнi iнтервали й афiннi множини можна описати у виглядi полi-
топiв.

4. Лiнiйна модель системи керування лiтального апарата. Розглянемо систему керування
поздовжнiм рухом лiтального апарата типу VTOL (гелiкоптера), яку можна описати у
виглядi (9) з такими матричними коефiцiєнтами [16, 20]:

A =

\left[       
 - 0,0366 0,0271 0,0188  - 0,4555

0,0482  - 1,0100 0,0024  - 4,0208

0,1002 0,3681  - 0,7070 1,4200

0,0000 0,0000 1,0000 0,0000

\right]       ,

B1 =

\left[       
0,04678 0,00000

0,04572 0,00988

0,04369 0,00111

 - 0,02179 0,00000

\right]       , B2 =

\left[       
0,4422 0,1761

3,5446  - 7,5922

 - 5,5200 4,4900

0,0000 0,0000

\right]       ,

C1 =
1\surd 
2

\Biggl[ 
2 0 0 0

0 1 0 0

\Biggr] 
, C2 =

\bigl[ 
0 1 0 0

\bigr] 
,
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D11 = 02\times 2, D12 =
1\surd 
2
I2, D21 = 01\times 2, D22 = 01\times 2.

При цьому n = 4, m = 2, s = 2, k = 2, l = 1 i

x =
\bigl[ 
x1 x2 x3 x4

\bigr] \top 
, u =

\Biggl[ 
u1

u2

\Biggr] 
, z =

1\surd 
2

\Biggl[ 
2x1 + u1

x2 + u2

\Biggr] 
, y = x2,

де x1 — горизонтальна швидкiсть, x2 — вертикальна швидкiсть, x3 — кутова швидкiсть
за тангажем, x4 — кут тангажа, u1 — колективне керування кута тангажа (керування
вертикальним рухом), u2 — поздовжнє циклiчне керування кута тангажа (керування го-
ризонтальним рухом). Зазвичай, складову невизначеного збурення w(t) у рiвняннях руху
лiтального апарата спричиняє турбулентнiсть вiтру.

Система за вiдсутнiстю керування нестiйка, її спектр

\sigma (A) = \{ 0,27579\pm 0,25758i, - 0,23251, - 2,07267\} .

Виберемо ваговi матрицi критерiїв якостi (2): P = I2, Q = I2 i X0 = \mu I4, де \mu > 0. У
цьому випадку J0 = \| H\| \infty . Через \alpha i T позначимо вiдповiдно спектральний запас стiйкостi
i час перехiдного процесу системи при заданому керуваннi, якi наближено обчислюємо за
формулами

\alpha = min
\lambda \in \Sigma 

\{  - Re\lambda \} , T = min\{ \tau : \| x(t)\| \leq \varepsilon , t \geq \tau \} ,

де \Sigma — спектр системи, x(t) — її розв’язок, \varepsilon = 0,05.
Спочатку, застосовуючи засоби LMI Toolbox системи Matlab i твердження 3 теореми 2

при \mu = 1 i \gamma = 0,582, знаходимо J -оптимальний статичний регулятор за станом

u = Kx, K =

\Biggl[ 
 - 1,46594  - 0,59412 0,11329 0,48356

 - 1,34475 0,51562  - 0,06022  - 0,74799

\Biggr] 
, (19)

при якому J0 = 0,11422 < J = 0,58156, а також найгiрше збурення

w = K\ast x, K\ast =

\Biggl[ 
0,04205 0,00898 0,00719  - 0,01202

 - 0,00165 0,00300 0,00028  - 0,00112

\Biggr] 
(20)

i найгiрший нормований початковий вектор стосовно критерiю якостi J (див. лему 2)

x0 =
\bigl[ 
 - 0,96559 0,23546  - 0,09834 0,05034

\bigr] \top 
. (21)

Замкнена система (11) з керуванням (19) за умов (20 i (21) має вигляд

\.x = Mx, M = A\ast +B\ast K\ast , x(0) = x0, (22)

де A\ast = A+B2K, B\ast = B1, її спектр

\sigma (M) = \{  - 7,20918,  - 2,19567,  - 0,07361\pm 1,43483i\} .

На рис. 1 зображено поведiнку розв’язку замкненої системи (22), а на рис. 2 — вектор-
функцiю w(t) найгiршого збурення (20).
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Рис. 1. Поведiнка замкненої системи з регулятором (19) за умов (20) i (21).
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Рис. 2. Найгiрше збурення (20) щодо критерiю якостi J.

Далi, застосовуючи засоби LMIRank системи Matlab, на основi теореми 1 проводили
пошук матриць K наближених J -оптимальних регуляторiв за виходом (10), а також най-
гiрших збурень w i нормованих початкових векторiв стосовно критерiю якостi J при рiзних
значеннях вагового коефiцiєнта \mu i параметра \gamma . Результати розрахункiв критерiїв якостi
J0 i J замкненої системи (22), а також характеристик \alpha i T системи (22), що вiдповiдають
знайденим J -оптимальним регуляторам за виходом i найгiршим парам \{ w, x0\} , наведено
у табл. 1.
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Таблиця 1. Результати розрахункiв

\mu \gamma J0 J \alpha T

1 3,925 0,33804 3,92418 0,09741 32,85242
10 1,254 0,30500 1,25382 0,09904 32,60174
20 0,902 0,28980 0,89631 0,09841 32,94341
30 0,857 0,28398 0,73839 0,09684 33,59064
40 0,670 0,25298 0,64356 0,10098 32,53814
50 0,580 0,23243 0,57927 0,10390 31,89392
100 0,421 0,18885 0,42089 0,10929 31,00150

Поклавши \mu = 0, отримано J0 -оптимальний регулятор за виходом

u = Ky, K =

\Biggl[ 
5,99215

94,98134

\Biggr] 
,

що забезпечує мiнiмальне значення J0 = 0,15593 i спектр матрицi A\ast замкненої систе-
ми (11)

\sigma (A\ast ) = \{  - 700,89348,  - 0,13006,  - 0,30382\pm 0,83059i\} .

Знайдено також найгiрше зовнiшнє збурення цiєї системи стосовно критерiю якостi J0 :

w = K\ast x, K\ast =

\Biggl[ 
0,47124 0,42371  - 0,05073  - 0,20526

 - 0,10063 0,14011 0,08640 0, 06166

\Biggr] 
.

При \mu = 50 отримано J -оптимальний регулятор за виходом

u = Ky, K =

\Biggl[ 
 - 0,17228

11,24901

\Biggr] 
, (23)

а також найгiрше зовнiшнє збурення

w = K\ast x, K\ast =

\Biggl[ 
0,65551  - 0,02264  - 0,16425  - 0,26503

 - 0,10622 0,05437 0,07394 0,05293

\Biggr] 
, (24)

i найгiрший нормований початковий вектор

x0 =
\bigl[ 
0,77888  - 0,25107  - 0,44090  - 0,36866

\bigr] \top 
, (25)

стосовно критерiю якостi J, при яких спектр замкненої системи (22)

\sigma (M) = \{  - 87,05283,  - 0,10390,  - 0,29171\pm 0,91591i\} .
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Рис. 3. Поведiнка замкненої системи з регулятором (23) за умов (24) i (25).
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Рис. 4. Найгiрше збурення (24) щодо критерiю якостi J.

На рис. 3 зображено поведiнку розв’язку замкненої системи (22), що вiдповiдає регу-
лятору (23) за найгiрших умов (24), (25), а на рис. 4 — вектор-функцiю w(t) найгiршого
збурення (24).

Таким чином, результати проведених чисельних експериментiв у цьому прикладi не
суперечать теоретичним висновкам i демонструють новi можливостi при проєктуваннi
систем стабiлiзацiї лiтальних апаратiв iз бажаними якiсними характеристиками. Зокрема,
важливими для практики є можливостi побудови J -оптимальних регуляторiв, а також
оцiнки i порiвняння поведiнки замкнених систем за умов найгiрших зовнiшнiх i початкових
збурень щодо зваженого критерiю якостi J.
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Автор заявляє про вiдсутнiсть конфлiкту iнтересiв. Усi необхiднi данi мiстяться в статтi.
Роботу виконано за часткової фiнансової пiдтримки за проєктом № 0123U100853 “Мате-
матичне моделювання складних динамiчних систем та процесiв, актуальних для безпеки
держави”.
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