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Предисловие

В современной прикладной математике интенсивно развивают-
ся спектральные и алгебраические методы исследования дина-
мических систем, основанные на применении матричных урав-
нений и неравенств. Матричное уравнение Ляпунова представ-
ляет классический метод исследования, который успешно при-
меняется не только в задачах анализа устойчивости движения,
но и при проектировании управляемых систем с заданным ка-
чеством. Постоянно растущие требования к надежности и ка-
честву проектируемых объектов приводят к использованию все
более сложных математических моделей в пространстве состо-
яний и необходимости развития матричных методов анализа и
синтеза систем.

Данная книга посвящена систематическому изложению со-
временных методов анализа и синтеза динамических систем, ос-
нованных на применении обобщенного уравнения Ляпунова, ли-
нейных матричных неравенств (ЛМН) и методики сравнения по
конусу в полуупорядоченном пространстве. Главное внимание
в работе уделяется задачам стабилизации и локализации спек-
тра линейных систем, построения робастных стабилизирующих
регуляторов для широких классов нелинейных систем управле-
ния, наиболее часто возникающих в приложениях. Математиче-
ское обоснование излагаемых методов включает многочислен-
ные факты матричного анализа и теории линейных неравенств
в полуупорядоченном пространстве.

Глава 1 посвящена теории линейных матричных уравнений и
неравенств общего вида. Излагается теория матричных уравне-
ний Сильвестра, включающая новые и известные методы транс-
формаций, анализа условий разрешимости и построения реше-
ний. В качестве основных результатов данной главы можно вы-

9



10 Предисловие

делить ряд теорем, обобщающих теоремы Хилла и Шнайде-
ра об инерции эрмитовых решений трансформируемых уравне-
ний. Излагаются методы построения аналогов уравнения Ля-
пунова для матриц и матричных функций. Устанавливаются
свойства решений таких уравнений (обобщенные теоремы Ля-
пунова, Островского–Шнайдера и др.), описывающие располо-
жение собственных чисел относительно широких классов ана-
литических кривых. При этом определяются и используются
системы расщепления спектра и решения обобщенных блоч-
ных спектральных задач. Методы обобщенного уравнения Ля-
пунова лежат в основе формулируемых теорем об устойчиво-
сти для некоторых классов дифференциальных, разностных,
дифференциально-разностных и стохастических систем. Реше-
ния обобщенных спектральных задач могут быть использованы
также при построении решений соответствующих классов диф-
ференциальных и разностных систем.

Изложенные свойства ЛМН с неопределенными коэффици-
ентами лежат в основе практического решения задач о робаст-
ной устойчивости, робастной стабилизации и оптимизации ли-
нейных и нелинейных систем управления (главы 2 – 6). При
этом ключевую роль выполняют методы квадратичных функ-
ций Ляпунова и так называемые леммы о матричной неопреде-
ленности, в частности, лемма Питерсена и ее аналоги. В главе
2 приводятся основные определения и общие теоремы об устой-
чивости движения нелинейных систем, а также алгебраические
условия робастной устойчивости некоторых классов нелиней-
ных систем. В главе 3 излагаются современные методы постро-
ения статических и динамических регуляторов, которые обеспе-
чивают асимптотическую устойчивость линейных систем управ-
ления при дополнительных ограничениях, связанных с непол-
нотой информации о состояниях системы, оптимизацией квад-
ратичного функционала качества и неопределенностью в урав-
нениях движения. Данные методы распространяются на класс
нелинейных систем управления, представленных в векторно-
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матричной форме (глава 4).

В главе 5 приводятся результаты некоторых обобщений со-
временной теории H∞-оптимизации систем управления с управ-
ляемыми и наблюдаемыми выходами, возникшей в 90-е годы
прошлого века. Критерии качества рассматриваемых, в част-
ности, так называемых неэкспансивных систем описывает взве-
шенный уровень гашения входных сигналов или внешних и на-
чальных возмущений.

В главе 6 рассматриваются системы управления с дискрет-
ным временем. Приводятся условия стабилизируемости линей-
ных дискретных систем, методы робастной стабилизации и
оценки квадратичных критериев качества нелинейных дискрет-
ных систем с полиэдральной неопределенностью, а также эле-
менты теории H∞-управления для дискретных систем.

Глава 7 посвящена изучению условий устойчивости динами-
ческих систем в полуупорядоченном банаховом пространстве.
Определяются классы позитивных и монотонных систем отно-
сительно заданных конусов фазового пространства. Основными
результатами исследований являются критерии асимптотиче-
ской устойчивости линейных позитивных систем, сформулиро-
ванные в терминах положительных и положительно обратимых
операторов, методы исследования устойчивости состояний нели-
нейных монотонных систем, а также развитие методов сравне-
ния систем в полуупорядоченном пространстве. Приводится ре-
шение задач о робастной устойчивости состояний линейных и
нелинейных систем с интервальной неопределенностью, описы-
ваемой с помощью конусных неравенств. Формулируется общая
задача позитивной стабилизации систем управления и способы
ее решения для некоторых типов конусов в конечномерном про-
странстве. Данные результаты позволяют рассматривать ранее
изученные матричные задачи анализа и синтеза, в частности,
проблему робастной устойчивости с общих позиций теории опе-
раторов в полуупорядоченном пространстве.

В приложении приводится ряд известных определений и
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вспомогательных фактов, используемых при изложении основ-
ных утверждений.

Основной материал книги составляют результаты работ ав-
тора, опубликованных в периодической печати и монографи-
ях [51, 119]. Приводятся также основные результаты зарубеж-
ных авторов в области матричных методов исследования дина-
мических систем. В разделе «Комментарии и библиографиче-
ские указания» даются необходимые ссылки на используемую
литературу.

Надеюсь, что книга окажется полезной многим исследова-
телям, интересующимся теорией устойчивости и стабилизации
движения, а также инженерам, аспирантам и студентам высших
технических учебных заведений.

Хочу поблагодарить моих коллег из Института математики
НАН Украины за полезное обсуждение и техническую помощь
при подготовке рукописи данной книги.

А. Г. Мазко



Указатель обозначений

R
n (Cn) — вещественное (комплексное) n-мерное пространство;

R
n×m (Cn×m) — пространство вещественных (комплексных)

матриц размеров n×m;

A = ||aij ||n,mi,j=1 — матрица размеров n×m c элементами aij;

ai∗ (a∗j) — i-я строка (j-й столбец) матрицы A;

0 — нулевые скаляр, вектор или матрица;

I (In) — единичная матрица (порядка n);

0n×m — нулевая матрица размеров n×m;

x = Reλ, y = Imλ— вещественная и мнимая части комплексного
числа λ = x+ iy ∈ C, i =

√
−1;

C
− (C+) — открытая полуплоскость Reλ < 0 (Reλ > 0);

C
−

(C
+
) — замкнутая полуплоскость Reλ ≤ 0 (Reλ ≥ 0);

λ = x− iy — комплексно сопряженное число, λ = x+ iy ∈ C;

‖x‖ — евклидова норма вектора x;

(a, b) — скалярное произведение векторов a и b;

AT , A∗, A−1, A− и A+ — соответственно транспонированная, со-
пряженная, обратная, полуобратная и псевдообратная матрица
к матрице A;

detA, rankA, signA, trA, i(A), σ(A) и ‖A‖ — соответственно
детерминант, ранг, сигнатура, след, инерция, спектр и норма
матрицы A;

f(A) — аналитическая функция от матрицы A;

Λ±
f — открытые области, ограниченные кривой f(λ, λ̄) = 0;

i+f (A), i
−
f (A), i

0
f (A) — количества точек спектра σ(A), принадле-

13
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жащих соответствующим множествам Λ+
f , Λ−

f , Λ0
f ;

λmax(A) (λmin(A)) — максимальное (минимальное) собственное
значение эрмитовой матрицы A = A∗;

i+(A), i−(A), i0(A) — количества положительных, отрицатель-
ных и нулевых собственных значений эрмитовой матрицы
A = A∗ с учетом кратностей;

A⊗B — кронекерово произведение матриц A и B;

A⊙B — произведение Шура матриц A и B;∮
— интеграл типа Коши по замкнутому контуру ω;

X , Y, Xpq, Ypq — множества в пространстве матриц;

Hn (Kn) — множество эрмитовых (неотрицательно определен-
ных) матриц порядка n;

LX, LfX, . . . — линейные операторы (преобразования X);

I — тождественный оператор;

L D 0 — положительный оператор;

ρ(L) — спектральный радиус матрицы (оператора);

KerL — ядро матрицы (оператора);

A⊥ — ортогональное дополнение матрицы полного ранга A;

WA — матрица, столбцы которой составляют базис ядра KerA;

Co{A1, . . . , Aν} =
{ ν∑
i=1

αiAi : αi ≥ 0, i = 1, ν,
ν∑
i=1

αi = 1
}

—

выпуклый многогранник (политоп) с вершинами Ai;

K — конус в полуупорядоченном пространстве E ;

K0 — множество внутренних точек конуса K;

X
K
≤ Y , X

K
< Y — неравенства, порождаемые конусом K;

L1 E L2 — операторное неравенство, равносильное положитель-
ности оператора L2 − L1.



Глава 1

Матричные уравнения и неравенства

Данная глава посвящена теории линейных матричных уравне-
ний и неравенств и ее применению в задачах локализации соб-
ственных значений матриц, матричных полиномов и функций.
Основные результаты, изложенные в данной главе, использу-
ются в последующих главах при разработке методов анализа и
синтеза динамических систем.

В параграфе 1.1 приводятся условия разрешимости, свой-
ства решений и методы трансформаций линейных матричных
уравнений общего вида. Формулируются основные теоремы об
инерции решений симметризованных матричных уравнений и
их следствия при изучении спектральных свойств матричных
семейств (обобщения теорем Хилла, Шнайдера и др.).

В параграфе 1.2 приводятся основные теоремы о локализа-
ции и распределении спектра матрицы относительно аналитиче-
ских кривых в комплексной плоскости с использованием опера-
тора Крейна–Далецкого (максимальные обобщения теорем Ля-
пунова, Островского–Шнайдера и др.).

В параграфе 1.3 формулируются основные теоремы о локали-
зации и распределении спектра матричных функций на основе
решений обобщенной спектральной задачи.

В параграфе 1.4 приводятся аналоги уравнения Ляпунова
для дескрипторных систем, а также дифференциальных и раз-
ностных систем произвольного порядка.

В параграфе 1.5 изучаются ЛМН с неопределенными коэф-
фициентами (политопами). Предлагаются методы их сведения
к конечным системам линейных матричных уравнений.

15
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В параграфе 1.6 обсуждаются простые методы локализации
собственных значений матричных полиномов и функций, осно-
ванные на решении ЛМН. Предлагается решение задачи о ро-
бастной локализации спектра.

В параграфе 1.7 приводится описание матричных неравенств
в терминах специальных функций следа. Данное описание ис-
пользуется при решении задач локализации и распределения
спектра матрицы.

1.1 Линейные матричные уравнения общего вида

1.1.1 Ранг и инерция решений

Рассмотрим линейное матричное уравнение общего вида

k∑

i=1

s∑

j=1

cijAiXBj = Y, (1.1.1)

где Ai ∈ C
p×n, Bj ∈ C

m×q и Y ∈ C
p×q — заданные матрицы, cij

— скалярные коэффициенты, составляющие матрицу C ∈ C
k×s.

Пусть уравнение (1.1.1) разрешимо относительно X ∈ C
n×m.

Соотношение (1.1.1) эквивалентно системе

AZB = Y, C ⊗X = Z, (1.1.2)

где ⊗ — кронекерово произведение, A, B и Z — блочные матрицы
вида

A =
[
A1, . . . , Ak

]
, B =



B1
...
Bs


 , Z =



c11X . . . c1sX
· · · · · · · · ·
ck1X . . . cksX


 .

Теорема 1.1.1 Если уравнение (1.1.1) разрешимо, то

rankC rankX = rankY + rankW, (1.1.3)
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где W = Z −ZBY −AZ, Y − — полуобратная матрица, опреде-
ляемая уравнением Y Y −Y = Y . При условиях сопряженности

B = A∗, C = C∗, X = X∗, Y = Y ∗, Y − = Y −∗ (1.1.4)

наряду с (1.1.3) выполняется равенство

signC signX = signY + signW. (1.1.5)

Отметим, что равенства (1.1.3) и (1.1.5) можно записать в
терминах индексов инерции:

i+(C)i+(X) + i−(C)i−(X) = i+(Y ) + i+(W ),

i−(C)i+(X) + i+(C)i−(X) = i−(Y ) + i−(W ).
(1.1.6)

Приведем ряд следствий теоремы 1.1.1. Для любого решения
уравнения (1.1.1) выполняются неравенства

rankY ≤ rankC rankX ≤ rankY + δ,

где δ = min{kn+sm−rankA−rankB, rank(C−⊗X−−BY −A)}.
Если δ = 0, в частности, C− ⊗ X− = BY −A, то данное реше-
ние имеет минимальный ранг, равный rankY/ rankC. Из (1.1.3)
вытекают формулы для вычисления ранга блочных матриц:

rank
[
X1,X2

]
= rankX1 + rankL, (1.1.7)

rank

[
X1

X3

]
= rankX1 + rankR, (1.1.8)

rank

[
X1 X2

X3 X4

]
= rankX1 + rankL+ rankR+ rankG, (1.1.9)

где X1 ∈ C
p×q, X2 ∈ C

p×τ , X3 ∈ C
t×q, X4 ∈ C

t×τ ,

L = X2 −X1X
−
1 X2, R = X3 −X3X

−
1 X1,

G = (It −RR−)T (Iτ − L−L), T = X4 −X3X
−
1 X2.
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При условиях (1.1.4) для любой эрмитовой матрицы-решения
X уравнения (1.1.1) выполняются неравенства

i+(Y ) ≤ i+(C)i+(X)+i−(C)i−(X) ≤ i+(Y )+i+(C
−⊗X−−A∗Y −A),

i−(Y ) ≤ i−(C)i+(X)+i+(C)i−(X) ≤ i−(Y )+i−(C
−⊗X−−A∗Y −A).

Если при этом signC = 0, то

rankC rankX ≥ rankY + | sign Y | = 2max{i+(Y ), i−(Y )}.

В частности, если Y > 0 или Y < 0, то при условиях rankC = 2
и signC = 0 решение X является невырожденной матрицей.

Если C = 1, то W = X −XA∗Y −AX. В этом случае выпол-
няются неравенства

i+(X) ≥ i+(Y ), i−(X) ≥ i−(Y ). (1.1.10)

При этом равенства в (1.1.10) достигаются в том и только в
том случае, когда A∗Y −A является полуобратной матрицей для
X (обобщенный закон инерции). В законе инерции Сильвест-
ра A — квадратная невырожденная матрица и A∗Y −A = X−.
Кроме того, в рассматриваемом случае можно утверждать, что
равенства i+(X) = i+(Y ) + r и i−(X) = i−(Y ) выполняются в
том и только в том случае, когда W — неотрицательно опреде-
ленная матрица ранга r. Аналогично, равенства i+(X) = i+(Y )
и i−(X) = i−(Y ) + r эквивалентны соотношениям W ≤ 0,
rankW = r. Данные утверждения могут быть использованы при
вычислении индексов инерции эрмитовой матрицы без каких-
либо ограничений на ее миноры, подобных условиям теоремы
Якоби [21]. Нахождение инерции матрицы X сводится к приме-
нению критериев знакоопределенности матриц Y иW . Так, если
p×n-матрица A выбрана так, что Y > 0 и W ≤ 0, то i+(X) = p и
i−(X) = rankW . Аналогично, при условиях Y < 0, W ≥ 0 имеем
i+(X) = rankW и i−(X) = p. Если p = 1 и AXA∗ = α > 0, то
соотношения i+(X) = 1 и αX ≤ XA∗AX эквивалентны.
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Если матрица X представлена в блочном виде

X =

[
X1 X2

X3 X4

]
, X1 = X1

∗, X2 = X3
∗, X4 = X4

∗,

то наряду с (1.1.9) выполнено равенство

signX = signX1 + signG. (1.1.11)

Равенства (1.1.9) и (1.1.11) эквивалентны соотношениям

i±(X) = i±(X1) + i±(G) + rankL, (1.1.12)

i0(X) = i0(X1) + i0(G) − 2 rankL. (1.1.13)

В частности, имеем следующие критерии:

i+(X) = i+(X1) ⇐⇒ X2 = X1X
−
1 X2, X4 ≤ X3X

−
1 X2;

i−(X) = i−(X1) ⇐⇒ X2 = X1X
−
1 X2, X4 ≥ X3X

−
1 X2;

X ≥ 0 ⇐⇒ X1 ≥ 0, X4 ≥ X3X
−
1 X2, X2 = X1X

−
1 X2.

При условии невырожденности блока X1 эрмитовой матрицы X
справедливы утверждения леммы Шура:

X ≥ 0 ⇐⇒ X1 > 0, X4 ≥ X3X
−1
1 X2; (1.1.14)

X > 0 ⇐⇒ X1 > 0, X4 > X3X
−1
1 X2; (1.1.15)

Аналогичные утверждения можно сформулировать для матри-
цы X, выделяя блок X4.

1.1.2 Трансформации и условия разрешимости

При изучении матричных уравнений важную роль выполняют
системы преобразований (трансформаций), приводящие их к бо-
лее простому виду. В частности, нас интересуют возможности
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приведения уравнения (1.1.1) к аналогичному уравнению с тре-
угольными матричными коэффициентами, условия разрешимо-
сти которого хорошо изучены.

Рассмотрим два уравнения вида (1.1.1):

MX
∆
= A(C ⊗X)B = Y, (1.1.16)

M̂X̂
∆
= L(D ⊗ X̂)R = Ŷ , (1.1.17)

где

A =
[
A1, . . . , Ak

]
, B =



B1
...
Bs


 , C =



c11 . . . c1s
· · · · · · · · ·
ck1 . . . cks


 ,

L =
[
L1, . . . , Lk̂

]
, R =



R1
...
Rŝ


 , D =



d11 . . . d1ŝ
· · · · · · · · ·
d
k̂1

. . . d
k̂ŝ


 .

Определим систему преобразований

P1AP
(2) = P3LP

(4), Q(1)BQ2 = Q(3)RQ4,

C = S1GS2, D = S3GS4, P1Y Q2 = P3Ŷ Q4,
(1.1.18)

а также структуру решений уравнений (1.1.16) и (1.1.17)

X(H) = P2HQ1, X̂(H) = P4HQ3, (1.1.19)

где P (2) = S1⊗P2, P
(4) = S3⊗P4, Q

(1) = S2⊗Q1, Q
(3) = S4 ⊗Q3,

Pt, Qt, St (t = 1, 4), G и H — некоторые матрицы подходящих
размеров. При этом используем ранговые ограничения на мат-
рицы преобразований, в частности,

rankP1 = p, rankQ2 = q, (1.1.20)

rankP2 = n, rankQ1 = m, (1.1.21)
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rankP3 = p̂, rankQ4 = q̂, (1.1.22)

rankP4 = n̂, rankQ3 = m̂, (1.1.23)

rankS1 = k, rankS2 = s, (1.1.24)

rankS3 = k̂, rankS4 = ŝ. (1.1.25)

Теорема 1.1.2 Пусть параметры уравнений (1.1.16) и
(1.1.17) связаны системой (1.1.18). Тогда, если выполнены усло-
вия (1.1.20) и уравнение (1.1.17) разрешимо в виде X̂ = X̂(H),
то X = X(H) является решением уравнения (1.1.16). Если вы-
полнены условия (1.1.22) и уравнение (1.1.16) разрешимо в виде
X = X(H), то X̂ = X̂(H) — решение уравнения (1.1.17).

Связь между решениями вида (1.1.19) и правыми частями
уравнений (1.1.16) и (1.1.17) в системе преобразований (1.1.18)
можно представить в виде

X = P2P
−
4 X̂Q

−
3 Q1 +X0, X̂ = P4P

−
2 XQ

−
1 Q3 + X̂0,

Y = P−
1 P3Ŷ Q4Q

−
2 + Y0, Ŷ = P−

3 P1Y Q2Q
−
4 + Ŷ0,

где X0 = P2H0Q1, X̂0 = P4Ĥ0Q3, H0, Ĥ0, Y0 и Ŷ0 — произволь-
ные матрицы такие, что P4H0Q3 = 0, P2Ĥ0Q1 = 0, P1Y0Q2 = 0 и
P3Ŷ0Q4 = 0. В частности, приH0 = 0 и Ĥ0 = 0 имеем следующие
утверждения.

Следствие 1.1.1 Для того, чтобы матрица X была реше-
нием уравнения (1.1.16), при условиях (1.1.20) и (1.1.21) доста-
точно, а при условиях (1.1.21) и (1.1.22) необходимо, чтобы
матрица X̂ = P4P

−
2 XQ

−
1 Q3 удовлетворяла уравнению (1.1.17).

Аналогично, для того, чтобы уравнение (1.1.16) было разреши-
мо в виде X = P2P

−
4 X̂Q

−
3 Q1, при условиях (1.1.20) и (1.1.23) до-

статочно, а при условиях (1.1.22) и (1.1.23) необходимо, чтобы
матрица X̂ удовлетворяла уравнению (1.1.17).
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Выделим следующие системы преобразований (1.1.18):

P1AP
(2) = L, Q(1)BQ2 = R, C = S1DS2, P1Y Q2 = Ŷ ; (1.1.26)

AP (2) = P3L, Q
(1)B = RQ4, C = S1DS2, Y = P3Ŷ Q4; (1.1.27)

P1A = LP (4), BQ2 = Q(3)R, S3CS4 = D, P1Y Q2 = Ŷ ; (1.1.28)

A = P3LP
(4), B = Q(3)RQ4, S3CS4 = D, Y = P3Ŷ Q4. (1.1.29)

Если удается построить систему (1.1.26) или (1.1.27), то решение
уравнения (1.1.16) можно определить согласно (1.1.19) в виде
X = X(X̂), где X̂ — решение уравнения (1.1.17). Аналогично,
при использовании систем (1.1.28) и (1.1.29) имеем X̂ = X̂(X).

Отметим, что каждое из ограничений (1.1.20) – (1.1.25) поз-
воляет упростить систему (1.1.18). Так, если выполнены равен-
ства (1.1.22), (1.1.23) и (1.1.25), то, исходя из (1.1.18), можно
построить новую систему преобразований вида (1.1.26) путем
полуобращения матриц полного ранга.

Сформулируем условия разрешимости уравнений (1.1.16) и
(1.1.17), предполагая, что все матрицы Li и Rj в системе (1.1.18)
имеют квазитреугольную структуру:

Li =



L
(i)
11 . . . 0
...

. . .
...

L
(i)
α1 . . . L

(i)
αα


 , Rj =




R
(j)
11 . . . R

(j)
1β

...
. . .

...

0 . . . R
(j)
ββ


 , (1.1.30)

где L
(i)
tt ∈ C

lt1×lt2 , R
(j)
ττ ∈ C

rτ1×rτ2 , t = 1, α, τ = 1, β. При
этом оператор уравнения (1.1.17) представляется в блочном ви-

де M̂ = K+N, где

KX̂=




K11X̂11 . . . K1βX̂1β

· · · · · · · · ·
Kα1X̂α1 . . . KαβX̂αβ


, Ktτ X̂tτ =

k̂∑

i=1

ŝ∑

j=1

dijL
(i)
tt X̂tτR

(j)
ττ ,
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NX̂ =




0 N12X̂ . . . N1βX̂

N21X̂ N22X̂ . . . N2βX̂
· · · · · · · · · · · ·

Nα1X̂ Nα2X̂ . . . NαβX̂


 ,

Ntτ X̂ =
t∑

ξ=1

τ∑

ζ=1

k̂∑

i=1

ŝ∑

j=1

dijL
(i)
tξ X̂ξζR

(j)
ζτ , ξ + ζ < t+ τ.

Уравнение (1.1.17) сводится к системе αβ матричных уравнений

K11X̂11 = Ŷ11, Ktτ X̂tτ +Ntτ X̂ = Ŷtτ , t+ τ > 2, (1.1.31)

где X̂tτ ∈ C
lt2×rτ1 и Ŷtτ ∈ C

lt1×rτ2 — блоки соответствующих
матриц X и Y , t = 1, α, τ = 1, β.

Пусть все диагональные блоки матриц (1.1.30) квадратные:
lt1 = lt2, rτ1 = rτ2. Операторы Ntτ действуют лишь на блоки
X̂ξζ матрицы X̂ при ξ ≤ t, ζ ≤ τ и ξ + ζ 6= t+ τ . Это можно ис-
пользовать в рекуррентной процедуре исключения неизвестных
системы (1.1.31), представляющей доказательство следующего
утверждения.

Теорема 1.1.3 Матричное уравнение (1.1.17) с квазитре-
угольными коэффициентами (1.1.30) имеет единственное ре-
шение при любой правой части в том и только в том случае,
когда обратимы все операторы Ktτ . При этом данное решение
представляется в виде

X̂ = Ŷ1 +N1Ŷ1 + . . .+N
ν−1
1 Ŷ1, ν = α+ β − 1, (1.1.32)

где

N1 = −K
−1

N, Ŷ1 = K
−1Ŷ =




K
−1
11 Ŷ11 . . . K

−1
1β Ŷ1β

· · · · · · · · ·
K

−1
α1 Ŷα1 . . . K

−1
αβ Ŷαβ


 .
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Отметим, что при условиях (1.1.30) спектр оператора M̂ со-
стоит из объединения спектров всех операторов Ktτ . Операторы
N и N1 являются нильпотентными. Их индексы нильпотентно-
сти совпадают и не превосходят ν. Если матрицы (1.1.30) явля-
ются треугольными, то операторы K и K

−1 определяют произ-
ведения Шура:

KX̂ = Ω⊙ X̂, K
−1Ŷ = ∆⊙ Ŷ , (1.1.33)

где

Ω = ΣlDΣTr =



ω11 . . . ω1β

· · · · · · · · ·
ωα1 . . . ωαβ


, ∆ =




1/ω11 . . . 1/ω1β

· · · · · · · · ·
1/ωα1 . . . 1/ωαβ


,

Σl =



L
(1)
11 . . . L

(k̂)
11

· · · · · · · · ·
L
(1)
αα . . . L

(k̂)
αα


 , Σr =



R

(1)
11 . . . R

(ŝ)
11

· · · · · · · · ·
R

(1)
ββ . . . R

(ŝ)
ββ


 .

В этом случае спектр σ(M̂) образуют элементы матрицы Ω, а
неравенства

wtτ =
k̂∑

i=1

ŝ∑

j=1

dijL
(i)
tt R

(j)
ττ 6= 0, t = 1, α, τ = 1, β, (1.1.34)

представляют критерий однозначной разрешимости уравнения
(1.1.17).

Условия разрешимости и решения исходного уравнения
(1.1.16) можно получить с помощью приведенных соотношений
и следствий теоремы 1.1.2 для различных вариантов системы
преобразований (1.1.18), в частности, (1.1.26) – (1.1.29).

1.1.3 Основные теоремы об инерции решений

Рассмотрим класс симметризованных матричных уравнений

MX = Y, MX
∆
=

k∑

i,j=1

cijAiXAj
∗ ≡ A(C ⊗X)A∗, (1.1.35)
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где C, X и Y — эрмитовы матрицы порядка k, n и p соответ-
ственно, A =

[
A1, . . . , Ak

]
, Ai ∈ C

p×n, i = 1, k.
Изучим свойства оператора M и инерцию эрмитовых реше-

ний уравнения (1.1.35), используя системы преобразований типа
(1.1.26) – (1.1.29):

P1AP
(2) = L, C = S1DS1

∗, P1Y P1
∗ = Ŷ , X = P2X̂P2

∗; (1.1.36)

AP (2) = P3L, C = S1DS1
∗, Y = P3Ŷ P3

∗, X = P2X̂P2
∗; (1.1.37)

P1A = LP (4), S3CS3
∗ = D, P1Y P1

∗ = Ŷ , P4XP4
∗ = X̂ ; (1.1.38)

A = P3LP
(4), S3CS3

∗ = D, Y = P3Ŷ P3
∗, P4XP4

∗ = X̂. (1.1.39)

Предположим, что существует одна из систем преобразований
(1.1.36) – (1.1.39), приводящая к семейству треугольных матриц:

Li =




l
(i)
11 0 . . . 0

l
(i)
21 l

(i)
22 . . . 0

· · · · · · · · ·
l
(i)
α1 l

(i)
α2 . . . l

(i)
αα


 , i = 1, k̂. (1.1.40)

При этом P (2) = S1⊗P2, P
(4) = S3⊗P4, а P1, . . . , P4 — некоторые

матрицы полного ранга α.

Для каждой из систем (1.1.36)–(1.1.39) определим семейства
матриц

X =

α⋃

t,τ=0

Xtτ , Xtτ = {X : i+(X̂) = t, i−(X̂) = τ},

Y =

α⋃

t,τ=0

Ytτ , Ytτ = {Y : i+(Ŷ ) = t, i−(Ŷ ) = τ}.

Если используются системы (1.1.36) или (1.1.37), то X — множе-
ство эрмитовых матриц, представимых в видеX = P2X̂P2

∗. При
этом, если X ∈ Xtτ , то i+(X) = t и i−(X) = τ , поскольку P2 —
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матрица полного ранга по столбцам. Для систем (1.1.38) или
(1.1.39) принадлежность X ∈ Xtτ означает, что X̂ = P4XP4

∗ —
эрмитова матрица с индексами инерции i+(X̂) = t ≤ i+(X) и
i−(X̂) = τ ≤ i−(X). Аналогично, с помощью матриц P1 и P3 опи-
сываются множества Y и Ytτ . Отметим, что при α = n (α = p)
в каждом случае (1.1.36) – (1.1.39) множество X (Y) состоит из
всех эрмитовых α×α-матриц, а Xα0 (Yα0) — подмножество поло-
жительно определенных матриц. Множества X00 и Y00 являются
подпространствами. В частности, для систем (1.1.37) и (1.1.39),
а также (1.1.36) и (1.1.38) при α = p подпространство Y00 нуле-
вое.

Наряду с (1.1.35) рассмотрим матричное уравнение

M̂X̂ = Ŷ , M̂X̂
∆
=

k̂∑

i,j=1

dijLiX̂Lj
∗ ≡ L(D ⊗ X̂)L∗. (1.1.41)

Для каждой системы (1.1.36) – (1.1.39) операторы M и M̂ свя-
заны одним из соотношений

P1(MX)P1
∗ = M̂X̂, MX = P3(M̂X̂)P3

∗. (1.1.42)

В силу ранговых ограничений на P1, . . . , P4 равенство
Y = MX + Y00 выполняется в том и только в том случае,
когда

ωtτ =

k̂∑

i,j=1

dij l
(i)
tt l

(j)
ττ 6= 0, t, τ = 1, α, (1.1.43)

где ωtτ — собственные числа оператора M̂. При этом

M̂X̂ =

α∑

t,τ=1

t,τ∑

i,j=1

γijtτ EtiX̂E
∗
τj , M̂

−1Ŷ =

α∑

t,τ=1

t,τ∑

i,j=1

θijtτ EtiŶ E
∗
τj ,

(1.1.44)
где Epq — матрицы с единственным ненулевым элементом, рав-
ным 1 и расположенным на пересечении p-й строки и q-го столб-



Матричные уравнения и неравенства 27

ца, γijtτ и θijtτ — скалярные коэффициенты, связанные рекуррент-
ными соотношениями

γtτtτ = ωtτ , θ
tτ
tτ =

1

ωtτ
,

t∑

ξ=i

τ∑

ζ=j

γijξζ θ
ξζ
tτ = 0, i ≤ t, j ≤ τ, i+j < t+τ.

Построим из скалярных коэффициентов разложений (1.1.44)
блочные матрицы

Γ =




Γ11 . . . Γ1α

· · · · · · · · ·
Γα1 . . . Γαα


 , Θ =




Θ11 . . . Θ1α

· · · · · · · · ·
Θα1 . . . Θαα


 , (1.1.45)

где Γtτ = ‖γijtτ‖t,τi,j=1, Θtτ = ‖θijtτ‖t,τi,j=1, и выделим главные под-
матрицы из собственных значений операторов (1.1.44):

Ω =



ω11 . . . ω1α

· · · · · · · · ·
ωα1 . . . ωαα


 , ∆ =




1/ω11 . . . 1/ω1α

· · · · · · · · ·
1/ωα1 . . . 1/ωαα


 .

Лемма 1.1.1 Если i+(Ω) = 1, то условия (1.1.43) и мат-
ричное неравенство ∆ ≥ 0 выполнены в том и только в том
случае, когда все диагональные элементы матрицы Ω положи-
тельны:

ωtt > 0, t = 1, α. (1.1.46)

Более того, если i+(Γ) = 1, то условия (1.1.43) и матрич-
ное неравенство Θ ≥ 0 эквивалентны скалярным неравенствам
(1.1.46).

Лемма 1.1.2 Пусть ∆ ∈ Hn — эрмитова матрица. Тогда
∆ ⊙H ≥ 0 для любой матрицы H ≥ 0 в том и только в том
случае, когда ∆ ≥ 0. Строгое неравенство ∆⊙H > 0 выполня-
ется для любой матрицы H > 0 в том и только в том случае,
когда ∆ ≥ 0 и все диагональные элементы матрицы ∆ поло-
жительны.
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Теорема 1.1.4 Если выполнены неравенства

ωtt 6= 0, t = 1, α, (1.1.47)

то существуют матрицы X ∈ Xtτ и Y ∈ Yα0, удовлетворяю-
щие уравнению (1.1.35). При этом t и τ совпадают с количе-
ствами положительных и отрицательных чисел (1.1.47):

t =
α∑

s=1

i+(ωss), τ =
α∑

s=1

i−(ωss), t+ τ = α. (1.1.48)

Если
i+(Γ) ≤ 1, i−(Γ) ≤ 1, (1.1.49)

и существуют матрицы X ∈ Xtτ и Y ∈ Yα0, удовлетворяющие
условию Y −MX ∈ Y00, то выполняются соотношения (1.1.47)
и (1.1.48).

Теорема 1.1.5 Если выполнены неравенства (1.1.46), то су-
ществуют матрицы X ∈ Xα0 и Y ∈ Yα0, удовлетворяющие
уравнению (1.1.35). Если i+(Γ) = 1 и существуют матрицы
X ∈ Xα0 и Y ∈ Yα0, удовлетворяющие условию Y −MX ∈ Y00,
то выполнены неравенства (1.1.46).

Теорема 1.1.6 При условиях (1.1.43) и Θ ≥ 0 выполняется
включение

Yα0 ⊆ MXα0 + Y00. (1.1.50)

Неравенства (1.1.43), (1.1.46) и ∆ ≥ 0 являются следствием
включения (1.1.50).

Отметим, что ограничения на инерцию матриц Γ и Ω в утвер-
ждениях леммы 1.1.1 и теорем 1.1.4 – 1.1.6 можно заменить ана-
логичными свойствами инерции матриц C и D. Так как

Γ = ZDZ∗, Z =



Z1
...
Zα


 , Zt =



l
(1)
t1 . . . l

(k̂)
t1

· · · · · · · · ·
l
(1)
tt . . . l

(k̂)
tt


 , t = 1, α,
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то i±(Γ) ≤ i±(D). Если используются системы преобразова-
ний (1.1.38) и (1.1.39), то i±(D) ≤ i±(C). Для систем (1.1.36)
и (1.1.37) выполнены противоположные неравенства. Если все
матрицы (1.1.40) являются диагональными, то элементы мат-
риц Γ и Θ, не принадлежащие соответствующим подматрицам
Ω и ∆, нулевые. В этом случае включение (1.1.50) эквивалентно
условиям (1.1.43) и ∆ ≥ 0, а утверждения теоремы 1.1.6 следу-
ют из леммы 1.1.2. Если θijtτ = 0 при (t, i) 6∈ Σ или (τ, j) 6∈ Σ,
где Σ = {(t, i) : max{t− 1, 1} ≤ i ≤ t ≤ α} , то включение (1.1.50)
эквивалентно условиям (1.1.43) и Θ ≥ 0.

Пусть задано семейство матриц Aλ ∈ C
n×m, λ ∈ Λ, где Λ

— некоторое множество индексов. В качестве Aλ может высту-
пать матричная функция, однозначно определенная на множе-
стве параметров Λ, или набор матриц одинаковых размеров.

Определение 1.1.1 Семейство Aλ называется коллективом
порядка α, если существуют матрицы P1 ∈ C

α×n и P2 ∈ C
m×α

полного ранга α, не зависящие от λ и такие, что все матрицы
Lλ = P1AλP2 ∈ C

α×α имеют треугольную форму одного и того
же типа (нижнюю или верхнюю). В частности, если все матрицы
Lλ диагональные, то коллектив Aλ идеальный. Коллектив Aλ
порядка α называется правым, левым или нейтральным, если
соответственно AλP2 = P3Lλ, P1Aλ = LλP4 или Aλ = P3LλP4

при λ ∈ Λ, где P3 ∈ C
n×α и P4 ∈ C

α×m — матрицы полного ранга
α. Векторы lλ ∈ C

α, составленные из диагональных элементов
треугольных матриц Lλ, образуют собственность коллектива
Aλ.

Если P2 = P−1
1 , то коллектив Aλ порядка α = n представ-

ляет семейство матриц, одновременно приводимых к треуголь-
ной форме с помощью преобразования подобия. В этом случае
векторы собственности lλ состоят из собственных значений со-
ответствующих матриц Aλ.

Семейство аналитических функций от матрицы fk(A), где
A ∈ C

n×n (k = 1, 2, . . . ) есть коллектив порядка n с вектора-
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ми собственности lk, компонентами которых являются значения
функций fk на спектре σ(A). Семейства коммутирующих и ква-
зикоммутирующих матриц Ak ∈ C

n×n, удовлетворяющих соот-
ношениям

Ak(AiAj −AjAi) = (AiAj −AjAi)Ak, i, j, k = 1, 2, . . . ,

одновременно приводимы к треугольной форме преобразовани-
ем подобия [90, 111] и, следовательно, являются коллективами
порядка n. Если Ak (k = 1, 2, . . . ) — коллектив порядка α, то
матричная функция Aλ =

∑
k fk(λ)Ak (λ ∈ C) также явля-

ется коллективом порядка α. В частности, регулярный пучок
Aλ = A − λB является коллективом порядка n с векторами
собственности, определяемыми канонической формой Кронеке-
ра данного пучка (см. параграф 8.4).

Рассмотрим матричное уравнение (1.1.35) и предположим,
что семейство его матричных коэффициентов Ai является кол-
лективом порядка α ≤ min{n, p}. Тогда можно построить систе-
му преобразований (1.1.36), приводящую к уравнению (1.1.41)
с треугольными коэффициентами (1.1.40). При этом скалярные
коэффициенты можно оставить без изменений, полагая D = C.
Если коллектив Ai является правым, левым или нейтральным,
то мы используем соответствующие системы преобразований
(1.1.37), (1.1.38) или (1.1.39). Матрица, составленная из соб-

ственных значений оператора M̂, представима в виде

Ω = ‖ωij‖αi,j=1 = ΣC Σ∗, Σ = [l1, . . . , lk],

где lt ∈ C
α — векторы собственности коллектива Ai. Теоремы

1.1.4 – 1.1.6 дают общую методику изучения и оценки элементов
собственности коллектива Ai в терминах индексов инерции эр-
митовых решений уравнения (1.1.35). Приведем следствия этих
теорем в случае α = n = p.
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Теорема 1.1.7 Матричное неравенство

k∑

i,j=1

cijAiXAj
∗ > 0 (1.1.51)

разрешимо в том и только в том случае, когда ωii 6= 0, i = 1, n.
При этом существует решение X = X∗, удовлетворяющее со-
отношениям

i+(X) =

n∑

s=1

i+(ωss), i−(X) =

n∑

s=1

i−(ωss), i0(X) = 0. (1.1.52)

Если X = X∗ — произвольное решение матричного неравен-
ства (1.1.51) при ограничениях i±(C) ≤ 1, то выполнены соот-
ношения (1.1.52).

Теорема 1.1.8 Если ωii > 0, i = 1, n, то существует поло-
жительно определенное решение X > 0 матричного неравен-
ства (1.1.51). Обратное утверждение выполняется при огра-
ничении i+(C) = 1.

Теорема 1.1.9 Неравенства

∥∥∥∥
1

ωij

∥∥∥∥
n

1

≥ 0, ωij 6= 0, i, j = 1, n,

необходимы, а соотношения

i+(C) = 1, wii > 0, i = 1, n,

достаточны для того, чтобы уравнение (1.1.35) имело положи-
тельно определенное решение X > 0 при любой положительно
определенной правой части Y > 0.

Данные утверждения можно усилить в случае идеального
коллектива Ai.
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1.2 Обобщенное уравнение Ляпунова для

аналитических кривых

Рассмотрим линейное матричное уравнение

LfX , − 1

4π2

∮

ω

∮

ω

f(λ, µ)(A − λIn)
−1X(A− µIn)

−1∗dλ dµ = Y,

(1.2.1)
где A,Y ∈ C

n×n — заданные матрицы, X — неизвестная матри-
ца, ω (ω) — простой замкнутый контур, охватывающий спектр
σ(A) (σ(A∗)) и отделяющий в комплексной плоскости замкну-
тую область Ω (Ω), f ∈ H — эрмитова функция, удовлетворяю-

щая тождеству f(λ, µ) ≡ f(µ, λ), аналитическая в области Ω×Ω
и описывающая в комплексной плоскости C множества точек

Λ+
f =

{
λ : f(λ, λ) > 0

}
, (1.2.2)

Λ−
f =

{
λ : f(λ, λ) < 0

}
, (1.2.3)

Λ0
f =

{
λ : f(λ, λ) = 0

}
. (1.2.4)

Оператор Далецкого–Крейна Lf сохраняет пространство эр-
митовых матриц Hn. В частности, для функций с разделяющи-
мися переменными

f(λ, µ) =
∑

p,q

γpqfp(λ) fq(µ), (1.2.5)

LfX =
∑

p,q

γpqfp(A)Xfq(A)
∗, fp(A) = − 1

2πi

∮

ω

fp(λ)(A−λIn)−1dλ,

где γpq — элементы эрмировой матрицы Γ, fp(A) — аналитиче-
ские функции от матрицы A. Спектральные и алгебраические
свойства линейных операторов типа Lf описаны в [27,51].

Спектр σ(Lf ) состоит из n2 чисел f(λi, λj), i, j = 1, n, где
σ(A) = {λ1, . . . , λn} — спектр матрицы A. Пусть λ1, . . . , λα —
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все попарно различные точки σ(A). Тогда характеристический
и минимальный полиномы матрицы A имеют вид

χ(λ) = (λ−λ1)n1 . . . (λ−λα)nα , θ(λ) = (λ−λ1)m1 . . . (λ−λα)mα ,

где mt ≤ nt, t = 1, α, m =
α∑
t=1

mt ≤ n =
α∑
t=1

nt. Критерий обрати-

мости оператора Lf представляет система неравенств

f(λt, λτ ) 6= 0, t, τ = 1, α. (1.2.6)

При этом обратный оператор L
−1
f = Lϕ, где ϕ(λ, µ) = 1/f(λ, µ).

Определим количества точек спектра σ(A), принадлежащих
множествам (1.2.2) – (1.2.4):

i+f (A) =
∑

λt∈Λ
+

f

nt, i−f (A) =
∑

λt∈Λ
−

f

nt, i0f (A) =
∑

λt∈Λ0
f

nt. (1.2.7)

Ставится задача оценки чисел (1.2.7) в терминах индексов инер-
ции решений уравнения (1.2.1). В частности, нас интересуют
условия, при которых i+f (A) = n, т. е. σ(A) ⊆ Λ+

f .

Используя разложение резольвенты

(λI −A)−1 =

α∑

t=1

mt∑

i=1

(i− 1)!

(λ− λt)i
Ati,

и вычисляя производные интегралов типа Коши, имеем

LfX =
α∑

t,τ=1

mt∑

i,j=1

fij(λt, λτ )AtiXA
∗
τj =

m∑

p,q=1

γpqA
pXAq∗, (1.2.8)

где fij(λt, λτ ) =
∂i+j−2

∂λi−1
t ∂λ

j−1
τ

f(λt, λτ ) и γpq = γqp — скалярные

коэффициенты, а Ati — компоненты матрицы A, представимые
в виде полиномов от A.
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Обозначим через Kn множество эрмитовых неотрицательно
определенных матриц порядка n. Данное множество являет-
ся воспроизводящим конусом пространства C

n×n. Оператор Lf ,
оставляющий инвариантным конус Kn (LfKn ⊆ Kn), положи-
телен относительно данного конуса. Оператор Lf положитель-
но обратим, если K ⊆ LfK, т. е. обратный оператор L

−1
f поло-

жителен. Данное свойство оператора Lf означает, что для лю-
бой матрицы Y > 0 (Y ≥ 0) уравнение (1.2.1) имеет решение
X > 0 (X ≥ 0).

На основе формулы (1.2.8) и известных свойств компонент
матрицы [21] устанавливаются следующие утверждения.

Лемма 1.2.1 Существуют матрицы X > 0 и Y > 0, удо-
влетворяющие уравнению (1.2.1), в том и только в том случае,
когда выполнены неравенства

f(λt, λt) > 0, t = 1, α. (1.2.9)

Лемма 1.2.2 Оператор Lf положителен относительно ко-
нуса Kn в том и только в том случае, когда выполнено мат-
ричное неравенство

Γf

(
m1 . . . mα

λ1 . . . λα

)
,



F11 · · · F1α

· · · · · · · · ·
Fα1 · · · Fαα


 ≥ 0, (1.2.10)

где Ftτ = ‖fij(λt, λτ )‖mt,mτ

i,j=1 , t, τ = 1, α. Оператор Lf оставляет
инвариантным множество положительно определенных мат-
риц в том и только в том случае, когда выполнена система
неравенств (1.2.9) и (1.2.10).

Лемма 1.2.3 Оператор Lf положительно обратим отно-
сительно конуса Kn в том и только в том случае, когда вы-
полнены неравенства (1.2.6) и матричное неравенство

Γϕ

(
m1 · · · mα

λ1 · · · λα

)
≥ 0, ϕ(λ, µ)

△
=

1

f(λ, µ)
. (1.2.11)
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Лемма 1.2.4 Если

i+

(
Γf

(
m1 . . . mα

λ1 . . . λα

))
= 1, (1.2.12)

то система неравенств (1.2.6) и (1.2.11) эквивалентна нера-
венствам (1.2.9).

Для матрицы простой структуры условие (1.2.11) представ-
ляется в виде

Γϕ

(
1 . . . 1
λ1 . . . λm

)
=

∥∥∥∥
1

f(λi, λj)

∥∥∥∥
m

i,j=1

≥ 0. (1.2.13)

Пусть Hm
0 — класс эрмитовых функций f ∈ H, удовлетворя-

ющих условию (1.2.13) для любого набора точек λ1, . . . , λm из
области Λ+

f вида (1.2.2).

Лемма 1.2.5 Если f ∈ Hm
0 , то неравенство (1.2.11) выпол-

нено для любых наборов точек λ1, . . . , λα ∈ Λ+
f и натуральных

чисел m1, . . . ,mα, сумма которых не превосходит m.

Теорема 1.2.1 (обобщенная теорема Ляпунова). Пусть
заданы матрица A ∈ Cn×n и функция f ∈ Hm

0 . Тогда следующие
утверждения эквивалентны:

1) спектр матрицы A расположен в области Λ+
f ;

2) существуют матрицы X > 0 и Y > 0, удовлетворяющие
уравнению (1.1.35);

3) для любой матрицы Y > 0 уравнение (1.1.35) имеет ре-
шение X > 0;

4) оператор Lf положительно обратим относительно ко-
нуса неотрицательно определенных матриц Kn.

Теорема 1.2.1 представляет критерии принадлежности спек-
тра матрицы максимально допустимому классу областей типа
Λ+
f . Действительно, если условие (1.2.13) нарушено при неко-

торых λt ∈ Λ+
f , то согласно лемме 1.2.3 критерий включения
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σ(A) ⊆ Λ+
f не выполняется для любой матрицы A с собственны-

ми значениями λt, t = 1,m. Если степень минимального полино-
ма матрицы A не известна, то в условиях теоремы 1.2.1 можно
положить f ∈ Hn

0 .

Выделим в Hm
0 важные подклассы эрмитовых функций,

которые определяются более простыми соотношениями, чем
неравенства (1.2.13), и содержат некоторые известные классы
функций. При этом будем предполагать, что каждое из мно-
жеств (1.2.2) – (1.2.4) не пусто.

Можно установить, что классу Hm
0 принадлежат эрмитовы

функции, представимые в виде f(λ, µ) = u(λ, µ)− v(λ, µ), где u
и v таковы, что Λ+

f ⊂ Λ+
u и для любых λ, µ ∈ Λ+

f

|u(λ, µ)|2 ≥ u(λ, λ) u(µ, µ), |v(λ, µ)|2 ≤ v(λ, λ) v(µ, µ).

Имеет место следующая схема включений

H2 ⊂ H1 ⊂ H0

∩ ∩ ∩
Hm

2 ⊂ Hm
1 ⊂ Hm

0 ⊂ H .

Здесь подклассы функций определены в виде

H0 : f(λ, µ) 6= 0,
1

f(λ, µ)
=

∑

k

ϕk(λ) ϕk(µ), ∀ λ, µ ∈ Λ+
f ;

H1 : f(λ, µ) = f1(λ) f1(µ)−
∑
k>1

fk(λ) fk(µ);

H2 : f(λ, µ) = f1(λ) f1(µ)− f2(λ) f2(µ);

Hm
1 : i+

(∥∥f(µi, µj)
∥∥m
1

)
= 1, ∀ µ1, . . . , µm ∈ Λ+

f ;

Hm
2 : i±

(∥∥f(µi, µj)
∥∥m
1

)
≤ 1, ∀ µ1, . . . , µm 6∈ Λ0

f .

Каждая функция (1.2.5) принадлежит классу H1, ес-
ли выполнено одно из эквивалентных условий i+(Γ) = 1,
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rankΓ+sign Γ = 2 или Γzz∗Γ−z∗ΓzΓ ≥ 0, где z — любой вектор,
для которого z∗Γz > 0. В частности, функция (1.2.5) описывает
алгебраическую кривую второго порядка, если [31]

f1(λ) = 1, f2(λ) = λ, f3(λ) = λ2, Γ =



γ11 γ12 γ13
γ21 γ22 0
γ31 0 0


 , γ22 ≤ 0.

Класс H1 состоит из функций (1.2.5), для которых rankΓ = 2 и
sign Γ = 0.

Известно, что матрица A не имеет чисто мнимых собствен-
ных значений в том и только в том случае, когда ЛМН
AX+XA∗ > 0 разрешимо относительно X. При этом количества
собственных значений матрицы A с положительными и отрица-
тельными вещественными частями с учетом кратностей совпа-
дают соответственно с i+(X) и i−(X). Данное утверждение дает
распределение спектра σ(A) относительно мнимой оси в терми-
нах индексов инерции эрмитовых форм (теоремы Островского–
Шнайдера и Таусски).

Пусть i+f (A), i
−
f (A) и i0f (A) — количества точек спектра σ(A)

с учетом кратностей, принадлежащих соответствующим множе-
ствам (1.2.2), (1.2.3) и (1.2.4). Равенство i0f (A) = 0 определяет

свойство дихотомии спектра относительно кривой Λ0
f .

Лемма 1.2.6 Пусть функция f ∈ H удовлетворяет соот-
ношениям

i±

(
Γf

(
1 · · · 1
µ1 · · · µm

))
≤ p±, ∀ µ1, . . . , µm ∈ Λ,

где p± ≥ 0 — целые числа, Λ ⊆ C — некоторое открытое мно-
жество. Тогда для любых наборов точек λ1, . . . , λα ∈ Λ и на-
туральных чисел m1, . . . ,mα, сумма которых не превосходит
m, выполнены неравенства

i±

(
Γf

(
m1 · · · mα

λ1 · · · λα

))
≤ p±. (1.2.14)
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На основе разложения (1.2.8) и леммы 1.2.6 при p± = 1 уста-
навливается следующее утверждение.

Теорема 1.2.2 (обобщенная теорема инерции). Матричное
неравенство

LfX > 0 (1.2.15)

разрешимо в том и только в том случае, когда i0f (A) = 0. При
этом существует решение X = X∗, для которого

i+f (A) = i+(X), i−f (A) = i−(X), i0(X) = 0. (1.2.16)

Если X — решение неравенства (1.2.15) при f ∈ Hm
2 , то

i0f (A) = 0 и выполнены соотношения (1.2.16).

Следствие 1.2.1 Пусть f ∈ H2, Y > 0 и X — решение
уравнения (1.2.1). Тогда кривая (1.2.4) не пересекается со спек-
тром σ(A), а в областях (1.2.2) и (1.2.3) находятся соответ-
ственно i+(X) и i−(X) собственных значений матрицы A с
учетом кратностей.

Следующее утверждение решает задачу о принадлежности
собственных значений матрицы заданной кривой. Подобные за-
дачи возникают, например, при изучении условий устойчивости
и апериодичности некоторых механических систем.

Теорема 1.2.3 Если однородное матричное уравнение

LfX = 0 (1.2.17)

имеет ненулевое решение X ≥ 0, то i0f (A) ≥ rankX. При этом,
если X > 0, то весь спектр матрицы A расположен на кривой
(1.2.4). Обратно, если i0f (A) 6= 0, то уравнение (1.2.17) имеет
неотрицательно определенное решение любого ранга из интер-
вала 0 < rankX ≤ ∑

λt∈Λ0
f

ξt, где ξt — геометрическая кратность

собственного значения λt ∈ σ(A).
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Если матрица A имеет простую структуру, т. е. ξt = nt,
t = 1, α, то согласно теореме 1.2.3 оценка i0f (A) ≥ r выполняет-
ся в том и только в том случае, когда уравнение (1.2.17) имеет
неотрицательно определенное решение ранга r.

На основе теорем 1.2.1 – 1.2.3 можно получить описание раз-
личных областей и множеств в комплексной плоскости, содер-
жащих весь спектр матрицы или его часть (см. [51, C. 51–56]).
Некоторые утверждения данных теорем можно усилить, ис-
пользуя дополнительные ограничения типа управляемости па-
ры матриц и его обобщений.

Определение 1.2.1 Пара (A,B) матриц размеров n× n и
n×m соответственно называется управляемой, если для неко-
торого k выполняется равенство rank

[
B,AB, . . . , AkB

]
= n.

Лемма 1.2.7 Следующие утверждения эквивалентны:
1) пара матриц (A,B) управляема;
2) rank

[
B,λIn −A

]
≡ n, λ ∈ σ(A);

3) пара матриц (A,X), где X = BB∗, управляема;
4) X + (λIn −A)(λIn −A)∗ > 0, λ ∈ σ(A);
5) существует функция f ∈ H такая, что LfX > 0.

Лемма 1.2.8 Пусть задана матричная последователь-
ность

X1 ≥ 0, Xk+1 = X1 + LXk, k = 1, 2, . . . , (1.2.18)

где L — линейный положительный относительно конуса Kn

оператор. Тогда выполнены соотношения

r1 < r2 < · · · < rq = rq+1 = · · · = r, (1.2.19)

где q ≤ n− r1 + 1, rk = rankXk, k = 1, 2, . . . .

Полагая в лемме 1.2.8 X1 = BB∗ и LX = AXA∗, имеем свой-
ство управляемости пары матриц (A,B) в виде равенства r = n,
причем q ≤ min {m,n− r1 + 1} , где m — степень минимального
полинома матрицы A.



40 Робастная устойчивость и стабилизация . . .

Теорема 1.2.4 Пусть матрицы X и Y удовлетворяют
уравнению (1.2.1). Тогда выполнены следующие утверждения:

1) из управляемости пары (A,Y ) следует управляемость па-
ры (A,X);

2) если X ≥ 0 и i0f (A) = 0, то из управляемости пары (A,X)
следует управляемость пары (A,Y );

3) если Y ≥ 0 и пара (A,Y ) управляема, то i0f (A) = 0;

4) если X ≥ 0, Y ≥ 0 и пара (A,Y ) управляема, то i+f (A) = n;

5) если X ≥ 0, Y ≥ 0 и пара (A,X) управляема, то i−f (A) = 0;

6) если X ≥ 0, Y = 0 и пара (A,X) управляема, то i0f (A) = n.

Теорема 1.2.5 Пусть f = u− v ∈ H1, ψ =
s∑
j=0

us−jvj , где

u(λ, µ) = f1(λ) f1(µ), v(λ, µ) =
∑

k>1

fk(λ) fk(µ), s ≥ 1,

и выполнены условия

σ(A) ⊂ Λ+
f , LψY > 0. (1.2.20)

Тогда уравнение (1.2.1) имеет единственное решение X > 0.

Обратно, если X > 0 — единственное решение уравне-
ния (1.2.1) при Y ≥ 0, то выполняются условия (1.2.20), где
s = n− rankY .

Теорема 1.2.6 Пусть матрицы A, Y = BB∗ ≥ 0 и функция
f(λ, µ) = f1(λ) f1(µ) − f2(λ) f2(µ) класса H2 удовлетворяют
условию

rank
[
F0B, . . . , FsB

]
= n, (1.2.21)

где Fk = f s−k1 (A)fk2 (A), k = 0, s, s = n − rankY , и уравнение
(1.2.1) имеет решение X. Тогда i0f (A) = 0 и выполняются со-
отношения (1.2.16).
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Утверждение теоремы 1.2.6 выполняется при условиях
управляемости пары матриц (A,Y ) и ограничениях [97]

h(λt) 6= h(λτ ) (t 6= τ), h′(λt) 6= 0 (mt > 1), (1.2.22)

где h(λ) = [f1(λ)+ f2(λ)]/[f1(λ)− f2(λ)]. Эти ограничения экви-
валентны совпадению геометрических кратностей собственных
значений λt матрицы A с соответствующими геометрическими
кратностями собственных значений h(λt) матрицы h(A). При
использовании ограничения (1.2.21), в отличие от (1.2.22), ин-
формация о спектре σ(A) не требуется.

1.3 Расщепление и локализация спектра

матричных функций

Пусть F (λ) – матрица размеров n × n, составленная из одно-
значных аналитических функций и удовлетворяющая условию
регулярности χ(λ) = detF (λ) 6≡ 0, λ ∈ C. Все нули функции
χ(λ) образуют ее спектр σ(F ).

Определение 1.3.1 Матрицы U ∈ C
m×m и T 6= 0 ∈ C

n×m

образуют правую пару (U, T ) матричной функции F (λ), если для
некоторой аналитической в окрестности точек σ(U) матрицы-
функции Φ(λ) выполнено тождество F (λ)T ≡ Φ(λ)(λI − U),
λ ∈ C. (U, T ) является левой парой F (λ), если (UT , T T ) — правая
пара F T (λ).

Правые и левые пары (U, T ) матричных функций вида
F (λ) =

∑
i
fi(λ)Ai, где fi(λ) — скалярные функции, Ai — посто-

янные матрицы, определяются соответствующими равенствами

∑

i

AiTfi(U) = 0,
∑

i

fi(U)TAi = 0.

Индексом наблюдаемости (управляемости) пары (U, T ) на-
зывается максимальное значение r неубывающей последова-
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тельности rk = rankEk, где

Ek =




T
TU
...

TUk−1




(
Ek =

[
T,UT, . . . , Uk−1T

])
, k = 1, 2, . . . .

При этом r1 < · · · < rh = rh+1 = · · · = r и выполняются оценки

rankT + h− 1 ≤ r ≤ m, 1 ≤ h ≤ m0, (1.3.1)

где h — наименьшее значение индекса k, при котором rk = rk+1,
m0 — степень минимального полинома матрицы U . Если F (λ)
— матричный полином степени s, то h ≤ s.

Правая наблюдаема (левая управляема) пара (U, T ) матрич-
ной функции F (λ) называется правой (левой) собственной па-
рой данной матричной функции. Собственная пара (U, T ) мат-
ричной функции F (λ) с максимально возможным порядком m
матрицы U называется максимальной.

Лемма 1.3.1 Пусть (U, T ) — правая (левая) пара матрицы-
функции F (λ) индекса наблюдаемости (управляемости) r. То-
гда, по крайней мере, r точек спектра σ(U) являются соб-
ственными значениями матрицы-функции F (λ). В частно-
сти, при r = m выполняется включение σ(U) ⊆ σ(F ). Обрат-
ное включение σ(F ) ⊆ σ(U) выполняется при условии

rank
[
F (λ),Φ(λ)

]
≡ n

(
rank

[
F (λ)
Φ(λ)

]
≡ n

)
, λ ∈ σ(F ). (1.3.2)

Доказательство данного утверждения основано на примене-
нии декомпозиции Калмана, выделяющей наблюдаемую (управ-
ляемую) часть линейных систем [46]. Если правая (левая) соб-
ственная пара (U, T ) матрицы-функции F (λ) удовлетворяет
условию (1.3.2), то согласно лемме 1.3.1 σ(U) = σ(F ) и она яв-
ляется максимальной.



Матричные уравнения и неравенства 43

Пусть (U, T ) — правая (левая) пара матричной функции F (λ)
индекса наблюдаемости (управляемости) r и ей соответствует
подмножество спектра σ0(F ) ⊆ σ(F ), состоящее из r собствен-
ных значений (см. лемму 1.3.1). Изучим расположение точек
σ0(F ) относительно заданных множеств (1.2.2) – (1.2.4), исполь-
зуя множества матриц

K = {X : MX ≥ 0} ,
Kpq = {X : i+(MX) = p, i−(MX) = q} ,

(1.3.3)

определяемые оператором MX = EhXE
∗
h, и соотношения

MfX = MY, (1.3.4)

Sλ ≥ 0, rankSλ = r, λ ∈ σ0(F ). (1.3.5)

Здесь в случаях правой и левой пар (U, T ) соответственно пола-
гаем

MfX = MLfX, Sλ = MY + Eh(λIm − U)(λIm − U)∗E∗
h

и

MfX = LfMX, Sλ = MY + (λIm − U)EhE
∗
h(λIm − U)∗,

где оператор

LfX , − 1

4π2

∮

ω

∮

ω

f(λ, µ)(U − λIm)
−1X(U − µIm)

−1∗dλ dµ

типа (1.2.1) построен для матрицы U , а h определено в (1.3.1).
Если F (λ) — матричный полином степени s, то наряду с (1.3.1)
выполнено неравенство h ≤ s.

Теорема 1.3.1 Если матрицы X ∈ K и Y ∈ K удовле-
творяют соотношениям (1.3.4) и (1.3.5), то подмножество
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спектра σ0(F ) матричной функции F (λ), расположено в об-
ласти Λ+

f . Если к тому же выполнено условие (1.3.2), то

σ0(F ) = σ(F ) ⊂ Λ+
f . Обратно, если σ0(F ) ⊂ Λ+

f и f ∈ Hr
0,

то для любой матрицы Y ∈ K уравнение (1.3.4) имеет реше-
ние X ∈ K.

Теорема 1.3.2 Если матрицы X ∈ Kpq и Y ∈ Kr0 удовле-
творяют уравнению (1.3.4), а f ∈ Hr

2, то выполнены равенства

r+ = p, r− = q, r0 = 0, (1.3.6)

где r+, r− и r0 — количества точек подмножества σ0(F ), при-
надлежащих соответственно Λ+

f , Λ−
f и Λ0

f . Обратно, если для
некоторых p и q выполняются равенства (1.3.6), то существу-
ют матрицы X ∈ Kpq и Y ∈ Kr0, удовлетворяющие уравне-
нию (1.3.4).

Теорема 1.3.3 Если матрицы X ∈ Kp0 и Y ∈ K00 удовле-
творяют уравнению (1.3.4), то выполнена оценка r0 ≥ p. В
частности, при p = r выполняется включение σ0(F ) ⊂ Λ0

f .
Обратно, если r0 6= 0, Y ∈ K00, 0 < p ≤ ξ, где ξ — сумма гео-
метрических кратностей собственных значений матрицы U ,
принадлежащих множеству σ0(F ) ∩ Λ0

f , то уравнение (1.3.4)
имеет решение X ∈ Kp0.

Доказательство теорем 1.3.1 – 1.3.3 основано на применении
леммы 1.3.1 и соответствующих утверждений теорем 1.2.1 –
1.2.3.

Ограничения (1.3.2) и (1.3.5) в теореме 1.3.1 в случае правой
пары (U, T ) выполняются, если

F (λ)F (λ)∗ +Φ(λ)Y Φ(λ)∗ > 0, λ ∈ σ0(F ). (1.3.7)

В случае левой пары (U, T ) условия (1.3.5) являются следствием
матричного неравенства

F (λ)F (λ)∗ +Ψ(λ)YΨ(λ)∗ > 0, λ ∈ σ0(F ), (1.3.8)
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где Ψ(λ) =
[
Im, λIm, . . . , λ

h−1Im
]
. При использовании теоремы

1.3.1 выполнение условий (1.3.2), (1.3.5), (1.3.7) и (1.3.8) мож-
но проверять лишь в некоторой окрестности точек σ0(F ), не
принадлежащих Λ+

f . Если Y > 0, то условия (1.3.5) и (1.3.8)
выполняются при любых λ ∈ C.

Ограничения f ∈ Hr
0 и f ∈ Hr

2 в теоремах 1.3.1 и 1.3.2 выпол-
няются соответственно при i+(Γ) = 1 и i±(Γ) ≤ 1. Если f ∈ H2,
то множество матриц Y ∈ Kr0 в теореме 1.3.2 можно расширить,
полагая Y ∈ Kp0, p ≤ r и используя дополнительные ограниче-
ния на f и U (см. теорему 1.2.6).

Рассмотрим класс матричных функций, допускающих пра-
вильную факторизацию

F (λ) = F0(λ)F1(λ), σ(F0) ∩ σ(F1) = ∅, (1.3.9)

где F1(λ) = A − λB — регулярный пучок матриц, т. е.
detF1(λ) 6≡ 0. При определении правых пар данной матрич-
ной функции используем каноническую форму Кронекера пучка
F1(λ) [21]:

P (A− λB)Q ≡
[
J − λIl 0

0 In−l − λN

]
, (1.3.10)

где P,Q ∈ C
n×n — квадратные невырожденные матрицы,

J ∈ C
l×l, σ(J) = σ0(F ), N — нильпотентная матрица размера

(n− l)× (n− l), элементы верхней наддиагонали которой равны
0 или 1, а остальные элементы нулевые. Множество конечных
элементарных делителей пучка F1(λ) состоит из элементар-
ных делителей матрицы J . Индекс нильпотентности матрицы N
определяется максимальной степенью бесконечных элементар-
ных делителей пучка F1(λ). Полагая

U = J, T = Q

[
Il
0

]
, Φ(λ) = −F0(λ)P

−1

[
Il
0

]
,

при условиях (1.3.9) и (1.3.10) имеем правую собственную пару
(U, T ) матричной функции F (λ). При этом Eh = T , h = 1, а
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множества K и Kpq в утверждениях теорем 1.3.1 – 1.3.3 состоят
из эрмитовых матриц X, для которых соответственно i−(X) = 0
и i(X) = {p, q, l − p− q}.

Для матричной функции (1.3.9) построим уравнение (1.3.4)
с операторами

MfX = − 1

4π2

∮

ω

∮

ω

f(λ, µ)DλXDµ
∗dλ dµ, MY = ∆Y∆∗,

(1.3.11)
где ω (ω) — простой замкнутый контур, охватывающий σ0(F )
(σ0(F

∗)). Мультипликативная производная Dλ = F ′(λ)F−1(λ)
матрицы F (λ) и матричный аналог логарифмического вычета

функции ∆ =
1

2πi

∮

ω

Dλ dλ относительно множества точек σ0(F )

удовлетворяют соотношениям

trDλ ≡ χ′(λ)/χ(λ), λ 6∈ σ(F ), tr∆ = n1 + · · ·+ nα = l,

где χ(λ) = detF (λ), nt — кратности всех попарно различ-
ных точек λt ∈ σ0(F ), t = 1, α. Каждое собственное значение
λt ∈ σ0(F ) является полюсом порядка mt матричной функции
Dλ, в окрестности которого справедливо разложение

Dλ =

mt∑

i=1

(i− 1)!

(λ− λt)i
Ati + St(λ),

где Ati — постоянные матрицы, St(λ) — аналитическая в дан-
ной окрестности матрица-функция. Используя ряд Тейлора для
функции f в окрестности точек (λt, λτ ) и теорему о вычетах,
имеем представление оператора (1.3.11):

MfX =

α∑

t,τ=1

mt,mτ∑

i,j=1

fij(λt, λτ )AtiXA
∗
τj , (1.3.12)

где

fij(λt, λτ ) =
∂i+j−2

∂λi−1
t ∂λ

j−1
τ

f(λt, λτ ),
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α∑

t=1

At1 = ∆, trAti =

{
nt, i = 1,
0, i > 1.

Для функций f с разделяющимися переменными используем
представление

MfX =
∑

p,q

γpqFpXFq
∗, (1.3.13)

где

Fp =
1

2πi

∮

ω

fp(λ)Dλdλ =

α,mt∑

t,i=1

di−1fp(λt)

dλi−1
t

Ati, trFp =

α∑

t=1

ntfp(λt).

При условиях (1.3.9) и (1.3.10) матричные коэффициенты
в соотношениях (1.3.11) – (1.3.13) представляются в виде (см.
формулу (1.2.8), а также [51, С. 68–72])

Ati = GJtiH, Fp = Gfp(J)H, ∆ = GH, (1.3.14)

где

G =
1

2πi

∮

ω

F0(λ)P
−1

[
Rλ
0

]
dλ, H =

1

2πi

∮

ω

[
Rλ, 0

]
PF−1

0 (λ) dλ,

Jti = αti(J) — компоненты матрицы J с резольвентой
Rλ = (λIl − J)−1. При этом mt совпадают с геометрическими
кратностями собственных значений λt ∈ σ(J), t = 1, α.

Таким образом, для матричных функций, допускающих пра-
вильную факторизацию (1.3.9) при условии rank∆ = l, спра-
ведливы утверждения теорем 1.3.1 – 1.3.3 о локализации под-
множества спектра σ0(F ) = σ(J) ⊆ σ(F ), состоящего из r = l
собственных значений, в терминах решений матричного уравне-
ния (1.3.4) с операторами (1.3.11). При этом множества матриц
K и Kpq вида (1.3.3) определяет оператор MX = ∆X∆∗, а вме-
сто условия (1.3.5) используется соотношение

Sλ = HYH∗ + (λIl − J)(λIl − J)∗ > 0, λ ∈ σ(J).
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1.4 Аналоги уравнения Ляпунова для линейных

динамических систем

1.4.1 Дескрипторные системы

Объектами исследования многих прикладных задач являются
дескрипторные непрерывные и дискретные системы уравнений

Bẋ(t) = Ax(t), x(0) = x0, t ≥ 0; (1.4.1)

Bxk+1 = Axk, k = 0, 1, . . . , (1.4.2)

где A и B — матрицы регулярного пучка F (λ) = A − λB раз-
меров n × n, спектр σ(F ) которого состоит из l собственных
значений с учетом кратностей, x0 — вектор начальных состо-
яний. Построение решений таких систем и анализ их устойчи-
вости можно проводить на основе теории канонических форм
матричных пучков, а также путем использования обобщенных
обратных матриц (см., например, [18, 21]).

Условия устойчивости системы (1.4.1) определяются рас-
положением спектра σ(F ) относительно мнимой оси. Чис-
ло ε = min

λ∈σ(F )
(−Reλ) характеризует спектральный запас

устойчивости системы (1.4.1). Система (1.4.1) называется α-
устойчивой, если ее спектр расположен в открытой полуплос-
кости Reλ < −α, при этом ε > α ≥ 0. Аналогично, величина
ε = min

λ∈σ(F )
(1 − |λ|) определяет спектральный запас устойчиво-

сти системы (1.4.2) относительно единичной окружности. Си-
стема (1.4.2) называется β-устойчивой, если ее спектр располо-
жен внутри круга |λ| < β, где ε > 1− β ≥ 0.

Если B — невырожденная матрица, то l = n. В этом слу-
чае системы (1.4.1) и (1.4.2) приводятся к форме Коши путем
обращения матрицы B. Если матрица B вырождена, то

l = n−
τ∑

i=1

νi = rankB −
τ∑

i=1

νi + τ, (1.4.3)
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где ν1, . . . , ντ — степени бесконечных элементарных делителей
пучка матриц F (λ). Данное равенство вытекает из канониче-
ской формы (1.3.10) регулярного пучка матриц. Число (1.4.3)
определяет размерность некоторого подпространства, которому
принадлежат начальные состояния и траектории систем (1.4.1)
и (1.4.2). В дальнейшем будем использовать также число

ν =

{
0, detB 6= 0,

max
1≤i≤τ

νi, detB = 0. (1.4.4)

Построение аналогов уравнения Ляпунова вида (1.3.4) для
систем (1.4.1) и (1.4.2) и применение теорем 1.3.1 – 1.3.3 о лока-
лизации спектра в общем случае основаны на вычислении пра-
вых или левых пар (U, T ) пучка матриц F (λ), определяемых
соответствующими уравнениями

AT = BTU, TA = UTB. (1.4.5)

При этом h = 1 и Eh = T .

Если Z 6= 0 — нетривиальное решение системы уравнений

AZB = BZA, Z = ZBZ, (1.4.6)

то выполняются соотношения

AZ = BZAZ, ZA = ZAZB, (1.4.7)

т. е. (AZ,Z) и (ZA,Z) является соответственно правой и левой
парами пучка матриц F (λ). Поэтому решения Z ранга r 6= 0
каждого из уравнений (1.4.7), в частности, системы (1.4.6), опре-
деляют подмножества спектра σ0(F ), для которых применимы
теоремы локализации 1.3.1 – 1.3.3. При этом системы соотноше-
ний

∑

p,q

γpqZfp(AZ)Xf
∗
q (AZ)Z

∗ = ZY Z∗, AZ = BZAZ, (1.4.8)
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∑

p,q

γpqfp(ZA)ZXZ
∗f∗q (ZA) = ZY Z∗, ZA = ZAZB, (1.4.9)

могут служить аналогами уравнения Ляпунова для классов си-
стем (1.4.1), (1.4.2) и функций (1.2.5).

Согласно (1.3.10) общее решение системы (1.4.6) определяют
соотношения

Z = Q

[
Z0 0
0 0

]
P, JZ0 = Z0J, Z0 = Z2

0 , (1.4.10)

где Z0 — произвольный проектор матрицы J . При этом, если
r 6= 0 — ранг матрицы Z0, то для некоторой невырожденной
матрицы S выполнены соотношения

Z0 = S−1

[
Ir 0
0 0

]
S, SJS−1 =

[
J0 0
0 J1

]
, (1.4.11)

где J0 ∈ C
r×r. Отсюда следует, что система уравнений (1.4.6)

имеет непустое множество решений ранга r в том и только в
том случае, когда r равно сумме порядков жордановых блоков
матрицы J , отвечающих некоторому набору элементарных де-
лителей пучка F (λ). В случае S = Il решение (1.4.10) систе-
мы (1.4.6) представимо в интегральном виде:

Z = − 1

2πi

∮

ω

(A− λB)−1dλ, rankZ = r,

где контур ω охватывает некоторую часть спектра σ0(F ), со-
стоящую из r собственных значений с учетом кратностей. В
том случае, когда σ0(F ) — весь спектр, мы имеем решение си-
стемы (1.4.6) максимального ранга, равного общему количеству
собственных значений l пучка F (λ).

Если Z — решение системы (1.4.6) ранга r, то согласно
(1.4.10) и (1.4.11) при построении операторов (1.3.12) и (1.3.13)
можно использовать матрицы

Ati=

{
αti(Θ), αti(0) = 0,
∆αti(Θ), αti(0) 6= 0,

Fp=

{
fp(Θ), fp(0) = 0,
∆fp(Θ), fp(0) 6= 0,

(1.4.12)
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∆ = BZ = G−1

[
Ir 0
0 0

]
G, Θ = AZ = G−1

[
J0 0
0 0

]
G, (1.4.13)

где

G =

[
S 0
0 In−l

]
P, σ(J0) ⊆ σ(F ).

При этом определено подмножество спектра σ0(F ), совпадаю-
щее с σ(J0), а матрицы (1.4.13) обладают следующими свой-
ствами:

rank ∆ = r, ∆2 = ∆, ∆Θ = Θ∆ = Θ, σ0(F ) ⊆ σ(Θ). (1.4.14)

Условием типа управляемости для собственных значений
λ ∈ σ0(F ) являются соотношения

Sλ = ∆Y∆∗+∆(λIn−Θ)(λIn−Θ)∆∗ ≥ 0, rankSλ = r. (1.4.15)

Если Y > 0, то данные соотношения выполняются при любых
λ ∈ C.

Следовательно, если операторы (1.3.12) и (1.3.13) определе-
ны с помощью соотношений (1.4.12) и (1.4.13) для произволь-
ного решения Z системы (1.4.6) ранга r 6= 0, а множества мат-
риц K и Kpq вида (1.3.3) определяет оператор MX = ∆X∆∗,
то при условиях (1.4.15) расположение подмножества спектра
σ0(F ) пучка матриц F (λ), состоящего из r ≤ l собственных зна-
чений, относительно заданных множеств Λ+

f , Λ−
f и Λ0

f можно
описать с помощью теорем 1.3.1 – 1.3.3. При этом система мат-
ричных соотношений (1.3.4) и (1.4.6) служит аналогом уравне-
ния Ляпунова для дескрипторных систем (1.4.1) и (1.4.2).

Отметим, что каждому решению Z системы (1.4.6) ранга
r 6= 0 соответствует подмножество спектра σ0(F ) = σ(J0), кото-
рое совпадает со спектром матрицы Θ0 = R∗AL, где L и R∗ —
множители скелетного разложения Z = LR∗ (L,R ∈ Cn×r).

Матрицы Ati в (1.4.12) попарно коммутируют и удовлетворя-
ют соотношениям

A2
t1 = At1,

α∑

t=1

At1 = ∆, At1Ati = AtiAt1 = Ati,



52 Робастная устойчивость и стабилизация . . .

AtiAτj = 0 (t 6= τ), Ati =
1

(i− 1)!
(Θ− λt∆)i−1At1.

Для приближенного вычисления матриц ∆ и Θ можно ис-
пользовать лорановское разложение мультипликативной произ-
водной

Dλ = λν−2Kν−1 + · · · + λK2 +K +
1

λ
∆+

1

λ2
Θ+

1

λ3
Θ2 + · · · ,

вытекающее из соотношений

Dλ=−B(A− λB)−1=−P−1

[
(J − λIl)

−1 0

0 N(In−l − λN)−1

]
P,

(J − λI)−1 = −
α∑

t=1

mt∑

i=1

(i− 1)!

(λ− λt)i
Jti, (In−l − λN)−1 =

ν−1∑

i=0

λiN i,

где K и N — нильпотентные матрицы.
Отметим следующие алгебраические и спектральные свой-

ства операторов типа (1.3.12) и (1.3.13) в случае регулярного
пучка матриц F (λ):

Mf1Mf2 = Mf2Mf1 = Mf1f2 , c1Mf1 + c2Mf2 = Mc1f1+c2f2 ,

Mg (Mf1 , . . . ,Mfs) = Mg(f1,...,fs),

MfWtτ = f(λt, λτ )Wtτ , Wtτ = AtmtCtτA
∗
τmτ

6= 0,

где c1 и c2 — произвольные константы, g, f1, . . . , fs — эрмито-
вы функции, Ctτ — некоторые матрицы. Если w — собственное
значение оператора Mf кратности q, то либо w = f(λt, λτ ) и
q ≥ ntnτ , либо w = 0 и q ≥ n2 − r2. Используя свойства матрич-
ных коэффициентов Ati, можно получить общее представление
собственных элементов оператора Mf (см. [51, С. 20–24]).

Приведем некоторые спектральные свойства пучка матриц
F (λ) = A−λB и условия асимптотической устойчивости систем
(1.4.1) и (1.4.2), используя соотношения

γ00BXB
∗ + γ10AXB

∗ + γ01BXA
∗ + γ11AXA

∗ = Y, (1.4.16)
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rank
[
F (λ), Y

]
≡ n, λ ∈ C, (1.4.17)

rank(BXB∗) = l. (1.4.18)

Обозначим через l+, l− и l0 количества точек спектра
σ(F ), принадлежащих соответствующим множествам Λ+

f , Λ−
f

и Λ0
f вида (1.2.2) – (1.2.4), определяемых эрмитовой функцией

f(λ, λ) = γ00 + γ10λ+ γ01λ+ γ11λλ. В качестве Λ0
f служит неко-

торая прямая или окружность с центром в точке γ = −γ01/γ11,
отделяющая области Λ±

f .

Лемма 1.4.1 Если матрицы X = X∗ и Y = Y ∗ ≥ 0 удовле-
творяют соотношениям (1.4.16) и (1.4.17), то l0 = 0 и выпол-
нены неравенства

l+ ≤ i+(BXB
∗), l− ≤ i−(BXB

∗). (1.4.19)

При этом равенства в (1.4.19) достигаются в том и только
в том случае, когда выполнено условие (1.4.18). При условии
l0 = 0 существуют матрицы X = X∗ и Y = Y ∗ ≥ 0, удовле-
творяющие соотношениям (1.4.16) – (1.4.18).

Утверждения леммы 1.4.1 устанавливаются на основе ка-
нонической формы пучка матриц (1.3.10) и теоремы инерции,
условиям которой соответствует функция f .

Замечание 1.4.1 Если правая часть уравнения (1.4.16) име-
ет вид

Y = BHB∗, H > 0, (1.4.20)

то выполнено тождество (1.4.17). При этом его решение X удо-
влетворяет условию (1.4.18) в каждом из случаев: 1) ν ≤ 1;
2) γ11 = 0, ν ≤ 2; 3) γ11 6= 0, ν ≤ 2, γ 6∈ σ(F ), где γ = −γ01/γ11,
а число ν определено в (1.4.3). При условиях

f(λ, µ) 6= 0, λ, µ ∈ σ(F ), (1.4.21)
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уравнение (1.4.16) разрешимо для любой матрицы вида (1.4.20)
в каждом из случаев: 1) ν ≤ 1; 2) γ11 = 0, ν ≤ 2; 3) γ11 6= 0,
γ 6∈ σ(F ); 4) γ11 6= 0, γ ∈ σ(F ), ζγ = ξγ , где ζγ(ξγ)
— алгебраическая (геометрическая) кратность точки спектра
γ = −γ01/γ11 ∈ σ(F ). Если γ11 = 0, то для любой матрицы
(1.4.20) уравнение (1.4.16) имеет решение X в том и только в
том случае, когда выполнены условия (1.4.21) и ν ≤ 2.

Сформулируем условия включения σ(F ) ⊂ Λ+
f в терминах

линейных матричных неравенств.

Лемма 1.4.2 Пусть существуют эрмитовы матрицы X и
Y , удовлетворяющие соотношениям

γ00BXB
∗+ γ10AXB

∗+ γ01BXA
∗+ γ11AXA

∗ ≥ BY B∗, (1.4.22)

BXB∗ ≥ 0, Y > 0. (1.4.23)

Тогда σ(F ) ⊂ Λ+
f . При этом в случае γ11 = 0 (γ11 < 0) необхо-

димо ν ≤ 2 (ν ≤ 1).
Обратно, если σ(F ) ⊂ Λ+

f и либо γ11 = 0 и ν ≤ 2, либо γ11 < 0
и ν ≤ 1, то система матричных неравенств (1.4.22) и (1.4.23)
совместна.

Лемма 1.4.3 Пусть соотношениям (1.4.16) и (1.4.17) удо-
влетворяют эрмитовы матрицы

X = TX̂T ∗, Y = BTŶ T ∗B∗ ≥ 0, (1.4.24)

где T — любая ненулевая n×m-матрица, для которой

rank
[
AT,BT

]
= rank (BT ). (1.4.25)

Тогда l0 = 0 и выполнены равенства

l+ = i+(X), l− = i−(X). (1.4.26)

При условии l0 = 0 существуют эрмитовы матрицы X и Y ви-
да (1.4.24), удовлетворяющие соотношениям (1.4.16) – (1.4.18)
и (1.4.26).
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Замечание 1.4.2 Равенство (1.4.25) означает, что существу-
ет матрица U , для которой AT = BTU . Поэтому матрицы T , X
и Y в лемме 1.4.3 имеют следующую структуру:

T = Q

[
R
0

]
, X = Q

[
X1 0
0 0

]
Q∗, Y = P−1

[
Y1 0
0 0

]
P−1∗,

где X1 = RX̂R∗, Y1 = RŶ R∗, JR = RU , R ∈ C
l×m,

rankR = rankT = l ≤ m. Кроме того, σ(F ) ⊂ σ(U), если

rank [F (λ), BT ] ≡ n, λ ∈ C. (1.4.27)

Для матриц Y вида (1.4.24) из (1.4.17) следует (1.4.27), причем
в случае Ŷ > 0 условия (1.4.17) и (1.4.27) эквивалентны.

Замечание 1.4.3 Условия существования матриц X и Y ,
удовлетворяющих уравнению (1.4.16) и имеющих заданную
структуру (1.4.24), зависят лишь от спектра σ(F ) и не связа-
ны со свойствами бесконечных элементарных делителей пуч-
ка F (λ). Если ν ≤ 3, то при определении матрицы T в лемме
1.4.3 вместо условия (1.4.25) может быть использовано линейное
уравнение AT = BS относительно T и S. При этом утвержде-
ния леммы 1.4.3 остаются в силе в каждом из случаев: 1) ν ≤ 2;
2) ν = 3, γ11 = 0; 3) ν = 3, γ11 6= 0, γ = −γ01/γ11 6∈ σ(F ).

Теорема 1.4.1 Следующие утверждения эквивалентны:
1) дифференциальная система (1.4.1) α-устойчива;
2) существуют матрицы X = X∗ и Y = Y ∗ ≥ 0, удовлетво-

ряющие соотношениям

−2αBXB∗ −AXB∗ −BXA∗ = Y, (1.4.28)

BXB∗ ≥ 0, rank
[
F (λ), Y

]
≡ n (Reλ ≥ −α); (1.4.29)

3) для любой матрицы вида Y = BTŶ T ∗B∗ ≥ 0 при
условиях (1.4.25) и Ŷ > 0 уравнение (1.4.28) имеет решение
X = TX̂T ∗ ≥ 0.
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Теорема 1.4.2 Следующие утверждения эквивалентны:

1) дискретная система (1.4.2) β-устойчива;

2) существуют матрицы X = X∗ и Y = Y ∗ ≥ 0, удовлетво-
ряющие соотношениям

β2BXB∗ −AXA∗ = Y, (1.4.30)

BXB∗ ≥ 0, rank
[
F (λ), Y

]
≡ n (|λ| ≥ β); (1.4.31)

3) для любой матрицы вида Y = BTŶ T ∗B∗ ≥ 0 при
условиях (1.4.25) и Ŷ > 0 уравнение (1.4.30) имеет решение
X = TX̂T ∗ ≥ 0.

При построении функций Ляпунова для систем (1.4.1) и
(1.4.2) в виде квадратичной формы v(x) = x∗B∗XBx можно
использовать решения сопряженных матричных уравнений

−2αB∗XB −A∗XB −B∗XA = B∗Y B, (1.4.32)

β2B∗XB −A∗XA = B∗Y B, (1.4.33)

где α ≥ 0, 0 < β ≤ 1. Если матрицы X = X∗ и Y = Y ∗ > 0
удовлетворяют соотношениям (1.4.32) и B∗XB ≥ 0, то система
(1.4.1) α-устойчива, а функция v(x) и ее производная на нетри-
виальных решениях x(t) данной системы удовлетворяют нера-
венствам

v(x) > 0,
dv(x)

dt
= −x∗(B∗Y B + 2αB∗XB)x < 0.

Аналогично, если матрицы X = X∗ и Y = Y ∗ > 0 удовлетво-
ряют соотношениям (1.4.33) и B∗XB ≥ 0, то система (1.4.2)
β-устойчива, а функция v(x) и ее первая разность на нетриви-
альных решениях xk данной системы удовлетворяют неравен-
ствам

v(xk) > 0, v(xk+1)− v(xk) = −xk∗B∗
[
Y + (1− β2)X

]
Bxk < 0,
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где k = 0, 1, . . . .

Функции Ляпунова для асимптотически устойчивых си-
стем (1.4.1) и (1.4.2) всегда можно определить в виде
v(x) = x∗B∗XBx, полагая в (1.4.32) и (1.4.33)

X = Z∗X̂Z ≥ 0, Y = Z∗Ŷ Z ≥ 0,

где Ŷ > 0, а Z — решение максимального ранга l матричной
системы (1.4.6). Условия устойчивости данных систем описыва-
ются также в терминах матриц

X = E∗X̂E ≥ 0, Y = E∗Ŷ E ≥ 0,

где Ŷ > 0, E = (BZ)k, k ≥ ν, удовлетворяющих уравне-
ниям (1.4.32) и (1.4.33). При этом в качестве Z можно вы-
брать решение линейного уравнения AZB = BZA, в частности,
Z = F−1(z), z 6∈ σ(F ).

1.4.2 Дифференциальные и разностные системы

s-го порядка

Построим аналоги уравнения Ляпунова для класса динамиче-
ских систем

F (D)x(t) = 0, t ≥ 0, (1.4.34)

где F (λ) = A0 + λA1 + · · · + λsAs — регулярный матричный
полином размеров n× n и степени s, D — оператор дифферен-
цирования или смещения по t. Важными для приложений под-
классами систем типа (1.4.34) являются дифференциальные и
разностные системы 2-го порядка

A2ẍ+A1ẋ+A0x = 0, (1.4.35)

A2xt+2 +A1xt+1 +A0xt = 0, t = 0, 1, . . . , (1.4.36)

отвечающие квадратичному пучку матриц F (λ).
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Соотношения, определяющие правые и левые пары (U, T )
матричного полинома F (λ), имеют вид

A0T +A1TU + · · ·+AsTU
s = 0, (1.4.37)

TA0 + UTA1 + · · ·+ U sTAs = 0. (1.4.38)

При этом матричная функция Φ(λ) определяется соответству-
ющими выражениями

Φ(λ) =

s∑

i=1

λi−1
s∑

j=i

AjTU
j−i, Φ(λ) =

s∑

i=1

λi−1
s∑

j=i

U j−iTAj.

Введем блочные матрицы размеров ns× ns:

A =




−A0 0 · · · 0
0 I · · · 0
· · · · · · · · · · · ·
0 0 · · · I


 , B =




A1 I · · · 0
· · · · · · · · · · · ·
As−1 0 · · · I
As 0 · · · 0


 ,

C =




A1 · · · As−1 As
I · · · 0 0
· · · · · · · · · · · ·
0 · · · I 0


 , S1 =




I 0 · · · 0
0 A2 · · · As
· · · · · · · · · · · ·
0 As · · · 0


 ,

S2 =




A1 A2 · · · As
A2 A3 · · · 0
· · · · · · · · · · · ·
As 0 · · · 0


 , S3 =




−A0 0 · · · 0
0 A2 · · · As
· · · · · · · · · · · ·
0 As · · · 0


 .

Все скалярные спектральные характеристики (собственные зна-
чения, конечные и бесконечные элементарные делители) ли-
нейных сопровождающих пучков матриц L1(λ) = A − λB и
L2(λ) = A − λC совпадают и полностью определяют соответ-
ствующие спектральные характеристики матричного полино-
ма F (λ).
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Лемма 1.4.4 (U, T ) — правая пара матричного полинома
F (λ) индекса наблюдаемости r в том и только в том случае,
когда

AEs = CEsU, Es =




T
TU
...

TU s−1


 , rankEs = r. (1.4.39)

Аналогично, (U, T ) — левая пара матричного полинома F (λ)
индекса управляемости r в том и только в том случае, когда

EsA = UEsB, Es =
[
T,UT, . . . , U s−1T

]
, rankEs = r. (1.4.40)

Данное утверждение описывает связь между правыми (левы-
ми) парами матричного полинома и его сопровождающего пуч-
ка L2(λ) (L1(λ)). Кроме того, из соотношений AS1 = S1A = S3,
BS1 = S1C = S2 и (1.4.39) ((1.4.40)) следует равенство
AZ = BZU (ZA = UZC) при Z = S1Es (Z = EsS1), опреде-
ляющее правую (левую) пару пучка матриц L1(λ) (L2(λ)).

Правые и левые пары матричного полинома F (λ) можно
определить также путем решения относительно Z одной из си-
стем

AZB = BZA, Z = ZBZ, (1.4.41)

AZC = CZA, Z = ZCZ. (1.4.42)

При этом выполняются равенства AZ = BZU и ZA = UZC,
если соответственно U = AZ и U = ZA. Используя блочную
структуру матриц A, B и C, можно показать, что нахождение
матрицы Z в (1.4.41) или (1.4.42) сводится к решению системы
2s матричных уравнений относительно T1, . . . , Ts:

p∑
i=0

s∑
j=p+1

(AiTi+j−pAj −AjTi+j−pAi) = 0, p = 0, s − 1,

Tq =
s∑
i=q

s∑
j=i

TiAjTq+j−i −
q−1∑
i=0

i−1∑
j=−1

TiAjTq+j−i, q = 1, s,

(1.4.43)



60 Робастная устойчивость и стабилизация . . .

где T0 = A−1 = 0. Например, решение системы (1.4.41) имеет
следующую структуру:

Z =




T1 T2 · · · Ts

G11 G12 · · · G1s

· · · · · · · · · · · ·
Gs−11 Gs−12 · · · Gs−1s


 , (1.4.44)

где

Gpq =





−
p∑

j=0

AjTq−p+j, p < q,

s∑

j=p+1

AjTq−p+j, p ≥ q.

Аналогично, решение T1, . . . , Ts системы (1.4.43) составляет пер-
вый блочный столбец матрицы Z, удовлетворяющей равенствам
(1.4.42).

Лемма 1.4.5 Пусть T1, . . . , Ts — решение матричной си-
стемы (1.4.43). Тогда матрицы

T = [T1, . . . , Ts] , U = ‖Upq‖s1 , Upq =





−
p−1∑
i=0

AiTq−p+i+1, p ≤ q,

s∑
i=p

AiTq−p+i+1, p > q,

образуют правую пару (U, T ), а матрицы

T =



T1
...
Ts


 , U = ‖Upq‖s1 , Upq =





−
q−1∑
i=0

Tp−q+i+1Ai, p ≥ q,

s∑
i=q

Tp−q+i+1Ai, p < q,

левую пару (U, T ) матричного полинома F (λ).
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Построим блочные матрицы ∆ = BZ и Θ = AZ вида

∆ =



∆11 · · · ∆1s

· · · · · · · · ·
∆s1 · · · ∆ss


, Θ =



Θ11 · · · Θ1s

· · · · · · · · ·
Θs1 · · · Θss


, (1.4.45)

где

∆pq =





−
p−1∑

j=0

AjTq−p+j, p < q,

s∑

j=p

AjTq−p+j, p ≥ q,

Θpq =





−
p−1∑

j=0

AjTq−p+j+1, p ≤ q,

s∑

j=p

AjTq−p+j+1, p > q.

В случае квадратичного пучка матриц F (λ) при s = 2 мат-
рицы (1.4.45) имеют вид

∆ = BZ =

[
A1T1 +A2T2 −A0T1

A2T1 A2T2

]
,

Θ = AZ =

[ −A0T1 −A0T2

A2T2 −A0T1 −A1T2

]
,

(1.4.46)

где T1 и T2 — решение системы четырех матричных уравнений

A0T1A1 −A1T1A0 = A2T2A0 −A0T2A2,

A0T1A2 −A2T1A0 = A2T2A1 −A1T2A2,

T1 = T1A1T1 + T1A2T2 + T2A2T1,

T2 = T2A2T2 − T1A0T1.

(1.4.47)

Лемма 1.4.6 Пусть T1, . . . , Ts — нетривиальное решение
системы (1.4.43) и rank∆ = r ≥ 1. Тогда ∆ является проек-
тором матрицы Θ и, по крайней мере, r собственных значе-
ний матрицы Θ с учетом кратностей образуют подмноже-
ство спектра σ0(F ) ⊆ σ(F ) матричного полинома F (λ). При
этом, если λ ∈ σ(Θ), то либо λ ∈ σ0(F ), либо λ = 0.
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Данное утверждение устанавливается с помощью представ-
ления матриц (1.4.45) в виде (1.4.13) на решениях Z систе-
мы (1.4.41). При этом выполняются соотношения (1.4.14) и опре-
деляется подмножество спектра σ0(F ) матричного полинома
F (λ), совпадающее с σ(J0), а также с σ(R∗AL), где L и R∗ —
множители скелетного разложения Z = LR∗.

Следовательно, если операторы (1.3.12) и (1.3.13) определены
с помощью соотношений (1.4.12) и (1.4.45) для нетривиального
решения T1, . . . , Ts системы (1.4.43), а множества матриц K и Kpq

вида (1.3.3) определяет оператор MX = ∆X∆∗, то при условиях
(1.4.15) расположение подмножества спектра σ0(F ) матричного
полинома F (λ), состоящего из r = rank∆ собственных значений,
относительно заданных множеств Λ+

f , Λ−
f и Λ0

f можно описать
с помощью теорем 1.3.1 – 1.3.3. При этом система матричных
соотношений (1.3.4) и (1.4.43) служит аналогом уравнения Ля-
пунова для класса динамических систем (1.4.34).

Замечание 1.4.4 При построении правых и левых пар мат-
ричного полинома можно использовать лишь линейные уравне-
ния систем (1.4.41) – (1.4.43). Так, с помощью (1.3.10) нетрудно
установить, что если AZB = BZA, то для некоторой матрицы
U пара (U, T ), где T = (ZB)k, k ≥ ν, удовлетворяет равенству
TA = UTB. Если при этом rankZ = rank(BZ), то в качестве T
может быть выбрана также матрица Z.

Изложим еще один подход к построению аналогов уравнения
Ляпунова для систем типа (1.4.34), основанный на вычислении
первых s интегралов

Hp =
1

2πi

∮

ω

λp−1F−1(λ)dλ, p = 1, 2, . . . , (1.4.48)

где ω — замкнутый контур, отделяющий подмножество спектра
σ0(F ) ⊆ σ(F ). Применяя формулу Фробениуса для обращения
сопровождающего пучка матриц L1(λ) = A− λB при λ 6∈ σ(F ),
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приходим к соотношениям

−L−1
1 (λ) = S1W (λ) + F1(λ),

L′
1(λ)L

−1
1 (λ) = S2W (λ) + F2(λ),

λL′
1(λ)L

−1
1 (λ) = S3W (λ) + F3(λ),

(1.4.49)

где

W (λ) =




F−1(λ) λF−1(λ) · · · λs−1F−1(λ)
λF−1(λ) λ2F−1(λ) · · · λsF−1(λ)

· · · · · · · · · · · ·
λs−1F−1(λ) λsF−1(λ) · · · λ2s−2F−1(λ)


 ,

F1(λ), F2(λ), F3(λ) — некоторые полиномиальные матрицы. Ин-
тегрируя равенства (1.4.49) по замкнутому контуру ω, имеем

Z = S1H, ∆ = BZ = S2H, Θ = AZ = S3H, (1.4.50)

где

H =




H1 H2 · · · Hs

H2 H3 · · · Hs+1

· · · · · · · · · · · ·
Hs Hs+1 · · · H2s−1


 .

Интегралы (1.4.48) удовлетворяют системе соотношений

A0H1 +A1H2 + · · ·+AsHs+1 = 0,

A0H2 +A1H3 + · · ·+AsHs+2 = 0,

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
A0Hp +A1Hp+1 + · · ·+AsHs+p = 0,

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
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Отсюда следует, что блоки Zpq матрицы Z имеют вид

Zpq =





s∑

j=p

AjHj+q−p+1, q < p,

Hq, p = 1,

−
p−1∑

j=0

AjHj+q−p+1, q ≥ p > 1,

(1.4.51)

и все матрицы (1.4.50) выражаются через первые s интегралов
H1, . . . ,Hs.

Отметим, что если контур ω охватывает весь спектр σ(F ), то
матрицы Hp совпадают с коэффициентами главной части ло-
рановского разложения резольвенты в окрестности бесконечно
удаленной точки

F−1(λ) = H0(λ) +
1

λ
H1 +

1

λ2
H2 + · · ·+ 1

λs
Hs + · · · . (1.4.52)

Матрицы ∆ и Θ в (1.4.50) удовлетворяют соотношениям
(1.4.13) при S = Il, а также (1.4.14). Сопоставляя (1.4.51) с
соответствующими блоками решения (1.4.44) системы (1.4.41),
приходим к следующему утверждению.

Лемма 1.4.7 Матричной системе (1.4.43) удовлетворяет
семейство интегралов

Tp =
1

2πi

∮

ω

λp−1F−1(λ)dλ, p = 1, s, (1.4.53)

где ω — замкнутый контур, отделяющий любое подмножество
спектра σ0(F ) ⊆ σ(F ). При этом, если σ0(F ) = σ(F ), то в
лемме 1.4.5 (U, T ) — правая (левая) пара матричного полино-
ма F (λ), для которой выполняется соответствующее условие
(1.3.2) и σ(F ) ⊆ σ(U).
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Следовательно, утверждения теорем 1.3.1 – 1.3.3 могут быть
сформулированы в терминах решений аналогов уравнения Ля-
пунова для матричного полинома F (λ), построенных с помощью
семейства s интегралов (1.4.53).

1.5 Матричные неравенства с неопределенными

коэффициентами

Рассмотрим линейный оператор в пространстве матриц

M(p) : Hn → Hm, M(p)X =

ν∑

i,j=1

γijAi(pi)XA
∗
j (pj), (1.5.1)

где γij — скалярные коэффициенты, составляющие эрмито-
ву матрицу Γ ∈ Hν, а значения матричных коэффициентов
Ai = Ai(pi), зависящих от векторных параметров

pi =
[
pi1, . . . , piνi

]T ∈ Pνi ,
{
q ∈ R

νi : qk ≥ 0,

νi∑

k=1

qk = 1
}
,

образуют семейство политопов

Ai = Co
{
Ai1, . . . , Aiνi

}
=

{
A ∈ C

m×n : A =

νi∑

k=1

pikAik, pi ∈ Pνi
}
.

Общий вектор параметров p = [pT1 , ..., p
T
ν ]
T ∈ P = Pν1 ×· · ·×Pνν

имеет порядок α = ν1 + · · · + νν . Семейство операторов (1.5.1),
отвечающее всем возможным комбинациям вершин Airi поли-
топов Ai, имеет вид

Mr1...rνX =

ν∑

i,j=1

γijAiriXA
∗
jrj , ri ∈

{
1, . . . , νi

}
. (1.5.2)

Их количество равно ν1 · · · νν . Если νi = 1 для некоторого i,
то ri = 1 и в (1.5.1) соответствующий матричный коэффи-
циент Ai не зависит от pi. Выделим подмножество индексов
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J ⊆ {1, . . . , ν}, которым отвечают матричные коэффициенты
Ai, зависящие от pi.

Лемма 1.5.1 Для любого вектора p ∈ Pν выполняется
матричное неравенство

ppT ≤ diag
{
p1, . . . , pν

}
. (1.5.3)

Доказательство. Очевидно, что при p ∈ Pν выполня-
ется равенство diag{p1, . . . , pν} − ppT = D(Iν − qqT )DT , где
D = diag

{√
p1, . . . ,

√
pν
}
, q =

[√
p1, . . . ,

√
pν
]
, причем ‖q‖ = 1.

Пусть Q — матрица ортогонального дополнения вектора q, т. е.
qTQ = 0 и detS 6= 0, где S = [q,Q]. Тогда

ST (Iν − qqT )S =

[
0 0
0 QTQ

]
≥ 0.

Следовательно, Iν − qqT ≥ 0 и выполняется матричное неравен-
ство (1.5.3).

Лемма доказана.

Лемма 1.5.2 Для любого вектора p ∈ Pν выполняется
матричное неравенство

ν∑

i=1

piAiXA
∗
i ≥

( ν∑

i=1

piAi

)
X
( ν∑

i=1

piA
∗
i

)
, (1.5.4)

где A1, . . . , Aν ∈ C
m×n — заданный набор матриц, X = X∗ ≥ 0.

Доказательство. Перепишем соотношение (1.5.4) в виде

ν∑

i=1

γijAiXA
∗
j = A(Γ⊗X)A∗ ≥ 0,

где A =
[
A1, . . . , Aν

]
, а скалярные коэффициенты γij составля-

ют матрицу Γ = diag{p1, . . . , pν} − ppT . Согласно лемме 1.5.1
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Γ ≥ 0 при p ∈ Pν . Учитывая свойства кронекерового произведе-
ния, имеем Γ⊗X ≥ 0 и, следовательно, выполняется матричное
неравенство (1.5.4).

Лемма доказана.
Из соотношения (1.5.4), в частности, следует, что для любой

матрицы A ∈ Co{A1, . . . , Aν} выполняется неравенство

x∗AXA∗x ≤ max
i

(x∗AiXA
∗
i x), x ∈ C

n.

Лемма 1.5.3 Пусть при всех i ∈ J выполняется одно из
условий

γii = 0, X = X∗, (1.5.5)

или
γii ≤ 0, X = X∗ ≥ 0. (1.5.6)

Тогда эквивалентны системы матричных неравенств

M(p)X ≥ 0 (> 0 ), p ∈ P, (1.5.7)

и

Mr1...rνX ≥ 0 (> 0 ), ri ∈ {1, . . . , νi}, i = 1, ν. (1.5.8)

Доказательство. Очевидно, что система неравенств
(1.5.8) является следствием параметрической системы нера-
венств (1.5.7) без ограничений (1.5.5) или (1.5.6). Действи-
тельно, если в (1.5.7) положить p = [eT1r1 , ..., e

T
νrν ]

T , где
eiri = [0, ..., 1, ..., 0]T ∈ R

νi — единичные векторы в R
νi , i = 1, ν,

то получим соотношения (1.5.8).
Для доказательства обратного утверждения представим опе-

раторы (1.5.1) и (1.5.2) в виде

M(p)X = L(p)X −R(p)X, Mr1...rνX = Lr1...rνX −Rr1...rνX,

где
L(p) =

∑

i 6∈J

γiiAiXA
∗
i +

∑

i 6=j

γijAi(pi)XA
∗
j (pj),
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Lr1...rν =
∑

i 6∈J

γiiAiXA
∗
i +

∑

i 6=j

γijAiriXA
∗
jrj ,

R(p) = −
∑

i∈J

γiiAi(pi)XA
∗
i (pi), Rr1...rν = −

∑

i∈J

γiiAiriXA
∗
iri .

Параметры pik входят в выражение L(p) линейно, а операторы
R(p) и Rri...rν положительны относительно конуса эрмитовых
неотрицательно определенных матриц.

При условиях (1.5.5) операторы M(p) и L(p) совпадают. По-
строим мажоранту для оператора R(p) при условиях (1.5.6). Со-
гласно лемме 1.5.2 при pi ∈ Pνi и X ≥ 0 имеем

Ai(pi)XA
∗
i (pi) ≤

νi∑

k=1

pikAikXA
∗
ik.

Следовательно, при условиях (1.5.6) имеем оценку оператора

M(p)X ≥ L(p)X +
∑

i∈J

γii

νi∑

k=1

pikAikXA
∗
ik, p ∈ P. (1.5.9)

Пусть выполняется система матричных неравенств (1.5.8), т. е.

Mr1,...,rνX = Lr1,...,rνX +
∑

i∈J

γiiAiriXA
∗
iri ≥ 0, (1.5.10)

где ri ∈ {1, . . . , νi}, i = 1, ν. Для каждого фиксированно-
го i ∈ {1, . . . , ν} умножим все неравенства системы (1.5.10),
содержащие слагаемые с индексом ri, последовательно на
pi1, . . . , piνi и просуммируем полученные неравенства, учитывая,
что pi ∈ Pνi . При этом рассматриваем два случая.

а) i 6∈ J . В новом матричном неравенстве возникают слагае-
мые типа γijAi(pi)XA

∗
jrj

, γjiAjrjXA
∗(pi), i 6= j. Все остальные

слагаемые выражения (1.5.10) войдут в это неравенство без из-
менений.
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б) i ∈ J . В новом матричном неравенстве, кроме слагаемых,
указанных в случае а), появятся также слагаемые типа

γii

νi∑

k=1

pikAikXA
∗
ik, i ∈ J.

На последнем шаге при i = ν в результате указанных операций
с неравенствами (1.5.8) приходим к выражению, совпадающему
с правой частью неравенства (1.5.9) и являющемуся неотрица-
тельно определенной матрицей.

Таким образом, при каждом p ∈ P неравенство (1.5.7) яв-
ляется следствием системы неравенств (1.5.8). При этом, если
в (1.5.8) все матрицы положительно определены, то выражение
(1.5.7) также является положительно определенной матрицей.

Лемма доказана.

Замечание 1.5.1 Оценка оператора (1.5.9) получена на ос-
нове леммы 1.5.2 при ограничениях (1.5.6). В общем случае опе-
ратор (1.5.1) представляется в виде

M(p)X =W
(
G(p)⊗X

)
W ∗, p ∈ P, (1.5.11)

где W =
[
A11, . . . , A1ν1 ; . . . ;Aν1, . . . , Aννν

]
, а эрмитова матрица

G(p) при условиях λmin(Γ) ≤ 0 и λmax(Γ) ≥ 0 удовлетворяет
соотношениям

λmin(Γ)D ≤ G(p) = PΓP T ≤ λmax(Γ)D,

P =



p1 · · · 0
...

. . .
...

0 · · · pν


 , D =



D1 · · · 0
...

. . .
...

0 · · · Dν


 ,

где Di = diag{pi1, . . . , piνi}, i = 1, ν. При этом имеем двусторон-
нюю оценку оператора (1.5.1):

λmin(Γ)M0(p)X ≤ M(p)X ≤ λmax(Γ)M0(p)X, p ∈ P, (1.5.12)

M0(p)X =W (D ⊗X)W ∗ =
ν∑

i=1

νi∑

k=1

pikAikXA
∗
ik, X = X∗ ≥ 0.
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Лемма 1.5.4 Пусть выполняется система матричных
неравенств

Y +AiZ + Z∗A∗
i +AiXA

∗
i ≤ 0 (< 0) i = 1, ν, (1.5.13)

где X = X∗ ≥ 0, Y = Y ∗, Z и Ai — заданные матрицы подхо-
дящих размеров. Тогда для любой матрицы A ∈ Co{A1, . . . , Aν}
справедливо матричное неравенство

Y +AZ + Z∗A∗ +AXA∗ ≤ 0 (< 0). (1.5.14)

Лемма 1.5.5 Для любых векторов pr ∈ Pνr (r = 1, 2, 3) вы-
полняется матричное неравенство

(A+BKC)X(A+BKC)∗ ≤
ν1∑

i=1

ν2∑

j=1

ν3∑

k=1

p1ip2jp3kMijkXM
∗
ijk,

где

A =

ν1∑

i=1

p1iAi, B =

ν2∑

j=1

p2jBj, C =

ν3∑

k=1

p3kCk, Mijk = Ai+BjKCk,

X = XT ≥ 0, Ai, Bj , Ck и K — заданные матрицы подходящих
размеров.

Утверждения лемм 1.5.4 и 1.5.5 следуют из леммы 1.5.2.

Замечание 1.5.2 Известно, что интервальные и аффинные
множества матриц описываются в виде политопов. Например,
каждая матрица A ∈ C

m×n из интервала A ≤ A ≤ A представ-
ляется в виде

A =

ν∑

k=1

pkAk, Ak = ‖aktτ‖m,nt,τ=1, p = [p1, . . . , pν ]
T ∈ Pν ,

где aktτ ∈ {atτ , atτ}, A = ‖atτ‖m,nt,τ=1, A = ‖atτ‖m,nt,τ=1, ν = 2nm.
Можно сформулировать аналоги лемм 1.5.2 – 1.5.5 для мат-

ричных неравенств с интервальной и аффинной неопределенно-
стью коэффициентов соответствующих операторов.
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1.6 Методы ЛМН в задачах локализация спектра

1.6.1 Матричные функции и аналитические

области

Рассмотрим регулярную матричную функцию

F (λ) = f0(λ)A0 + · · ·+ fs(λ)As, detF (λ) 6≡ 0, λ ∈ C, (1.6.1)

где A0, . . . , As ∈ C
n×n — заданные матрицы, f0(λ), . . . , fs(λ) —

скалярные функции, аналитические в окрестности спектра σ(F )
и такие, что zs(λ) =

[
f0(λ), . . . , fs(λ)

]
6= 0, λ ∈ σ(F ). Изучим

расположение точек спектра σ(F ) относительно областей

Ω =
{
λ ∈ C : i+(V (λ, λ)) ≥ 1

}
, Ω̂ =

{
λ ∈ C : V (λ, λ) ≤ 0

}
,

(1.6.2)
где V (λ, λ) — эрмитова матричнозначная функция. Очевидно,
что Ω ∩ Ω̂ = ∅ и Ω ∪ Ω̂ = C.

Введем блочные матрицы

A =



A0
...
As


 , A⊥∗ = [B0, . . . , Bs],

для которых выполняются соотношения

A⊥∗A = 0, A+A = In, detT 6= 0, T =
[
A+∗, A⊥

]
, (1.6.3)

где A+ = (A∗A)−1A∗ — псевдообратная матрица.

Лемма 1.6.1 Пусть выполняется одно из соотношений

[
In(s+1), A

]
W

[
In(s+1), A

]∗
> 0 (1.6.4)

или

A⊥∗LA⊥ > 0, (1.6.5)
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где

W =

[
L G
G∗ H

]
, L =



L00 . . . L0s
...

. . .
...

Ls0 . . . Lss


 , G =



G0
...
Gs


 ,

а матричная функция V (λ, λ) =
s∑

i,j=0
fi(λ)fj(λ)Lij определяет

области (1.6.2). Тогда σ(F ) ∩ Ω̂ = ∅, т. е. σ(F ) ⊂ Ω.

Доказательство. Очевидно, что

F (λ) = Zs(λ)A, V (λ, λ) = Zs(λ)LZ
∗
s (λ),

где Zs(λ) =
[
f0(λ)In, . . . , fs(λ)In

]
= zs(λ)⊗ In. Умножив (1.6.4)

слева и справа соответственно на Zs(λ) и Z∗
s (λ), имеем

F (λ)G∗(λ) +G(λ)F ∗(λ) + F (λ)HF ∗(λ) + V (λ, λ) > 0,

где G(λ) = Zs(λ)G. Пусть v∗0 6= 0 — левый собственный век-
тор матричной функции F (λ), отвечающий собственному зна-
чению λ0 ∈ σ(F ). Умножим полученное матричное неравенство
при λ = λ0 слева и справа соответственно на v∗0 и v0, получим
v∗0V (λ0, λ0)v0 > 0, что означает λ0 ∈ Ω.

Учитывая соотношения (1.6.3), приведем матричное неравен-
ство (1.6.4) к виду

T ∗
[
In(s+1), A

]
W

[
In(s+1), A

]∗
T =

[
P N
N∗ Q

]
> 0,

где P = H + G∗A+∗ + A+G + A+LA+∗, Q = A⊥∗LA⊥,
N = (G∗ +A+L)A⊥. Согласно лемме Шура данное неравенство
эквивалентно двум матричным неравенствам, первое из кото-
рых совпадает с (1.6.5), а второе всегда можно достичь путем
выбора матрицы H > 0. Поэтому из матричного неравенства
(1.6.5) также следует включение σ(F ) ⊂ Ω.
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Лемма доказана.

Отметим, что в лемме 1.6.1 блоки матрицы W удовлетворя-
ют условиям n(s + 1) ≤ i+(W ) < n(s+ 2), 1 ≤ i+(L) < n(s + 1).
Матрицу H целесообразно искать в виде положительно опре-
деленной матрицы, например, можно положить H = In. Если
неравенство (1.6.4) выполняется при H ≤ 0, то все собственные
значения матричной функции G(λ) также, как и F (λ), должны
принадлежать области Ω.

Полагая в лемме 1.6.1 L = Γ ⊗ X, где Γ и X — эрмитовы
матрицы соответствующих размеров s+1×s+1 и n×n, получаем
условия локализации спектра σ(F ) в области Ω, описываемой
скалярной эрмитовой функцией f(λ, λ) = zs(λ)Γz

∗
s (λ).

Теорема 1.6.1 Если для некоторых матриц G, H = H∗ и
X = X∗ ≥ 0 (X 6= 0) выполняется одно из соотношений

AG∗ +GA∗ +AHA∗ + Γ⊗X > 0 (1.6.6)

или
s∑

i,j=0

γijBiXB
∗
j > 0, (1.6.7)

то все собственные значения матричной функции F (λ) распо-
ложены в области

Ω =
{
λ ∈ C : f(λ, λ) =

s∑

i,j=0

γijfi(λ)fi(λ) > 0
}
.

Лемма 1.6.2 Пусть f0(λ) 6= 0 в некоторой окрестности
точек σ(F ) и выполняется матричное неравенство

[A∗, In]W [A∗, In]
∗ > 0. (1.6.8)

Тогда σ(F ) ⊂ Ω, где область Ω определяется в виде (1.6.2) при

V (λ, λ) =

[
Ψ∗(λ)LΨ(λ) f0(λ)Ψ

∗(λ)G

f0(λ)G
∗Ψ(λ) f0(λ)f0(λ)H

]
,
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Ψ(λ) =




−f1(λ)In . . . −fs(λ)In
f0(λ)In . . . 0n×n

...
. . .

...
0n×n . . . f0(λ)In


 .

Доказательство. Пусть v0 6= 0 — правый собственный век-
тор матричной функции F (λ), отвечающий собственному зна-
чению λ0 ∈ σ(F ). Тогда после умножения неравенства (1.6.8)
слева и справа соответственно на f0(λ0)v

∗
0 и f0(λ0)v0 с учетом

соотношений

f0(λ0)A0v0 = −
s∑

i=1

fi(λ0)Aiv0, w∗
0 =

[
v∗0A

∗
1, . . . , v

∗
0A

∗
m, v

∗
0

]
6= 0,

имеем w∗
0V (λ0, λ0)w0 > 0, что означает λ0 ∈ Ω.

Лемма доказана.

Отметим, что в лемме 1.6.2 блоки матрицы W удовлетворяют
условиям n ≤ i+(W ) < n(s+ 2), 1 ≤ i+(L) < n(s+ 1).

Теорема 1.6.2 Если совместна система ЛМН

s∑

i,j=0

γijA
∗
iXAj > 0, X ≥ 0, (1.6.9)

то все собственные значения матричной функции F (λ) распо-
ложены в области Ω =

{
λ ∈ C : i+(Φ

∗(λ)ΓΦ(λ)) ≥ 1
}
, где

Φ(λ) =

[ −z(λ)
f0(λ)Is

]
, z(λ) = [f1(λ), . . . , fs(λ)].

Данное утверждение вытекает из леммы 1.6.2 при L = Γ⊗X
и нулевых G и H. Аналогичное утверждение сформулировано
в [51] при более слабых ограничениях (типа управляемости) на
выражения (1.6.9). Леммы 1.6.1 и 1.6.2 дополняют и обобщают
известные методы локализации собственных чисел матричных
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функций в терминах линейных матричных неравенств (1.6.4),
(1.6.5), (1.6.8) и их частных случаев (1.6.6), (1.6.7) и (1.6.9) (см.
[51, с. 94–98] и [119, с. 93–97]).

Замечание 1.6.1 В теореме 1.6.2 область Ω описывает ска-
лярная функция f(λ, λ) = zs(λ)Γ̃z

∗
s (λ) > 0, если положить

Γ =




0 1
1 γ

02×s−1

0s−1×2 −Q−1


 , Γ̃ =




γ −1
−1 0

02×s−1

0s−1×2 Q


 ,

где Q = Q∗ > 0.

Пример 1.6.1 Рассмотрим регулярный матричный квази-
полином

F (λ) = A0+λA1+ e
−λτ1A2+ · · ·+ e−λτs−1As, τi ≥ 0, i = 1, s − 1.

Если для некоторых чисел γ, q1 > 0, . . . , qs−1 > 0 и матрицы
X ≥ 0 выполняется матричное неравенство

A∗
0XA1 +A∗

1XA0 + γA∗
1XA1 −

s−1∑

i=1

1

qi
A∗
i+1XAi+1 > 0, (1.6.10)

то согласно теореме 1.6.2 все точки спектра σ(F ) принадле-

жат области Ω =
{
λ ∈ C : λ + λ < γ +

s−1∑
i=1

qie
−(λ+λ)τi

}
. Если

γ ≤ −q1 − · · · − qs−1, то данная область целиком расположена в
левой полуплоскости. В этом случае имеем достаточные условия
устойчивости квазиполинома F (λ) в виде линейного матричного
неравенства (1.6.10) (см. [51, 119]). Этот результат может быть
использован при изучении абсолютной устойчивости линейных
систем управления с запаздыванием.
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1.6.2 Матричные полиномы и алгебраические

области

Рассмотрим регулярный матричный полином размера n× n

F (λ) = A0 + λA1 + · · · + λsAs, detF (λ) 6≡ 0, λ ∈ C, (1.6.11)

и класс алгебраических областей в комплексной плоскости

Λk =
{
λ ∈ C : f(λ, λ) =

k∑

i,j=0

γijλ
iλ
j
> 0

}
, (1.6.12)

где s ≥ 1, k ≥ 1, γij — скалярные коэффициенты, составляю-
щие эрмитову матрицу Γ. Будем предполагать, что Λk 6= ∅ и
Λk 6= C, т. е. i±(Γ) 6= 0. Очевидно, что Λ1 — область, ограничен-
ная некоторой прямой или окружностью. В частности, левой
полуплоскости и единичному кругу соответствуют матрицы

Γ =

[
0 −1
−1 0

]
, Γ =

[
1 0
0 −1

]
. (1.6.13)

Класс областей Λ2 содержит все области, ограниченные алгеб-
раическими кривыми второго порядка.

Пусть m = max{s, k} и r = m− k. Построим матрицы

A =



A0
...
Am


 , G =



G0
...
Gm


 , X =



X00 . . . X0r

...
. . .

...
Xr0 . . . Xrr




соответствующих размеров n(m + 1) × n, n(m + 1) × n и
n(r + 1)× n(r + 1) и введем линейные операторы

L(X) = C(Γ⊗X)CT , M(X) = D(Γ⊗X)D∗, (1.6.14)

где C = R⊗ In =
[
C0, . . . , Ck

]
, D = A⊥∗C =

[
D0, . . . ,Dk

]
,

R =
[
E,∆E, . . . ,∆kE

]
, ∆ =

[
01×m 0
Im 0m×1

]
, E =

[
Ir+1

0k×r+1

]
,
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A⊥∗ =
[
B0, . . . , Bm

]
— матрица, определяемая соотношениями

(1.6.3). Блоки Ai при i > s должны быть такими, чтобы спектр
матричного полинома Fm(λ) = A0+λA1+ · · ·+λmAm содержал
изучаемый спектр σ(F ). Например, можно положить Ai = 0,
i > s. В случае k ≤ s данные блоки в A отсутствуют.

Пусть Λ̂k , C\Λk — замкнутое дополнение области Λk, а
Λr(X) — область, определяемая эрмитовой матрицей X в виде

Λr(X) =
{
λ ∈ C : Zr(λ)XZ

∗
r (λ) =

r∑

i,j=0

λiλ
j
Xij ≥ 0

}
,

где Zr(λ) =
[
In, λIn, . . . , λ

rIn
]
.

Теорема 1.6.3 Пусть для некоторых матриц G, H = H∗

и X = X∗ выполняются включения

Λ̂k ⊆ Λr(X) (1.6.15)

и одно из матричных неравенств

AG∗ +GA∗ +AHA∗ + L(X) > 0 (1.6.16)

или
M(X) > 0. (1.6.17)

Тогда все собственные значения матричного полинома F (λ)
расположены в области Λk.

Доказательство. Матрица R размеров m+1×(k+1)(r+1),
определенная в (1.6.14), имеет следующую структуру:

R =




Ir+1

01×r+1

0k−1×r+1

01×r+1

Ir+1

0k−1×r+1

. . .
01×r+1

0k−1×r+1

Ir+1


 .

Очевидно, что Fm(λ) = Zm(λ)A и f(λ, λ) = zk(λ)Γz
∗
k(λ), где

Zm(λ) =
[
In, λIn, . . . , λ

mIn
]
= zm(λ)⊗In, zm(λ) =

[
1, λ, . . . , λm

]
.
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Используя структуру матрицы C и свойства кронекерового про-
изведения, имеем

Zm(λ)C = (zm(λ)⊗ In)(R ⊗ In) = zm(λ)R ⊗ In =

=
[
zr(λ), λzr(λ), . . . , λ

kzr(λ)
]
⊗ In = zk(λ)⊗ Zr(λ).

Умножив матричное неравенство (1.6.16) слева (справа) на
матрицу полного ранга Zm(λ) (Z∗

m(λ)), получим

Fm(λ)G
∗
m(λ) +Gm(λ)F

∗
m(λ) + Fm(λ)HF

∗
m(λ)+

+[zk(λ)⊗ Zr(λ)](Γ ⊗X)
[
z∗k(λ)⊗ Z∗

r (λ)
]
=

= Fm(λ)G
∗
m(λ) +Gm(λ)F

∗
m(λ) + Fm(λ)HF

∗
m(λ)+

+f(λ, λ)Zr(λ)XZ
∗
r (λ) > 0,

где Gm(λ) = G0 + λG1 + · · · + λmGm — некоторый матричный
полином.

Пусть λ = λ0 ∈ σ(F ) — произвольное собственное значение
матричного полинома F (λ) и λ0 6∈ Λk, т. е. λ0 ∈ Λ̂k. Тогда со-
гласно (1.6.15) f(λ0, λ0)Zr(λ0)XZ

∗
r (λ0) ≤ 0 и, следовательно,

Fm(λ0)G
∗
m(λ0) +Gm(λ0)F

∗
m(λ0) + Fm(λ0)HF

∗
m(λ0) > 0.

Однако, это не так, поскольку σ(F ) ⊆ σ(Fm) и

v∗0
[
Fm(λ0)G

∗
m(λ0) +Gm(λ0)F

∗
m(λ0) + Fm(λ0)HF

∗
m(λ0)

]
v0 = 0,

где v∗0 6= 0 — левый собственный вектор матричного полино-
ма Fm(λ), отвечающий собственному значению λ0 ∈ σ(Fm). Из
полученного противоречия следует, что при условиях (1.6.15) и
(1.6.16) должно быть λ0 ∈ Λk.

Тот факт, что неравенство (1.6.17) также обеспечивает вклю-
чение σ(F ) ⊂ Λk, устанавливается путем конгруэнтного преоб-
разования выражения (1.6.16) с матрицей T = [A+∗, A⊥] и при-
менения леммы Шура (см. доказательство леммы 1.6.1).

Теорема доказана.
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Теорема 1.6.3 обобщает и развивает известные методы лока-
лизации спектра матричного полинома, предложенные в [109,
110] для класса областей Λ1. Она сформулирована без ограни-
чений на порядок используемых алгебраических кривых, а усло-
вие (1.6.15) в общем случае не требует положительной опреде-
ленности решений соответствующих матричных неравенств.

Замечание 1.6.2 Доказательство теоремы 1.6.3 может быть
получено в виде следствия леммы 1.6.1. Действительно, в слу-
чае матричного полинома следует положить fi(λ) = λi, i = 0,m,
и при условии (1.6.15) выполняется включение Ω ⊆ Λk. Огра-
ничение (1.6.15) на блочную матрицу X выполняется для лю-
бой области Λk в том случае, когда Λr(X) — вся комплекс-
ная плоскость C. Для этого достаточно потребовать, чтобы ис-
комая матрица X была положительно (неотрицательно) λ-
определенной, т. е.

Zr(λ)XZ
∗
r (λ) =

r∑

i,j=0

λiλ
j
Xij > 0 (≥ 0), ∀λ ∈ C.

Данное свойство имеет, например, блочная матрица X, положи-
тельно (неотрицательно) определенная в обычном смысле.

Замечание 1.6.3 Если k ≥ s, то m = k, r = 0 и C = In(k+1).
В этом случае в (1.6.16) и (1.6.17) используем операторы
L(X) = Γ ⊗ X и M(X) = A⊥∗L(X)A⊥. При этом неизвест-
ные матрицы X и H имеют одинаковые размеры n × n и в
теореме 1.6.3 вместо условия (1.6.15) используем неравенство
X = X∗ ≥ 0 (X 6= 0).

Отметим, что если detA0 6= 0, то матрицу A⊥∗, удовлетворя-
ющую соотношениям (1.6.3), всегда можно построить в виде

A⊥∗ =



Â1 In . . . 0n×n
...

...
. . .

...

Âm 0n×n . . . In


 , Âi =

{
−AiA−1

0 , i ≤ s,
0n×n, i > s.

(1.6.18)
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В случае k = s оператор M(X) в (1.6.17) с учетом (1.6.18) имеет
блочную структуру:

M(X) =



Y11(Z) . . . Y1s(Z)

...
. . .

...
Ys1(Z) . . . Yss(Z)


 , X = A0ZA

∗
0, (1.6.19)

где Ypq(Z) = γ00ApZA
∗
q − γp0A0ZA

∗
q − γ0qApZA

∗
0 + γpqA0ZA

∗
0,

p, q = 1, s.
Если detA0 = 0, то вместо F (λ) и Λk можно рассматривать

матричный полином Fα(λ) и область Λαk вида

Fα(λ) = F (λ+ α) =

s∑

i=0

λiAαi,

Λαk =
{
λ ∈ C : f

(
λ+ α, λ+ α

)
=

k∑

i,j=0

γαijλ
iλ
j
> 0

}
,

где Aα0 = F (α), detAα0 6= 0. Для регулярного матричного поли-
нома F (λ) число α 6∈ σ(F ) с указанными свойствами существует.
При этом σ(Fα) = σ(F )− α и σ(F ) ⊂ Λk ⇐⇒ σ(Fα) ⊂ Λαk .

Существуют различные способы сведения спектральных за-
дач для матричных полиномов к аналогичным задачам для
линейных пучков матриц. Приведем метод работы [42], ос-
нованный на применении матриц типа A⊥, удовлетворяю-
щих соотношениям (1.6.3). Используя блочное представление
A⊥∗ =

[
B0, . . . , Bs

]
при m = s, построим пучок матриц

D1 − λD0 =
[
B1, . . . , Bs

]
− λ

[
B0, . . . , Bs−1

]
, (1.6.20)

D0 и D1 — матрицы размеров ns×ns, и рассмотрим следующие
соотношения:

v∗F (λ) = 0, v 6= 0; (1.6.21)

u∗(D1 − λD0) = 0, u 6= 0; (1.6.22)



Матричные уравнения и неравенства 81

u∗A⊥∗ = v∗Zs(λ), v = B∗
0u 6= 0. (1.6.23)

Соотношения (1.6.21) и (1.6.22) определяют собственные зна-
чения и соответствующие левые собственные векторы матрич-
ного полинома (1.6.11) и пучка матриц (1.6.20). Легко устано-
вить эквивалентность соотношений (1.6.22) и (1.6.23). С дру-
гой стороны, из определения матрицы A⊥∗ и представления
F (λ) = Zs(λ)A вытекает эквивалентность соотношений (1.6.21)
и (1.6.23) для некоторого вектора u 6= 0. Следовательно, соотно-
шения (1.6.21) и (1.6.22) эквивалентны. Причем, тождественное
выполнение одного из равенств (1.6.21) или (1.6.22) ∀λ ∈ C вле-
чет тождественное выполнение другого из них. Это означает,
что свойства регулярности матричного полинома (1.6.11) и пуч-
ка матриц (1.6.20) также эквивалентны.

Лемма 1.6.3 Множества всех различных собственных
значений λi матричного полинома (1.6.11) и пучка матриц
(1.6.20) совпадают, а их соответствующие левые собственные
векторы связаны соотношениями v∗i = u∗iB0 (i = 1, l).

Сформулируем критерии принадлежности спектра матрич-
ного полинома F (λ) областям класса Λ1. В этом случае

E =

[
Is

01×s

]
, ∆ =

[
01×s 0
Is 0s×1

]
,

M(X) = γ00D0XD
∗
0 + γ01D0XD

∗
1 + γ10D1XD

∗
0 + γ11D1XD

∗
1 ,

где D0 и D1 — матрицы линейного пучка (1.6.20).

Учитывая лемму 1.6.3 и общие свойства положительно обра-
тимых операторов в пространстве эрмитовых матриц, сформу-
лируем следующее утверждение.

Теорема 1.6.4 Включение σ(F ) ⊂ Λ1 выполняется в том и
только том случае, когда существуют эрмитовы матрицы X
и Y , удовлетворяющие соотношениям
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1) M(X) = Y ≥ 0, rank
[
D1 − λD0, Y

]
≡ ns (λ ∈ Λ̂1),

D0XD
∗
0 ≥ 0.

Если матрица D0 невырожденная, то данное включение эк-
вивалентно каждому из следующих утверждений:

2) матричное неравенство M(X) > 0 разрешимо относи-
тельно X = X∗ > 0;

3) для любой матрицы Y = Y ∗ > 0 матричное уравнение
M(X) = Y имеет решение X = X∗ > 0;

4) оператор M положительно обратим относительно ко-
нуса неотрицательно определенных матриц Kns.

Доказательство утверждения достаточности критерия 1) со-
стоит в следующем. Если предположить, что некоторое соб-
ственное значение λ ∈ Λ̂1, то согласно (1.6.22) для соответствую-
щего левого собственного вектора u∗ должны выполняться про-
тиворечивые соотношения

f(λ, λ) ≤ 0, u∗D∗
0XD0u ≥ 0, f(λ, λ) u∗D∗

0XD0u = u∗Y u > 0.

При условии σ(F ) ⊂ Λ1 матрицы X и Y в критерии 1) всегда
можно построить в виде (см. лемму 1.4.3)

X = ZX̂Z∗, Y = D0ZŶ Z
∗D∗

0, rank
[
D1Z,D0Z

]
= rank(D0Z).

В случае невырожденной матрицы D0 критерии 2) – 4) вытека-
ют из теоремы 1.2.1.

Пример 1.6.2 Пусть F (λ) = A0 + λA1 — регулярный пучок
матриц и Λ1 — область вида (1.6.12). Матричное выражение
(1.6.16) в теореме 1.6.3 имеет вид
[
A0HA

∗
0+A0G

∗
0+G0A

∗
0+γ00X A0HA

∗
1+A0G

∗
1+G0A

∗
1+γ01X

A1HA
∗
0+A1G

∗
0+G1A

∗
0+γ10X A1HA

∗
1+A1G

∗
1+G1A

∗
1+γ11X

]
.

Матричное неравенство, построенное с использованием операто-
ра (1.6.19) для линейного пучка Fα(λ) = F (α) + λA1 и области
Λα1 = {λ ∈ C : f(λ+ α, λ+ α) > 0}, приводится к виду

M(X) = γ00A1ZA
∗
1 − γ10A0ZA

∗
1 − γ01A1ZA

∗
0 + γ11A0ZA

∗
0 > 0.
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При этом X = F (α)ZF ∗(α), A⊥∗ =
[
B0, B1

]
=

[
−A1F

−1(α), In
]
,

α 6∈ σ(F ). Данное неравенство в силу эквивалентности включе-
ний σ(F ) ⊂ Λ1 и σ(Fα) ⊂ Λα1 можно использовать в утвержде-
ниях теорем 1.6.3 и 1.6.4 для исходного пучка матриц F (λ) и об-
ласти Λ1. В частности, существование решений Z = Z∗ > 0 мат-
ричных неравенств A0ZA

∗
1 + A1ZA

∗
0 > 0 и A1ZA

∗
1 −A0ZA

∗
0 > 0

равносильно размещению спектра σ(F ) внутри соответственно
левой полуплоскости и единичного круга.

Пример 1.6.3 Пусть F (λ) = A0+λA1+λ
2A2 — регулярный

квадратичный пучок матриц и Λk — область вида (1.6.12), k ≤ 2.
Для класса областей Λ1 имеем

1 = k < s = 2, m = 2, r = 1, X =

[
X00 X01

X10 X11

]
,

E=



1 0
0 1
0 0


, ∆=



0 0 0
1 0 0
0 1 0


, R=



1 0 0 0
0 1 1 0
0 0 0 1


 ,

L(X) =




γ00X00 γ00X01 + γ01X00 γ01X01

γ00X10 + γ10X00

1∑
i,j=0

γijX1−i1−j γ01X11 + γ11X01

γ10X10 γ10X11 + γ11X10 γ11X11


 .

Для класса областей Λ2 в (1.6.16) и (1.6.19) используем опера-
торы

L(X) =



γ00X γ01X γ02X
γ10X γ11X γ12X
γ20X γ21X γ22X


 , M(X) =

[
Y11(Z) Y12(Z)
Y21(Z) Y22(Z)

]
,

где

Y11(Z) = γ00A1ZA
∗
1 − γ10A0ZA

∗
1 − γ01A1ZA

∗
0 + γ11A0ZA

∗
0,

Y12(Z) = γ00A1ZA
∗
2 − γ10A0ZA

∗
2 − γ02A1ZA

∗
0 + γ12A0ZA

∗
0,

Y22(Z) = γ00A2ZA
∗
2 − γ20A0ZA

∗
2 − γ02A2ZA

∗
0 + γ22A0ZA

∗
0.
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Пример 1.6.4 Пусть F (λ) = a0 + λa1 + · · ·+ λsas — скаляр-
ный полином степени s. Матричное неравенство (1.6.16) имеет
вид ag∗ + ga∗ + haa∗ + L(X) > 0, где a ∈ C

s+1 — вектор коэф-
фициентов полинома F (λ), h ∈ R, g ∈ C

s+1. При определении
оператора L(X) для класса областей Λ1 используем матрицы

E =

[
Is

01×s

]
,∆ =

[
01×s 0
Is 0s×1

]
, R =

[
Is 01×s

01×s Is

]
,X=‖xij‖s−1

i,j=0.

В частности, для левой полуплоскости и единичного круга, от-
вечающим матрицам (1.6.13), данный оператор имеет соответ-
ствующий вид:

L(X) =−




0 x00 . . . x0s−2 x0s−1

x00 x01+x10 . . . x0s−1+x1s−2 x1s−1
...

...
. . .

...
...

xs−20 xs−10+xs−21 . . . xs−1s−2+xs−2s−1 xs−1s−1

xs−10 xs−11 . . . xs−1s−1 0



,

L(X) =




x00 x01 . . . x0s−1 0
x10 x11−x00 . . . x1s−1−x0s−2 −x0s−1
...

...
. . .

...
...

xs−10 xs−11−xs−20 . . . xs−1s−1−xs−2s−2 −xs−2s−1

0 −xs−10 . . . −xs−1s−2 −xs−1s−1



.

Для каждой области Λk при k ≥ s оператор L(X) = xΓ явля-
ется матричнозначной функцией скалярного аргумента X = x.

1.6.3 Робастная локализация спектра

В приложениях важными являются задачи робастной устойчи-
вости и робастной локализации спектра, формулируемые для
заданных семейств динамических систем. При решении данных
задач могут оказаться полезными сформулированные выше ре-
зультаты для матричных функций и полиномов.
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Рассмотрим класс областей Λk вида (1.6.12) и параметриче-
ское семейство регулярных матричных полиномов размера n×n

F (λ, p) = A0(p0) + λA1(p1) + · · ·+ λsAs(ps), (1.6.24)

где значения матричных коэффициентов Ai(pi), зависящих от
векторных параметров

pi = [pi1, . . . , piνi ]
T ∈ Pνi =

{
q ∈ R

νi : qk ≥ 0,

νi∑

k=1

qk = 1
}
,

образуют семейство политопов Ai = Co
{
Ai1, . . . , Aiνi

}
, i = 0, s.

Общий вектор параметров p = [pT0 , . . . , p
T
s ]
T ∈ P = Pν0×· · ·×Pνs

имеет порядок ν = ν0 + · · · + νs.
Пусть s ≥ 1, k ≥ 1, m = max{s, k} и r = m− k. Выделим все

матричные полиномы, отвечающие вершинам политопов:

Ft0...ts(λ) = A0t0+λA1t1+· · ·+λsAsts , ti ∈ {1, . . . , νi}, i = 0, s.

Их количество равно ν0 · · · νs. Если νi = 1, то ti = 1 и в (1.6.24)
соответствующий матричный коэффициент Ai не зависит от pi.

Теорема 1.6.5 Пусть для некоторых матриц G,
H = H∗ ≤ 0 и Xt0...ts = X∗

t0...ts , ti ∈ {1, . . . , νi}, выполня-
ются условие (1.6.15) и система матричных неравенств

At0...tsG
∗ +GA∗

t0...ts +At0...tsHA
∗
t0...ts + L(Xt0...ts) > 0, (1.6.25)

где L — линейный оператор, определенный в (1.6.14),

At0...ts =



A0
...
Am


 , Ai =

{
Aiti , i ≤ s
0, i > s

, i = 0,m.

Тогда при любом p ∈ P все собственные значения матричного
полинома (1.6.24) расположены в области Λk вида (1.6.12).
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Доказательство. Покажем, что для любого p ∈ P выпол-
няется матричное неравенство

A(p)G∗ +GA∗(p) +A(p)HA∗(p) + L(X(p)) > 0, (1.6.26)

где

A(p) =



A0
...
Am


 , Ai =

{
Ai(pi), i ≤ s
0n×n, i > s

, i = 0,m,

X(p) — неотрицательная линейная комбинация матриц Xt0...ts ,
удовлетворяющая условию (1.6.15).

Все неравенства системы (1.6.25) упорядочиваются набо-
рами индексов {t0 . . . ts}. Зафиксируем индексы i = 0 и
tj ∈ {1, . . . , νj}, j 6= 0. Затем умножим ν0 неравенств (1.6.25),
отвечающих наборам индексов {1, t1 . . . ts}, . . . , {ν0, t1 . . . ts}, со-
ответственно на p01, . . . , p0ν0 , и просуммируем их, учитывая,
что p0 = [p01, . . . , p0ν0 ]

T ∈ Pν0 . Для всевозможных комбина-
ций индексов tj ∈ {1, . . . , νj}, j 6= 0, выполним такие же опе-
рации. Полученные неравенства будем использовать в систе-
ме (1.6.25) вместо уже рассмотренных неравенств. При этом
все неравенства данной системы можно упорядочить набора-
ми индексов {t1 . . . ts}, где tj ∈ {1, . . . , νj}, j = 1, s. Анало-
гичную процедуру выполним при каждом i = 1, s, используя
векторы pi = [pi1, . . . , piνi ]

T ∈ Pνi . На последнем шаге получим
одно блочное неравенство, к первым s + 1 диагональным бло-
кам которого прибавим и вычтем соответствующие выражения
Ai(pi)HAi(pi)

∗. В результате получим неравенство

A(p)G∗ +GA∗(p) +A(p)HA∗(p) + S(p) + L(X(p)) > 0,

где S(p) — блочно-диагональная матрица с диагональными бло-
ками

Si =





νi∑
j=1

pijAijHA
∗
ij −Ai(pi)HA

∗
i (pi), i ≤ s,

0n×n, i > s,

i = 1,m.
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Представим первые s данных блоков в виде
Si = Wi

[
(Pi − pip

T
i ) ⊗ H

]
W ∗
i , где Wi = [Ai1, . . . , Aiνi ],

Pi = diag{pi1, . . . , piνi}. Согласно лемме 1.5.1 Pi ≥ pip
T
i

при pi ∈ Pi. Поскольку H = H∗ ≤ 0, то с учетом свойств
кронекерового произведения эрмитовых матриц получаем, что
S(p) ≤ 0 при p ∈ P. Следовательно, выполняется матричное
неравенство (1.6.26) и согласно теореме 1.6.3 все собственные
значения матричного полинома (1.6.24) расположены в области
Λk вида (1.6.12) для любого p ∈ P.

Теорема доказана.

Замечание 1.6.4 Если система матричных неравенств
(1.6.25) выполняется при H = H∗ ≤ 0, то она выполняется и
при H = 0. Поэтому при использовании теоремы 1.6.5 всегда
можно положить H = 0. Если H = H∗ < 0, то матричное нера-
венство (1.6.26) эквивалентно блочному неравенству

[
A(p)G∗ +GA∗(p) + L(X(p)) A(p)

A∗(p) −H−1

]
> 0. (1.6.27)

В аналогичном виде представляются все неравенства системы
(1.6.25). Зависимость от параметров p в (1.6.27) линейна. По-
этому в данном случае можно провести доказательство теоремы
1.6.5 без использования леммы 1.5.1.

Теорему 1.6.5 можно использовать для параметрических и
интервальных семейств регулярных матричных полиномов

F (λ, p) =

ν∑

i=1

pi(A0i + λA1i + · · ·+ λsAsi), p ∈ Pν , (1.6.28)

F (λ) = A0+λA1+ · · ·+λsAs, Ai ≤ Ai ≤ Ai, i = 0, s. (1.6.29)

Семейство (1.6.24) можно привести к виду (1.6.28) в том случае,
когда все векторы параметров pi ∈ Pνi имеют одинаковую раз-
мерность ν и совпадают. В этом случае система (1.6.25) состоит
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из ν матричных неравенств. Интервальное семейство (1.6.29),
наиболее часто используемое в приложениях, также описывает-
ся в виде (1.6.24) (см. замечание 1.5.2). При этом система (1.6.25)
состоит из 2(s+1)n2

матричных неравенств.

Отметим, что c помощью лемм 1.6.1 и 1.6.2 можно получить
аналоги теоремы 1.6.5 для семейств матричных функций

F (λ, p) =

s∑

i=0

fi(λ)Ai(pi), detF (λ, p) 6≡ 0, p = [pT0 , ..., p
T
s ]
T ∈ P,

и соответствующих классов областей вида (1.6.2).

Пример 1.6.5 Рассмотрим управляемую двухмассовую ме-
ханическую систему (рис. 1.1), описываемую уравнениями [92]

{
m1ẍ1 + d1ẋ1 + (c1 + c12)x1 − c12x2 = 0,
m2ẍ2 + d2ẋ2 + (c2 + c12)x2 − c12x1 = u.

(1.6.30)

Рис. 1.1. Механическая система. Рис. 1.2. Область Λ2.

В [109] проведен анализ робастной устойчивости дан-
ной системы с интервальной неопределенностью параметров
a ≤ a =

[
c1, c2, d1, d2,m1,m2

]
≤ a и требованием размещения

спектра внутри круга радиуса 12 с центром в точке (−12, 0).
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Определим в левой полуплоскости область

Λ2 = {λ ∈ C : z(λ)Γz∗(λ) > 0}, (1.6.31)

где

z(λ) =
[
1, λ, λ2

]
, Γ = −




9
16α

4 7
4α

3 9
4α

2

7
4α

3 3α2 3α

9
4α

2 3α 1


 , α > 0.

Границей данной области является кривая 4-го порядка, назы-
ваемая улиткой Паскаля (рис. 1.2), уравнение которой имеет
вид [(x + h)2 + y2 + 2α(x + h)]2 − β2[(x + h)2 + y2] = 0, где
β = 2α, h = α/2. Положим α = 1.3, a =

[
5, 6, 6, 9, 2, 4

]
,

a =
[
6, 7, 7, 10, 4, 7

]
, c12 = 1. Тогда интервальный матричный

полином (1.6.29), соответствующий разомкнутой системе, имеет
вид F (λ) = A0 + λA1 + λ2A2, где

A0 =

[
6 −1
−1 7

]
≤ A0 =

[
c1 + 1 −1
−1 c2 + 1

]
≤ A0 =

[
7 −1
−1 8

]
,

A1 =

[
6 0
0 9

]
≤ A1 =

[
d1 0
0 d2

]
≤ A1 =

[
7 0
0 10

]
,

A2 =

[
2 0
0 4

]
≤ A2 =

[
m1 0
0 m2

]
≤ A2 =

[
4 0
0 7

]
.

Система (1.6.25) с неизвестными Xt0t1t2 , G и H состоит из 64-х
матричных неравенств. Полагая Gi = (Ai + Ai)/2 (i = 0, 1, 2)
и H = 0, с помощью системы MATLAB установлено, что эта
система имеет решение X = X∗ > 0. Следовательно, систе-
ма (1.6.30) робастно устойчива и все ее собственные значе-
ния находятся в области (1.6.31) при указанных интервальных
неопределенностях. На рис. 1.2 показано расположение всех соб-
ственных значений 64-х квадратичных пучков матриц Ft0t1t2(λ)
(t0, t1, t2 ∈ {1, . . . , 4}) в данной области.
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1.7 Матричные неравенства в терминах функций

следа

1.7.1 Функции следа µ(A) и µ∗(A)

В пространстве матриц A ∈ C
n×n введем скалярные функции

µ(A) = (trA)2 − ν trA2, µ∗(A) = trA trA∗ − ν tr(AA∗), (1.7.1)

где ν — заданное вещественное число. Поскольку след матрицы
совпадает с суммой ее собственных значений, то

µ(A) = ϕ(z) ,
( n∑

k=1

λk

)2
− ν

n∑

k=1

λ2k,

где z = ξ + iη, ξ =
[
ξ1, . . . , ξn

]T
, η =

[
η1, . . . , ηn

]T
,

λk = ξk + iηk ∈ σ(A), k = 1, n. Если спектр σ(A) веществен-
ный, то µ(A) = ϕ(ξ) ∈ R. Функция µ∗(A) всегда принимает
вещественные значения и представляется в виде

µ∗(A) = µ(AR) + µ(AI), (1.7.2)

где AR = (A + A∗)/2 и AI = (A − A∗)/(2i) — эрмитовы состав-
ляющие в разложении A = AR + iAI .

Имеют место неравенства [20]

tr(AA∗) ≥
n∑

k=1

|λk|2, trA2
R ≥

n∑

k=1

ξ2k, trA2
I ≥

n∑

k=1

η2k. (1.7.3)

Здесь равенства выполняются в том и только в том случае,
когда матрица A нормальная, т. е. AA∗ = A∗A. Соотношения
(1.7.3) являются следствием более общих неравенств Вейля для
собственных и сингулярных чисел матрицы [21]. С помощью со-
отношений (1.7.1) – (1.7.3) при ν ≥ 0 можно установить нера-
венства

µ(AR) ≤ ϕ(ξ), µ(AI) ≤ ϕ(η), µ∗(A) ≤ ϕ(ξ) + ϕ(η). (1.7.4)
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Очевидно, что если ν ≤ 0, то ϕ(ξ) ≥ 0 для любого вектора
ξ ∈ R

n. Если же ν ≥ n, то из представления

ϕ(ξ) = (n − ν)

n∑

k=1

ξ2k −
∑

k<s≤n

(ξk − ξs)
2 (1.7.5)

следует ϕ(ξ) ≤ 0. Далее будем предполагать, что 0 ≤ ν ≤ n.

Отметим, что представление (1.7.5) является следствием
тождества Лагранжа [20]

( n∑

k=1

ξ2k

)( n∑

k=1

η2k

)
−

( n∑

k=1

ξkηk

)2
≡

∑

k<s≤n

(ξkηs − ξsηk)
2.

Обозначим через p(A) и q(A) количества собственных значе-
ний матрицы A с учетом кратностей соответственно с положи-
тельными и отрицательными вещественными частями.

Лемма 1.7.1 Если выполняются условия

trAR > 0, µ(AR) > 0, 0 ≤ ν < n, (1.7.6)

то p(A) > ν. Аналогично, q(A) > ν, если

trAR < 0, µ(AR) > 0, 0 ≤ ν < n. (1.7.7)

Доказательство. Так как trAR = ξ1 + · · ·+ ξn, то из нера-
венства trAR > 0 следует, что p(A) ≥ 1. Пусть ξk > 0 (k = 1, p)
и ξk ≤ 0 (k = p+ 1, n), где p = p(A) < n. В случае p = n
неравенство p > ν выполняется согласно предположению ν < n.

Если µ(AR) > 0, то ϕ(ξ) > 0 и с учетом соотношений (1.7.5),
(1.7.6) и

trAR =

p∑

k=1

ξk +
n∑

k=p+1

ξk > 0,

p∑

k=1

ξk

n∑

k=p+1

ξk ≤ −
( n∑

k=p+1

ξk

)2
,
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получаем

ϕ(ξ) =
( p∑

k=1

ξk

)2
+

( n∑

k=p+1

ξk

)2
+ 2

p∑

k=1

ξk

n∑

k=p+1

ξk − ν
n∑

k=1

ξ2k ≤

≤
( p∑

k=1

ξk

)2
− ν

p∑

k=1

ξ2k −
( n∑

k=p+1

ξk

)2
− ν

n∑

k=p+1

ξ2k =

= (p − ν)

p∑

k=1

ξ2k −
∑

k<s≤p

(ξk − ξs)
2 −

( n∑

k=p+1

ξk

)2
− ν

n∑

k=p+1

ξ2k.

Отсюда следует необходимость выполнения неравенства p > ν.
Аналогично можно установить, что неравенство q > ν яв-

ляется следствием соотношений (1.7.7). Кроме того, можно вос-
пользоваться доказанным утверждением, так как q(A) = p(−A).

Лемма доказана.

Замечание 1.7.1 Из доказательства леммы 1.7.1 следует,
что нестрогие неравенства p(A) ≥ ν и q(A) ≥ ν выполняются
при 0 < ν ≤ n, если µ(AR) ≥ 0 и соответственно trAR > 0 и
trAR < 0. Если же µ(AR) ≥ 0 при 0 ≤ ν ≤ n, то можно гаран-
тировать, что q(A) ≤ n− ν и p(A) ≤ n− ν, если соответственно
trAR ≥ 0 и trAR ≤ 0.

Замечание 1.7.2 Если матрица A ∈ C
n×n имеет веществен-

ный спектр или A ∈ R
n×n, то в (1.7.4) ϕ(η) ≤ 0. В этом случае

утверждения леммы 1.7.1 и замечание 1.7.1 сохраняют силу, ес-
ли вместо µ(AR) использовать функцию µ∗(A).

Если матрица A эрмитова, то ее спектр вещественный и
функции µ(A), µ(AR) и µ∗(A) совпадают. В этом случае име-
ем следующее утверждение.

Следствие 1.7.1 Пусть A = A∗ — эрмитова матрица и
выполняются условия µ(A) > 0 и n − 1 ≤ ν < n. Тогда она
положительно (отрицательно) определена в том и только в
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том случае, когда trA > 0 (trA < 0). Если же µ(A) ≥ 0
и n − 1 ≤ ν ≤ n, то неотрицательная (неположительная)
определенность матрицы A = A∗ эквивалентна неравенству
trA ≥ 0 (trA ≤ 0).

1.7.2 Локализация и дихотомия спектра матрицы

относительно аналитических кривых

Пусть аналитическая кривая Λ0
f вида (1.2.4) разделяет ком-

плексную плоскость C на две непустые области Λ+
f и Λ−

f , где

f(λ, λ) =
r∑

i,j=1
γijfi(λ)fj(λ) — эрмитова функция, γij — коэффи-

циенты эрмитовой матрицы Γ = ‖γij‖r1. Поставим в соответствие
матрице A ∈ C

n×n и функции f линейный оператор

LfX =
r∑

i,j=1

γijfi(A)Xf
∗
j (A). (1.7.8)

При условиях обратимости (1.2.6) данного оператора имеет ме-
сто дихотомия спектра σ(A) относительно кривой Λ0

f , т. е.

σ(A)∩Λ0
f = ∅. Понятие экспоненциальной дихотомии для клас-

са линейных систем является обобщением свойства дихотомии
спектра относительно мнимой оси [124].

Используя теоремы 1.2.1, 1.2.2 и следствие 1.7.1, получаем
следующие утверждения.

Теорема 1.7.1 Пусть ν ∈ [n − 1, n) и для некоторой мат-
рицы X = X∗ совместна система неравенств

tr (LfX) > 0, µ(LfX) > 0, (1.7.9)

Тогда выполняются следующие утверждения:

1) σ(A) ∩ Λ0
f = ∅;

2) если X > 0, то σ(A) ⊂ Λ+
f ;

3) если i+(Γ) = 1, то i0(X) = 0;
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4) если i+(Γ) = i−(Γ) = 1, то в областях Λ+
f и Λ−

f распо-
ложены соответственно i+(X) и i−(X) собственных значений
матрицы A с учетом кратностей.

Замечание 1.7.3 Если оператор Lf обратим, то система
неравенств (1.7.9) имеет решение X = X∗. Например, решение
матричного уравнения

LfX = Y, (1.7.10)

где Y = αIn, α > 0, удовлетворяет системе (1.7.9). Если
i+(Γ) = 1, то включение σ(A) ⊂ Λ+

f выполняется в том и только
в том случае, когда для любой матрицы Y = Y ∗ > 0 уравнение
(1.7.10) имеет решение X = X∗ > 0 (см. параграф 1.2).

Таким образом, имеем следующий критерий включения
σ(A) ⊂ Λ+

f .

Теорема 1.7.2 Пусть ν ∈ [n − 1, n) и i+(Γ) = 1. Тогда все
собственные значения матрицы A расположены в области Λ+

f

в том и только в том случае, когда система неравенств (1.7.9)
имеет решение X = X∗ > 0.

Условия локализации и распределения спектра матрицы A
в теоремах 1.7.1 и 1.7.2 можно ослабить, используя свойства
типа управляемости пары матриц (A,Y ), где Y = LfX ≥ 0 (см.
леммы 1.2.7 и 1.2.8). Например, в утверждении 2) теоремы 1.7.1
вместо условий (1.7.9) можно использовать соотношения

trY > 0, µ(Y ) ≥ 0, tr (WY ) > 0, µ(WY ) > 0,

где Y = LfX, WY =
q−1∑
k=0

AkY A∗k, q = min{m,n− rankY + 1},
m ≤ n — степень минимального полинома матрицы A.

Отметим, что изложенные в параграфе 1.6 утверждения о ло-
кализации собственных значений матричных функций, а также
различные методы анализа и синтеза систем, связанные с мат-
ричными неравенствами, могут быть сформулированы с исполь-
зованием введенных функций следа µ(A) и µ∗(A) вида (1.7.1).



Глава 2

Устойчивость и робастность
динамических систем

В классической теории устойчивости движения объектами ис-
следования являются точные математические модели. Однако, в
реальных задачах неизбежно возникают разного рода неопреде-
ленности, которые в уравнениях движения присутствуют в виде
неизвестных параметров, коэффициентов, случайных возмуще-
ний и т. п. Данные неопределенные элементы описывают некото-
рые множества, характеризующие робастность (грубость) изу-
чаемых математических моделей. В качестве множеств неопре-
деленностей обычно используются интервалы, политопы, аф-
финные и эллипсоидальные множества матриц и др. Современ-
ные методы исследования показателей качества таких систем
и, прежде всего, устойчивости состояний равновесия позволяют
обеспечить высокую надежность функционирования моделиру-
емых объектов в реальных условиях.

Проблема робастной устойчивости динамической системы со-
стоит в описании условий асимптотической устойчивости ее со-
стояний равновесия в терминах исходных данных и множеств
неопределенностей математической модели. Данная глава по-
священа методам решения данной проблемы для некоторых
классов систем с полиэдральной неопределенностью матричных
коэффициентов. В параграфе 2.1 приводятся основные понятия
и теоремы об устойчивости состояний равновесия нелинейных
дифференциальных систем. В параграфе 2.2 формулируются
критерии и достаточные условия устойчивости классов линей-

95
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ных автономных и неавтономных систем. В параграфе 2.3 из-
лагаются способы построения алгебраических условий устой-
чивости класса линейных дифференциальных систем второго
порядка. В терминах линейных матричных неравенств форму-
лируются условия робастной абсолютной устойчивости линей-
ных систем с запаздыванием (параграф 2.4) и условия робаст-
ной устойчивости в среднеквадратическом стохастических си-
стем типа Ито (параграф 2.5). Результаты параграфа 1.7 ис-
пользуются при построении условий асимптотической устойчи-
вости линейных систем, не разрешенных относительно произ-
водных (параграф 2.6).

2.1 Основные определения и теоремы об

устойчивости движения

Рассмотрим систему нелинейных дифференциальных уравне-
ний

ẋ = g(x, t), x(t0) = x0, t ≥ t0, (2.1.1)

где x ∈ R
n — вектор состояния системы, определенный в некото-

рой окрестности S0 его начального значения x0, g — векторная
функция, непрерывная по всем аргументам и удовлетворяющая
условию Липшица

‖g(x, t) − g(z, t)‖ ≤ L‖x− z‖, x, z ∈ S0, L = const > 0.

В качестве S0 обычно служит шар S0 = {x ∈ R
n : ‖x−x0‖ ≤ h}.

При данных предположениях выполняются теоремы о ло-
кальном существовании на конечном интервале, единственно-
сти и непрерывной зависимости от начальных данных t0 > 0 и
x0 ∈ S0 решения x(t) = X(t, t0, x0) системы (2.1.1). В теории
устойчивости Ляпунова каждое решение системы бесконечно
продолжимо вправо, т. е. x(t) ∈ S0 существует при t0 ≤ t < ∞.
Пусть z(t) = Z(t, t0, z0) — одно из таких решений системы
(2.1.1), z(t0) = z0.
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Определение 2.1.1 Решение z(t) системы (2.1.1) называет-
ся устойчивым по Ляпунову , если для любых ε > 0 и t0 > 0
существует δ = δ(ε, t0) > 0 такое, что любое другое решение
x(t) при t ≥ t0 удовлетворяет условию

‖x0 − z0‖ ≤ δ ⇒ ‖x(t)− z(t)‖ ≤ ε. (2.1.2)

Если при этом δ = δ(ε) не зависит от t0, то устойчивость реше-
ния z(t) называется равномерной по начальному моменту. Реше-
ние z(t) системы (2.1.1) называется неустойчивым по Ляпунову ,
если для некоторых ε > 0, t0 > 0 и любого δ > 0 существуют
решение x(t) и момент t1 = t1(δ) > t0 такие, что ‖x0 − z0‖ < δ и
‖x(t1 − z(t1)‖ ≥ ε.

Определение 2.1.2 Решение z(t) системы (2.1.1) называет-
ся асимптотически устойчивым, если оно устойчиво по Ляпу-
нову и для любого t0 > 0 существует δ = δ(t0) > 0 такое, что
все решения x(t) удовлетворяют условию

‖x0 − z0‖ ≤ δ ⇒ lim
t→∞

[
x(t)− z(t)

]
= 0. (2.1.3)

Множество начальных векторов x0, для которых выполняет-
ся условие (2.1.3), называется областью притяжения решения
z(t), при этом z(t) является аттрактором системы (2.1.1). Ес-
ли данная область заполняет все пространство R

n, то решение
z(t) называется аимптотически устойчивым в целом. Реше-
ние z(t) системы (2.1.1) называется равномерно асимптотиче-
ски устойчивым, если оно равномерно устойчиво и для любого
ε > 0 существуют δ > 0 и t1 = t1(ε) > 0 такие, что все решения
x(t) удовлетворяют условию (2.1.3) при t ≥ t0 + t1.

Определение 2.1.3 Решение z(t) системы (2.1.1) называ-
ется экспоненциально устойчивым, если существуют положи-
тельные числа α, β и γ такие, что каждое ее решение x(t) при
‖x0 − z0‖ ≤ β и t ≥ t0 удовлетворяет оценке

‖x(t)− z(t)‖ ≤ γ ‖x0 − z0‖ e−α(t−t0). (2.1.4)
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В данных определениях решение z(t) системы (2.1.1) назы-
вается невозмущенным, а решение x(t) — возмущенным. Ес-
ли система (2.1.1) автономная (f не зависит от t) или ω-
периодическая

(
f(x, t + ω) ≡ f(x, t)

)
, то каждое ее устойчивое

по Ляпунову решение является равномерно устойчивым по на-
чальному моменту, а каждое асимптотически устойчивое реше-
ние является равномерно асимптотически устойчивым. Из экс-
поненциальной устойчивости решения z(t) системы (2.1.1) сле-
дует его асимптотическая устойчивость.

Следует отметить, что задачи исследования разных типов
устойчивости решения z(t) системы (2.1.1) обычно сводятся к
аналогичным задачам об устойчивости нулевого решения x ≡ 0
(состояния равновесия) системы уравнений возмущенного дви-
жения

ẋ = f(x, t), f(0, t) ≡ 0, t ≥ t0, (2.1.5)

где f(x, t) = g
(
x+ z(t), t

)
− g

(
z(t), t

)
.

Достаточно универсальным и эффективным методом в тео-
рии устойчивости движения является метод функций Ляпунова
вида v : S0× [0,∞) → R, где S0 — окрестность начала координат
x = 0. Такие функции должны быть непрерывно дифференци-
руемыми и удовлетворять тождеству v(0, t) ≡ 0, t ≥ 0.

Определение 2.1.4 Функция v(x, t) называется положи-
тельно определенной, если существует функция w : S0 → R

такая, что v(x, t) ≥ w(x) > 0 при всех t ≥ 0 и x 6= 0, причем
v(0, t) ≡ w(0) = 0. Функция v(x, t) называется неотрицательно
определенной, если v(x, t) ≥ 0 при всех t ≥ 0 и x ∈ R. Функция
v(x, t) называется отрицательно (неположительно) определен-
ной, если −v(x, t) — положительно (неотрицательно) определен-
ная функция. Функция v(x, t) называется знакоопределенной,
если она положительно или отрицательно определенная.

Функция v(x, t) имеет бесконечно малый высший предел при

x → 0, если v(x, t)
t
⇒ 0 при ‖x‖ → 0, t ≥ t0. Функция v(x, t)
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допускает бесконечно большой низший предел при x→ ∞, если

v(x, t)
t
⇒ ∞ при ‖x‖ → ∞, t ≥ t0.

Выражение

v̇(x, t) =
∂v

∂t
+ fT (x, t) gradxv(x, t) (2.1.6)

называется производной по времени функции v в силу системы
(2.1.5). При вычислении данного выражения решения системы
(2.1.5) не используются.

Теорема 2.1.1 (первая теорема Ляпунова). Если суще-
ствует положительно определенная функция v(x, t), допускаю-
щая неположительно определенную производную v̇(x, t) в силу
системы (2.1.5), то нулевое состояние x ≡ 0 данной системы
устойчиво по Ляпунову.

При условиях теоремы 2.1.1 каждое решение системы (2.1.5)
с начальным вектором x0 ∈ S0 бесконечно продолжаемо впра-
во и ограничено при t ≥ t0. Если функция Ляпунова v(x, t) в
теореме 2.1.1 допускает бесконечно малый высший предел при
x → 0, то нулевое состояние x ≡ 0 системы (2.1.5) равномерно
устойчиво по начальному моменту (К.П. Персидский).

Теорема 2.1.2 (ворая теорема Ляпунова). Пусть суще-
ствует положительно определенная функция v(x, t), допускаю-
щая бесконечно малый высший предел при x→ 0 и отрицатель-
но определенную производную v̇(x, t) в силу системы (2.1.5). То-
гда нулевое состояние x ≡ 0 данной системы асимптотически
устойчиво.

Если условия теоремы 2.1.2 дополнить требованием су-
ществования бесконечно большого низшего предела функции
v(x, t) при x→ ∞, то нулевое состояние x ≡ 0 системы (2.1.5) бу-
дет асимптотически устойчивым в целом (теорема Барбашина–
Красовского [17]).
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Теорема 2.1.3 (третья теорема Ляпунова). Пусть суще-
ствует функция v(x, t), допускающая бесконечно малый выс-
ший предел при x→ 0 и знакоопределенную производную v̇(x, t)
в силу системы (2.1.5). Если любая окрестность S0 содержит
точку x0 такую, что v(x0, t0) v̇(x0, t0) > 0 при некотором
t0 ≥ 0, то нулевое состояние x ≡ 0 данной системы неустой-
чиво по Ляпунову.

Условия теоремы 2.1.3 можно ослабить, если рассматривать
лишь некоторую часть окрестности S0, примыкающую к нача-
лу координат (Н. Г. Четаев). Функции v(x, t), удовлетворяющие
условиям первой, второй и третьей теорем Ляпунова, называют-
ся функциями Ляпунова соответственно 1-го, 2-го и 3-го рода.

Основные утверждения метода функций Ляпунова допуска-
ют обращение (см., например, [41]). Так, для системы (2.1.5)
найдены условия существования функций Ляпунова 1-го рода
(К.П. Персидский) и 2-го рода (Х.Л. Массера).

Отметим, что использованные свойства функций Ляпуно-
ва и их производных в силу системы могут быть эквивалент-
но определены в терминах так называемых K-функций. Непре-
рывная функция ω : [0,∞) → [0,∞) называется K-функцией,
если она монотонно возрастающая и ω(0) = 0. В сформу-
лированных утверждениях требование положительной опреде-
ленности функции Ляпунова v(x, t) можно заменить условием
v(x, t) ≥ ω(‖x‖), где ω ∈ K — некоторая K-функция. Аналогич-
но, существование бесконечно малого высшего предела функции
v(x, t) при x→ ∞ эквивалентно условию v(x, t) ≤ ω(‖x‖).

Приведем следствия теорем 2.1.1 и 2.1.2 для широкого класса
нелинейных систем, представимых в векторно-матричной фор-
ме

ẋ = A(x, t)x, t ≥ t0, (2.1.7)

где A(x, t) — непрерывная матричная функция. Нелинейные си-
стемы подобной структуры иногда называют квазилинейными.
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Очевидно, что нулевое состояние x ≡ 0 является состоянием
равновесия системы (2.1.7). При изучении устойчивости данного
состояния целесообразным является применение метода квад-
ратичных функций Ляпунова v(x, t) = xTX(t)x с непрерыв-
но дифференцируемой положительно определенной матрицей
X(t). В этом случае выражение (2.1.6) производной по време-
ни в силу системы (2.1.7) представляется в виде:

v̇(x, t) = xTY (x, t)x, Y (x, t) = Ẋ(t)+AT (x, t)X(t)+X(t)A(x, t).

Следствие 2.1.1 Если для некоторой симметричной мат-
рицы X(t) и некоторого ε > 0 выполняются соотношения

εIn ≤ X(t), Y (x, t) ≤ 0, x ∈ S0, t ≥ t0,

то состояние x ≡ 0 системы (2.1.7) устойчиво по Ляпунову.
Если же

ε1In ≤ X(t) ≤ ε2In, Y (0, t) ≤ −δIn, t ≥ t0,

где 0 < ε1 ≤ ε2 и δ > 0, то данное состояние равномерно асимп-
тотически устойчиво.

Данные утверждения вытекают из теорем 2.1.1, 2.1.2 и соот-
ношений

ε1‖x‖2 ≤ λmin

(
X(t)

)
‖x‖2 ≤ v(x, t) ≤ λmax

(
X(t)

)
‖x‖2 ≤ ε2‖x‖2,

v̇(x, t) ≤ λmax

(
Y (x, t)

)
‖x‖2 ≤ −δ1‖x‖2, 0 < δ1 < δ.

(2.1.8)
При этом из непрерывной зависимости Y (x, t) следует, что
Y (x, t) ≤ −δ1In в некоторой окрестности S0 при t ≥ t0 как толь-
ко Y (0, t) ≤ −δIn.

Следует отметить, что каждая дифференциальная система
(2.1.5) с непрерывно дифференцируемой векторной функцией f
представима в виде (2.1.7), при этом [16]

A(x, t) =
1

n

∫ 1

0
J(θx, t) dθ, J(x, t) =

∥∥∥∥
∂fi(x, t)

∂xj

∥∥∥∥
n

i,j=1

.
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Здесь J(x, t) — матрица Якоби векторной функции f(x, t).

Теорема 2.1.4 (Н.Н. Красовский [41]). Пусть векторная
функция f(x, t) имеет непрерывные и ограниченные частные
производные по компонентам x в окрестности S0 при t ≥ t0.
Тогда нулевое состояние x ≡ 0 системы (2.1.5) экспоненциаль-
но устойчиво в том и только в том случае, когда в некото-
рой окрестности S̃0 ⊆ S0 при t ≥ t0 существует непрерывно
дифференцируема функция Ляпунова v(x, t), удовлетворяющая
неравенствам

ε1‖x‖2 ≤ v(x, t) ≤ ε2‖x‖2, v̇(x, t) ≤ −ε3‖x‖2,
∥∥∥∥
∂v(x, t)

∂x

∥∥∥∥ ≤ ε4‖x‖,

где εi > 0 — некоторые постоянные, i = 1, 4.

Вторую теорему Ляпунова можно усилить для класса нели-
нейных автономных систем

ẋ = f(x), f(0) = 0, t ≥ t0. (2.1.9)

Теорема 2.1.5 (Е.А. Барбашин, Н.Н. Красовский [16]).
Пусть существует положительно определенная функция v(x),
допускающая неположительно определенную производную v̇(x)
в силу системы (2.1.9), причем множество {x : v̇(x) = 0}
не содержит целых траекторий системы (2.1.9), кроме точки
x = 0. Тогда нулевое состояние x ≡ 0 данной системы асимп-
тотически устойчиво.

Рассмотрим квазилинейную дифференциальную систему

ẋ = A(t)x+ ϕ(x, t), t ≥ t0, (2.1.10)

где A(t) — непрерывная и ограниченная матричная функция, а
векторная функция ϕ(x, t) удовлетворяет условию

‖ϕ(x, t)‖ ≤ β‖x‖1+α, x ∈ S0, t ≥ t0, α > 0, β > 0. (2.1.11)
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При этом ϕ(0, t) ≡ 0 и данная система имеет тривиальное реше-
ние x ≡ 0. Из (2.1.11) также следует, что

lim
‖x‖→0

sup
t≥t0

‖ϕ(x, t)‖
‖x‖ = 0. (2.1.12)

Каждая система вида (2.1.5), у которой непрерывны все част-
ные производные ∂2fk(x, t)/∂xi∂xj (k, i, j = 1, n), представима в
виде (2.1.10). В этом случае линейная система

ẋ = A(t)x, t ≥ t0, (2.1.13)

где A(t) = J(0, t) — матрица Якоби векторной функции f(x.t)
при x = 0, называется линейным приближением системы
(2.1.5).

Теорема 2.1.6 Если система линейного приближения
(2.1.13) экспоненциально устойчива, то состояние x ≡ 0
нелинейной системы (2.1.10) асимптотически устойчиво.
Если система линейного приближения (2.1.13) является
автономной, то из ее асимптотической устойчивости
(неустойчивости) следует асимптотическая устойчивость
(неустойчивость) состояния x ≡ 0 нелинейной системы
(2.1.10).

Обобщим класс нелинейных систем (2.1.10) в виде

E(x)ẋ = A(x, t)x+ ϕ(x, t), t ≥ t0, (2.1.14)

где E(x) и A(x, t) — непрерывные и ограниченные матричные
функции при x ∈ S0 и t ≥ t0.

Теорема 2.1.7 Пусть векторная функция ϕ(x, t) удовле-
творяет условию (2.1.11) и для некоторой непрерывно диффе-
ренцируемой матрицы X(t) = XT (t) > 0 выполняются соот-
ношения

ε1In ≤ X(t) ≤ ε2In, 0 < ε1 ≤ ε2, (2.1.15)
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ET0 Ẋ(t)E0 +AT0 (t)X(t)E0 +ET0 X(t)A0(t) + ε0In ≤ 0, ε0 > 0,
(2.1.16)

где E0 = E(0), A0(t) = A(0, t), t ≥ t0. Тогда состояние x ≡ 0
системы (2.1.14) асимптотически устойчиво.

Доказательство. Для выполнения матричного неравен-
ства (2.1.16) необходимо, чтобы матрица E0 была невырожден-
ной. В противном случае умножение справа и слева данного
неравенства соответственно на q и qT , где q — собственный век-
тор матрицы E0, отвечающий ее нулевому собственному значе-
нию, приводит к противоречию. Невырожденной должна быть
также матрица E(x) в некоторой окрестности S0 точки x = 0.

Построим функцию Ляпунова 2-го рода для системы (2.1.14)
в виде v(x, t) = xTET0 X(t)E0x, где X(t) = XT (t) > 0 — непре-
рывно дифференцируемая матричная функция. Производная
данной функции в силу системы (2.1.14) имеет вид

v̇(v, t) = xTY (x, t)x+ 2xTET0 X(t)E1(x)ϕ(x, t), (2.1.17)

где

Y (x, t) = ET0 Ẋ(t)E0 +AT1 (x, t)X(t)E0 + ET0 X(t)A1(x, t),

A1(x, t) = E1(x)A(x, t), E1(x) = E0E
−1(x).

При условии (2.1.16) в силу непрерывности используемых мат-
ричных функций для некоторого δ1 < ε0 в окрестности точки
x = 0 имеем неравенство xTY (x, t)x ≤ −δ1‖x‖2, t ≥ t0.

Для оценки второго слагаемого в (2.1.17) используем условия
(2.1.11), (2.1.15) и следствие неравенства Коши

xTXy ≤
√
xTXxyTXy, x, y ∈ R

n,

выполняемого для любой матрицы X = XT ≥ 0. Получаем:

xTET0X(t)E1(x)ϕ(x, t)≤
√
xTET0XE0xϕT (x, t)E

T
1 (x)XE1(x)ϕ(x, t)
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≤ ε2

√
λmax(ET0 E0) sup

x∈S0

λmax(ET1 (x)E1(x)) ‖x‖‖ϕ(x, t)‖

≤ ε2β
√
λmax(ET0 E0) sup

x∈S0

λmax(ET1 (x)E1(x)) ‖x‖α‖x‖2.

При достаточно малых значениях ‖x‖ для некоторого δ2 > 0
имеем

−δ1 + 2ε2β
√
λmax(E

T
0 E0) sup

x∈S0

λmax(E
T
1 (x)E1(x)) ‖x‖α ≤ −δ2 < 0

и, следовательно, v̇(v, t) ≤ −δ2‖x‖2, т. е. функция v(x, t) удовле-
творяет условиям второй теоремы Ляпунова. При этом состоя-
ние x ≡ 0 системы (2.1.14) асимптотически устойчиво.

Теорема доказана.

Методы функций Ляпунова успешно применяются при ис-
следовании систем с последействием, с импульсным воздей-
ствием и других классов динамических систем (см., например,
[28, 35, 87, 88, 91, 108]).

Существенным развитием и обобщением метода функций Ля-
пунова в теории устойчивости является метод сравнения си-
стем. При этом роль функции Ляпунова выполняет оператор,
отображающий пространство состояний исследуемой сложной
системы в пространство состояний вспомогательной системы
сравнения. Решения систем сравнения обладают свойствами ти-
па монотонности относительно некоторого конуса в простран-
стве состояний, что существенно упрощает исследование их
устойчивости и асимптотических свойств.

Рассмотрим в пространстве R
r конус неотрицательных век-

торов K = R
r
+ и дифференциальную систему

ẏ = F (y, t), F (0, t) ≡ 0, t ≥ t0, (2.1.18)

правая часть которой определена в некоторой окрестности точ-
ки y = 0. Векторная функция F (y, t) называется квазимонотон-
но возрастающей относительно конуса K, если при всех i = 1, r
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и t ≥ t0 выполняется условие

y
K
≤ z, yi = zi =⇒ Fi(y, t) ≤ Fi(z, t). (2.1.19)

В частности, если F (y, t) дифференцируема по компонентам y,
то условие (2.1.19) эквивалентно соотношениям

∂Fi(y, t)

∂yj
≥ 0, i 6= j, i, j = 1, r, t ≥ t0.

Системы вида (2.1.18), удовлетворяющие условию (2.1.19),
называются системами Важевского [79]. Конус K является
инвариантным множеством данного класса систем. Состояние
y ≡ 0 системы (2.1.18) называется устойчивым в конусе K, ес-
ли для любых ε > 0 и t0 ≥ 0 найдется такое δ = δ(ε, t0) > 0,
что

y0
K
≥ 0, ‖y0‖ ≤ δ =⇒ y(t)

K
≥ 0, ‖y(t)‖ ≤ ε, t ≥ t0.

Если при этом ‖y(t)‖ → 0 для некоторого δ > 0, то состояние
y ≡ 0 системы (2.1.18) асимптотически устойчиво в конусе K.

Теорема 2.1.8 (В.М. Матросов [1]). Пусть существу-
ет векторная непрерывно дифференцируемая функция

v(x, t) =
[
v1(x, t), ..., vr(x, t)

]T
такая, что:

1) v(0, t) ≡ 0, t ≥ t0;
2) функция v0(x, t) = max

j
vj(x, t) положительно определена

и допускает бесконечно малый высший предел при x→ 0;
3) выполняется конусное неравенство

v̇(x, t)
K
≤ F (v(x, t), t), t ≥ t0, (2.1.20)

где F (y, t) — некоторая квазимонотонно возрастающая функ-
ция, v̇(x, t) — производная векторной функции v(x, t) в силу си-
стемы (2.1.5) вида

v̇(x, t) =
∂v(x, t)

∂t
+

∥∥∥∥
∂vi(x, t)

∂xj

∥∥∥∥
r,n

i,j=1

f(x, t).
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Тогда из устойчивости (равномерной асимптотической
устойчивости) состояния y ≡ 0 системы (2.1.18) следует
устойчивость (равномерная асимптотическая устойчивость)
состояния x ≡ 0 системы (2.1.5).

Если все компоненты векторной функции v(x, t) неотрица-
тельно определены и выполняются условия теоремы 2.1.8, то
для устойчивости (асимптотической устойчивости) состояния
x ≡ 0 системы (2.1.5) достаточно, чтобы состояние y ≡ 0 систе-
мы Важевского (2.1.19) было устойчиво (асимптотически устой-
чиво) в конусе K.

Для класса нелинейных автономных систем Важевского

ẏ = F (y), v(0, t) ≡ 0, t ≥ t0, (2.1.21)

справедливо следующее утверждение.

Теорема 2.1.9 (А.А. Мартынюк, А.Ю. Оболенский [76]).
Состояние y ≡ 0 системы Важевского (2.1.21) асимптотиче-
ски устойчиво в конусе K в том и только в том случае, когда
совместна система неравенств

F (y)
K
< 0, y

K
> 0. (2.1.22)

2.2 Критерии устойчивости линейных систем

Рассмотрим линейную дифференциальную систему

ẋ = A(t)x, t ≥ t0, (2.2.1)

где x ∈ R
n, A(t) — непрерывная матричная функция. Свой-

ства устойчивости одного заданного решения системы (2.2.1)
эквивалентны соответствующим свойствам устойчивости всех
решений. Поэтому в утверждениях об устойчивости решений
линейных систем часто с целью сокращения выкладок исполь-
зуют термин “устойчивость системы”. Например, утверждается,
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что из экспоненциальной устойчивости системы (2.2.1) в смыс-
ле определения 2.1.3 следует ее асимптотическая устойчивость.
Если матрица A постоянная, то справедливо и обратное утвер-
ждение.

Для системы (2.2.1) используется понятие экспоненциальной
устойчивости с более сильными требованиями, чем в определе-
нии 2.1.3.

Определение 2.2.1 Система (2.2.1) называется экспонен-
циально устойчивой, если каждое ее решение удовлетворяет
двусторонней оценке

γ1 ‖x0‖ e−α1(t−t0) ≤ ‖x(t)‖ ≤ γ2 ‖x0‖ e−α2(t−t0), t ≥ t0, (2.2.2)

где γ1, γ2, α1 и α2 — некоторые положительные постоянные.

Теорема 2.2.1 Система (2.2.1) является экспоненциально
устойчивой в том и только в том случае, когда для некоторой
непрерывной симметричной матрицы Y (t) существует непре-
рывно дифференцируемое решение X(t) матричного уравнения

Ẋ(t) +AT (t)X(t) +X(t)A(t) = Y (t) (2.2.3)

и выполняются соотношения

ε1In ≤ X(t) ≤ ε2In, −δ1In ≤ Y (t) ≤ −δ2In, t ≥ t0, (2.2.4)

где ε1, ε2, δ1 и δ2 — некоторые положительные постоянные.

Данное утверждение является следствием соотношений
(2.1.8) и теоремы Малкина [74] об экспоненциальной устой-
чивости линейных систем, сформулированной в терминах
двух квадратичных форм. Соотношение (2.2.3) называется
матричным дифференциальным уравнением Ляпунова, реше-
ние которого определяет квадратичную функцию Ляпунова
v(x, t) = xTX(t)x.
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Критерий асимптотической устойчивости линейной системы
с постоянными коэффициентами

ẋ = Ax, t ≥ t0, (2.2.5)

формулируется в терминах решений матричного алгебраическо-
го уравнения Ляпунова

ATX +XA = Y. (2.2.6)

Теорема 2.2.2 Система (2.2.5) асимптотически устойчи-
ва в том и только в том случае, когда для любой матрицы
Y = Y T < 0 существует единственное решение X = XT > 0
уравнения (2.2.6).

Приведем спектральные критерии устойчивости и асимпто-
тической устойчивости системы (2.2.5).

Теорема 2.2.3 Система (2.2.5) устойчива в том и толь-
ко в том случае, когда ее спектр σ(A) расположен в замкну-

той левой полуплоскости C
−
, причем, собственным значени-

ям матрицы A, расположенным на мнимой оси, отвечают
простые элементарные делители. Система (2.2.5) является
асимптотически устойчивой в том и только в том случае,
когда матрица A гурвицева, т. е. σ(A) ⊂ C

−.

В условиях устойчивости класса неавтономных линейных си-
стем (2.2.1) роль спектра выполняет совокупность всех характе-
ристических показателей Ляпунова. Характеристическим по-
казателем скалярной функции x(t) называется предел

χ[x] = lim
t→∞

1

t
ln |x(t)|, (2.2.7)

равный конечному числу или ±∞. Характеристическими пока-
зателями векторной и матричной функций являются наиболь-
шие из характеристических показателей их компонент. Фунда-
ментальная матрица системы (2.2.1)

Φ(t) =
[
x(1)(t), . . . , x(n)(t)

]
,
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составленная из максимального числа линейно независимых ре-
шений x(i)(t), называется нормальной, если сумма характери-
стических показателей

∑n
i=1 χ[x

(i)(t)] есть наименьшая по срав-
нению с другими фундаментальными матрицами данной систе-
мы. Множество всех различных конечных характеристических
показателей системы составляет ее спектр. Спектр системы
(2.2.1) с непрерывной ограниченной n×n-матрицей A(t) состоит
из m ≤ n характеристических чисел

α1 < α2 < · · · < αm.

Теорема 2.2.4 Для асимптотической устойчивости си-
стемы (2.2.5) достаточно, чтобы ее максимальный характе-
ристический показатель αm был отрицателен.

Для минимального и максимального характеристических по-
казателей системы (2.2.5) выполняются оценки

α1 ≥ lim
t→∞

1

t

∫ t

t0

λmin(S(τ))dτ, αm ≤ lim
t→∞

1

t

∫ t

t0

λmax(S(τ))dτ,

где S(τ) =
1

2

[
A(τ) + AT (τ)

]
. Данные оценки спектра вытекают

из неравенства Важевского

‖x(t0)‖ e
t∫

t0

λmin(S(τ))dτ

≤ ‖x(t)‖ ≤ ‖x(t0)‖ e
t∫

t0

λmax(S(τ))dτ

, (2.2.8)

которое выполняется для любого решения x(t) системы (2.2.1).
Полный спектр системы (2.2.1) состоит из n характеристиче-

ских показателей с учетом их кратностей. Кратность ni харак-
теристического показателя αi равна количеству столбцов неко-
торой нормальной фундаментальной матрицы с данным харак-
теристическим показателем.

Для системы (2.2.1) имеет место неравенство Ляпунова

µ =

m∑

i=1

niαi − lim
t→∞

1

t

∫ t

t0

trA(τ) dτ ≥ 0.



Устойчивость и робастность . . . 111

Если при этом выполняется равенство, то система (2.2.1) назы-
вается правильной. Величина µ называется мерой неправильно-
сти системы (2.2.1).

Существенным дополнением к теории устойчивости состоя-
ний нелинейных систем по линейному приближению является
следующий результат.

Теорема 2.2.5 (Х.Л. Массера [78]) Пусть выполняются
следующие условия:

1) ‖ϕ(x, t)‖ ≤ β(t)‖x‖α, где α > 1, β(t) > 0 — функция с
нулевым характеристическим показателем;

2) max
1≤i≤m

αi < −µ/(α − 1), где αi — характеристические по-

казатели линейной системы (2.2.1) с мерой неправильности µ.
Тогда состояние x ≡ 0 квазилинейной системы (2.1.10)

асимптотически устойчиво.

Всякая приводимая линейная система является правиль-
ной. Система (2.2.1) называется приводимой, если существует
матрица Ляпунова L(t) такая, что преобразование Ляпунова
y = L(t)x переводит данную систему в систему с постоянной
матрицей B:

ẏ = By, L̇(t)L−1(t) + L(t)A(t)L−1(t) ≡ B.

Непрерывно дифференцируемая матрица L(t) является матри-
цей Ляпунова, если L(t) и L̇(t) ограничены и |detL(t)| ≥ c > 0
при t ≥ t0.

Система (2.2.1) является приводимой в том и только в том,
случае, когда некоторая ее фундаментальная матрица представ-
ляется в виде Φ(t) = L(t)etΛ, где L(t) — матрица Ляпунова,
Λ — постоянная матрица (теорема Еругина). Так как преоб-
разование Ляпунова линейной системы не изменяет ее спектр,
то спектр приводимой системы составляют вещественные части
собственных значений постоянной матрицы Λ. Следовательно,
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приводимая линейная система (2.2.1) устойчива тогда и толь-
ко тогда, когда все ее характеристические показатели αi ≤ 0,
причем нулевым значениям αi отвечают простые элементар-
ные делители матрицы Λ. Приводимая линейная система (2.2.1)
асимптотически устойчива тогда и только тогда, когда αi < 0,
i = 1,m.

Для системы (2.2.1) с непрерывной ω-периодической матри-
цей A(t) нормированная фундаментальная матрица имеет вид

Φ(t) = L(t) etΛ, L(t+ ω) ≡ L(t), Λ =
1

ω
ln Φ(ω), (2.2.9)

где L(t) — непрерывная ω-периодическая невырожденная мат-
рица, L(0) = In, ln — функция логарифма матрицы (теорема
Флоке [30]). При этом Φ(t+ω) = Φ(t)Φ(ω), где Φ(ω) — матрица
монодромии системы (2.2.1).

Собственные значения λi матрицы Λ называются характери-
стическими показателями, а собственные значения ρi матрицы
Φ(ω) — мультипликаторами системы (2.2.1) с ω-периодической
матрицей A(t). Число ρ является мультипликатором системы
(2.2.1) тогда и только тогда, когда для некоторого ее нетриви-
ального решения выполняется условие x(t+ ω) = ρx(t).

Матрица L(t) в (2.2.9) является матрицей Ляпунова. В си-
лу теоремы Еругина периодическая линейная система является
приводимой. Следовательно, система (2.2.1) с ω-периодической
матрицей A(t) устойчива тогда и только тогда, когда все ее
мультипликаторы ρi принадлежат замкнутому единичному кру-
гу |ρ| ≤ 1, причем значениям |ρi| = 1 отвечают простые элемен-
тарные делители матрицы монодромии Φ(ω). Данная система
асимптотически устойчива тогда и только тогда, когда |ρi| < 1,
i = 1,m.
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2.3 Дифференциальные системы второго порядка

Многие физические объекты описываются в виде системы диф-
ференциальных уравнений второго порядка

Cẍ+Bẋ+Ax = 0, x ∈ C
n, t ≥ t0, (2.3.1)

где матричные коэффициенты A, B и C размеров n × n могут
быть функциями компонент векторов обобщенных координат x
и скоростей ẋ, а также времени t. Система (2.3.1) представима
в виде системы дифференциальных уравнений первого порядка

Eż =Mz, z ∈ C
2n, t ≥ t0, (2.3.2)

где

E =

[
In 0
0 C

]
, M =

[
0 In

−A −B

]
, z =

[
x
ẋ

]
.

При построении условий устойчивости состояния z ≡ 0 дан-
ной системы используются различные предположения относи-
тельно матричных коэффициентов. В случае, когда матрица C
не зависит от t, условия асимптотической устойчивости состоя-
ния z ≡ 0 системы (2.3.2) можно описать в терминах матричных
неравенств (см. теорему 2.1.7).

Пусть система (2.3.1) является линейной автономной и ей со-
ответствует регулярный квадратичный пучок матриц

F (λ) = A+Bλ+ Cλ2, det F (λ) 6≡ 0, λ ∈ C.

Если выполняются соотношения

TA+ UTB + U2TC = 0, rank
[
T,UT

]
= m, (2.3.3)

где U ∈ C
m×m и T ∈ C

m×n, то (U, T ) является левой собственной
парой квадратичного пучка F (λ). Если при этом m принимает
максимально возможное значение, то собственная пара (U, T )
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пучка F (λ) является максимальной. В этом случае спектр пучка
σ(F ) совпадает со спектром матрицы U (см. параграф 1.3).

Соотношения (2.3.3) приводятся к виду

ZM = UZE, rankZ = m,

где Z =
[
TB + UTC, T

]
, (U,Z) — собственная пара линейно-

го пучка матриц M − λE, спектр которого совпадает с σ(F ).
Матрицу Z можно определить как решение системы уравнений

MZE = EZM, Z = ZEZ,

имеющее следующую структуру

Z =

[
T1B + T2C T1

−T1A T2

]
.

При этом множество левых пар квадратичного пучка F (λ), удо-
влетворяющих первому соотношению (2.3.3), образуют матрицы

U = ZM =

[
−T1A T2C
−T2A −T1A− T2B

]
, T =

[
T1
T2

]
,

где T1 и T2 — произвольное решение алгебраической системы

AT1B −BT1A = CT2A−AT2C,

AT1C − CT1A = CT2B −BT2C,

T1 = T1BT1 + T1CT2 + T2CT1,

T2 = T2CT2 − T1AT1.

В частности, решения данной системы можно построить в ин-
тегральном виде

T1 =
1

2πi

∮

ω

F−1(λ)dλ, T2 =
1

2πi

∮

ω

λF−1(λ)dλ,

где ω — замкнутый контур, отделяющий некоторую часть спек-
тра σ0(F ) ⊆ σ(U). В случае, когда матрица C невырожденная,
можно положить T1 = 0 и T2 = C−1.
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Теорема 2.3.1 Пусть (U, T ) — максимальная левая соб-
ственная пара квадратичного пучка матриц F (λ). Тогда диф-
ференциальная система (2.3.1) устойчива (асимптотически
устойчива) в том и только в том случае, когда существу-
ют матрицы X = X∗ > 0 и Y = Y ∗ ≥ 0 (> 0), удовле-
творяющие уравнению U∗X + XU = −Y . При этом функция
Ляпунова системы определяется в виде v(z) = z∗R∗XRz, где
R =

[
TB + UTC, TC

]
, и на нетривиальных ее решениях удо-

влетворяет условиям v(z) > 0 и
dv(z)

dt
= −z∗R∗Y Rz < 0.

Сформулируем коэффициентные условия устойчивости си-
стемы (2.3.1), основанные на решении ЛМН

X =

[
X1 V
V ∗ X2

]
> 0, −M∗XE−E∗XM = Y ≥ 0 (> 0), (2.3.4)

относительно X1 = X∗
1 , X2 = X∗

2 и V . Матрица Y в (2.3.4) имеет
следующую структуру

Y =

[
A∗V ∗ + V A −X1 +A∗X2C + V B

−X1 + C∗X2A+B∗V ∗ B∗X2C + C∗X2B − V C − C∗V ∗

]
.

Соотношения (2.3.4) в случае Y > 0 являются критерием асимп-
тотической устойчивости системы (2.3.1).

Полагая в соотношениях (2.3.4)

X1 = V CV ∗ +H, X2 = C−1, V = (B − U)∗C−1,

и применяя лемму Шура к блочным матрицам X и Y , получаем
следующее утверждение.

Теорема 2.3.2 Пусть C = C∗ > 0 и существуют матрицы
U и H = H∗ > 0 такие, что

U+U∗ > 0, A∗C−1(B−U)+(B−U)∗C−1A ≥W (> W ), (2.3.5)
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где W = (L − H)∗(U + U∗)−1(L −H), L = A + U∗C−1(B − U).
Тогда дифференциальная система (2.3.1) устойчива (асимпто-
тически устойчива). При этом функция Ляпунова системы
определяется в виде v(z) = z∗Zz, где

Z =

[
(B − U)∗C−1(B − U) +H (B − U)∗

B − U C

]
.

На основе теоремы 2.3.2 можно сформулировать различ-
ные коэффициентные условия устойчивости и асимптотиче-
ской устойчивости системы (2.3.1), отвечающие дополнитель-
ным ограничениям на неизвестные матрицы U и H [4,8]. В част-
ности, полагая

U = θB, H =
γ

2
(A+A∗)+δB∗C−1B, δ = θ(1−θ), 0 < θ < 1,

и учитывая, что

0 < δ ≤ 1

4
, α+ β =

1√
δ
≥ 2, α =

γ

2
√
δ
, β =

2− γ

2
√
δ
,

имеем следующее утверждение.

Следствие 2.3.1 Пусть для некоторых α, β ∈ R таких,
что α+ β ≥ 2, выполняются матричные неравенства

C = C∗ > 0, B +B∗ > 0, B∗C−1B + α(α+ β)(A+A∗) > 0,
(2.3.6)

A∗C−1B+B∗C−1A−(αA−βA∗)(B+B∗)−1(αA∗−βA) ≥ 0 (> 0),
(2.3.7)

Тогда система (2.3.1) устойчива (асимптотически устойчи-
ва).

В данном утверждении выделим случай β = 2− α.

Следствие 2.3.2 Пусть для некоторого α ∈ R выполняют-
ся матричные неравенства

C = C∗ > 0, B+B∗ > 0, B∗C−1B+2α(A+A∗) > 0, (2.3.8)
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Γ(α) = α2P + αR+Q ≤ 0 (< 0), (2.3.9)

где
P = (A+A∗)(B +B∗)−1(A+A∗),

R = −2(A+A∗)(B +B∗)−1A− 2A∗(B +B∗)−1(A+A∗),

Q = 4A∗(B +B∗)−1A−A∗C−1B −B∗C−1A.

Тогда система (2.3.1) устойчива (асимптотически устойчи-
ва).

Определение 2.3.1 Квадратичный пучок матриц
Γ(α) = α2P + αR + Q, где P = P ∗ > 0, R = R∗ и Q = Q∗,
называется гиперболическим, почти гиперболическим и эллип-
тическим, если соответственно ω(x) > 0, ω(x) ≥ 0 и ω(x) < 0
для любого вектора x 6= 0, где ω(x) = (x∗Rx)2 − 4x∗Pxx∗Qx.

Лемма 2.3.1 Следующие утверждения эквивалентны:
1) Квадратичный пучок матриц Γ(α) является гиперболи-

ческим (почти гиперболическим);
2) существует α ∈ R, для которого Γ(α) < 0

(
Γ(α) ≤ 0

)
;

3) Γ(α) имеет вещественные собственные значения
α1 ≤ · · · ≤ α2n и Γ(α) < 0 (Γ(α) ≤ 0) при αn < α < αn+1

(αn ≤ α ≤ αn+1).

Если матрица A+A∗ невырожденная, то при условии (2.3.9)
следствия 2.3.2 квадратичный пучок матриц Γ(α) является по-
чти гиперболическим (гиперболическим). Упорядочим все соб-
ственные значения данного пучка:

α1 ≤ α2 ≤ · · · ≤ αn ≤ αn+1 ≤ · · · ≤ α2n.

Следствие 2.3.3 Пусть выполняются условия A+A∗ > 0,
B + B∗ > 0 и C = C∗ > 0. Тогда система (2.3.1) устойчива
(асимптотически устойчива), если

Γ(α) ≤ 0, 0 ≤ αn ≤ α ≤ αn+1

(
Γ(α) < 0, 0 ≤ αn < α < αn+1

)
.
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Если же A+A∗ < 0, B+B∗ > 0 и C = C∗ > 0, то для устойчи-
вости (асимптотической устойчивости) системы (2.3.1) до-
статочно, чтобы

Γ(α) ≤ 0, αn ≤ α ≤ αn+1 ≤ 0
(
Γ(α) < 0, αn < α < αn+1 ≤ 0

)
.

Отметим, что для класса систем (2.3.1), описывающих меха-
нические объекты, C = C∗ > 0 — матрица инерции, B = D +G
— матрица диссипативных и гироскопических сил, а A = K +S
— матрица потенциальных и неконсервативных сил, причем
D = D∗, K = K∗, G = −G∗, S = −S∗. Утверждения теоремы
2.3.2 и ее следствий могут быть сформулированы с учетом дан-
ных свойств матричных коэффициентов системы (2.3.1). Напри-
мер, в следствиях 2.3.1 и 2.3.2 следует учесть, что A+A∗ = 2K
и B +B∗ = 2D.

Рассмотрим систему (2.3.1) с неопределенными матричными
коэффициентами

A ∈ Co {A1, . . . , Aν1}, B ∈ Co {B1, . . . , Bν2}, (2.3.10)

C ∈ Co {C1, . . . , Cν1}. (2.3.11)

Система (2.3.1) робастно устойчива относительно множеств
неопределенностей (2.3.10) и (2.3.11), если она асимптотически
устойчива при любых значениях матричных коэффициентов
из данных множеств. Согласно (2.3.4) система (2.3.1) робастно
устойчива относительно неопределенностей (2.3.10) и (2.3.11),
если совместна система ЛМН

X > 0, M∗
ijXEk + E∗

kXMij < 0, i = 1, ν1, j = 1, ν2, k = 1, ν3,

где

Ek =

[
In 0
0 Ck

]
, Mij =

[
0 In

−Ai −Bj

]
.

Из теоремы 2.3.2 и ее следствий вытекают достаточные усло-
вия робастной устойчивости системы (2.3.1) при фиксированной
матрице C. В частности, имеем следующее утверждение.



Устойчивость и робастность . . . 119

Теорема 2.3.3 Пусть для некоторых α, β ∈ R таких, что
α+ β ≥ 2, выполняется система матричных неравенств

C = C∗ > 0, Bj +B∗
j > 0, α(Ai +A∗

i ) ≥ 0,

A∗
iC

−1Bj +B∗
jC

−1Ai > (αAi − βA∗
i )(Bj +B∗

j )
−1(αA∗

i − βAi),

i = 1, ν1, j = 1, ν2.

Тогда система (2.3.1) робастно устойчива относительно
неопределенностей (2.3.10).

Выделим достаточные условия робастной устойчивости си-
стемы (2.3.1) относительно неопределенностей (2.3.10), отвеча-
ющие случаям β = 2− α при α ∈ {0, 1,−1}:

C = C∗ > 0, Bj +B∗
j > 0, Γij(0) < 0,

C = C∗ > 0, Bj +B∗
j > 0, Ai +A∗

i ≥ 0, Γij(1) < 0,

C = C∗ > 0, Bj +B∗
j > 0, Ai +A∗

i ≤ 0, Γij(−1) < 0,

где i = 1, ν1, j = 1, ν2. Здесь Γij(α) — гиперболические квадра-
тичные пучки матриц вида (2.3.9) при A = Ai и B = Bj. Поэто-
му условия робастной устойчивости системы (2.3.1) относитель-
но неопределенностей (2.3.10) можно также сформулировать в
терминах средних собственных значений данных квадратичных
пучков матриц (см. следствие 2.3.3).

2.4 Робастная абсолютная устойчивость линейных

систем с запаздыванием

Рассмотрим систему дифференциально-разностных уравнений
запаздывающего типа

A0 x(t)+A1
dx(t)

dt
+A2 x(t− τ1)+ · · ·+As x(t− τs−1) = 0, (2.4.1)
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где A0, . . . , As — постоянные n× n-матрицы, τi ≥ 0 — парамет-
ры постоянных запаздываний, x(θ) = x0(θ), t0 − τ ≤ θ ≤ t0,
0 ≤ t0 ≤ t, τ = max

i
τi, i = 1, s − 1.

Нулевое решение системы (2.4.1) называется устойчивым
по Ляпунову, если для любого ε > 0 существует такое
δ = δ(ε, t0) > 0, что ‖x(t)‖ < ε при t > t0, как только ‖x(θ)‖ < δ
при t0 − τ ≤ θ ≤ t0. Нулевое решение системы (2.4.1) называется
асимптотически устойчивым, если оно устойчиво по Ляпуно-
ву и ‖x(t)‖ → 0 при t → ∞. Задача об абсолютной устойчиво-
сти для системы (2.4.1) состоит в построении условий, накла-
дываемых на матричные коэффициенты, при которых нулевое
решение асимптотически устойчиво при любых постоянных зна-
чениях τi ≥ 0, i = 1, s − 1.

Лемма 2.4.1 Для асимптотической устойчивости систе-
мы (2.4.1) необходимо и достаточно, чтобы все собственные
значения матричного квазиполинома

F (λ) = A0 + λA1 + e−λτ1A2 + . . . + e−λτs−1As

имели отрицательные вещественные части.

Из леммы 2.4.1 и теоремы 2.7.2 из [119] вытекает следующее
утверждение.

Теорема 2.4.1 Если эрмитовы матрицы X, Y , Q и G удо-
влетворяют соотношениям

A0XA1
∗ +A1XA0

∗ + C(G⊗X)C∗ = Y, (2.4.2)

BXB∗ ≥ 0, Y ≥ CQC∗, (2.4.3)

gλ
∗H−1gλ ≥ γ, λ ∈ C

+
, (2.4.4)

где

B∗ = [A1
∗, . . . , As

∗], C = [A1, . . . , As], G =

[
γ h∗

h H

]
,
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Q > 0, H < 0, gλ = h−
[
e−τ1λ, . . . , e−τs−1λ

]T
,

то нулевое решение системы (2.4.1) асимптотически устой-
чиво.

В случае диагональной матрицы G имеем достаточные усло-
вия абсолютной устойчивости системы (2.4.1).

Теорема 2.4.2 Если эрмитовы матрицы X и Y удовлетво-
ряют соотношениям (2.4.3) и уравнению

A0XA1
∗ +A1XA0

∗ +
s∑

i=1

γiAiXAi
∗ = Y, (2.4.5)

где γ1 = 1/γ2 + . . .+1/γs, γi < 0, то система (2.4.1) абсолютно
устойчива.

Рассмотрим систему (2.4.1) с неопределенными матричными
коэффициентами

Ai ∈ Co
{
Ai1, . . . , Aiαi

}
, i = 0, s. (2.4.6)

Система (2.4.1) называется робастно абсолютно устойчивой,
если ее нулевое решение абсолютно устойчиво при любых значе-
ниях матричных коэффициентов из заданных множеств, в част-
ности, политопов (2.4.6).

Так как условия (2.4.3) выполняются при X ≥ 0 и Y > 0, то
на основе теоремы 2.4.2 и леммы 1.5.3 имеем следующее утвер-
ждение.

Теорема 2.4.3 Если для некоторой матрицы X = X∗ ≥ 0
и некоторых γi < 0 выполняется система ЛМН

A0k0XA
∗
1k1 +A1k1XA

∗
0k0 +

s∑

i=1

γiAikiXA
∗
iki > 0, ki = 1, αi,

(2.4.7)
где γ1 = 1/γ2 + . . . + 1/γs, то система (2.4.1) робастно абсо-
лютно устойчива.
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2.5 Робастная устойчивость в среднем квадратиче-

ском стохастических систем типа Ито

Рассмотрим систему стохастических дифференциальных урав-
нений Ито

dx(t) =
[
Adt+

s∑

i=1

Bi dwi(t)
]
x(t), x(t0) = x0, t ≥ t0, (2.5.1)

где A,Bi — постоянные n × n-матрицы, wi — компоненты s-
мерного стандартного винеровского процесса, для которого

M{dw(t)} = 0, M{dw(t)dw∗(t)} = Is dt.

Здесь M — символ математического ожидания.

Нулевое решение системы (2.5.1) называется асимптоти-
чески устойчивым в среднеквадратическом, если для любого
ε > 0 существует такое δ > 0, что при t ≥ t0 условное матема-
тическое ожидание любого решения x(t) удовлетворяет соотно-
шениям

M
{
‖x(t)‖

∣∣ ‖x0‖ < δ
}
< ε, lim

t→∞
M

{
‖x(t)‖

∣∣ ‖x0‖ < δ
}
= 0.

При изучении условий устойчивости в среднеквадратическом
системы (2.5.1) используются функции Ляпунова v(x) = x∗Xx,
где X — положительно определенная матрица, подлежащая
определению. Математическое ожидание производной функции
v(x) в силу системы (2.5.1) представляется в виде

M

{
dv

dt

}
= x(t)∗

(
A∗X +XA+

s∑

i=1

Bi
∗XBi

)
x(t).

Из второго метода Ляпунова для стохастических систем вытека-
ют следующие алгебраические условия асимптотической устой-
чивости в среднеквадратическом системы (2.5.1).
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Теорема 2.5.1 Если для некоторой положительно опреде-
ленной матрицы Y матричное уравнение

−A∗X −XA−
s∑

i=1

Bi
∗XBi = Y (2.5.2)

имеет положительно определенное решение X, то нулевое ре-
шение системы (2.5.1) асимптотически устойчиво в средне-
квадратическом.

Рассмотрим систему (2.5.1) с неопределенными матричными
коэффициентами

A ∈ Co
{
A1, . . . , Aα

}
, Bi ∈ Co

{
Bi1, . . . , Biβi

}
, i = 1, s. (2.5.3)

Система (2.5.1) называется робастно устойчивой в среднеквад-
ратическом, если ее нулевое решение асимптотически устойчи-
во в среднеквадратическом при любых значениях матричных
коэффициентов из заданных множеств, в частности, политопов
(2.5.3).

На основе теоремы 2.5.1 и леммы 1.5.3 имеем следующее
утверждение.

Теорема 2.5.2 Если для некоторой матрицы X = X∗ > 0
выполняется система ЛМН

A∗
kX +XAk +

s∑

i=1

B∗
ikiXBiki < 0, k = 1, α, ki = 1, βi, (2.5.4)

то система (2.5.1) робастно устойчива в среднеквадратиче-
ском.

2.6 Условия устойчивости линейных систем

в терминах функций следа

Рассмотрим систему линейных дифференциальных уравнений

Eẋ = Ax, x ∈ R
n, (2.6.1)
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где E и A — матрицы размеров n × n. Сформулируем крите-
рий асимптотической устойчивости системы (2.6.1), используя
функцию матричного следа µ(A) = (trA)2 − ν trA2 (см. пара-
граф 1.7). Будем предполагать, что матрица E невырожденная
и параметр ν = n− 1.

Теорема 2.6.1 Система (2.6.1) асимптотически устойчи-
ва в том и только в том случае, когда для некоторой сим-
метричной положительно определенной матрицы X = XT > 0
выполняются неравенства

tr (AXET ) < 0, µ(AXET + EXAT ) > 0. (2.6.2)

Доказательство. Согласно теореме Ляпунова система
(2.6.1) асимптотически устойчива в том и только в том случае,
когда для любой матрицы Y = Y T < 0 существует единственное
решение X = XT > 0 матричного уравнения

AXET + EXAT = Y. (2.6.3)

Если матрица X = XT > 0 удовлетворяет условиям (2.6.2), то
для матрицы Y вида (2.6.3) выполняются условия отрицатель-
ной определенности в следствии 1.7.1 и, следовательно, система
(2.6.1) асимптотически устойчива. Обратно, если система (2.6.1)
асимптотически устойчива, то существует матрицаX = XT > 0,
удовлетворяющая условиям (2.6.2). Действительно, множество
симметричных отрицательно определенных матриц Y , удовле-
творяющих неравенству µ(Y ) > 0, непустое. Например, можно
положить Y = αIn, α < 0. При этом

tr (AXET ) = nα/2 < 0,

µ(AXET + EXAT ) = (nα)2 − ν nα2 = nα2 > 0,

где X = XT > 0 — решение уравнения Ляпунова (2.6.3), т. е.
выполняются неравенства (2.6.2).

Теорема доказана.
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Рассмотрим линейную систему управления

Eẋ = Ax+Bu, y = Cx, u = Ky, (2.6.4)

где x ∈ R
n, u ∈ R

m i y ∈ R
l — векторы соответственно состояния,

управления и измеряемого выхода системы, E, A, B, C и K
— постоянные матрицы соответствующих размеров. Замкнутая
система имеет вид

Eẋ = (A+BKC)x. (2.6.5)

Теорема 2.6.2 Пусть для некоторых матриц K0 и
X = XT > 0 выполняются условия

tr(A0XE
T ) < 0, µ(A0XE

T + EXAT0 ) > 0, (2.6.6)

где A0 = A+BK0C. Тогда для любой матрицы коэффициентов
усиления обратной связи K = K0 + K̃ такой, что

tr(BK̃CXET ) ≤ 0, µ(BK̃CXET +EXCT K̃TBT ) ≥ 0, (2.6.7)

замкнутая система (2.6.5) асимптотически устойчива. При
этом v(x) = xTX−1x является общей функцией Ляпунова си-
стемы для данного множества стабилизирующих управлений.

Доказательство. Замкнутая система (2.6.5) при
K = K0 + K̃ асимптотически устойчива, если для некото-
рой матрицы X = XT > 0 выполняются матричное неравенство
Y0 + Y1 = Y < 0, где

Y0 = A0XE
T + EXAT0 , Y1 = BK̃CXET +EXCT K̃TBT ,

обеспечивающие отрицательную определенность производной
функции Ляпунова v(x) = xTX−1x в силу данной системы.

Покажем, что неравенство µ(Y0+Y1) > 0 является следствием
соотношений tr Y0 tr Y1 ≥ 0, µ(Y0) > 0 и µ(Y1) ≥ 0. Действитель-
но,

[tr(Y0 + Y1)]
2 = (trY0 + trY1)

2 = (trY0)
2 + (trY1)

2 + 2trY0 trY1 >
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> ν trY 2
0 + ν trY 2

1 + 2ν
√

trY 2
0 trY 2

1 ≥
≥ ν [trY 2

0 + trY 2
1 + 2|tr(Y0Y1)|] ≥

≥ ν tr(Y0 + Y1)
2,

т. е. µ(Y0 + Y1) > 0. Здесь использовано также неравенство
Коши–Буняковского для симметричных матриц [20]

|tr (Y0Y1)|2 ≤ tr Y 2
0 trY 2

1 .

Следовательно, согласно теореме 2.6.1 условия (2.6.6) и (2.6.7)
обеспечивают асимптотическую устойчивость замкнутой систе-
мы (2.6.5).

Теорема доказана.

Отметим, что для системы (2.6.1) при условии регулярности
det(A − λE) 6≡ 0 можно сформулировать достаточные условия
асимптотической устойчивости в терминах функций следа неко-
торых матриц, используя следствие 1.7.1 и систему линейных
матричных неравенств

AXET + EXAT + EY ET ≤ 0, EXET ≥ 0. (2.6.8)

При этом матрица E может быть вырожденной. Если существу-
ют матрицы X = XT и Y = Y T > 0, удовлетворяющие соотно-
шениям (2.6.8), то система (2.6.1) асимптотически устойчива.
Критерием асимптотической устойчивости данной системы яв-
ляется разрешимость системы неравенств (2.6.8) в виде

X = ZX̂ZT , Y = ZŶ ZT , Ŷ > 0,

где Z — решение максимального ранга алгебраической системы
(1.4.6). Данные утверждения устанавливаются с помощью кано-
нической формы Кронекера регулярного пучка матриц A− λE
(см. теорему 1.4.1).
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Пример 2.6.1 Рассмотрим нелинейную систему управле-
ния, описывающую динамику маятника с маховиком [10],

Eẋ = A(x)x+B u, y = Cx, u = Ky, (2.6.9)

где

x =



ψ

ψ̇
ω


 , B =




0
0
c1χ


 , E =



1 0 0
0 Jχ Jr + Jmχ

0 Jrχ+ Jmχ
2 Jr + Jmχ

2


 ,

A(x) =




0 1 0
(m0b+m1h) gχϕ(ψ) 0 0

0 0 −c2


 , ϕ(ψ) = sinψ

ψ
, C = I3.

Здесь J = Jv + Jr + Jm +m1h
2 — полный момент инерции си-

стемы, а ϕ(ψ) — непрерывная функция. В данном случае изме-
ряемым выходом системы является ее вектор состояния.

Возьмем следующие значения механических параметров ма-
ятника и характеристик двигателя маховика:

m0 = 1кг, m1 = 3кг, b = 0, 1м, h = 0, 13м,

Jv = 0, 0392кг · м2, Jm = 0, 03кг · м2, Jr = 0, 0001кг · м2,

χ = 0, 1, c1 = 0, 08Н · м/В, c2 = 0, 0076Н · м · с.
В окрестности нулевого состояния равновесия маятника

функция ϕ(ψ) ≈ 1, а линейное приближение замкнутой системы
(2.6.9) имеет вид (2.6.5), где A = A(0) и detE 6= 0.

Используя систему MATHCAD, находим матрицы

K0 =
[
14, 1388 1, 856 1, 0375

]
,

X =




1, 614 −0, 048 −30, 7606
−0, 048 49, 5901 −441, 8941

−30, 7606 −441, 8941 6082, 4


 > 0,
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удовлетворяющие условиям (2.6.6):

tr(A0XE
T ) = −0.0963 < 0, µ(A0XE

T + EXAT0 ) = 0, 0002 > 0,

где A0 = A(0) +BK0. При этом спектр системы (2.6.5)

σ(F ) =
{
− 5, 0585;−2, 3712 ± 3, 4193i

}
,

где F (λ) = A0 − λE — пучок матриц.
Таким образом, в силу теоремы 2.6.1 и теоремы Ляпунова

об устойчивости по линейному приближению состояние x ≡ 0
нелинейной системы (2.6.9) с управлением u = K0x асимптоти-
чески устойчиво. При этом v(x) = xTX−1x является функцией
Ляпунова данной системы.



Глава 3

Стабилизация и оптимизация
линейных систем управления

В данной главе рассматривается класс линейных систем управ-
ления с обратной связью по измеряемому выходу. Предполага-
ется, что измеряемый выход формируется в виде линейных ком-
бинаций векторов как фазовых переменных, так и управления.
При этом внешние возмущения в уравнениях движения системы
и измеряемых переменных не учитываются.

В параграфе 3.1 излагаются некоторые известные и новые
методы построения стабилизирующих управлений в виде стати-
ческой обратной связи по измеряемому выходу.

В параграфе 3.2 приводятся методы построения динамиче-
ской обратной связи, обеспечивающей асимптотическую устой-
чивость замкнутой линейной системы управления.

В параграфе 3.3 в терминах ЛМН формулируются условия
робастной устойчивости линейных систем управления с неопре-
деленными матрицами коэффициентов в уравнениях движения,
измеряемого выхода и регулятора.

В параграфе 3.4 излагаются методы оптимизации линейных
систем управления с квадратичным критерием качества, осно-
ванные на решении матричных уравнений и неравенств.

В параграфе 3.5 приводятся условия стабилизируемости
класса дескрипторных систем управления с помощью статиче-
ских и динамических регуляторов.

129
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3.1 Системы стабилизации со статической

обратной связью

Рассмотрим линейную систему управления

ẋ = Ax+Bu, y = Cx+Du, (3.1.1)

где x ∈ R
n, u ∈ R

m и y ∈ R
l — векторы соответственно со-

стояния, управления (входа) и наблюдаемого (измеряемого) вы-
хода объекта, A ∈ R

n×n — матрица коэффициентов системы,
B ∈ R

n×m — матрица входа, C ∈ R
l×n — матрица выхода по со-

стоянию и D ∈ R
l×m — матрица выхода по управлению (матри-

ца обхода), определяющая прямую зависимость выхода от вхо-
да. Будем предполагать, что матрицы B и C имеют полный ранг
соответственно по столбцам и по строкам:

rankB = m, rankC = l. (3.1.2)

Блок-схема данной системы управления (3.1.1) приведена на
рис. 3.1. Ее особенностью является возможность использования
в обратной связи измерений линейных комбинаций как вектора
состояния системы, так и управления.

Рис. 3.1. Блок-схема системы управления.

Управление u в системе (3.1.1) определяем в виде линейной
обратной связи по выходу

u = Ky, (3.1.3)
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где K — матрица коэффициентов усиления размеров m×l. Одна
из главных задач состоит в нахождении матрицы K, при кото-
рой замкнутая система (3.1.1) асимптотически устойчива.

При решении задач стабилизации для системы (3.1.1) будем
использовать ортогональные дополнения и псевдообратные мат-
рицы матричных коэффициентов B и C, которые при условиях
(3.1.2) определяются соотношениями

BTB⊥ = 0, det
[
B,B⊥

]
6= 0, B+ = (BTB)−1BT , (3.1.4)

C⊥CT = 0, det
[
CT , C⊥T

]
6= 0, C+ = CT (CCT )−1. (3.1.5)

При использовании матрицы B⊥ (C⊥) предполагается, что
m < n (l < n).

3.1.1 Обратная связь по состоянию

Пусть в системе (3.1.1) C = In и D = 0. В данном случае на-
блюдаемым выходом системы является вектор x, а управление
u определяется в виде линейной обратной связи по состоянию:

ẋ = Ax+Bu, u = Kx. (3.1.6)

Пара матриц (A,B) называется стабилизируемой, если су-
ществует матрица K ∈ R

m×n, для которой замкнутая система

ẋ =Mx, M = A+BK, (3.1.7)

асимптотически устойчива. Множество таких матриц обратной
связи K обозначим через K(A,B).

Достаточным условием стабилизируемости пары (A,B) яв-
ляется ее свойство управляемости, эквивалентное каждому из
условий

rank
[
B,AB, . . . , An−1B

]
= n, (3.1.8)

rank
[
A− λIn, B

]
= n, λ ∈ σ(A). (3.1.9)
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Равенство (3.1.8) представляет критерий управляемости Калма-
на системы (3.1.6), а условие (3.1.9) равносильно управляемости
спектра данной системы. Если равенство (3.1.9) выполняется на
спектре σ(A), то оно выполняется и во всей плоскости C.

Приведем критерии стабилизируемости системы (3.1.6).

Теорема 3.1.1 Следующие утверждения эквивалентны:
1) Пара (A,B) стабилизируема, т.е. K(A,B) 6= ∅.
2) Существуют матрицы X = XT > 0 и Z, для которых

AX +XAT +BZ + ZTBT < 0, (3.1.10)

при этом
K = ZX−1 ∈ K(A,B). (3.1.11)

3) Существует матрица X = XT > 0, для которой

AX +XAT < 2BBT , (3.1.12)

при этом

K = −γBTX−1 ∈ K(A,B), γ ≥ 1. (3.1.13)

4) Существует матрица X = XT > 0, для которой

B⊥T (AX +XAT )B⊥ < 0, (3.1.14)

при этом

K = −γBTX−1 ∈ K(A,B), γ ≥ γ0, (3.1.15)

где γ0 > 0 — некоторое число.
5) Если λ ∈ σ(A) и Reλ ≥ 0, то

rank
[
A− λIn, B

]
= n. (3.1.16)

При выполнении одного из утверждений 2) – 4) квадратич-
ная форма v(x) = xTX−1x является функцией Ляпунова для
замкнутой системы (3.1.7).
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Доказательство. Очевидно, что 1) ⇒ 2), так как нели-
нейное относительно X = XT > 0 и K матричное неравенство
Ляпунова

Y = (A+BK)X +X(A+BK)T < 0, (3.1.17)

эквивалентное асимптотической устойчивости системы (3.1.7),
при условии (3.1.11) приводится к виду (3.1.10). В частности
при Z = BT имеем неравенство (3.1.12), т. е. 2) ⇒ 3). При этом
каждая матрица (3.1.13) удовлетворяет неравенству (3.1.17).

Далее, умножая соотношение (3.1.12) слева и справа соответ-
ственно на B⊥T и B⊥ приходим к неравенству (3.1.14), т. е. 3)
⇒ 4). При этом существует γ0 > 0 такое, что каждая матрица
(3.1.15) удовлетворяет неравенству (3.1.17). Действительно, ис-
пользуя невырожденную матрицу T =

[
B+T , B⊥

]
, преобразуем

соотношение (3.1.17):

T TY T =

[
B+LB+T − 2γIn B+LB⊥

B⊥TLB+T S

]
< 0,

где L = AX +XAT , S = B⊥TLB⊥. Данное соотношение в силу
леммы Шура [21] эквивалентно двум неравенствам

S < 0, H = B+(L− LB⊥S−1B⊥TL)B+T < 2γIn.

Здесь первое неравенство совпадает с (3.1.14), а второе выпол-
няется при γ > γ0 = λmax(H)/2. Тем самым показано, что 4) ⇒
1).

При выполнении одного из соотношений (3.1.10), (3.1.12) или
(3.1.14) при X = XT > 0 положительно определенная квадра-
тичная форма v(x) = xTX−1x является функцией Ляпунова
для замкнутой системы (3.1.7), поскольку ее производная в си-
лу данной системы с учетом (3.1.17) отрицательна:

v̇(x) = xTWx < 0, x 6= 0,

где W =MTX−1 +X−1M = X−1Y X−1 < 0.
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Покажем, что 3) ⇒ 5). Пусть q∗ 6= 0 — левый собствен-
ный вектор матрицы A, отвечающий собственному значению
λ ∈ σ(A) и Reλ ≥ 0. Тогда согласно (3.1.12) имеем

0 ≤ q∗(AX +XAT )q = 2Reλ q∗Xq < 2‖q∗B‖2, q∗B 6= 0.

Для любого другого вектора q∗ 6= 0 выполняется неравенство
q∗(A− λIn) 6= 0. Следовательно,

q∗
[
A− λIn, B

]
6= 0, ∀q ∈ C

n,

что равносильно условию (3.1.16).

Наконец, покажем, что 5) ⇒ 1). Обратимся к декомпозиции
Калмана неуправляемой системы (3.1.6):

ż1 = A1z1 +A3z2 +B1u, ż2 = A2z2, (3.1.18)

где

x = Gz =

[
z1
z2

]
, G−1AG =

[
A1 A3

0 A2

]
, G−1B =

[
B1

0

]
,

G — невырожденная матрица, z1 ∈ R
r, z2 ∈ R

n−r,
r = rank

[
B,AB, . . . , An−1B

]
. При этом σ(A) = σ(A1) ∪ σ(A2) и

подмножество спектра σ(A2) неуправляемо. Так как пара мат-
риц (A1, B1) управляема, то система (3.1.18) стабилизируема в
том и только в том случае, когда σ(A2) ⊆ C

−. Данное спек-
тральное свойство системы (3.1.18) вытекает из утверждения
5), поскольку условие (3.1.16) с учетом декомпозиции (3.1.18)
сводится к виду

rank

[
A1 − λIr A3 B1

0 A2 − λIn−r 0

]
= n,

где блок A2 − λIn−r должен быть невыродженным при λ ∈ C
+
.

Теорема доказана.
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Свойство управляемости (3.1.9) является усилением требо-
вания стабилизируемости (3.1.16). Сопоставляя условия (3.1.9)
и (3.1.16), видим, что для управляемости пары матриц (A,B)
необходимо и достаточно, чтобы обе пары матриц (A,B) и
(−A,B) были стабилизируемы (см. также [105]).

Из утверждений 2) – 4) теоремы 3.1.1 вытекают достаточ-
но эффективные способы построения стабилизирующей мат-
рицы обратной связи K ∈ K(A,B), основанные на решении
ЛМН (3.1.10), (3.1.12) и (3.1.14). Условия разрешимости дан-
ных неравенств совпадают и эквивалентны стабилизируемости
пары (A,B). Преимущества использования неравенства (3.1.14)
по сравнению с (3.1.10) и (3.1.12) очевидны, если учитывать раз-
меры соответствующих матричных выражений. Однако, при ис-
пользовании неравенства (3.1.14) коэффициент γ в (3.1.15) мо-
жет быть достаточно большим, а его точная оценка затрудни-
тельна. Поэтому в данном случае целесообразно решать после-
довательно два ЛМН (3.1.14) и (3.1.17).

Отметим также, что в силу утверждения 2) теоремы 3.1.1
множество всех стабилизирующих матриц обратной связи по со-
стоянию описывается в терминах ЛМН:

K(A,B) =
{
ZX−1 : AX+XAT+BZ+ZTBT < 0, X = XT > 0

}
.

Если в теореме 3.1.1 всюду вместо A использовать выраже-
ние Aα = A + αIn при α ≥ 0, то каждое из утверждений 2)
– 5) является критерием стабилизируемости системы (3.1.6) со
спектральным запасом ε > α, т. е. достижения ее свойства α-
устойчивости.

3.1.2 Обратная связь по выходу y = Cx

Рассмотрим систему управления (3.1.1) при D = 0:

ẋ = Ax+Bu, y = Cx, u = Ky. (3.1.19)

Двойственным свойством стабилизируемости системы явля-
ется детектируемость. Пара матриц (A,C) называется детек-
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тируемой, если пара (AT , CT ) стабилизируема. Достаточным
условием детектируемости пары (A,C) является ее свойство на-
блюдаемости, эквивалентное каждому из условий

rank




C
CA
...

CAn−1


 = n. (3.1.20)

rank

[
A− λIn

C

]
= n, λ ∈ σ(A). (3.1.21)

Равенство (3.1.20) представляет критерий наблюдаемости Кал-
мана системы (3.1.19), а условие (3.1.21) равносильно наблюда-
емости спектра данной системы.

Тройка матриц (A,B,C) называется стабилизируемой, если
существует матрица обратной связи K, при которой замкнутая
система

ẋ =Mx, M = A+BKC (3.1.22)

асимптотически устойчива. Пусть K(A,B,C) — множество та-
ких матриц K.

Следующее утверждение дает методику размещения спектра
системы (3.1.22) относительно мнимой оси и, в частности, метод
поиска стабилизирующих матриц K ∈ K(A,B,C).

Лемма 3.1.1 Существует матрица K, для которой
спектр σ(M) состоит из p и q точек в соответствующих
полуплоскостях C

− и C
+, в том и только в том случае, когда

разрешима относительно X = XT система соотношений

B⊥T (AX +XAT )B⊥ < 0, (3.1.23)

i(X) = {p, q, 0}, i(H) = {l,m, 0}, (3.1.24)

где

H =

[
H0 HT

1

H1 H2

]
,
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H0=B
+(L−LRL)B+T,H1=CX(In−RL)B+T,H2=−CXRXCT,

L = AX +XAT , R = B⊥S−1B⊥T , S = B⊥TLB⊥.

При условиях (3.1.23) и (3.1.24) матрица K может быть
найдена путем решения одного из эквивалентных матричных
неравенств

H0 +KH1 +HT
1 K

T +KH2K
T < 0, (3.1.25)

AX +XAT +BKCX +XCTKTBT < 0. (3.1.26)

Доказательство. Согласно теореме инерции [125] матри-
ца M имеет p и q (p + q = n) собственных значений с учетом
кратностей в полуплоскостях C

− и C
+ соответственно лишь в

том случае, когда матричное неравенство (3.1.26) имеет реше-
ние X = XT с инерцией i(X) = {p, q, 0}. Если при этом p = n,
то σ(M) ⊂ C

−.

Пусть матричное неравенство (3.1.26) разрешимо относи-
тельно X = XT и K. Покажем, что выполняются соотношения
(3.1.23) и (3.1.24).

Применяя лемму Шура к блочной матрице T TY T < 0, где

Y =AX+XAT +BKCX+XCTKTBT , T =
[
B+T, B⊥

]
, detT 6= 0,

имеем систему неравенств

S < 0, Y1 = H0 +KH1 +HT
1 K

T +KH2K
T < 0, (3.1.27)

эквивалентную (3.1.26). Инерции матриц H и

[
Im K
0 Il

]
H

[
Im 0
KT Il

]
=

[
Y1 HT

3

H3 H2

]

совпадают, поэтому согласно общей формуле (1.1.12) для индек-
сов инерции блочных матриц имеем i±(H) = i±(Y1)+i±(H4), где



138 Робастная устойчивость и стабилизация . . .

H4 = H2 −H3Y
−1
1 HT

3 , H3 = H1 +H2K
T . При условиях (3.1.27)

с учетом структуры блоков матрицы H получаем i−(H) = m и

i+(H) = i+(H4) = rank
[
CXB⊥,H3

]
= rank(CXTΨ) = l,

где Ψ — невырожденная матрица вида

Ψ =

[
0 Im

In−m −S−1B⊥T (XCTKT + LB+T )

]
.

Покажем, что при условиях (3.1.23) и (3.1.24) матричные
неравенства (3.1.25) и (3.1.26) разрешимы относительно K. Ис-
пользуя спектральное разложение невырожденной симметрич-
ной матрицы H, имеем

H =

[
U1

U2

] [
UT1 UT2

]
−

[
V1
V2

] [
V T
1 V T

2

]
,

rank

[
U1

U2

]
= l, rank

[
V1
V2

]
= m.

При этом detU2 6= 0. Действительно, U2U
T
2 − V2V

T
2 = H2 ≥ 0

и поэтому (см. лемму 8.1.1) V2 = U2G, где G — неко-
торая l ×m–матрица такая, что GGT ≤ Il. Но тогда
rank

[
U2, V2

]
= rankU2 = l.

Покажем, что существует матрица K, для которой
det (V1 +KV2) 6= 0 и

Y1 = (U1 +KU2)(U1 +KU2)
T − (V1 +KV2)(V1 +KV2)

T < 0.

Последнее неравенство выполняется, если положить
U1 + KU2 = (V1 + KV2)F или KU2(Il − GF ) = V1F − U1,
где F — такая m× l–матрица, что FF T < Im. Тогда, учи-
тывая, что GGT ≤ Il, имеем GFF TGT < Il и ρ(GF ) < 1.
Следовательно, при условиях (3.1.23) и (3.1.24) матрица

K = (V1F − U1)(Il −GF )−1U−1
2
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удовлетворяет соотношениям (3.1.25) и (3.1.26). При этом мат-
рица V1 +KV2 = N(Im − FG)−1 невырожденная, поскольку та-
ковыми являются матрицы
[
U1 V1
U2 V2

]
=

[
−N U1

0 U2

] [
0 −Im
Il U−1

2 V2

]
, N = V1 − U1U

−1
2 V2.

Лемма доказана.

Замечание 3.1.1 Блочная матрица в (3.1.24) представляет-
ся в виде H = Ĥ0 − ĤT

1 Ĥ
−1
2 Ĥ1, где

Ĥ =

[
Ĥ0 ĤT

1

Ĥ1 Ĥ2

]
=




B+LB+T B+XCT B+LB⊥

CXB+T 0 CXB⊥

B⊥TLB+T B⊥TXCT S


 =

= V

[
0 X
X 0

]
V T =W∆W T , ∆ =

[
AX +XAT XCT

CX 0

]
,

V T =

[
B+T 0 B⊥

ATB+T CT ATB⊥

]
, W T =

[
B+T 0 B⊥

0 Il 0

]
.

Применяя формулу (1.1.12) для вычисления индексов инерции
блочной матрицы Ĥ и учитывая, что S < 0, а V ∈ R

n+l×2n —
матрица полного ранга n+ l, имеем

i+(Ĥ) = i+(H) ≤ n, i−(Ĥ) = i−(H) + n−m ≤ n.

В то же время W ∈ R
n+l×n+l — квадратная невырожденная

матрица. Поэтому i(Ĥ) = i(∆) и в утверждении леммы 3.1.1
вместо (3.1.24) можно использовать соотношения

i(X) = {p, q, 0}, i(∆) = {l, n, 0}. (3.1.28)

Отметим, что в некоторых случаях матрицу коэффициен-
тов обратной связи, удовлетворяющей соотношениям (3.1.25) и
(3.1.26), можно построить в виде

K = −γ BTX−1C+. (3.1.29)
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Например, если разрешима относительно X система соотноше-
ний

AX +XAT < 2BBT , (C+C − In)X
−1B = 0, (3.1.30)

то матрица (3.1.29) при γ ≥ 1 удовлетворяет линейному нера-
венству (3.1.26). Если же

γ > λmax(H0)/2, C⊥X−1B = 0, (3.1.31)

где X и H0 определены в (3.1.23) и (3.1.24), то матрица (3.1.29)
является решением квадратичного неравенства (3.1.25). При
этом последние равенства в (3.1.30) и (3.1.31) эквивалентны.

Если в лемме 3.1.1 вместо A использовать выражение
Aα = A + αIn, то получим критерий существования обратной
связи по выходу системы (3.1.19), при которой заданные коли-
чества ее собственных значений с учетом кратностей удовле-
творяют соответствующим условиям Reλ < −α и Reλ > −α. В
частности, при α ≥ 0 иX = XT > 0 данный критерий дает необ-
ходимые и достаточные условия достижения α-устойчивости си-
стемы (3.1.19).

Приведем критерии стабилизируемости системы (3.1.19), ос-
нованные на решении матричных уравнений и неравенств.

Теорема 3.1.2 Следующие утверждения эквивалентны:
1) Тройка (A,B,C) стабилизируема.
2) Система соотношений

B⊥T (AX+XAT )B⊥ < 0,X = XT > 0, i(H) = {l,m, 0}, (3.1.32)

где матрица H определена в (3.1.24), совместна.
3) Система соотношений

B⊥T (AX+XAT )B⊥ < 0, X = XT > 0, i(∆) = {l, n, 0}, (3.1.33)

где

∆ =

[
AX +XAT XCT

CX 0

]
,
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совместна.

4) Система матричных неравенств

B⊥T (AX+XAT )B⊥ < 0, C⊥(ATX−1+X−1A)C⊥T < 0 (3.1.34)

имеет решение X = XT > 0.

5) Матричное неравенство

AX+XAT −XCTCX+(BK+XCT )(BK+XCT )T < 0 (3.1.35)

разрешимо относительно X = XT > 0 и K.

6) Пара (A,B) стабилизируема, пара (A,C) детектируема
и матричное уравнение

AX +XAT −XCTCX + (BK +XCT )(BK +XCT )T = −BBT

(3.1.36)
разрешимо относительно X = XT ≥ 0 и K.

В теореме 3.1.2 критерии стабилизируемости 2) и 3) системы
(3.1.19) являются следствиями леммы 3.1.1 и замечания 3.1.1,
а критерий 4) вытекает из условий разрешимости двучленных
линейных матричных неравенств [103] (см. лемму 8.3.1 и вывод
аналогичного критерия стабилизируемости дискретных систем
в теореме 6.1.2). Доказательства критериев 4) – 6) имеются в
соответствующих работах [96, 99, 116] (см. также [13]).

Отметим, что эквивалентность критериев 3) и 4) можно уста-
новить путем вычисления инерции блочной матрицы

∆1 =W T
1 ∆W1 =




C⊥L1C
⊥T 0 C⊥L1C

+

0 0 Il
C+TL1C

⊥T Il C+TL1C
+


 , (3.1.37)

где

L1 = ATY + Y A, W1 =

[
Y C⊥T 0 Y C+

0 Il 0

]
, Y = X−1.
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Так как W1 — квадратная невырожденная матрица, то согласно
(1.1.12) i±(∆) = i±(∆1) = i±(C

⊥L1C
⊥T ) + l. Поэтому равенство

i(∆) = {l, n, 0} равносильно второму матричному неравенству
(3.1.34).

При выполнении утверждений 2), 3) или 4) теоремы 3.1.2 со-
ответствующая матрица стабилизирующего регулятора K мо-
жет быть определена как решение одного из матричных нера-
венств (3.1.25) или (3.1.26). В утверждениях 5) и 6) такая мат-
рица K должна удовлетворять соответствующим соотношениям
(3.1.35) и (3.1.36). В [113] на основе соотношений (3.1.34) приве-
дено параметрическое описание всего множества стабилизиру-
ющих матриц K ∈ K(A,B,C).

3.1.3 Обратная связь по выходу y = Cx+Du

Пусть в системе (3.1.1) D 6= 0. В данном случае обратная связь
(3.1.3) определяется неявно, так как вектор наблюдаемого вы-
хода y = Cx+Du явно содержит управление u.

Введем на множестве матриц KD = {K : det(Im −KD) 6= 0}
нелинейный оператор

D : Rm×l → R
m×l, D(K) = (Im −KD)−1K. (3.1.38)

Если K ∈ KD, то обратную связь по выходу y = Cx+Du с мат-
рицей коэффициентов K можно рассматривать как обратную
связь по выходу ỹ = Cx с матрицей коэффициентов D(K).

Для каждой матрицы обратной связи K ∈ KD замкнутая
система (3.1.1) имеет вид

ẋ =Mx, M = A+BD(K)C. (3.1.39)

Пусть K(A,B,C,D) ⊆ KD — множество матриц обратной свя-
зи K, при которых замкнутая система (3.1.39) асимптотически
устойчива.

Приведем без доказательства используемые в дальнейшем
свойства оператора (3.1.38):
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1) если K ∈ KD, то

D(K) ≡ K(Il −DK)−1, Il +DD(K) ≡ (Il −DK)−1; (3.1.40)

2) если K1 ∈ KD и K2 ∈ KD1
, то K1 +K2 ∈ KD и

D(K1 +K2) = D(K1) + (Im −K1D)−1
D1(K2) (Il −DK1)

−1,
(3.1.41)

где D1(K2) = (Im −K2D1)
−1K2, D1 = (Il −DK1)

−1D;

3) если −K0 ∈ KD, то K = −D(−K0) ∈ KD и

D(K) = K0. (3.1.42)

Согласно (3.1.42) для достижения желаемых свойств и, в
частности, устойчивости системы (3.1.39) достаточно обеспе-
чить эти свойства системе с матрицей M0 = A + BK0C. Ес-
ли для некоторой матрицы X матричное неравенство Ляпуно-
ва (3.1.26) разрешимо относительно K, то всегда можно по-
добрать решение K0 такое, что −K0 ∈ KD. Например, пола-
гая K0 = γK, для некоторого γ выполняются соотношения
AX +XAT + γ (BKCX +XCTKTBT ) < 0 и det(I + γKD) 6= 0.
Это следует из непрерывной зависимости от γ собственных чи-
сел приведенных матричных выражений. Поэтому каждое из
утверждений 2) – 6) теоремы 3.1.2 дает методику поиска ста-
билизирующих матриц K ∈ K(A,B,C,D) при дополнительном
требовании K ∈ KD. В частности, имеем следующий критерий.

Теорема 3.1.3 Линейная система (3.1.39) стабилизируема
с помощью регулятора (3.1.3) в том и только в том случае,
когда существует матрица X = XT > 0, удовлетворяющая
соотношениям (3.1.33). При этом стабилизирующая матрица
обратной связи может быть определена в виде

K = −D(−K0) ∈ KD, (3.1.43)

где K0 — решение ЛМН (3.1.26).
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Учитывая соотношения (3.1.23), (3.1.24), (3.1.31) и (3.1.42),
имеем достаточные условия, гарантирующие α-устойчивость си-
стемы (3.1.39).

Следствие 3.1.1 Пусть для некоторой матрицы
X = XT > 0 выполняется система соотношений

B⊥T (AX +XAT + 2αX)B⊥ < 0, C⊥X−1B = 0, (3.1.44)

где α ≥ 0. Тогда матрица обратной связи K, определяемая со-
отношениями

K = −D(K0), K0 = γ BTX−1C+ ∈ KD, γ > λmax(H0)/2,

обеспечивает α-устойчивость замкнутой системы (3.1.39).

Приведем необходимые и достаточные условия стабилизиру-
емости системы (3.1.1) в терминах свойств управляемости и на-
блюдаемости. Рассмотрим матричную функцию

Λ(λ) =

[
A− λIn B

C D

]
, λ ∈ C. (3.1.45)

Если пара (A,B) управляема или пара (A,C) наблюдаема, то
rankΛ(λ) ≥ n для любого λ ∈ C. Используя свойства ранга
блочной матрицы, имеем

rankΛ(λ) ≡ n+ rankΦ(λ), λ 6∈ σ(A),

где Φ(λ) = C(λIn−A)−1B+D — матричная передаточная функ-
ция системы (3.1.1). Обратимся к общей канонической деком-
позиции Калмана системы (3.1.1). В общем случае существует
невырожденная матрица G такая, что

G−1AG =




A11 A12 A13 A14

0 A22 0 A24

0 0 A33 A34

0 0 0 A44


 , G−1B =




B1

B2

0
0


 ,
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CG =
[
0 C2 0 C4

]
.

При этом преобразование x = Gz приводит к системе





ż1 = A11z1 +A12z3 +A13z3 +A14z4 +B1u,
ż2 = A22z2 +A24z4 +B2u,
ż3 = A33z3 +A34z4,
ż4 = A44z4,

z =




z1
z2
z3
z4


 ,

y = C2z2 + C4z4 +Du, u = Ky,

в которой пары матриц

(A22, B2),

([
A11 A12

0 A22

]
,

[
B1

B2

])

являются управляемыми, а пары матриц

(A22, C2),

([
A22 A24

0 A44

]
,
[
C2 C4

])

— наблюдаемыми (см., например, [135, 138]). Пространство со-
стояний данной системы состоит из таких подпространств:
управляемое и ненаблюдаемое (z1 ∈ R

n1), управляемое и
наблюдаемое (z2 ∈ R

n2), неуправляемое и ненаблюдаемое
(z3 ∈ R

n3), неуправляемое и наблюдаемое (z4 ∈ R
n4), причем

n = n1 + n2 + n3 + n4. Кроме того, справедливы соотношения

Φ(λ) = C2(λIn2
−A22)

−1B2 +D, λ 6∈ σ(A22),

σ(A) = σ(A11) ∪ σ(A22) ∪ σ(A33) ∪ σ(A44),

σ(M) = σ(A11) ∪ σ(M2) ∪ σ(A33) ∪ σ(A44),

G−1MG =




A11 M12 A13 M14

0 M22 0 M24

0 0 A33 A34

0 0 0 A44


 , K ∈ KD,
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PΛ(λ)Q =




A11−λIn1
A12 A13 A14 B1

0 A22−λIn2
0 A24 B2

0 0 A33−λIn3
A34 0

0 0 0 A44−λIn4
0

0 C2 0 C4 D



,

где

P =

[
G−1 0
0 Il

]
, Q =

[
G 0
0 Im

]
,

M12 = A12 +B1D(K)C2, M14 = A14 +B1D(K)C2,

M22 = A22 +B2D(K)C2, M24 = A24 +B2D(K)C2.

M — матрица замкнутой системы (3.1.39), Λ(λ) — матричная
функция вида (3.1.45). Из данных соотношений следует, что си-
стема (3.1.1) является стабилизируемой в том и только в том
случае, когда стабилизируема управляемая и наблюдаемая под-
система

ẋ2 = A22x2 +B2u, y = C2x+Du, u = Ky,

а часть спектра системы σ(A11)∪σ(A33)∪σ(A44), не обладающая
одним из свойств управляемости или наблюдаемости, располо-
жена в полуплоскости C

−.

Отметим, что неуправляемая часть спектра σ(A33) ∪ σ(A44)
расположена в полуплоскости C

−, если выполняются условия

rankΛ(λ) = n+m, λ ∈ σ(A), Reλ ≥ 0.

Аналогично, при условиях

rankΛ(λ) = n+ l, λ ∈ σ(A), Reλ ≥ 0,

ненаблюдаемая часть спектра σ(A11) ∪ σ(A33) расположена в
полуплоскости C

−.
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3.2 Динамическая обратная связь

Определим динамическую обратную связь для системы управ-
ления (3.1.1) в виде

ξ̇ = Zξ + V y, u = Uξ +Ky, (3.2.1)

где ξ ∈ R
r — вектор состояния динамического регулятора (ком-

пенсатора), Z, V , U и K — неизвестные матрицы соответству-
ющих размеров r × r, r × l, m× r и m× l. Число r называется
порядком динамического регулятора. В частном случае r = 0
имеем статический регулятор u = Ky.

При r 6= 0 соотношения (3.1.1) и (3.2.1) можно записать в
компактном виде:

˙̂x = Âx̂+ B̂û, ŷ = Ĉx̂+ D̂û, û = K̂ŷ, (3.2.2)

где

x̂ =

[
x
ξ

]
, ŷ =

[
y
ξ

]
, û =

[
u

ξ̇

]
, K̂ =

[
K U
V Z

]
,

Â =

[
A 0n×r

0r×n 0r×r

]
, B̂ =

[
B 0n×r

0r×m Ir

]
,

Ĉ =

[
C 0l×r

0r×n Ir

]
, D̂ =

[
D 0l×r

0r×m 0r×r

]
.

С другой стороны, системы соотношений (3.1.1) и (3.2.1) яв-
ляются следствием (3.2.2) и структуры приведенных блочных
матриц.

Лемма 3.2.1 Система управления (3.1.1) c динамической
обратной связью (3.2.1) порядка r 6= 0 эквивалентна системе
управления со статической обратной связью (3.2.2).
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Таким образом, задачи управления и, в частности, стабилиза-
ции системы (3.1.1) c динамической обратной связью (3.2.1) сво-
дятся к аналогичным задачам управления для системы (3.2.2)
со статической обратной связью. Следует отметить, что в за-
дачах управления при условиях неполной информации о состо-
янии объекта динамические регуляторы имеют более широкие
возможности, чем статические.

Нелинейный оператор

D̂ : R(r+m)×(r+l) → R
(r+m)×(r+l), D̂(K̂) = (Ir+m − K̂D̂)−1K̂,

можно представить в блочном виде

D̂(K̂) =

[
D(K) (Im −KD)−1U

V (Il −DK)−1 Z + V D(Im −KD)−1U

]
,

где D(K) = (Im−KD)−1K. При этом замкнутая система (3.2.2)
имеет вид

˙̂x = M̂ x̂, M̂ = Â+ B̂D̂(K̂)Ĉ, (3.2.3)

где

M̂ =

[
M B(Im −KD)−1U

V (Il −DK)−1C Z + V D(Im −KD)−1U

]
,

M = A+BD(K)C, K ∈ KD.

Согласно (3.1.2), (3.1.4) и (3.1.5) имеем выражения ортого-
нальных дополнений и псевдообратных матриц для матричных
коэффициентов B̂ и Ĉ полного ранга:

B̂⊥ =

[
B⊥

0r×(n−m)

]
, B̂+ = (B̂T B̂)−1B̂T =

[
B+ 0m×r

0r×n Ir

]
,

Ĉ⊥ =
[
C⊥, 0(n−l)×r

]
, Ĉ+ = ĈT (ĈĈT )−1 =

[
C+ 0n×r
0r×l Ir

]
.
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Данные соотношения могут быть использованы при построении
условий стабилизируемости системы (3.1.1) с помощью динами-
ческого регулятора (3.2.1). Например, учитывая утверждения 3)
и 4) теоремы 3.1.2 и лемму 3.2.1, имеем следующее утверждение.

Теорема 3.2.1 Следующие утверждения эквивалентны:
1) Существует динамический регулятор (3.2.1) порядка

r ≤ n, обеспечивающий асимптотическую устойчивость си-
стемы (3.1.1).

2) Существуют матрицы X = XT > 0 и X0 = XT
0 > 0,

удовлетворяющие соотношениям

X ≥ X0, rank(X −X0) ≤ r, (3.2.4)

B⊥T (AX +XAT )B⊥ < 0, i(∆0) = {l, n, 0}, (3.2.5)

где

∆0 =

[
AX0 +X0A

T X0C
T

CX0 0

]
.

3) Существуют матрицы X = XT > 0 и Y = Y T > 0,
удовлетворяющие соотношениям

B⊥T (AX +XAT )B⊥ < 0, C⊥(ATY + Y A)C⊥T < 0, (3.2.6)

W =

[
X In
In Y

]
≥ 0, rankW ≤ n+ r. (3.2.7)

Доказательство. Учитывая утверждение 3 теоремы 3.1.2
и лемму 3.2.1, имеем критерий стабилизируемости системы
(3.1.1) с помощью динамического регулятора (3.2.1):

B̂⊥T (ÂX̂ + X̂ÂT )B̂⊥ < 0, i(∆̂) = {l + r, n+ r, 0}, (3.2.8)

где

∆̂ =

[
ÂX̂ + X̂ÂT X̂ĈT

ĈX̂ 0

]
, X̂ =

[
X XT

1

X1 X2

]
> 0.
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Здесь первое соотношение с учетом структуры блочных матриц
совпадает с матричным неравенством в (3.2.5) относительно X.

Используем конгруэнтное преобразование матрицы ∆̂:

L∆̂LT =

[
∆0 0
0 ∆1

]
, (3.2.9)

где

L =




In −XT
1 X

−1
2 0 −AXT

1 X
−1
2

0 0 Il −CXT
1 X

−1
2

0 Ir 0 0
0 0 0 Ir


 , ∆1 =

[
0 X2

X2 0

]
.

Здесь диагональный блок ∆0 определен в (3.2.5) при
X0 = X − XT

1 X
−1
2 X1. При этом i(∆1) = {r, r, 0}, X ≥ X0 и

rank (X −X0) = rank (XT
1 X

−1
2 X1) ≤ r.

Следовательно, из (3.2.8) вытекают соотношения (3.2.4) и
(3.2.5) для некоторых матриц X > 0 и X0 > 0. Обратно, если
система соотношений (3.2.4) и (3.2.5) разрешима относительно
X > 0 и X0 > 0, то с учетом (3.2.9) можно найти блочную
матрицу X̂ > 0, удовлетворяющую соотношениям (3.2.8). При
этом матрица X должна быть ее первым диагональным блоком,
а в качестве X1 и X2 можно выбрать, например, соответствен-
но множитель разложения X − X0 = XT

1 X1 ≥ 0 и единичную
матрицу Ir.

Эквивалентность утверждений 1) и 3) является следствием
теоремы 3.1.2 (утверждение 4)) и леммы 3.2.1. На основе при-
веденных соотношений можно непосредственно установить эк-
вивалентность утверждений 2) и 3). При этом матрицы X и X0

удовлетворяют утверждению 2) в том и только в том случае, ко-
гда матрицы X и Y = X−1

0 удовлетворяют утверждению 3) (см.
соотношение вида (3.1.37) для преобразованной матрицы ∆0).

Теорема доказана.

Следует отметить, что для выполнения соотношений (3.2.7)
необходимо, чтобы матрицы X и Y были положительно опре-
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деленными. Ранговое условие в (3.2.7) эквивалентно неравен-
ству rank (In − Y X) ≤ r. Данное неравенство, а также ранговое
условие в (3.2.4) всегда выполняются в случае динамического
регулятора полного порядка r = n (см. также [12]).

Алгоритм построения стабилизирующего динамического ре-
гулятора (3.2.1) порядка r ≤ n для системы (3.1.1), вытекающий
из утверждения 2) теоремы 3.2.1, состоит из следующих этапов:

1) Определение матриц X = XT > 0 и X0 = XT
0 > 0, удовле-

творяющих соотношениям (3.2.4) и (3.2.5).
2) Разложение неотрицательно определенной матрицы

X −X0 = XT
1 X1 ≥ 0, X1 ∈ R

r×n, rankX1 ≤ r.

3) Решение ЛМН

ÂX̂ + X̂ÂT + B̂K̂0ĈX̂ + X̂ĈT K̂T
0 B̂

T < 0

относительно K̂0 при ограничении det (Im +K0D) 6= 0, где

X̂ =

[
X XT

1

X1 Ir

]
> 0, K̂0 =

[
K0 U0

V0 Z0

]
.

4) Вычисление матриц регулятора (3.2.1) по формулам

K = (Im +K0D)−1K0, U = (Im +K0D)−1U0,

V = V0(Il +DK0)
−1, Z = Z0 − V0D(Im +K0D)−1U0.

Теорема 3.2.2 Пусть (A,B) и (A,C) — соответственно
стабилизируема и детектируема пары матриц. Тогда суще-
ствует динамический регулятор (3.2.1) на основе наблюдателя
полного порядка r = n, который обеспечивает асимптотиче-
скую устойчивость системы (3.1.1).

Доказательство. Положим в (3.2.1)

Z = A−GC + (B −GD)U, V = G+ (B −GD)K, (3.2.10)
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где K ∈ KD, U ∈ R
m×n и G ∈ R

n×l — некоторые матрицы. Тогда
первое уравнение описывает динамику наблюдателя

ξ̇ = Aξ +Bu+G(y − Cξ −Du), (3.2.11)

а замкнутую систему (3.1.1), (3.2.1) можно представить в экви-
валентной форме

˙̃x = M̃x̃, M̃ =

[
M0 B(Im −KD)−1U
0n×n M1

]
, x̃ =

[
x
e

]
, (3.2.12)

где M0 = A+B(Im−KD)−1(U +KC), M1 = A−GC, e = ξ− x.
В частности, если K = 0, то M0 = A+BU .

По предположению существуют матрицы K, U и G такие,
что матрицы M0 и M1 гурвицевы и система (3.2.12) асимптоти-
чески устойчива. При этом e(t) → 0 при t → ∞, т. е. (3.2.11)
является асимптотическим наблюдателем системы (3.1.1). Ис-
комые матрицы стабилизирующего динамического регулятора
(3.2.1) могут быть определены с помощью соотношений (3.2.10)
и

U = −KC − (Im −KD)BTX−1, G = Y −1CT , (3.2.13)

где K ∈ KD — любая матрица, а X = XT > 0 и Y = Y T > 0
являются решениями соответствующих ЛМН

AX +XAT < 2BBT , ATY + Y A < 2CTC. (3.2.14)

Теорема доказана.

Отметим, что условий теоремы 3.2.2 и, более того, свойств
управляемости и наблюдаемости соответствующих пар матриц
(A,B) и (A,C) недостаточно для существования стабилизирую-
щей статической обратной связи u = Ky для системы (3.1.1).
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3.3 Робастная стабилизация линейных систем

Рассмотрим систему управления (3.1.1) со статической обрат-
ной связью (3.1.3). Предположим, что для некоторой матрицы
коэффициентов усиления K∗ ∈ KD замкнутая система

ẋ =M∗x, M∗ = A+BD(K∗)C, (3.3.1)

асимптотически устойчива. Здесь D(·) — нелинейный опера-
тор вида (3.1.38), определяемый матрицей D. Из соображений
непрерывности ясно, что для каждого значения K в некоторой
окрестности точки K∗ пространства матриц R

m×l замкнутая си-
стема (3.1.39) асимптотически устойчива.

Построим множество стабилизирующих управлений в виде

u = K y, K = K∗ + K̃, K̃ ∈ K, (3.3.2)

где K — эллипсоидальное множество матриц

K = {K : KTPK ≤ Q} (3.3.3)

в пространстве R
m×l, которое описывают положительно опре-

деленные матрицы P = P T > 0 и Q = QT > 0 соответствующих
размеров m×m и l × l. В силу эквивалентности соотношений

KTPK ≤ Q,

[
P−1 K
KT Q

]
≥ 0, KQ−1KT ≤ P−1,

множество (3.3.3) можно описать также в виде

K = {K : KQ−1KT ≤ P−1}.

При этом в случае m = 1 эллипсоид K описывается с помощью
скалярного неравенства.

Из (3.3.3) следует λmin(P )K
TK ≤ KTPK ≤ Q ≤ λmax(Q)Il,

поэтому

‖K‖ =
√
λmax(KTK) ≤ ρ∗ =

√
λmax(Q)

λmin(P )
. (3.3.4)
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Число ρ∗ будем называть радиусом стабилизации системы
(3.1.1).

Сформулируем вспомогательное утверждение, лежащее в ос-
нове вывода дальнейших результатов о робастной стабилизации,
а также оптимизации рассматриваемых классов систем.

Рассмотрим нелинейный оператор

F(K)=W + UTD(K)V + V T
D
T (K)U + V T

D
T (K)RD(K)V,

(3.3.5)
где W = W T ≤ 0, R = RT ≥ 0, U , V и D — матрицы подходя-
щих размеров, и сформулируем обобщенную лемму о матрич-
ной неопределенности.

Лемма 3.3.1 (обобщенная лемма о матричной неопределен-
ности). Пусть выполняются матричные неравенства

R+DTQD < P, Ω =



W UT V T

U R− P DT

V D −Q−1


 ≤ 0 (< 0). (3.3.6)

Тогда F(K) ≤ 0 (< 0) для любой матрицы K ∈ K.

Доказательство. Пусть K ∈ K. Так как

DTKTPKD ≤ DTQD ≤ DTQD +R < P,

то ρ(KD) < 1, K ∈ KD и определено значение оператора D(K).
Используем формулу Фробениуса для обращения блочной

матрицы

[
R− P DT

D −Q−1

]−1

=

[
∆−1 ∆−1DTQ

QD∆−1 QD∆−1DTQ−Q

]
,

где ∆ = DTQD + R − P , и приведем матричное неравенство
Ω ≤ 0 к виду

[UT , V T ]

[
∆−1 ∆−1DTQ

QD∆−1 QD∆−1DTQ−Q

][
U
V

]
≥W. (3.3.7)
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Здесь использована также лемма Шура 8.2.1. Учитывая (3.3.7),
видим, что матричное неравенство F(K) ≤ 0, представимое в
виде

[UT , V T ]

[
0 −D(K)

−D
T (K) −D

T (K)RD(K)

] [
U
V

]
≥W,

выполняется, если
[

∆−1
D(K) + ∆−1DTQ

D
T (K) +QD∆−1

D
T (K)RD(K) +QD∆−1DTQ−Q

]
≤ 0.

Применяя к данному выражению лемму Шура в случае невы-
рожденности первого диагонального блока, получаем

D
T (K)RD(K) +QD∆−1DTQ−Q−

− [DT (K) +QD∆−1]∆[D(K) + ∆−1DTQ] =

= D
T (K)PD(K)−Q−D

T (K)DTQDD(K)−
−QDD(K)−D

T (K)DQ =

= D
T (K)PD(K)− [Il +D

T (K)DT ]Q[Il +DD(K)] ≤ 0.

Последнее неравенство с учетом свойств (3.1.40) оператора D и
закона инерции приводится к виду KTPK ≤ Q, т. е. к условию
K ∈ K.

Отметим, что более сильное предположение Ω < 0 обеспе-
чивает выполнение строгого неравенства F(K) < 0 для любой
матрицы K ∈ K.

Лемма доказана.

Замечание 3.3.1 Матричное неравенство Ω ≤ 0 (< 0) в си-
лу леммы Шура можно представить в эквивалентной форме

[
W + V TQV UT + V TQD
U +DTQV R+DTQD − P

]
≤ 0 (< 0).

При этом в случае строгого неравенства Ω < 0 первое условие
в (3.3.6) выполняется автоматически, т. е. является следствием
данного неравенства.
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Отметим, что лемма 3.3.1 является обобщением утвержде-
ния достаточности известного критерия, получившего назва-
ние леммы Питерсена о матричной неопределенности [126] (см.
также [89]). Согласно [126], для любой матрицы K ∈ R

m×l с
ограниченной нормой ‖K‖ = (λmax(K

TK))1/2 ≤ 1 выполняется
матричное неравенство F(K) = W + UTKV + V TKTU < 0 в
том и только в том случае, когда существует ε > 0 такое, что
W + ε−1UTU + εV TV < 0. Последнее соотношение можно пред-
ставить в блочном виде

Ω =



W UT V T

U −εIm 0
V 0 −ε−1Il


 < 0,

а требование ‖K‖ ≤ 1 выполняется, если KTK ≤ Il. Полагая
в лемме 3.3.1 D = 0, R = 0, P = εIm и Q = εIl, где ε > 0
— некоторое число, имеем утверждение достаточности леммы
Питерсена.

Теорема 3.3.1 Пусть для некоторых матриц X = XT > 0
и K∗ ∈ KD выполняется система соотношений

DT
∗ QD∗ < P, (3.3.8)

Ω =



MT

∗ X +XM∗ XB∗ CT∗
BT

∗ X −P DT
∗

C∗ D∗ −Q−1


 ≤ 0 (< 0), (3.3.9)

где

M∗ = A+BD(K∗)C, B∗ = B(Im −K∗D)−1,

C∗ = (Il −DK∗)
−1C, D∗ = D(Im −K∗D)−1.

Тогда любое управление (3.3.2) обеспечивает устойчивость
(асимптотическую устойчивость) системы (3.1.1) и общую
квадратичную функцию Ляпунова v(x) = xTXx.
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Доказательство. По предположению K∗ ∈ KD, поэтому
определено значение оператора D(K∗) = (Im − K∗D)−1K∗. Ес-
ли K̃ ∈ K, то определены также значения операторов D(K) и
D∗(K̃) = (Im− K̃D∗)

−1K̃, где K = K∗ + K̃. Действительно, при
условиях (3.3.2) и (3.3.8) имеем

DT
∗ K̃

TPK̃D∗ ≤ DT
∗ QD∗ < P.

Так как P > 0, то отсюда следует, что 1 6∈ σ(K̃D∗), т. е. матрица
Im − K̃D∗ невырождена, а вместе с ней невырождена матрица

Im −KD = (Im − K̃D∗)(Im −K∗D).

Итак, замкнутая система (3.1.1), (3.3.2) при ограничении
(3.3.8) представляется в виде (3.1.39). Согласно теореме Ля-
пунова данная система устойчива (асимптотически устойчива)
в том и только в том случае, когда для некоторой матрицы
X = XT > 0 выполняется матричное неравенство

MTX +XM ≤ 0 (< 0), (3.3.10)

где M = A+BD(K)C, K = K∗+K̃. Учитывая свойство (3.1.41)
оператора D, данное неравенство можно представить в виде

F∗(K̃) =W + UTD∗(K̃)V + V T
D
T
∗ (K̃)U ≤ 0 (< 0), (3.3.11)

где W =MT
∗ X +XM∗, U = BT

∗ X, V = C∗.
Выражение (3.3.11) представляет оператор вида (3.3.5) в

частном случае R = 0. Применяя лемму 3.3.1 для оператора
F∗(K̃), получаем условия вида (3.3.8) и (3.3.9), при которых
выполняется матричное неравенство (3.3.11) и, следовательно,
(3.3.10) для любой матрицы K̃ ∈ K.

Теорема доказана.

Отметим, что в [12] на основе так называемого свойства
неущербности S-процедуры получено аналогичное утверждение
в случае K∗ = 0, P = Im и Q = µIl, где µ — радиус устойчи-
вости матриц обратной связи K для системы (3.1.1). Заметим,
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что (3.3.8) является следствием строгого неравенства (3.3.9), а
матрицы P и Q1 = Q−1 входят в выражение (3.3.9) линейно.
Поэтому их наряду с X можно считать неизвестными и опреде-
лять с помощью эффективной процедуры системы MATLAB.
Это расширяет возможности известной методики квадратичной
стабилизации для класса линейных систем (3.1.1).

Предположим, что система (3.1.1) имеет неопределенныe ко-
эффициенты:

A ∈ Co{A1, . . . , Aα}, B ∈ Co{B1, . . . , Bβ}, C ∈ Co{C1, . . . , Cγ},
(3.3.12)

где заданные наборы постоянных матриц Ai, Bj и Ck являются
вершинами некоторых политопов в соответствующих простран-
ствах R

n×n, R
n×m и R

l×n. При этом исходные (номинальные)
значения матричных коэффициентов, при которых определена
стабилизирующая матрица обратной связи K∗, могут принадле-
жать заданным политопам. Тогда матричное неравенство (3.3.9)
в силу линейной зависимости блочного выражения Ω от данных
коэффициентов вытекает из системы аналогичных неравенств



MT
ijkX +XMijk XBj∗ CTk∗

BT
j∗X −P DT

∗

Ck∗ D∗ −Q−1


 ≤ 0 (< 0), (3.3.13)

где Mijk = Ai +BjD(K∗)Ck, Bj∗ = Bj(Im −K∗D)−1,

Ck∗ = (Il −DK∗)
−1Ck, i = 1, α, j = 1, β, k = 1, γ.

Действительно, учитывая (3.3.12), после умножения матричных
неравенств (3.3.13) на неотрицательные параметры выпуклых
линейных комбинаций вершин политопов Ai, Bj и Ck и их сум-
мирования соответственно по i, j и k получим матричное нера-
венство (3.3.9). Следовательно, утверждение теоремы 3.3.1 вы-
полняется для системы (3.1.1) с неопределенными коэффициен-
тами (3.3.12), если вместо (3.3.9) использовать систему матрич-
ных неравенств (3.3.13).
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Следствие 3.3.1 Пусть для некоторых матриц
X = XT > 0 и K∗ ∈ KD выполняется система матрич-
ных неравенств (3.3.8) и (3.3.13). Тогда любое управление
(3.3.2) обеспечивает устойчивость (асимптотическую
устойчивость) семейства систем (3.1.1), (3.3.12) с общей
квадратичной функцией Ляпунова v(x) = xTXx.

Пусть наряду с (3.3.12) выполняются условия

K∗ = 0, D ∈ Co{D1, . . . ,Dδ}. (3.3.14)

Тогда соотношения (3.3.8) и (3.3.13) имеют вид

DT
s QDs < P,



ATi X +XAi XBj CTk

BT
j X −P DT

s

Ck Ds −Q−1


 ≤ 0(< 0), (3.3.15)

где i = 1, α, j = 1, β, k = 1, γ, s = 1, δ.

Следствие 3.3.2 Пусть для некоторой матрицы
X = XT > 0 выполняется система ЛМН (3.3.15). То-
гда любое управление (3.3.2) обеспечивает устойчивость
(асимптотическую устойчивость) семейства систем (3.1.1),
(3.3.12), (3.3.14) с общей квадратичной функцией Ляпунова
v(x) = xTXx.

Отметим, что в утверждениях теоремы 3.3.1 и ее следствий
вместо (3.3.9), (3.3.13) и (3.3.15) могут быть использованы соот-
ветствующие эквивалентные матричные неравенства меньших
размеров (см. замечание 3.3.1). Например, в следствии 3.3.2 раз-
решимость системы ЛМН

X = XT > 0,

[
ATi X +XAi + CTk QCk XBj + CTk QDs

BT
j X +DT

s QCk DT
s QDs − P

]
< 0,
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i = 1, α, j = 1, β, k = 1, γ, s = 1, δ,

гарантирует асимптотическую устойчивость семейства систем
управления (3.1.1), (3.3.12), (3.3.14) с общей квадратичной
функцией Ляпунова v(x) = xTXx.

Системы соотношений (3.3.13) и (3.3.15) можно использовать
при решении обратных задач робастной стабилизации. Напри-
мер, для заданной матрицы X > 0 при условиях следствия 3.3.2
построить семейство систем стабилизации, описываемое некото-
рыми политопами матричных коэффициентов (3.3.12) и (3.3.14),
а также эллипсоидом матриц обратной связи (3.3.3). В данной
задаче неизвестными будут вершины политопов Ai, Bj, Ck и Ds,
а также положительно определенные матрицы P и Q, описыва-
ющие искомый эллипсоид. Матричные неопределенности типа
(3.3.12) и (3.3.14) могут быть использованы также при описании
моделей в задачах идентификации параметров и оценивания со-
стояний динамических систем (см., например, [23, 25, 26]).

3.4 Оптимизация в системах стабилизации

3.4.1 Матричное уравнение Риккати

Рассмотрим систему управления (3.1.6) с квадратичным функ-
ционалом качества

J(u, x0) =

∫ ∞

0
ϕ(x, u) dt, (3.4.1)

где

ϕ(x, u) =
[
xT , uT

]
Φ

[
x
u

]
, Φ =

[
S N
NT R

]
,

x0 = x(0) — вектор начального состояния, а блоки симметрич-
ной матрицы Φ удовлетворяют условиям

R > 0, S ≥ NR−1NT . (3.4.2)
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При некоторых условиях управление u, минимизирующее
функционал (3.4.1), обеспечивает асимптотическую устойчи-
вость замкнутой системы (3.1.7). Оптимальное управление мо-
жет быть найдено с помощью принципа максимума Понтрягина
или метода динамического программирования Беллмана. В рас-
сматриваемом случае уравнение Беллмана, выражающее прин-
цип оптимальности, имеет вид

min
u
f(x, u) = 0,

где f(x, u) = (Ax+Bu)Tgradx v(x)+ϕ(x, u), v(x) — неизвестная
функция. Используя необходимое условие минимума

gradu f(x, u) = BT gradx v(x) + 2NTx+ 2Ru = 0

и полагая v(x) = xTXx, где X = XT — неизвестная матрица,
получаем

u = Kx, K = −R−1(BTX +NT ). (3.4.3)

При этом

f(x, u) = xT
[
ATX +XA− (XB+N)R−1(BTX +NT ) +S

]
x ≡ 0,

если

ATX +XA− (XB +N)R−1(BTX +NT ) + S = 0. (3.4.4)

Соотношение (3.4.4) — это матричное алгебраическое уравне-
ние Риккати. Перепишем данное уравнение в виде

ÃTX +XÃ−XBR−1BTX + S̃ = 0, (3.4.5)

где Ã = A−BR−1NT , S̃ = S −NR−1NT = GTG ≥ 0.

Теорема 3.4.1 Пусть выполняются условия (3.4.2), пара
матриц (A,B) стабилизируема, а пара матриц (Ã,G) детек-
тируема. Тогда матричное уравнение Риккати (3.4.5) име-
ет единственное решение X = XT ≥ 0. При этом управле-
ние (3.4.3) обеспечивает асимптотическую устойчивость за-
мкнутой системы (3.1.7) и минимальное значение функциона-
ла (3.4.1), равное J(u, x0) = xT0Xx0.
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Если в теореме 3.4.1 предположение детектируемости пары
матриц (Ã,G) усилить требованием наблюдаемости, то решение
X уравнения (3.4.5) должно быть положительно определенным.
При этом v(x) = xTXx — функция Ляпунова оптимальной за-
мкнутой системы.

Отметим, что систему (3.1.6) можно представить в виде

ẋ = Ãx+Bũ, ũ = K̃x, (3.4.6)

где K̃ = K+R−1NT , ũ = u+R−1NTx — новый вектор управле-
ния. При этом квадратичный функционал (3.4.1) с учетом огра-
ничений (3.4.2) приводится к стандартному виду

J(ũ, x0) =

∫ ∞

0
(xT S̃x+ ũTRũ) dt. (3.4.7)

Таким образом, задача квадратичной оптимизации систе-
мы (3.1.6) сводится к решению матричного уравнения Рикка-
ти (3.4.5). Один из способов построения матрицы-решения X
представляет итерационный процесс

(Ã+BK̃s)
TXs +Xs(Ã+BK̃s) + K̃T

s RK̃s + S̃ = 0,

K̃s+1 = −R−1BTXs, s = 0, 1, . . . . (3.4.8)

На s-м шаге данного процесса требуется решить матричное
уравнение Ляпунова относительно Xs. Начальное значение K̃0

выбирается так, чтобы матрица Ã + BK̃0 была гурвицевой. В
принятых предположениях доказана сходимость матричной по-
следовательности Xs, s = 0, 1, 2, . . . . Более того,

X0 ≥ X1 ≥ X2 ≥ · · · ≥ X = lim
s→∞

Xs ≥ 0.

Полное доказательство теоремы 3.4.1 на основе итерационно-
го процесса (3.4.8) имеется, например, в [136].
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3.4.2 Оптимизация и локализация спектра

Рассмотрим систему управления (3.1.19) и усредненный функ-
ционал качества

J(u) =

∫

S0

µ(x0)

∫ ∞

0
(xTSx+ uTRu) dt dx0, (3.4.9)

где S = ST > 0, R = RT > 0, µ(x0) ≥ 0 — весовая функция
плотности распределения начального вектора x0 на некотором
допустимом множестве S0 ⊆ R

n. В качестве S0 можно выбрать
шар S0 = {x ∈ R

n : ‖x‖ ≤ h}.
Ставится задача нахождения матрицы K обратной связи по

выходу, для которой функционал (3.4.9) принимает наименьшее
значение, а спектр замкнутой системы

ẋ =Mx, M = A+BKC, (3.4.10)

расположен в заданной области

Λ+
f =

{
λ : f(λ, λ) =

∑

i,j

γijf(λ)f(λ)
}
. (3.4.11)

Задача минимизации функционала (3.4.9) без ограничения на
спектр замкнутой системы сводится к задаче математического
программирования

J(K) = tr
[
W(K)∆0

]
→ inf

K∈K
(3.4.12)

с использованием решения W = W(K) уравнения Ляпунова

−MTW −WM = S + CTKTRKC. (3.4.13)

Здесь

∆0 =

∫

S0

µ(x0)x0x
T
0 dx0, K = {K : W(K) > 0}.



164 Робастная устойчивость и стабилизация . . .

Построим решение уравнения (3.4.13) в виде

W =
∑

i,j

γijfi(M)THfj(M), (3.4.14)

Подставляя (3.4.14) в (3.4.13), имеем уравнение относительно
H: ∑

i,j

βijϕi(M)THϕj(M) = S + CTKTRKC. (3.4.15)

При этом область Λ+
ϕ , отвечающая функции

ϕ(λ, λ) =
∑

i,j

βijϕi(λ) ϕj(λ) = −(λ+ λ)f(λ, λ),

состоит из двух непересекающихся подобластей — области Λ+
f

вида (3.4.11) и правой полуплоскости. Если H — решение урав-
нения (3.4.15), то согласно теореме 1.2.1 матричное неравенство

X = −MTH −HM > 0 (3.4.16)

обеспечивает расположение спектра замкнутой системы в обла-
сти Λ+

f . При этом матрица (3.4.16) является решением обобщен-

ного уравнения Ляпунова для области Λ+
f :

∑

i,j

γijfi(M)TXfj(M) = S + CTKTRKC. (3.4.17)

Таким образом, поставленная задача сводится к задаче
математического программирования. Требуется минимизиро-
вать функцию (3.4.12), вычисляемую с помощью соотношений
(3.4.14) и (3.4.15), при ограничении (3.4.16). Поиск субоптималь-
ного решения задачи можно осуществлять градиентными мето-
дами, используя известное выражение для градиента функцио-
нала [94]

dJ(K)

dK
= 2(RKC +BTW )FCT ,
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где W — решение уравнения (3.4.13), в частности, выражение
(3.4.14), а F — решение уравнения

−MF − FMT = ∆0. (3.4.18)

Из необходимого условия минимума функции (3.4.12) вытекает
соотношение

K = −R−1BTWFCT (CFCT )−1. (3.4.19)

Система матричных соотношений (3.4.14) – (3.4.16), (3.4.18) и
(3.4.19) представляет необходимые условия минимума функ-
ционала и размещения спектра замкнутой системы в области
(3.4.11).

Отметим, что если функция f , описывающая область
(3.4.11), представима в виде

f(λ, λ) = −(λ+λ)ψ(λ, λ), ψ(λ, λ) =
∑

i,j

δijψi(λ)ψj(λ), (3.4.20)

то для вычисления матрицы W можно использовать выражение

W =
∑

i,j

δijψi(M)TXψj(M), (3.4.21)

где X — решение уравнения (3.4.17). В этом случае уравнение
(3.4.15) не используется.

Построим итерационный процесс по следующим правилам:
1) выбрать K0 ∈ K и положить s = 0;

2) вычислить матрицу Ms = A+BKsC;
3) определить матрицы Hs и Fs из уравнений

∑

i,j

βijϕi(Ms)
THsϕj(Ms) = S + CTKs

TRKsC,

−MsFs − FsMs
T = ∆0;
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4) вычислить выражения Ws =
∑

i,j

γijfi(Ms)
THsfj(Ms) и

Ks+1 = −R−1BTWsFsC
T (CFsC

T )−1;
5) увеличить s на единицу и возвратиться к п. 2).

Отличие данного итерационного процесса от известных алго-
ритмов квадратичной оптимизации состоит в способе вычисле-
ния матричной последовательности Ws. Поскольку на каждом
шаге Ws является решением уравнения Ляпунова (3.4.13), то
выполнены неравенства J(K0) ≥ J(K1) ≥ · · · ≥ J(Ks) ≥ . . . .
При ограничении (3.4.20) матрицы Ws можно определить так-
же с помощью формул (3.4.17) и (3.4.21). В случае алгеб-
раических областей (3.4.11) (fi(λ) = λi) использование мат-
ричных уравнений (3.4.15) или (3.4.17) вместо (3.4.13) прак-
тически не изменяет вычислительные трудности алгоритма.
В то же время мы имеем возможность осуществлять кон-
троль принадлежности спектра системы области (3.4.11) на
каждом шаге оптимизации с помощью матричных неравенств
Xs = −MT

s Hs −HsMs > 0, s = 0, 1, . . . .
В отдельных случаях при условиях управляемости и на-

блюдаемости системы (3.1.19) установлена сходимость матрич-
ной последовательности Ks [93, 94]. Начальное приближение
K0 ∈ K можно определить методами построения стабилизиру-
ющих управлений (параграф 3.1.2) или известными методами
модального управления (см., например, [9, 34, 128]).

Отметим, что в случае C = In, когда измерениям доступны
все компоненты вектора состояния объекта, последовательность
Ws сходится к положительно определенному решению уравне-
ния Риккати

ATW +WA−WBR−1BTW + S = 0.

При этом оптимальному управлению системы (3.1.19) соответ-
ствует предельное значение матрицы обратной связи

K = lim
s→∞

Ks = −R−1B∗W.
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3.4.3 Оптимизация при условиях неопределен-

ности

Рассмотрим систему управления (3.1.1) и квадратичный функ-
ционал качества (3.4.1) с матрицей Φ = ΦT > 0. Требуется опи-
сать множество управлений (3.3.2), обеспечивающих асимптоти-
ческую устойчивость замкнутой системы и оценку функционала

J(u, x0) ≤ ω, (3.4.22)

где ω — некоторое максимально допустимое значение данного
функционала.

При решении данной задачи ищем квадратичную функцию
Ляпунова v(x) = xTXx с матрицей X = XT > 0. Если выпол-
няются условия (3.3.2) и (3.3.8) при K∗ ∈ KD, то определены
значения операторов D(K), D(K∗) и D∗(K̃) = (Im − K̃D∗)

−1K̃,
где D∗ = (Il−DK∗)

−1D (см. доказательство теоремы 3.3.1). При
этом замкнутая система представляется в виде (3.1.39), а произ-
водная функции v(x) в силу данной системы и подынтегральное
выражение в (3.4.1) имеют вид

v̇(x) = xT
(
MTX +XM

)
x, ϕ(x, u) = xTLTΦLx,

где M = A+BD(K)C, LT = [In, C
T
D
T (K)], K = K∗ + K̃.

Потребуем, чтобы наряду с (3.3.8) выполнялись соотношения

v̇(x) ≤ −ϕ(x, u) < 0, x 6= 0. (3.4.23)

Тогда система (3.1.39) асимптотически устойчива и с учетом
(3.4.23) получаем верхнюю оценку функционала (3.4.1):

J(u, x0) ≤ −
∫ ∞

0

d

dt
v(x) dt = xT0X x0 = ω. (3.4.24)

Поскольку Φ > 0, то для выполнения (3.4.23) достаточно,
чтобы выполнялось матричное неравенство

MTX +XM + LTΦL ≤ 0. (3.4.25)
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Используя свойство (3.1.41) оператора D, перепишем неравен-
ство (3.4.25) в виде F∗(K̃) ≤ 0, где

F∗(K̃)=W + UTD∗(K̃)V + V T
D
T
∗ (K̃)U + V T

D
T
∗ (K̃)R∗D∗(K̃)V,

W = MT
∗ X + XM∗ + Φ∗, Φ∗ = LT∗ΦL∗, L

T
∗ = [In, C

T
D
T (K∗)],

U = BT
∗ X + NT

∗ + R∗K∗C, V = C∗, N∗ = N(Im − K∗D)−1,
R∗ = (Im − K∗D)−1TR(Im − K∗D)−1, M∗ = A + BD(K∗)C,
B∗ = B(Im−K∗D)−1, C∗ = (Il−DK∗)

−1C, D∗ = (Il−DK∗)
−1D.

Применяя лемму 3.3.1 для оператора F∗(K̃) и эллипсоида K,
с учетом (3.4.24) получаем следующий результат.

Теорема 3.4.2 Пусть для некоторых матриц X = XT > 0
и K∗ ∈ KD выполняются соотношения

R+DTQD < (Im −K∗D)TP (Im −K∗D), (3.4.26)




MT
∗ X +XM∗ +Φ∗ XB∗ +N∗ + CTKT

∗ R∗ CT∗
BT

∗ X +NT
∗ +R∗K∗C R∗ − P DT

∗

C∗ D∗ −Q−1


 ≤ 0.

(3.4.27)

Тогда любое управление (3.3.2) обеспечивает асимптоти-
ческую устойчивость системы (3.1.1), общую квадратичную
функцию Ляпунова v(x) = xTXx и оценку функционала каче-
ства J(u, x0) ≤ v(x0).

Замечание 3.4.1 Утверждение теоремы 3.4.2 сохраняет си-
лу, если вместо предположения Φ = ΦT > 0 использовать более
слабое ограничение (3.4.2), а в (3.4.27) потребовать выполне-
ния строгого матричного неравенства. При этом соотношение
(3.4.26) будет следствием данного неравенства.

Отметим также, что утверждение теоремы 3.4.2 выполняет-
ся для семейства систем (3.1.1), (3.3.12), если вместо (3.4.27)
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использовать систему матричных неравенств




MT
ijkX +XMijk +Φk XB∗j +N∗ + CTk K

T
∗ R∗ CT∗k

BT
∗jX +NT

∗ +R∗K∗Ck R∗ − P DT
∗

C∗k D∗ −Q−1


 ≤ 0.

(3.4.28)
где Mijk = Ai+BjD(K∗)Ck, Φk = LTkΦLk, L

T
k = [In, C

T
k D

T (K∗)],
B∗j = Bj(Im −K∗D)−1, C∗k = (Il −DK∗)

−1Ck, i = 1, α, j = 1, β,
k = 1, γ.

Следствие 3.4.1 Пусть для некоторых матриц
X = XT > 0 и K∗ ∈ KD выполняется система матрич-
ных неравенств (3.4.26) и (3.4.28). Тогда любое управление
(3.3.2) обеспечивает асимптотическую устойчивость семей-
ства систем (3.1.1), (3.3.12), общую квадратичную функцию
Ляпунова v(x) = xTXx и оценку функционала качества
J(u, x0) ≤ v(x0).

Для семейства систем (3.1.1), (3.3.12), (3.3.14) выполняется
аналогичное утверждение с использованием матричных нера-
венств

R+DT
s QDs < P, (3.4.29)



ATi X +XAi + S XBj +N CTk
BT
j X +NT R− P DT

s

Ck Ds −Q−1


 ≤ 0, (3.4.30)

где i = 1, α, j = 1, β, k = 1, γ, s = 1, δ.

Следствие 3.4.2 Пусть для некоторой матрицы
X = XT > 0 выполняется система матричных неравенств
(3.4.29) и (3.4.30). Тогда любое управление (3.3.2) обеспечивает
асимптотическую устойчивость семейства систем (3.1.1),
(3.3.12), (3.3.14), общую квадратичную функцию Ляпунова
v(x) = xTXx и оценку функционала качества J(u, x0) ≤ v(x0).
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Отметим, что в утверждениях теоремы 3.4.2 и ее следствий
вместо (3.4.27), (3.4.28) и (3.4.30) можно использовать соответ-
ствующие эквивалентные матричные неравенства (см. замеча-
ние 3.3.1). Например, в следствии 3.4.2 разрешимость системы
ЛМН

[
ATi X +XAi + S + CTk QCk XBj +N + CTk QDs

BT
j X +NT +DT

s QCk R+DT
s QDs − P

]
≤ 0,

R+DT
s QDs < P, X = XT > 0, i = 1, α, j = 1, β, k = 1, γ, s = 1, δ,

гарантирует асимптотическую устойчивость семейства систем
управления (3.1.1), (3.3.12), (3.3.14) с общей квадратичной
функцией Ляпунова v(x) = xTXx и оценку функционала ка-
чества J(u, x0) ≤ v(x0).

На основе теоремы 3.4.2 и ее следствий можно сформулиро-
вать следующие задачи оптимизации системы (3.1.1) и семейств
систем (3.1.1), (3.3.12) и (3.1.1), (3.3.12), (3.3.14):

1) минимизировать ω = xT0Xx0 при ограничениях (3.4.26),
(3.4.27) и X = XT > 0;

2) минимизировать ω = xT0Xx0 при ограничениях (3.4.26),
(3.4.28) и X = XT > 0;

3) минимизировать ω = xT0Xx0 при ограничениях (3.4.29),
(3.4.30) и X = XT > 0.

Для решения данных задач можно использовать различные
методы математического программирования. В качестве пара-
метров оптимизации могут быть положительно определенные
матрицы квадратичной функции Ляпунова (X), эллипсоида ко-
эффициентов обратной связи (P и Q), а также функционала
качества (Φ). При этом результаты расчетов зависят от началь-
ного вектора x0.

Отметим, что вместо (3.4.1) можно использовать усреднен-
ный по начальным условиям квадратичный функционал

J0(u) =

∫

S0

µ(x0)J(u, x0) dx0, (3.4.31)
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где µ(x0) ≥ 0 — заданная функция на множестве S0 ⊆ R
n. При

условии (3.4.23) имеем верхнюю оценку функционала (3.4.31):

J0(u) = tr (ΣX) ≤ µ0 λmax(X),

где Σ =
∫
S0

µ(x0)x0x
T
0 dx0, µ0 =

∫
S0

µ(x0)‖x0‖2 dx0. Поэтому в

сформулированных задачах оптимизации 1) – 3) можна исполь-
зовать целевые функции ω = tr (ΣX) или ω = µ0 λmax(X).

Пример 3.4.1 Рассмотрим механическую систему, состоя-
щую из двух упруго соединенных платформ с массами m1 и m2

(рис. 3.2). Уравнения движения без учета сил трения и внешних
возмущений имеют вид [134]

ẋ = A(k)x+Bu, (3.4.32)

где

A(k) =




0 0 1 0
0 0 0 1

−k/m1 k/m1 0 0
k/m2 −k/m2 0 0


 , B =




0
0

1/m1

0


 ,

k — коэффициент жесткости, принимающий значения на ин-
тервале [1, 2], u — управляющая сила, приложенная к первой
платформе.

Рис. 3.2. Двухмассовая механическая система.
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Предположим, что m1 = 1 и m2 = 1, 5, а измерению доступен
вектор выхода

y = Cx+Du =

[
x2 + 3u
x3

]
, C =

[
0 1 0 0
0 0 1 0

]
, D =

[
3
0

]
.

С помощью решения двух ЛМН (3.1.23) и (3.1.26) при k = 1, 5
и α = −0, 1 найдено управление

u = K∗y, K∗ = −D(−K0) =
[
8, 4783 44, 7905

]
,

для которого замкнутая система (3.3.1) с матрицей M∗ асимп-
тотически устойчива. При этом i(X) = {3, 0, 0}, i(H) = {2, 1, 0},
σ(M∗) = {−0, 2744;−0, 8593;−0, 3496 ± 1, 1615i}.

Определим матрицы функционала (3.4.1):

S = 0, 5 I4, R = 1, N = [0 0 0 − 0, 7]T .

Система соотношений (3.4.28) состоит из двух матричных нера-
венств, отвечающих значениям A(1) и A(2). Используя систему
MATLAB, найдены

P = 1, Q =

[
1, 0004 0, 0025
0, 0025 1, 0140

]
> 0,

X =




157, 7999 −137, 1035 49, 6024 46, 3083
−137, 1035 126, 5452 −46, 9707 −24, 7272

49, 6024 −46, 9707 40, 1343 −13, 1232
46, 3083 −24, 7272 −13, 1232 127, 8442


 > 0,

удовлетворяющие данной системе строгих неравенств.

Таким образом, при любых значениях коэффициента жестко-
сти 1 ≤ k ≤ 2 и вектора обратной связи K = K∗+ K̃ из области,
ограниченной эллипсом (см. рис. 3.3), замкнутая система асимп-
тотически устойчива. При этом v(x) = xTXx — общая функция
Ляпунова и значение функционала не превосходит v(x0).
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Рис. 3.3. Область коэффициентов усиления обратной связи
(K −K∗)Q

−1(K −K∗)
T ≤ P−1.

3.5 Дескрипторные системы управления

Рассмотрим дескрипторную систему управления

Eẋ = Ax+Bu, y = Cx+Du, (3.5.1)

не разрешенную относительно вектора производных ẋ. Если
матрица E невырожденная, то данная система приводится к ви-
ду (3.1.1). В общем случае задачи стабилизации системы (3.5.1) с
помощью статических и динамических регуляторов существен-
но усложняются. К примеру, исследуем возможность построе-
ния стабилизирующей динамической обратной связи

F ξ̇ = Zξ + V y, u = Uξ +Ky, (3.5.2)

где ξ ∈ R
r — вектор состояния динамического регулятора, F , Z,

V , U и K — неизвестные матрицы соответствующих размеров
r × r, r × r, r × l, m× r и m× l.

Соотношения (3.5.1) и (3.5.2) можно представить в виде

Ê ˙̂x = Âx̂+ B̂û, ŷ = Ĉx̂+ D̂û, û = K̂ŷ, (3.5.3)

где

x̂ =

[
x
ξ

]
, ŷ =

[
y
ξ

]
, û =

[
u

F ξ̇

]
, K̂ =

[
K U
V Z

]
,
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Ê =

[
E 0n×r

0r×n F

]
, Â =

[
A 0n×r

0r×n 0r×r

]
, B̂ =

[
B 0n×r

0r×m Ir

]
,

Ĉ =

[
C 0l×r

0r×n Ir

]
, D̂ =

[
D 0l×r

0r×m 0r×r

]
,

При K ∈ KD замкнутая система (3.5.3) имеет вид

Ê ˙̂x = M̂ x̂, M̂ = Â+ B̂D̂(K̂)Ĉ. (3.5.4)

Следующее утверждение, обобщающее теорему 3.2.2, дает
условия существования стабилизирующей обратной связи по со-
стоянию асимптотического наблюдателя системы (3.5.1) вида

Eξ̇ = Aξ +Bu+G(y − Cξ −Du). (3.5.5)

Теорема 3.5.1 Пусть система

Eẋ = Ax+Bu (3.5.6)

стабилизируема с помощью статической обратной связи по
состоянию, а система

Eẋ = Ax, y = Cx, (3.5.7)

детектируема. Тогда существует динамический регулятор
(3.5.2) на основе наблюдателя полного порядка (3.5.5), который
обеспечивает асимптотическую устойчивость замкнутой си-
стемы (3.5.4).

Доказательство. Положим в системе (3.5.2)

F = E, Z = A−GC+(B−GD)U, V = G+(B−GD)K, (3.5.8)

где K ∈ KD, U ∈ R
m×n и G ∈ R

n×l — некоторые матрицы. Тогда
первое уравнение данной системы описывает динамику наблю-
дателя (3.5.5), а замкнутую систему (3.5.4) можно представить
в эквивалентной форме

Ẽ ˙̃x = M̃x̃, Ẽ=

[
E 0n×n

0n×n E

]
, M̃=

[
M0 B(Im −KD)−1U
0n×n M1

]
,

(3.5.9)
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где x̃T =
[
xT , eT

]
, M0 = A + B(Im − KD)−1(U + KC),

M1 = A − GC, e = ξ − x. В частности, если K = 0, то
M0 = A+BU .

Стабилизируемость системы (3.5.6) означает, что существу-
ет матрица K0 такая, что все собственные числа пучка матриц
L0(λ) = A+BK0 − λE расположены в полуплоскости C

−. Ана-
логично, детектируемость системы (3.5.7) обеспечивает суще-
ствование матрицы K1 такой, что все собственные числа пучка
матриц L1(λ) = A+K1C−λE принадлежат полуплоскости C

−.
Положим U = −KC+(Im−KD)K0 и G = −K1, где K ∈ KD

— любая матрица. Тогда спектр системы (3.5.9), состоящий из
объединения спектров пучков матриц L0(λ) и L1(λ), расположен
в C

− и данная система асимптотически устойчива.
Теорема доказана.
Таким образом, задача стабилизации дескрипторной системы

(3.5.1) на основе наблюдателя полного порядка (3.5.5) разреши-
ма при условиях стабилизируемости и детектируемости соответ-
ствующих систем (3.5.6) и (3.5.7).

Теорема 3.5.2 Пусть для некоторого γ > 0 и некоторой
матрицы X = XT выполняется система соотношений

R+ATXL+ LTXAR+T < γLTXBBTXL,

LTXAR⊥ = 0, LTXL ≥ 0,
(3.5.10)

где L,R ∈ R
n×r — компоненты скелетного разложения

E = LRT , rankL = rankR = rankE = r. Тогда управление

u = Kx, K = −γ
2
BTXE, (3.5.11)

обеспечивает асимптотическую устойчивость системы
(3.5.6).

Доказательство. Система (3.5.6) с управлением (3.5.11)
асимптотически устойчива, если совместна система ЛМН

MTXE +ETXM +ETY E ≤ 0, ETXE ≥ 0, Y > 0, (3.5.12)



176 Робастная устойчивость и стабилизация . . .

где M = A + BK. При условии регулярности пучка матриц
M −λE система (3.5.12) совместна в том и только в том случае,
когда его спектр расположен в полуплоскости C

−, а характери-
стика (1.4.4) не превышает 2 (см. лемму 1.4.2).

Первое из матричных неравенств (3.5.12) приводится к виду
[
R+MTXL+ LTXMR+T + LTY L LTXMR⊥

R⊥TMTXL 0

]
≤ 0

путем конгруэнтного преобразования, т. е. умножения данно-
го выражения слева и справа соответственно на ST и S, где
S =

[
R+T , R⊥

]
— невырожденная матрица, R+ = (RTR)−1RT .

Учитывая, что LTY L > 0, имеем условия совместности системы
неравенств (3.5.12) вида

R+MTXL+ LTXMR+T < 0, LTXMR⊥ = 0, LTXL ≥ 0.

Подставляя сюда выражение для матрицы обратной связи K из
(3.5.11), получаем условия (3.5.10).

Теорема доказана.

Отметим, что при условии rank (BTXL) = rankL всегда мож-
но подобрать γ > 0 так, чтобы выполнялось первое неравенство
в (3.5.10). Полагая во втором соотношении (3.5.10) R⊥ = WE ,
имеем достаточные условия стабилизируемости системы (3.5.6)
в терминах ее исходных матриц.

Следствие 3.5.1 Если для некоторой матрицы X = XT

совместна система соотношений

ETXAWE = 0, rank (BTXE) = rankE, ETXE ≥ 0.

то управление (3.5.11) при достаточно большом γ > 0 обеспе-
чивает асимптотическую устойчивость системы (3.5.6).

Для построения условий детектируемости системы (3.5.7)
можно воспользоваться теоремой 3.5.2 и свойством двойствен-
ности понятий стабилизируемости и детектируемости.



Глава 4

Нелинейные системы управления в
векторно-матричной форме

В данной главе рассматриваются нелинейные системы управ-
ления, которые в результате применения обратной связи пред-
ставляются в векторно-матричной форме

ẋ =M(x, t)x, t ≥ 0, (4.0.1)

где M — матрица размеров n × n, непрерывно зависящая от
состояния x ∈ R

n и времени t. Предполагается, что состояние
равновесия x ≡ 0 таких систем является изолированным, т. е. в
некоторой окрестности точки x = 0 нет других состояний равно-
весия. При изучении устойчивости данного состояния использу-
ется метод квадратичных функций Ляпунова v(x, t) = xTX(t)x
с непрерывно дифференцируемой положительно определенной
матрицей X(t). Производная данной функции в силу системы
(4.0.1) также представляется в виде квадратичной формы:

v̇(x, t) = xTY (x, t)x, Y (x, t) = Ẋ +MTX +XM.

Ниже изучаются возможности применения результатов гла-
вы 3 при построении статических и динамических регуляторов,
обеспечивающих робастную устойчивость состояний равновесия
и верхнюю оценку квадратичного функционала качества нели-
нейных систем управления в векторно-матричной форме.

177
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4.1 Нелинейные статические и динамические

регуляторы

Рассмотрим нелинейную неавтономную систему управления

ẋ = f(x, u, t), y = g(x, u, t), (4.1.1)

где x ∈ R
n, u ∈ R

m и y ∈ R
l — векторы соответственно со-

стояния, управления и наблюдаемого выхода объекта, f и g —
заданные векторные функции. Если f и g не зависят от времени
t, то система является автономной. Данная система управления
имеет прямую связь, если g явно зависит от u.

Одна из главных задач для класса систем (4.1.1) состоит в по-
строении законов управления u(t), обеспечивающих выполнение
заданных требований, включая устойчивость решений. Как пра-
вило, задача устойчивости заданного решения x(t) (x(t0) = x0)
сводится к анализу устойчивости нулевого состояния x ≡ 0. При
этом должны выполняться тождества

f(0, 0, t) ≡ 0, g(0, 0, t) ≡ 0, t ≥ t0,

а также условия существования и единственности решений в
некоторой окрестности данного состояния.

Практическое применение имеют законы управления, по-
строенные в виде статической или динамической обратных
связей. Статическая обратная связь системы (4.1.1) имеет вид

u = k(y, t), (4.1.2)

где k — векторная функция, подлежащая определению. Более
широкие возможности в задачах управления по сравнению со
статической обратной связью имеют динамические регуляторы
порядка r ≤ n вида

ξ̇ = d(ξ, y, u, t), u = k(ξ, y, t), (4.1.3)

где ξ ∈ R
r — вектор состояния регулятора, d и k — неизвестные

векторные функции. Соотношения (4.1.2) и (4.1.3) определяют
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соответственно статическую и динамическую обратные связи по
выходу . В случае y ≡ x данные соотношения определяют стати-
ческую и динамическую обратные связи по состоянию.

Задачи управляемости, наблюдаемости, стабилизируемости и
детектируемости в линейной постановке хорошо изучены. Для
класса нелинейных систем (4.1.1) указанные характеристики в
общем случае имеют лишь локальный характер и определяют-
ся в некоторой ограниченной области пространства состояний
или в окрестности исследуемых состояний (программных тра-
екторий). При этом большое количество результатов исследова-
ния данных задач получено на основе универсального приема —
метода линеаризации системы и обратной связи в окрестности
программных траекторий.

Рассмотрим класс нелинейных систем управления, допуска-
ющих представление в векторно-матричной форме

ẋ = A(x, t)x+B(x, t)u, y = C(x, t)x+D(x, t)u, (4.1.4)

где x ∈ R
n, u ∈ R

m, y ∈ R
l, а матричные функции A, B, C и D

подходящих размеров непрерывны при (x, t) ∈ S0 × [0,∞), где
S0 = {x ∈ R

n : ‖x‖ ≤ h} — окрестность точки x = 0.
Система (4.1.4) при u = 0 имеет нулевое состояние равнове-

сия x ≡ 0, t ≥ 0. Будем предполагать, что данное состояние рав-
новесия является изолированным и в окрестности S0 нет других
состояний равновесия.

Уравнения статического регулятора определяем в виде

u = K(x, t) y, (4.1.5)

где K — неизвестная матричная функция такая, что

det[Im −K(x, t)D(x, t)] 6= 0, x ∈ S0, t ≥ 0. (4.1.6)

При условиях (4.1.6) замкнутая система (4.1.4), (4.1.5) представ-
ляется в виде

ẋ =M(x, t)x, M(x, t) = A+BD(K)C, (4.1.7)
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где D(K) = (Im − KD)−1K. В дальнейшем нас интересует по-
ведение решений системы (4.1.7) в окрестности S0 нулевого со-
стояния при t ≥ 0.

Нелинейную динамическую обратную связь порядка r для
системы (4.1.4) определяем в виде

ξ̇ = Z(x, t)ξ + V (x, t)y, u = U(x, t)ξ +K(x, t)y, (4.1.8)

где ξ ∈ R
r. Система управления (4.1.4) с динамической обратной

связью (4.1.8) порядка r 6= 0 так же, как и в случае линейных
систем (см. лемму 3.2.1), может быть сведена к аналогичной
системе управления с нелинейной статической обратной связью.

Используя критерии стабилизируемости линейных систем
(см. главу 3), можно сформулировать способы построения ста-
тических и динамических регуляторов, обеспечивающих асимп-
тотическую устойчивость состояния x ≡ 0 некоторых подклас-
сов нелинейных систем вида (4.1.4). Например, для нелинейной
автономной системы

ẋ = A(x)x+B(x)u, y = C(x)x+D(x)u, (4.1.9)

выполняются следующие утверждения.

Теорема 4.1.1 Пусть существует матрица X = XT > 0,
удовлетворяющая неравенству

B⊥T
0 (A0X +XAT0 + 2αX)B⊥

0 < 0 (4.1.10)

и одному из эквивалентных соотношений

i(∆) = {l, n, 0} или C⊥
0 (AT0 Y + Y A0 + 2αY )C⊥T

0 < 0, (4.1.11)

где α ≥ 0, A0 = A(0), B0 = B(0), C0 = C(0), Y = X−1,

∆ =

[
A0X +XAT0 + 2αX XCT0

C0X 0

]
.
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Тогда статический регулятор

u = Ky, K = (Im +K0D0)
−1K0, (4.1.12)

где D0 = D(0), det(Im +K0D0) 6= 0, K0 — решение ЛМН

A0X +XAT0 + 2αX +B0K0C0X +XCT0 K
T
0 B

T
0 < 0, (4.1.13)

обеспечивает асимптотическую устойчивость состояния
x ≡ 0 системы (4.1.9) и квадратичную функцию Ляпунова
v(x) = xTY x.

При условиях теоремы 4.1.1 в силу непрерывности матрич-
ных коэффициентов в некоторой окрестности x ∈ S0 выполня-
ются соотношения

M(x)X +XMT (x) + 2αX < 0, M(x)TY + YM(x) + 2αY < 0,

где M(x) = A(x) + B(x)K̃(x)C(x), K̃(x) = (Im − KD(x))−1K,
K̃(0) = K0. При этом производная функции v(x) в силу замкну-
той системы (4.1.9), (4.1.12) v̇(x) < −2αv(x) ≤ 0, а спектр мат-
рицы M(x) при x ∈ S0 расположен в полуплоскости Reλ < −α.

Аналогично, на основе теоремы 3.5.1 можно сформулиро-
вать достаточные условия существования и способ построения
динамического регулятора, обеспечивающего асимптотическую
устойчивость нулевого состояния системы (4.1.9). При этом по-
строение динамического регулятора полного порядка сводится
к решению системы ЛМН (см. параграф 3.2).

4.2 Робастная стабилизация нелинейных систем

управления

Рассмотрим нелинейную систему управления (4.1.4) со статиче-
ской обратной связью (4.1.5). Предположим, что для некоторой
матричной функции K∗(x, t), удовлетворяющей условию (4.1.6),
состояние x ≡ 0 системы

ẋ =M∗(x, t)x, M∗(x, t) = A+BD(K∗)C, (4.2.1)
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асимптотически устойчиво. Построим множество стабилизиру-
ющих матриц обратной связи (4.1.5) в виде

K(x, t) = K∗(x, t) + K̃(x, t), K̃(x, t) ∈ K, (4.2.2)

где K = {K : KTPK ≤ Q} — эллипсоид в пространстве R
m×l,

который определяют матрицы P = P T > 0 и Q = QT > 0. За-
висимость от x и t рассматриваемых матриц A, B, C, D, K∗

и K̃ будем считать непрерывной и для простоты не указывать.
Матрицы P и Q считаем постоянными, хотя в дальнейших вы-
кладках они также могут непрерывно зависеть от x и t.

Согласно (4.1.4), (4.1.5) и (4.2.2) выполняется неравенство

[xT, uT ]

[
CTQC − CTKT

∗ PK∗C CTQD + CTKT
∗ PG

DTQC +GTPK∗C DTQD −GTPG

][
x
u

]
≥ 0,

где G = Im −K∗D. Предположим, что

∆(x, t) = DTQD −GTPG < 0, x ∈ S0, t ≥ 0, (4.2.3)

Тогда из x = 0 следует u = 0, причем x ≡ 0 является изоли-
рованным состоянием равновесия замкнутой системы, которая
представляется в виде (4.1.7).

Теорема 4.2.1 Пусть для некоторых матричных функций
X(t) = XT (t) и K∗(x, t) выполняются соотношения (4.2.3) и

ε1In ≤ X(t) ≤ ε2In, 0 < ε1 ≤ ε2, t ≥ 0, (4.2.4)

Ω(t) =



Ẋ +MT

∗ X +XM∗ + ε0In XB∗ CT∗
BT

∗ X −P DT
∗

C∗ D∗ −Q−1


 ≤ 0,

(4.2.5)
где ε0 > 0, M∗ = A + BD(K∗)C, B∗ = B(Im − K∗D)−1,
C∗ = (Il − DK∗)

−1C, D∗ = D(Im − K∗D)−1, x = 0, t ≥ 0.
Тогда любое управление (4.1.5), (4.2.2) обеспечивает асимпто-
тическую устойчивость состояния x ≡ 0 системы (4.1.4) и
общую квадратичную функцию Ляпунова v(x) = xTX(t)x.
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Доказательство. При условии (4.2.3) матрица G долж-
на быть невырожденной. Поэтому при любых x ∈ S0 и t ≥ 0
определены значения оператора D(K∗) = (Im −K∗D)−1K∗. Ес-
ли K̃ ∈ K, то определены также значения операторов D(K) и
D∗(K̃) = (Im − K̃D∗)

−1K̃, где K = K∗ + K̃ (см. доказательство
теоремы 3.3.1).

Построим функцию Ляпунова для замкнутой системы (4.1.7)
в виде v(x, t) = xTX(t)x. При условиях (4.2.4) выполняется
оценка ε1‖x‖2 ≤ v(x, t) ≤ ε2‖x‖2, t ≥ 0. Для того, чтобы
производная функции v(x, t) в силу системы (4.1.7) в неко-
торой окрестности S0 точки x = 0 удовлетворяла оценке
v̇(x, t) ≤ −ε‖x‖2, где ε > 0, достаточно выполнения матричного
неравенства

Ẋ +MTX +XM + εIn ≤ 0, x ∈ S0, t ≥ 0. (4.2.6)

При этом согласно второй теореме Ляпунова состояние x ≡ 0
данной системы равномерно асимптотически устойчиво. Усло-
вие (4.2.6) означает, что

sup
x∈S0,t≥0

ω(x, t) ≤ −ε, ω(x, t) = λmax(Ẋ +MTX +XM).

Наряду с (4.2.6) рассмотрим условие sup
t≥0

ω(0, t) ≤ −ε0, т. е.

Ẋ +MT
0 (t)X +XM0(t) + ε0In ≤ 0, t ≥ 0, (4.2.7)

где

M0(t) = A(0, t) +B(0, t)D0

(
K(0, t)

)
C(0, t),

D0(K) =
(
Im −KD(0, t)

)−1
K, ε0 > ε.

Из соображений непрерывности ясно, что существует окрест-
ность S0 точки x = 0, для которой (4.2.6) является следствием
(4.2.7).
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Используя свойство (3.1.41) оператора D0, перепишем нера-
венство (4.2.7) в виде

F∗(K̃) =W + UTD∗(K̃)V + V T
D
T
∗ (K̃)U ≤ 0, x = 0, t ≥ 0,

где W = Ẋ +MT
∗ X +XM∗ + ε0In, U = BT

∗ X, V = C∗. Данное
выражение представляет оператор вида (3.3.5) в частном случае
R = 0. Применяя лемму 3.3.1 для оператора F∗(K̃), получаем
условия вида (4.2.3) и (4.2.5), при которых выполняется мат-
ричное неравенство (4.2.7) и, следовательно, (4.2.6) для любой
матрицы K̃ ∈ K.

Теорема доказана.

Замечание 4.2.1 Утверждение теоремы 4.2.1 гарантирует
устойчивость по Ляпунову состояния x ≡ 0 системы (4.1.4) на
множестве управлений (4.1.5), (4.2.2), а также общую квадра-
тичную функцию Ляпунова v(x) = xTX(t)x, если вместо (4.2.4)
и (4.2.5) использовать более слабые условия ε1In ≤ X(t) и
Ω(t) ≤ 0 при ε1 > 0, ε0 = 0, x = 0 и t ≥ 0.

Так же, как и в случае линейных систем, сформулируем след-
ствия теоремы 4.2.1 при наличии функциональных неопределен-
ностей

A(0, t) ∈ Co{A1, . . . , Aα}, t ≥ 0,

B(0, t) ∈ Co{B1, . . . , Bβ}, t ≥ 0,

C(0, t) ∈ Co{C1, . . . , Cγ}, t ≥ 0,

(4.2.8)

где заданные наборы постоянных матриц Ai, Bj и Ck являются
вершинами некоторых политопов в соответствующих простран-
ствах R

n×n, Rn×m и R
l×n. Построим систему линейных диффе-

ренциальных матричных неравенств



Ẋ +MT

ijkX +XMijk + ε0In XBj∗ CTk∗
BT
j∗X −P DT

∗

Ck∗ D∗ −Q−1


 ≤ 0, (4.2.9)
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i = 1, α, j = 1, β, k = 1, γ, ε0 > 0, x = 0, t ≥ 0,

где Mijk = Ai + BjD(K∗)Ck, Bj∗ = Bj(Im − K∗D)−1,
Ck∗ = (Il −DK∗)

−1Ck.

Следствие 4.2.1 Пусть для некоторых матриц
X(t) = XT (t) и K∗(x, t) выполняется система матричных
неравенств (4.2.3), (4.2.4) и (4.2.9). Тогда любое управление
(4.1.5), (4.2.2) обеспечивает асимптотическую устойчивость
состояния x ≡ 0 семейства систем (4.1.4), (4.2.8) с общей
квадратичной функцией Ляпунова v(x) = xTX(t)x.

Пусть наряду с (4.2.8) выполняются условия

K∗ ≡ 0, D(0, t) ∈ Co{D1, . . . ,Dδ}, t ≥ 0. (4.2.10)

Тогда соотношения (4.2.3) и (4.2.9) следуют из системы строгих
неравенств



Ẋ +ATi X +XAi + ε0In XBj CTk

BT
j X −P DT

s

Ck Ds −Q−1


 < 0, (4.2.11)

i = 1, α, j = 1, β, k = 1, γ, s = 1, δ, ε0 > 0, t ≥ 0.

Следствие 4.2.2 Пусть для некоторой матрицы
X(t) = XT (t) выполняется система матричных неравенств
(4.2.4) и (4.2.11). Тогда любое управление (4.1.5), (4.2.2) при
K∗ ≡ 0 обеспечивает асимптотическую устойчивость семей-
ства систем (4.1.4), (4.2.8), (4.2.10) с общей квадратичной
функцией Ляпунова v(x) = xTX(t)x.

При использовании теоремы 4.2.1 и ее следствий 4.2.1 и 4.2.2
можно искать общую квадратичную функцию Ляпунова с по-
стоянной матрицей X = XT > 0. В этом случае линейные
матричные неравенства (4.2.5), (4.2.9) и (4.2.11) являются ал-
гебраическими (Ẋ = 0). При этом можно положить ε0 = 0 и
потребовать выполнения соответствующих строгих матричных
неравенств.
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4.3 Оценка квадратичного критерия качества при

условиях неопределенности

Рассмотрим систему управления (4.1.4) и квадратичный функ-
ционал качества

J(u, x0) =

∫ ∞

0
ϕ(x, u, t) dt, (4.3.1)

где

ϕ(x, u, t) =
[
xT , uT

]
Φ

[
x
u

]
, Φ(t) =

[
S(t) N(t)
NT (t) R(t)

]
,

x0 = x(0) ∈ S0 — вектор начального состояния, а блоки симмет-
ричной матрицы Φ при некотором η > 0 удовлетворяют услови-
ям

S ≥ NR−1NT + η In, R > 0, t ≥ 0. (4.3.2)

Требуется описать множество управлений (4.1.5), (4.2.2), обеспе-
чивающих асимптотическую устойчивость замкнутой системы и
оценку функционала

J(u, x0) ≤ ω, (4.3.3)

где ω — некоторое максимально допустимое значение данного
функционала.

Данную задачу по-прежнему решаем с помощью квадра-
тичной функции Ляпунова v(x, t) = xTX(t)x с непрерывно
дифференцируемой матрицей X(t), удовлетворяющей услови-
ям (4.2.4). При условиях (4.2.2) и (4.2.3) определены значе-
ния операторов D(K), D(K∗) и D∗(K̃) = (Im − K̃D∗)

−1K̃, где
D∗ = (Il − DK∗)

−1D (см. доказательство теоремы 3.3.1). При
этом замкнутая система представляется в виде (4.1.7), а произ-
водная функции v в силу данной системы и подынтегральное
выражение в (4.3.1) имеют вид

v̇(x, t) = xT
[
MTX +XM

]
x, ϕ(x, u, t) = xTLTΦLx,
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где

M(x, t) = A+BD(K)C, LT (x, t) = [In, C
T
D
T (K)], K = K∗+ K̃.

Потребуем, чтобы наряду с (4.2.3) и (4.2.4) выполнялись со-
отношения

v̇(x, t) ≤ −ϕ(x, u, t) ≤ −η ‖x‖2, x ∈ S0, t ≥ 0, (4.3.4)

где η > 0, S0 — окрестность точки x = 0, содержащая x0. Для
этого достаточно выполнения матричных неравенств (4.3.2) и

Ẋ +MT
0 X +XM0 + LT0 ΦL0 + ε0In ≤ 0, t ≥ 0, (4.3.5)

где M0 =M(0, t), L0 = L(0, t), ε0 > 0.
При условиях (4.2.4) и (4.3.4) нулевое решение замкнутой си-

стемы (4.1.7) асимптотически устойчиво и выполняется верхняя
оценка функционала (4.3.1):

J(u, x0) ≤ −
∫ ∞

0

d

dt
v(x, t) dt = xT0X(0)x0 = ω. (4.3.6)

Матрица M0 в (4.3.5) содержит выражение оператора

D0(K) =
(
Im − KD(0, t)

)−1
K. Используя свойство (3.1.41)

данного оператора, перепишем соотношение (4.3.5) в виде
F∗(K̃) ≤ 0, где

F∗(K̃)=W + UTD∗(K̃)V + V T
D
T
∗ (K̃)U + V T

D
T
∗ (K̃)R∗D∗(K̃)V,

W = Ẋ +MT
∗ X +XM∗ +Φ∗ + ε0In,

U = BT
∗ X +NT

∗ +R∗K∗C, V = C∗,

M∗ = A+BD(K∗)C, Φ∗ = LT∗ ΦL∗, L
T
∗ =

[
In, C

T
D
T (K∗)

]
,

B∗ = B(Im−K∗D)−1, C∗ = (Il−DK∗)
−1C, D∗ = D(Im−K∗D)−1,

N∗ = N(Im −K∗D)−1, R∗ = (Im −K∗D)−1TR(Im −K∗D)−1.

Данное выражение представляет оператор вида (3.3.5).

Применяя лемму 3.3.1 о матричной неопределенности для
оператора F∗(K̃), получаем следующий результат.
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Теорема 4.3.1 Пусть для некоторых матричных функций
X(t) = XT (t) и K∗(x, t) выполняются соотношения (4.2.4) и

R∗ +DT
∗ QD∗ < P, (4.3.7)




W(X) + Φ∗ + ε0In XB∗ +N∗ + CTKT
∗ R∗ CT∗

BT
∗ X +NT

∗ +R∗K∗C R∗ − P DT
∗

C∗ D∗ −Q−1


 ≤ 0,

(4.3.8)
где W(X) = Ẋ + MT

∗ X + XM∗, ε0 > 0, x = 0, t ≥ 0. Тогда
любое управление (4.1.5), (4.2.2) обеспечивает асимптотиче-
скую устойчивость состояния x ≡ 0 системы (4.1.4), общую
квадратичную функцию Ляпунова v(x, t) = xTX(t)x и оценку
функционала качества J(u, x0) ≤ v(x0, 0) = xT0X(0)x0.

Очевидно, что условие (4.2.3) является следствием неравен-
ства (4.3.7). Утверждение теоремы 4.3.1 выполняется для се-
мейства систем (4.1.4), (4.2.8), если вместо (4.3.8) использовать
соотношения



Wijk(X) + Φk + ε0In XB∗j +N∗ + CTk K
T
∗ R∗ CT∗k

BT
∗jX +NT

∗ +R∗K∗Ck R∗ − P DT
∗

C∗k D∗ −Q−1


 ≤ 0,

(4.3.9)
где i = 1, α, j = 1, β, k = 1, γ, ε0 > 0, x = 0, t ≥ 0,

Wijk(X) = Ẋ +MT
ijkX +XMijk, Mijk = Ai +BjD(K∗)Ck,

Φk = LTkΦLk, L
T
k = [In, C

T
k D

T (K∗)],

B∗j = Bj(Im −K∗D)−1, C∗k = (Il −DK∗)
−1Ck.

Следствие 4.3.1 Пусть для некоторых матриц
X(t) = XT (t) и K∗(x, t) выполняется система матричных
неравенств (4.2.4), (4.3.7) и (4.3.9). Тогда любое управление
(4.1.5), (4.2.2) обеспечивает асимптотическую устойчивость
состояния x ≡ 0 семейства систем (4.1.4), (4.2.8), общую
квадратичную функцию Ляпунова v(x, t) = xTX(t)x и оценку
функционала качества J(u, x0) ≤ v(x0, 0).
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Для семейства систем (4.1.4), (4.2.8), (4.2.10) выполняется
аналогичное утверждение с использованием строгих матричных
неравенств



Ẋ +ATi X +XAi + S + ε0In XBj +N CTk

BT
j X +NT R− P DT

s

Ck Ds −Q−1


 < 0,

(4.3.10)
где i = 1, α, j = 1, β, k = 1, γ, s = 1, δ, ε0 > 0, t ≥ 0.

Из (4.3.10) вытекают соотношения

DT
s QDs < R+DT

s QDs < P, s = 1, δ, t ≥ 0.

При этом согласно лемме 1.5.4 выполняется условие (4.2.3) при
K∗ ≡ 0.

Следствие 4.3.2 Пусть для некоторой матрицы
X(t) = XT (t) выполняется система матричных нера-
венств (4.2.4) и (4.3.10). Тогда любое управление (4.1.5), (4.2.2)
обеспечивает асимптотическую устойчивость состояния
x ≡ 0 семейства систем (4.1.4), (4.2.8), (4.2.10), общую
квадратичную функцию Ляпунова v(x, t) = xTX(t)x и оценку
функционала качества J(u, x0) ≤ v(x0, 0).

На основе теоремы 4.3.1 и ее следствий можно сформулиро-
вать задачи оптимизации системы (4.1.4), а также семейств си-
стем (4.1.4), (4.2.8) и (4.1.4), (4.2.8), (4.2.10), т. е. минимизации
максимального значения функционала качества ω = xT0X(0)x0
при соответствующих ограничениях в виде матричных нера-
венств (см. параграф 3.4.3). При этом можно использовать так-
же усредненный по начальному вектору x0 функционал (3.4.31).

4.4 Системы управления механическими

объектами

В задачах управления механическими объектами используются
линейные и нелинейные системы дифференциальных уравнений
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второго порядка

A2ẍ+A1ẋ+A0x = B0u, y = C0x+ C1ẋ+Du, (4.4.1)

где x, ẋ ∈ R
n, u ∈ R

m и y ∈ R
l — векторы соответственно

обобщенных координат, обобщенных скоростей, управления и
измеряемого выхода, а матричные коэффициенты A0, A1, A2,
B0, C0, C1 и D соответствующих размеров n × n, n × n, n × n,
n ×m, l × n, l × n и l × m могут непрерывно зависеть от x, ẋ
и t в окрестности состояния равновесия x = ẋ = 0 при t ≥ 0.
В дальнейшем предполагаем, что матрица инерции A2 явно не
зависит от времени t, а все матрицы, зависящие от x и ẋ, рас-
сматриваются в некоторой окрестности S0 нулевого состояния
равновесия.

Перепишем систему управления (4.4.1) в виде

E(z)ż = A(z, t)z +B(z, t)u, y = C(z, t)z +D(z, t)u, (4.4.2)

где z = [xT , ẋT ]T — вектор полного состояния системы,

E =

[
In 0
0 A2

]
, A =

[
0 In

−A0 −A1

]
, B =

[
0
B0

]
, C = [C0, C1].

Построим множество стабилизирующих управлений для си-
стемы (4.4.2) в виде статической обратной связи:

u = K(z, t)y, K ∈ K∗ =
{
K∗ + K̃ : K̃ ∈ K

}
, (4.4.3)

где K∗ ∈ R
m×l — матрица коэффициентов усиления обратной

связи, обеспечивающая асимптотическую устойчивость состоя-
ния z ≡ 0, K – эллипсоидальное множество допустимых возму-
щений K̃ матрицыK∗ вида (3.3.3), которое определяют матрицы
P = P T > 0 и Q = QT > 0 размеров m×m и l× l соответствен-
но. При этом потребуем, чтобы на множестве матриц обратной
связи K∗ был определен оператор D(K) = (Im −KD)−1K, т. е.
K∗ ⊆ KD.
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Замкнутая система (4.4.2), (4.4.3) при K ∈ KD имеет вид

E(z)ż =M(z, t)z, (4.4.4)

где M(z, t) = A+BD(K)C. Поэтому утверждения теоремы 2.1.7
в случае ϕ ≡ 0 и леммы 3.3.1 позволяют сформулировать ана-
логи теорем 4.2.1, 4.3.1 и их следствий для класса систем управ-
ления (4.4.2).

Теорема 4.4.1 Пусть для некоторых матричных функций
X(t) = XT (t) и K∗(z, t) выполняются соотношения (4.2.4) и



ET ẊE +MT

∗ XE + ETXM∗ + ε0In ETXB∗ CT∗
BT

∗ XE −P DT
∗

C∗ D∗ −Q−1


 < 0,

(4.4.5)
где ε0 > 0, M∗ = A + BD(K∗)C, B∗ = B(Im − K∗D)−1,
C∗ = (Il − DK∗)

−1C, D∗ = D(Im − K∗D)−1, z = 0, t ≥ 0. То-
гда любое управление (4.4.3) обеспечивает асимптотическую
устойчивость состояния z ≡ 0 системы (4.4.2) и общую функ-
цию Ляпунова v(z, t) = zTET0 X(t)E0z, где E0 = E(0).

Используя блочное представление неизвестной матрицы

X =

[
X1 X3

XT
3 X2

]
> 0, (4.4.6)

где X1 = XT
1 , X2 = XT

2 и X3 — блоки размеров n× n, соотно-
шение (4.4.5) можно переписать в терминах матричных коэф-
фициентов исходной системы (4.4.1):

Ω(t) =




Ω11 Ω12 X3B0∗ CT0∗
Ω21 Ω22 AT2X2B0∗ CT1∗

BT
0∗X

T
3 BT

0∗X2A2 −P DT
∗

C0∗ C1∗ D∗ −Q−1


 < 0, (4.4.7)

где
Ω11 = Ẋ1 +AT0∗X

T
3 +X3A0∗ + ε0In,
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Ω21 = ΩT12 = AT2 Ẋ
T
3 +X1 +AT1∗X

T
3 +AT2X2A0∗,

Ω22 = AT2 Ẋ2A2 +AT2X
T
3 +X3A2 +AT2X2A1∗ +AT1∗X2A2 + ε0In,

A0∗ = B0K0∗C0 −A0, A1∗ = B0K0∗C1 −A1, K0∗ = D(K∗),

B0∗=B0(Im−K∗D)−1, C0∗=(Il−DK∗)
−1C0, C1∗=(Il−DK∗)

−1C1.

Предположим, что система (4.4.1) при z = 0 и t ≥ 0 имеет
неопределенные коэффициенты:

A0 ∈ Co{A01, . . . , A0α0
}, A1 ∈ Co{A11, . . . , A1α1

},
B0 ∈ Co{B01, . . . , B0β},

C0 ∈ Co{C01, . . . , C0γ0}, C1 ∈ Co{C11, . . . , C1γ1}.
(4.4.8)

При дополнительных ограничениях на матрицы X и K∗ будем
использовать аналогичные предположения относительно A2 и
D при z = 0 и t ≥ 0:

A2 ∈ Co{A21, . . . , A2α2
}, (4.4.9)

D ∈ Co{D1, . . . ,Dδ}. (4.4.10)

Заданные наборы постоянных матриц в (4.4.8) – (4.4.10) яв-
ляются вершинами некоторых политопов в соответствующих
пространствах матриц. Поскольку все матричные коэффици-
енты системы, кроме A2 и D, входят в выражения блоков Ω
линейно, то условие (4.4.5) теоремы 4.4.1 можно представить в
виде системы матричных неравенств, построенных в терминах
вершин политопов (4.4.8). При наличии в системе неопределен-
ности типа (4.4.9) следует использовать дополнительное огра-
ничение Ẋ2 ≥ 0, так как блок Ω22 содержит слагаемое AT2 Ẋ2A2

(см. лемму 1.5.4). Неопределенность типа (4.4.10) может быть
использована, например, в случае K∗ ≡ 0.

Приведем следствия теоремы 4.4.1 с использованием посто-
янной матрицы (4.4.6).
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Следствие 4.4.1 Пусть совместна система ЛМН с посто-
янными матрицами (4.4.6) и




Ω11 Ω12 X3B0r∗ CT0p∗
Ω21 Ω22 AT2kX2B0r∗ CT1q∗

BT
0r∗X

T
3 BT

0r∗X2A2k −P DT
∗

C0p∗ C1q∗ D∗ −Q−1


 < 0, (4.4.11)

где

Ω11 = AT0irpX
T
3 +X3A0irp, Ω21 = X1 +AT1jrqX

T
3 +AT2kX2A0irp,

Ω22 = AT2kX
T
3 +X3A2k +AT2kX2A1jrq +AT1jrqX2A2k,

A0irp = B0rK0∗C0p −A0i, A1jrq = Br0K0∗C1q −A1j ,

K0∗ = D(K∗), B0r∗ = B0r(Im −K∗D)−1,

C0p∗ = (Il −DK∗)
−1C0p, C1q∗ = (Il −DK∗)

−1C1q,

i = 1, α0, j = 1, α1, k = 1, α2, r = 1, β, p = 1, γ0, q = 1, γ1.

Тогда любое управление (4.4.3) обеспечивает асимптотиче-
скую устойчивость состояния z ≡ 0 семейства систем (4.4.2),
(4.4.8), (4.4.9).

Следствие 4.4.2 Пусть совместна система ЛМН с посто-
янными матрицами (4.4.6) и




Ω11 Ω12 X3B0r CT0p
Ω21 Ω22 AT2kX2B0r CT1q

BT
0rX

T
3 BT

0rX2A2k −P DT
s

C0p C1q Ds −Q−1


 < 0, (4.4.12)

где

Ω11 = −AT0iXT
3 −X3A0i, Ω21 = ΩT12 = X1 −AT1jX

T
3 −AT2kX2A0i,

Ω22 = AT2kX
T
3 +X3A2k −AT2kX2A1j −AT1jX2A2k,
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i = 1, α0, j = 1, α1, k = 1, α2, r = 1, β, p = 1, γ0, q = 1, γ1, s = 1, δ.

Тогда любое управление (4.4.3) при K∗ ≡ 0 обеспечивает
асимптотическую устойчивость состояния z ≡ 0 семейства
систем (4.4.2), (4.4.8) – (4.4.10).

Рассмотрим систему управления (4.4.2) с квадратичным
функционалом качества

J(u, z0) =

∫ ∞

0
ϕ(z, u, t) dt, (4.4.13)

где

z0 = z(0), ϕ(z, u, t) =
[
zT , uT

]
Φ(t)

[
z
u

]
,

Φ(t) =

[
S N
NT R

]
, S =

[
S0 S2
ST2 S1

]
, N =

[
N0

N1

]
,

R > 0, S ≥ NR−1NT + η I2n, η > 0, t ≥ 0.

Пусть требуется описать множество управлений (4.4.3), обес-
печивающих асимптотическую устойчивость состояния z ≡ 0
системы (4.4.2) и верхнюю оценку функционала (4.4.13).

Теорема 4.4.2 Пусть для некоторых матричных функций
X(t) = XT (t) и K∗(z, t) выполняются соотношения (4.2.4) и



W(X) + Φ∗ + ε0I2n ETXB∗+N∗+ CTKT
∗ R∗ CT∗

BT
∗ XE +NT

∗ +R∗K∗C R∗ − P DT
∗

C∗ D∗ −Q−1


 < 0,

(4.4.14)
где W(X) = ET ẊE+MT

∗ XE+ETXM∗, Φ∗ = LT∗ ΦL∗, ε0 > 0,
M∗ = A+BD(K∗)C, B∗ = B(Im−K∗D)−1, C∗ = (Il−DK∗)

−1C,
D∗ = D(Im −K∗D)−1, R∗ = (Im −K∗D)−1TR (Im −K∗D)−1,
N∗ = N(Im −K∗D)−1, LT∗ =

[
I2n, C

T
D
T (K∗)

]
, z = 0, t ≥ 0.

Тогда любое управление (4.4.3) обеспечивает асимптотиче-
скую устойчивость состояния z ≡ 0 системы (4.4.2), общую
квадратичную функцию Ляпунова v(z, t) = zTET0 X(t)E0z, где
E0 = E(0), и оценку функционала качества J(u, z0) ≤ v(z0, 0).
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Соотношение (4.4.14) в терминах матричных коэффициентов
исходной системы (4.4.1) имеет вид

Ω(t) =




Ω11 Ω12 UT0 CT0∗
Ω21 Ω22 UT1 CT1∗
U0 U1 R∗ − P DT

∗

C0∗ C1∗ D∗ −Q−1


 < 0, (4.4.15)

где

Ω11 = Ẋ1 +AT0∗X
T
3 +X3A0∗ + S0 + CT0 K

T
0 N

T
0 +N0K0C0+

+CT0 K
T
0 RK0C0 + ε0In,

Ω21 = ΩT12 = AT2 Ẋ
T
3 +X1 +AT1∗X

T
3 +AT2X2A0∗ + ST2 +

+CT1 K
T
0 N

T
0 +N1K0C0 + CT1 K

T
0 RK0C0,

Ω22 = AT2 Ẋ2A2 +AT2X
T
3 +X3A2 +AT2X2A1∗ +AT1∗X2A2 + S1+

+CT1 K
T
0 N

T
1 +N1K0C1 + CT1 K

T
0 RK0C1 + ε0In,

A0∗ = B0K0C0 −A0, A1∗ = B0K0C1 −A1, K0 = D(K∗),

U0 = BT
0∗X

T
3 +NT

0∗ +R∗K∗C0, U1 = BT
0∗X2A2 +NT

1∗ +R∗K∗C1,

B0∗=B0(Im−K∗D)−1, C0∗=(Il−DK∗)
−1C0, C1∗=(Il−DK∗)

−1C1,

N0∗ = N0(Im −K∗D)−1, N1∗ = N1(Im −K∗D)−1,

Следствие 4.4.3 Пусть совместна система ЛМН с посто-
янными матрицами (4.4.6) и




Ω11 Ω12 UT0rp CT0p∗
Ω21 Ω22 UT1krq CT1q∗
U0rp U1krq R∗ − P DT

∗

C0p∗ C1q∗ D∗ −Q−1


 < 0, (4.4.16)

где

Ω11 = AT0irpX
T
3 +X3A0irp + S0 + CT0pK

T
0 N

T
0 +
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+N0K0C0p + CT0pK
T
0 RK0C0p,

Ω21 = ΩT12 = X1 +AT1jrqX
T
3 +AT2kX2A0irp + ST2 + CT1qK

T
0 N

T
0 +

+N1K0C0p + CT1qK
T
0 RK0C0p,

Ω22 = AT2kX
T
3 +X3A2k +AT2kX2A1jrq +AT1jrqX2A2k + S1+

+CT1qK
T
0 N

T
1 +N1K0C1q + CT1qK

T
0 RK0∗C1q,

A0irp = B0rK0C0p −A0i, A1jrq= Br0K0C1q −A1j , K0 = D(K∗),

U0rp = BT
0r∗X

T
3 +NT

0∗ +R∗K∗C0p,

U1krq = BT
0r∗X2A2k +NT

1∗ +R∗K∗C1q,

B0r∗ = B0r(Im −K∗D)−1,

C0p∗ = (Il −DK∗)
−1C0p, C1q∗ = (Il −DK∗)

−1C1q,

i = 1, α0, j = 1, α1, k = 1, α2, r = 1, β, p = 1, γ0, q = 1, γ1.

Тогда любое управление (4.4.3) обеспечивает асимптотиче-
скую устойчивость состояния z ≡ 0 семейства систем (4.4.2),
(4.4.8), (4.4.9) и оценку функционала качества J(u, z0) ≤ ω, где

ω = max
1≤k≤α2

ωk, ωk = zT0 Zkz0, Zk =

[
X1 X3A2k

AT2kX
T
3 AT2kX2A2k

]
.

В данном утверждении верхняя оценка функционала
J(u, z0) ≤ ω устанавливается с использованием леммы 1.5.2.

Пример 4.4.1 Рассмотрим систему управления однозвенно-
го робота-манипулятора, круговое движение звена которого во-
круг одного из концов осуществляется с помощью гибкого со-
единения звена и исполняющего механизма (рис. 4.1). Между
исполняющим механизмом и концом звена расположена линей-
ная торсионная пружина. Данная система описывается в виде
двух нелинейных дифференциальных уравнений второго поряд-
ка, вытекающих из механического баланса исполняющего меха-
низма (вала электродвигателя) и звена манипулятора без учета
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Рис. 4.1. Однозвенный
робот-манипулятор.

Рис. 4.2. Область коэффициентов
усиления обратной связи

(K −K∗)Q
−1(K −K∗)

T ≤ P−1.

сил трения и внешних возмущений, или в векторно-матричной
форме [104]:

ẋ = A(x)x+Bu, (4.4.17)

где

A(x) =




0 1 0 0

−µghϕ(θ1) + k

J1
0

k

J1
0

0 0 0 1
k

J2
0 − k

J2
− d

J2



, B =




0
0
0
1

J2



,

x =
[
θ1, θ̇1, θ2, θ̇2

]T
, θ1 и θ2 — угловые координаты соответствен-

но звена манипулятора и вала электродвигателя, u — управ-
ляющий момент, производимый электродвигателем, J1 и J2 —
моменты инерции соответственно звена манипулятора и элек-
тродвигателя, k — жёсткость передаточного механизма, d — ко-
эффициент демпфирования, µ — масса звена манипулятора, h —
длина звена манипулятора, g — ускорение свободного падения,
ϕ(θ) = sin θ /θ — непрерывная функция.
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Пусть µgh = 5, d = 0, 1, k = 100, а J1 и J2 — неопределенные
параметры, принимающие значения на интервалах

0, 5 ≤ J1 ≤ 1, 5, 0, 1 ≤ J2 ≤ 0, 5. (4.4.18)

Предположим, что измерению доступен вектор выхода

y = Cx+Du =

[
θ1 + 0, 1u

θ̇2

]
,

где

C =

[
1 0 0 0
0 0 0 1

]
, D =

[
0, 1
0

]
.

Решая два ЛМН (3.1.23) и (3.1.26) при J1 = 1 и
J2 = 0, 3, определяем матрицу X = XT > 0, вектор
K0 =

[
− 0, 6799 − 9, 0603

]
и соответствующее управление (см.

лемму 3.1.1)

u = K∗y, K∗ = −D(−K0) =
[
− 0, 7295 − 9, 7213

]
, (4.4.19)

при котором линейная система

ẋ =M∗x, M∗ = A(0) +BK0C, K0 = D(K∗),

асимптотически устойчива. При этом i(H) = {2, 1, 0},

σ(M∗) =
{
− 0, 6449;−15, 0004;−7, 4445 ± 11, 8447i

}

и нулевое состояние исходной нелинейной системы (4.4.17) так-
же асимптотически устойчиво.

Зададим матрицы функционала (4.3.1):

S =




0, 5 0 0 0
0 0, 5 0 0
0 0 0, 5 0
0 0 0 0, 5


 , N =




0, 1
0
0
0, 1


 , R = 0, 2.
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Рис. 4.3. Поведение системы с управлением u = K∗y.

Система соотношений (4.3.9) состоит из четырех матричных
неравенств, отвечающих возможным значениям пары (J1, J2) на
концах интервалов (4.4.18). Используя систему MATLAB, най-
дены значения

P = 2, 33 > 0, Q =

[
1, 0013 0, 0013
0, 0013 1, 0013

]
> 0,

X =




955, 4267 −20, 1682 −936, 1927 −31, 1040
−20, 1682 5, 2221 21, 7147 −0, 1949
−936, 1927 21, 7147 926, 8484 31, 0357
−31, 1040 −0, 1949 31, 0357 2, 9214


 > 0,

удовлетворяющие упомянутой системе строгих неравенств при
ε0 = 0.

Таким образом, для всех значений моментов инерции (4.4.18)
и вектора коэффициентов усиления обратной связи K = K∗+K̃
из замкнутой области, ограниченной эллипсом (рис. 4.2)

(K −K∗)Q
−1(K −K∗)

T = P−1,

движение робота-манипулятора в окрестности нулевого состоя-
ния асимптотически устойчиво. При этом v(x) = xTXx является
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общей функцией Ляпунова, а значение заданного функционала
качества не превышает v(x0) = 945, 8169.

Поведение решений системы (4.4.17) с управлением u = K∗y

и начальным вектором x0 =
[
1, −2, 0, 2

]T
изображено на рис.

4.3.



Глава 5

Обобщенное H∞-управление
по выходу

В теории H∞-управления критерием качества J замкнутой си-
стемы является H∞-норма ее матричной передаточной функ-
ции, характеризующая уровень гашения ограниченных входных
сигналов. Задача H∞-оптимизации состоит в построении ста-
билизирующих законов управления, минимизирующих данный
критерий качества.

Данная глава посвящена методам построения робастных ста-
билизирующих статических и динамических H∞-регуляторов
по выходу, обеспечивающих заданную оценку некоторого обоб-
щенного критерия качества JP,Q,X0

систем управления с внеш-
ними и начальными возмущениями. При этом рассматриваются
случаи, когда внешние возмущения присутствуют в уравнени-
ях регулятора (параграф 5.1), а также в уравнениях движения
и выходов системы (параграф 5.2). В параграфе 5.3 изучается
класс так называемых неэкспансивных систем управления, для
которых выполняется оценка JP,Q,X0

≤ 1.

5.1 Оценка уровня гашения входных сигналов

Рассмотрим систему управления

ẋ = Ax+Bu, y = Cx+Du, x(0) = x0, (5.1.1)

201
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где x0 — произвольный начальный вектор. В случае x0 = 0
определим критерий качества системы

J = sup
0<‖u‖2<∞

‖y‖2
‖u‖2

, ‖y‖22 =
∫ ∞

0
yT y dt, ‖u‖22 =

∫ ∞

0
uTu dt.

(5.1.2)
Выражения ‖y‖2 и ‖u‖2 представляют L2-норму в соответствую-
щих пространствах векторных функций, а значение J совпадает
с H∞-нормой матричной передаточной функции системы

‖H‖∞ = sup
ω∈R

√
λmax(HT (−iω)H(iω)),H(λ) = C(λIn−A)−1B+D,

которая характеризует уровень гашения энергии входных сиг-
налов при их прохождении через данную систему (см., напри-
мер, [84, 131, 138]). При решении различных задач управления
желательно, чтобы данная характеристика была минимальной.

Известно, что оценка J < γ, эквивалентная частотному нера-
венству HT (−iω)H(iω) < γ2Im (ω ∈ R), выполняется в том и
только в том случае, когда для некоторой матрицы X = XT > 0
выполняется ЛМН (см., например, [98, 103,127])

Ωγ =



ATX +XA XB CT

BTX −γIm DT

C D −γIl


 < 0. (5.1.3)

При этом матрица A должна быть гурвицевой, а система (5.1.1)
с неопределенностью u = Θy при ‖Θ‖ =

√
λmax(ΘTΘ) ≤ γ ро-

бастно устойчива с общей функцией Ляпунова v(x) = xTXx.

Характеристика (5.1.2) определяется в результате решения
оптимизационной задачи:

J = inf
{
γ : Ωγ < 0, X = XT > 0

}
. (5.1.4)

Если для системы (5.1.1) определить взвешенный уровень га-
шения входных сигналов и начальных возмущений, порождае-
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мых ненулевым начальным вектором x0,

Jρ = sup
0<‖u‖2

2
+ρxT

0
x0<∞

‖y‖2√
‖u‖22 + ρxT0 x0

, (5.1.5)

то оценка Jρ < γ выполняется в том и только в том случае,
когда система ЛМН (5.1.3) и 0 < X ≤ γρIn совместна [14].

Рассмотрим для системы (5.1.1) класс управлений

u = K∗y + w, K∗ ∈ KD. (5.1.6)

В качестве входа w может быть вектор внешних возмущений
или новое управление. Замкнутая система имеет вид

ẋ = A∗x+B∗w, y = C∗x+D∗w, x(0) = x0, (5.1.7)

где A∗ = A+BD(K∗)C, D(K∗) = (Im −K∗D)−1K∗,
B∗ = B(Im−K∗D)−1, C∗ = (Il−DK∗)

−1C, D∗ = D(Im−K∗D)−1.

Обобщим критерий качества (5.1.2) системы (5.1.7) в виде

JP,Q = sup
0<‖w‖P<∞

‖y‖Q
‖w‖P

, (5.1.8)

где

‖y‖2Q =

∫ ∞

0
yTQy dt, ‖w‖2P =

∫ ∞

0
wTPw dt,

Q = QT > 0 и P = P T > 0 — некоторые матрицы, ‖y‖Q и ‖w‖P
— взвешенные L2-нормы соответствующих вектор-функций y и
w. При этом выполняются соотношения

γ1J ≤ JP,Q ≤ γ2J, γ1 =
λmin(Q)

λmax(P )
, γ2 =

λmax(Q)

λmin(P )
.

В частности, если γ2 ≤ 1, то JP,Q ≤ J . Если же JP,Q < 1, то
J < γ, где γ = 1/γ1. Величина JP,Q характеризует взвешенный
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уровень входных сигналов в системе (5.1.7) с нулевым началь-
ным вектором x0. Обобщим также критерий качества (5.1.5):

JP,Q,X0
= sup

0<‖w‖2
P
+xT

0
X0x0<∞

‖y‖Q√
‖w‖2P + xT0X0x0

, (5.1.9)

где Q = QT > 0, P = P T > 0 и X0 = XT
0 > 0. Очевидно, что

JP,Q,X0
совпадает с JP,Q при x0 = 0, поэтому JP,Q,X0

≥ JP,Q.

Используя разложения положительно определенных матриц
Q = Q̃T Q̃, P = P̃ T P̃ и X0 = X̃T

0 X̃0, преобразуем систему (5.1.7):

˙̃x = Ãx̃+ B̃w̃, ỹ = C̃x̃+ D̃w̃, x̃(0) = x̃0, (5.1.10)

где x̃ = X̃0x, ỹ = Q̃y, w̃ = P̃w, Ã = X̃0A∗X̃
−1
0 , B̃ = X̃0B∗P̃

−1,

C̃ = Q̃C∗X̃
−1
0 и D̃ = Q̃D∗P̃

−1. При этом w̃ рассматривается
как вход данной системы, а критерии качества (5.1.8) и (5.1.9)
приводится к соответствующему виду (5.1.2) и (5.1.5) при ρ = 1:

JP,Q = sup
0<‖w̃‖2<∞

‖ỹ‖2
‖w̃‖2

, JP,Q,X0
= sup

0<‖w̃‖2
2
+x̃T

0
x̃0<∞

‖ỹ‖2√
‖w̃‖22 + x̃T0 x̃0

.

Согласно (5.1.3) оценка JP,Q < γ выполняется в том и толь-

ко в том случае, когда для некоторой матрицы X̃ = X̃T > 0
выполняется ЛМН

Ω̃γ =



ÃT X̃ + X̃Ã X̃B̃ C̃T

B̃T X̃ −γIm D̃T

C̃ D̃ −γIl


 < 0.

Полагая X = X̃T
0 X̃X̃0 и S = diag

{
X̃0, P̃ , Q̃

−1T
}
, имеем

Ωγ = ST Ω̃γS =



AT∗X +XA∗ XB∗ CT∗

BT
∗ X −γP DT

∗

C∗ D∗ −γQ−1


 < 0.
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Далее, после умножения Ωγ на γ и замены γX на X с учетом
леммы Шура, получаем

Φγ =

[
AT∗X +XA∗ + CT∗ QC∗ XB∗ +CT∗ QD∗

BT
∗ X +DT

∗ QC∗ DT
∗ QD∗ − γ2P

]
< 0.

При этом матрица A∗ должна быть гурвицевой, а дополни-
тельное ограничение 0 < X̃ ≤ γIn, обеспечивающее оценку
JP,Q,X0

< γ, сводится к виду 0 < X ≤ γ2X0. Полагая γ = 1
и учитывая теорему 3.3.1, имеем следующее утверждение.

Лемма 5.1.1 Пусть для некоторой матрицы K∗ ∈ KD

матрица A∗ = A + BD(K∗)C гурвицева. Тогда JP,Q < 1 в
том и только в том случае, когда для некоторой матрицы
X = XT > 0 выполняется матричное неравенство

Φ1 =

[
AT∗X +XA∗ +CT∗ QC∗ XB∗ + CT∗ QD∗

BT
∗ X +DT

∗ QC∗ DT
∗ QD∗ − P

]
< 0. (5.1.11)

Для выполнения оценки JP,Q,X0
< 1 необходимо и достаточно,

чтобы матричное неравенство (5.1.11) имело решение X та-
кое, что

0 < X ≤ X0. (5.1.12)

Если JP,Q,X0
< 1, в частности, JP,Q < 1, то система (5.1.7) с

неопределенностью

w = Θy, ΘTPΘ ≤ Q, (5.1.13)

робастно устойчива с общей функцией Ляпунова v(x) = xTXx,
где X = XT > 0 — решение матричного неравенства (5.1.11).

Отметим, что характеристика (5.1.8) определяется в резуль-
тате решения следующей оптимизационной задачи:

JP,Q = inf {γ : Φγ < 0, X > 0, K∗ ∈ KD} .

Аналогично,

JP,Q,X0
= inf

{
γ : Φγ < 0, 0 < X ≤ γ2X0, K∗ ∈ KD

}
.
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В качестве параметров оптимизации наряду с X и K∗ могут
быть также положительно определенные матрицы P , Q и X0.
Если в утверждениях леммы 5.1.1 вместо (5.1.11) использовать
нестрогое матричное неравенство Φ1 ≤ 0, то получим аналогич-
ные критерии выполнения оценок JP,Q ≤ 1 и JP,Q,X0

≤ 1.
Получим критерий существования матрицы K∗, удовлетво-

ряющей условиям леммы 5.1.1.
Введем обозначение K0 = D(K∗). Тогда A∗ = A + BK0C,

B∗ = B(Im + K0D), C∗ = (Il + DK0)C, D∗ = (Il + DK0)D и
соотношение Ωγ < 0 при γ = 1 представляется в виде ЛМН

LT0K0R0 +RT0K
T
0 L0 +Ω < 0, (5.1.14)

где

R0 =
[
R, 0l×l

]
, R =

[
C,D

]
, L0 =

[
L, 0m×m

]
X̃, L =

[
BT ,DT

]
,

X̃ =



X 0 0
0 0 Il
0 Im 0


 , Ω =



ATX +XA XB CT

BTX −P DT

C D −Q−1


 .

Данное неравенство разрешимо относительно K0 в том и только
в том случае, когда

W T
R0

ΩWR0
< 0, W T

L0
ΩWL0

< 0, (5.1.15)

где WR0
и WL0

— матрицы, столбцы которых образуют базисы
соответствующих ядер kerR0 и kerL0 (см. лемму 8.3.1 в случае
(d)). Так как

WR0
=

[
WR 0
0 Il

]
, WL0

= X̃−1

[
WL 0
0 Im

]
,

то условия (5.1.15) с учетом леммы Шура приводятся к виду

W T
R

[
ATX +XA+ CTQC XB + CTQD

BTX +DTQC DTQD − P

]
WR < 0,

W T
L

[
AY + Y AT +BP−1BT Y CT +BP−1DT

CY +DP−1BT DP−1DT −Q−1

]
WL < 0,

(5.1.16)
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где Y = X−1. Если матричное неравенство (5.1.14) раз-
решимо, то всегда можно выбрать такое его решение K0,
что матрица Il + DK0 будет невырожденной. При этом
Il +DK0 = (Il −DK∗)

−1 и

K∗ = K0(Il +DK0)
−1. (5.1.17)

Теорема 5.1.1 Существует регулятор (5.1.6), для которо-
го JP,Q < 1 (JP,Q,X0

< 1), в том и только в том случае, когда
система ЛМН (5.1.16) ((5.1.12) и (5.1.16)) разрешима относи-
тельно взаимно обратных матриц X = XT > 0 и Y = Y T > 0.
При этом замкнутая система (5.1.1), (5.1.6) с неопределенно-
стью (5.1.13) робастно устойчива с общей функцией Ляпунова
v(x) = xTXx.

Алгоритм вычисления матрицы K∗ регулятора (5.1.6), для
которого JP,Q < 1, состоит из следующих этапов:

1) вычисление матриц WR и WL (R =
[
C,D

]
, L =

[
BT ,DT

]
);

2) нахождение матриц X = XT > 0 и Y = Y T > 0, удовле-
творяющих условиям (5.1.16) и XY = In;

3) решение ЛМН (5.1.14) относительно K0 при ограничении
det(Il +DK0) 6= 0;

4) вычисление матрицы K∗ по формуле (5.1.17).

Дополнительное ограничение (5.1.12) в п. 2) данного алго-
ритма обеспечивает оценку JP,Q,X0

< 1.

В теореме 5.1.1 матрицы P и Q являются заданными. Одна-
ко, в приведенном алгоритме робастной стабилизации их мож-
но считать неизвестными и определять наряду с X и Y . Кро-
ме того, можно учесть неопределенность A ∈ Co{A1, . . . , Aα}.
При этом необходимо решить систему 2α матричных неравенств
типа (5.1.16) для каждой вершины Ai заданного политопа. В
утверждениях леммы 5.1.1 могут быть учтены также неопреде-
ленности B ∈ Co{B1, . . . , Bβ} и C ∈ Co{C1, . . . , Cγ} с использо-
ванием соответствующих систем матричных неравенств.
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Теперь для системы (5.1.1) рассмотрим критерии качества
(5.1.8), (5.1.9) и класс динамических регуляторов

ξ̇ = Zξ + V y, u = Uξ +Ky +w, ξ(0) = ξ0, (5.1.18)

где w ∈ R
m — вектор входных сигналов. Объединенная система

(5.1.1), (5.1.18) при условии K ∈ KD приводится к виду

˙̂x = M̂x̂+ N̂w, y = F̂ x̂+ Ĝw, x̂(0) = x̂0, (5.1.19)

где

x̂ =

[
x
ξ

]
, M̂ =

[
A+BK0C BU0

V0C Z0

]
, N̂ =

[
B +BK0D

V0D

]
,

F̂ =
[
C +DK0C,DU0

]
, Ĝ = D +DK0D,

K0 = D(K), U0 = (Im −KD)−1U,

V0 = V (Il −DK)−1, Z0 = Z + V D(Im −KD)−1U.

Если матрица M̂ гурвицева, то согласно лемме 5.1.1
JP,Q,X̂0

< 1 в том и только в том случае, когда для некоторой

матрицы X̂ = X̂T выполняется система соотношений

[
M̂T X̂ + X̂M̂ + F̂ TQF̂ X̂N̂ + F̂ TQĜ

N̂T X̂ + ĜTQF̂ ĜTQĜ− P

]
< 0, (5.1.20)

0 < X̂ =

[
X XT

1

X1 X2

]
≤ X̂0 =

[
X0 XT

01

X01 X02

]
. (5.1.21)

При этом система (5.1.19) с неопределенностью (5.1.13) робастно
устойчива с общей функцией Ляпунова v(x̂) = x̂T X̂x̂. Представ-
ляя соотношение (5.1.20) с помощью леммы Шура в виде ЛМН
относительно K̂0, имеем

L̂T K̂0R̂+ R̂T K̂T
0 L̂+ Ω̂ < 0, (5.1.22)
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где

Ω̂=




ATX +XA ATXT
1 XB CT

X1A 0 X1B 0
BTX BTXT

1 −P DT

C 0 D −Q−1


, L̂

T =




XB XT
1

X1B X2

0 0
D 0


,

R̂ =

[
C 0 D 0
0 Ir 0 0

]
, K̂0 =

[
K0 U0

V0 Z0

]
.

При этом матрицы регулятора (5.1.18) и блоки матрицы K̂0 свя-
заны соотношениями

K = (Im +K0D)−1K0, U = (Im +K0D)−1U0,

V = V0(Il +DK0)
−1, Z = Z0 − V0D(Im +K0D)−1U0.

(5.1.23)
Условия разрешимости ЛМН (5.1.22) выражаются в терми-

нах диагональных блоков X и Y взаимно обратных матриц

X̂ =

[
X XT

1

X1 X2

]
> 0, Ŷ =

[
Y Y T

1

Y1 Y2

]
> 0, X̂Ŷ = In+r. (5.1.24)

Действительно, согласно лемме 8.3.1 для существования реше-
ния K̂0 матричного неравенства (5.1.22) необходимо и достаточ-
но выполнения соотношений

W T
R̂
Ω̂WR̂ < 0, W T

L̂
Ω̂WL̂ < 0, (5.1.25)

где

W
R̂
= E1



WR 0
0 0
0 Il


 ,W

L̂
= E2



WL 0
0 Im
0 0


 ,

E1 =




In 0 0 0
0 0 Ir 0
0 Im 0 0
0 0 0 Il


 , E2 =




Y 0 0 Y T
1

Y1 0 0 Y2
0 0 Im 0
0 Il 0 0


 ,
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R =
[
C,D

]
, L =

[
BT ,DT

]
. Учитывая блочную структуру при-

веденных выражений, а также равенства

XY+XT
1 Y1=In, XY

T
1 =−XT

1 Y2, X1Y =−X2Y1, X1Y
T
1 +X2Y2=Ir,

соотношения (5.1.25) приобретают вид (5.1.16), где неизвестны-
ми являются лишь первые диагональные блоки X > 0 и Y > 0
соответствующих матриц X̂ и Ŷ . При этом для заданных мат-
риц X > 0 и Y > 0 условия

W =

[
X In
In Y

]
≥ 0, rankW ≤ n+ r, (5.1.26)

необходимы и достаточны для существования взаимообратных
блочных матриц вида (5.1.24) (см., например, [14]).

Заметим, что при нулевом начальном векторе ξ0 динамиче-
ского регулятора (5.1.18) JP,Q,X̂0

совпадает с JP,Q,X0
и вместо

(5.1.21) можно использовать ограничение (5.1.12).
Таким образом, повторяя доказательство теоремы 5.1.1 для

системы (5.1.19), получаем следующий результат.

Теорема 5.1.2 Существует динамический регулятор
(5.1.18) с начальным вектором ξ0 = 0, для которого JP,Q < 1
(JP,Q,X0

< 1), в том и только в том случае, когда система
соотношений (5.1.16) и (5.1.26) ((5.1.12), (5.1.16) и (5.1.26))
разрешима относительно матриц X = XT > 0 и Y = Y T > 0.

Так же, как и в случае статического регулятора, каждое из
неравенств JP,Q < 1 и JP,Q,X0

< 1 обеспечивает робастную
устойчивость замкнутой системы (5.1.19) с неопределенностью
(5.1.13). При этом матрица общей квадратичной функции Ля-
пунова v(x̂) = x̂T X̂x̂ определяется как решение ЛМН (5.1.20).

Приведем алгоритм построения динамического регулятора
(5.1.18), обеспечивающего оценку JP,Q < 1:

1) вычисление матриц WR и WL (R =
[
C,D

]
, L =

[
BT ,DT

]
);

2) нахождение матриц X = XT > 0 и Y = Y T > 0, удовле-
творяющих соотношениям (5.1.16) и (5.1.26);
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3) формирование блочных взаимно обратных матриц (5.1.24);

4) решение ЛМН (5.1.22) относительно K̂0 при ограничении
det(Il +DK0) 6= 0;

5) вычисление матриц регулятора (5.1.18) по формулам
(5.1.23).

Дополнительное ограничение (5.1.12) в п. 2) данного алго-
ритма обеспечивает оценку JP,Q,X0

< 1. Если r = n, то всегда
выполняется ранговое ограничение в (5.1.26). В этом случае на-
хождение матриц X и Y основано на решении систем ЛМН. В
п. 3) можно использовать формулу Фробениуса для обращения
блочных матриц [21], согласно которой

X = Y −1+Y −1Y T
1 H

−1Y1Y
−1, X1 = −H−1Y1Y

−1, X2 = H−1,

где H = Y2 − Y1Y
−1Y T

1 . Если для некоторых матриц X1 и H
выполняются соотношения

X − Y −1 = XT
1 HX1 ≥ 0, H = HT > 0, rankX1 ≤ r, (5.1.27)

то можно положить

X2 = H−1, Y1 = −HX1Y, Y2 = H +HX1Y X
T
1 H. (5.1.28)

В частности, при условиях r = n и X > Y −1 можно взять
X1 = X2 = X − Y −1, Y1 = −Y , Y2 = Y +H и H = (X − Y −1)−1.

5.2 Линейные системы с управляемыми и

наблюдаемыми выходами

Рассмотрим систему управления

ẋ = Ax+B1w +B2u, x(0) = x0,
z = C1x+D11w +D12u,
y = C2x+D21w +D22u,

(5.2.1)
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где векторы: x ∈ R
n — состояние, u ∈ R

m — управление, w ∈ R
s

— возмущение, y ∈ R
l — наблюдаемый выход, z ∈ R

k — управля-
емый выход; все матричные коэффициенты постоянные и имеют
подходящие размеры.

Используем критерии качества типа (5.1.8) и (5.1.9) по отно-
шению к управляемому выходу системы:

JP,Q = sup
0<‖w‖P<∞

‖z‖Q
‖w‖P

, (5.2.2)

JP,Q,X0
= sup

0<‖w‖2
P
+xT

0
X0x0<∞

‖z‖Q√
‖w‖2P + xT0X0x0

, (5.2.3)

где Q = QT > 0, P = P T > 0, X0 = XT
0 > 0.

Закон управления для данной системы ищем в виде динами-
ческого регулятора порядка r с нулевым начальным вектором:

ξ̇ = Zξ + V y, u = Uξ +Ky, ξ(0) = 0, (5.2.4)

где ξ ∈ R
r — вектор состояния регулятора, Z, V , U и K —

неизвестные матрицы соответствующих размеров r × r, r × l,
m×r иm×l. Случаю r = 0 соответствует статический регулятор
по выходу u = Ky.

Предположим, что

det(Im −KD22) 6= 0. (5.2.5)

Тогда замкнутая система (5.2.1), (5.2.4) приводится к виду

˙̂x = M̂x̂+ N̂w, z = F̂ x̂+ Ĝw, x̂(0) = x̂0, (5.2.6)

где

x̂ =

[
x
ξ

]
, M̂ =

[
A+B2K0C2 B2U0

V0C2 Z0

]
= Â+ B̂2K̂0Ĉ2,

N̂ =

[
B1 +B2K0D21

V0D21

]
= B̂1 + B̂2K̂0D̂21,
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F̂ =
[
C1 +D12K0C2,D12U0

]
= Ĉ1 + D̂12K̂0Ĉ2,

Ĝ = D11 +D12K0D21 = D11 + D̂12K̂0D̂21,

Â =

[
A 0n×r

0r×n 0r×r

]
, B̂2 =

[
B2 0n×r

0r×m Ir

]
, Ĉ2 =

[
C2 0l×r
0r×n Ir

]
,

K̂0 =

[
K0 U0

V0 Z0

]
, B̂1 =

[
B1

0r×s

]
, D̂21 =

[
D21

0r×s

]
,

Ĉ1 =
[
C1, 0k×r

]
, D̂12 =

[
D12, 0k×r

]
.

Здесь неизвестными являются блоки матрицы K̂0

K0 = (Im −KD22)
−1K, U0 = (Im −KD22)

−1U,

V0 = V (Il −D22K)−1, Z0 = Z + V D22(Im −KD22)
−1U,

которые однозначно определяют искомые матрицы динамиче-
ского регулятора (5.2.4):

K = (Im +K0D22)
−1K0, U = (Im +K0D22)

−1U0,

V = V0(Il +D22K0)
−1, Z = Z0 − V0D22(Im +K0D22)

−1U0.
(5.2.7)

Если в системе (5.2.6) матрица M̂ гурвицева, то JP,Q < 1 в
том и только в том случае, когда матричное неравенство



M̂T X̂ + X̂M̂ X̂N̂ F̂ T

N̂T X̂ −P ĜT

F̂ Ĝ −Q−1


 < 0 (5.2.8)

разрешимо относительно X̂ = X̂T > 0. Существование реше-
ния данного неравенства при ограничении X ≤ X0, где X —
первый диагональный блок матрицы X̂, равносильно тому, что
JP,Q,X0

< 1 (см. параграф 5.1).
Учитывая блочную структуру матриц в (5.2.6), перепишем

соотношение (5.2.8) как линейное матричное неравенство отно-
сительно K̂0:

L̂T K̂0R̂+ R̂T K̂T
0 L̂+ Ω̂ < 0, (5.2.9)
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где

R̂ =
[
R̂1, 0l+r×k

]
, R̂1 =

[
Ĉ2, D̂21

]
,

L̂ =
[
L̂1, 0m+r×s

]
X̃, L̂1 =

[
B̂T

2 , D̂
T
12

]
,

X̃ =



X̂ 0 0
0 0 Ik
0 Is 0


 , Ω̂ =



ÂT X̂ + X̂Â X̂B̂1 ĈT1

B̂T
1 X̂ −P DT

11

Ĉ1 D11 −Q−1


 .

Если данное неравенство разрешимо, то всегда можно выбрать
такое его решение K̂0, чтобы выполнялось условие (5.2.5).

Так как

W
R̂
=

[
W
R̂1

0

0 Ik

]
, W

L̂
= X̃−1

[
W
L̂1

0

0 Is

]
,

то существование решения K̂0 матричного неравенства (5.2.9)
равносильно соотношениям (см. лемму 8.3.1)

W T
R̂1

[
ÂT X̂ + X̂Â+ ĈT1 QĈ1 X̂B̂1 + ĈT1 QD11

B̂T
1 X̂ +DT

11QĈ1 DT
11QD11 − P

]
WR̂1

< 0,

W T
L̂1

[
ÂŶ + Ŷ ÂT + B̂1P

−1B̂T
1 Ŷ ĈT1 + B̂1P

−1DT
11

Ĉ1Ŷ +D11P
−1B̂T

1 D11P
−1DT

11 −Q−1

]
W
L̂1
< 0,

где Ŷ = X̂−1. Далее, используя блочные выражения

W
R̂1

=



In 0 0
0 0 Ir
0 Is 0



[

WR

0r×n+s−rankR

]
, R =

[
C2,D21

]
,

W
L̂1

=



In 0 0
0 0 Ir
0 Ik 0



[

WL

0r×n+k−rankL

]
, L =

[
BT

2 ,D
T
12

]
,
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полученные соотношения приводятся к виду

W T
R

[
ATX +XA+ CT1 QC1 XB1 + CT1 QD11

BT
1 X +DT

11QC1 DT
11QD11 − P

]
WR < 0,

W T
L

[
AY + Y AT +B1P

−1BT
1 Y CT1 +B1P

−1DT
11

C1Y +D11P
−1BT

1 D11P
−1DT

11 −Q−1

]
WL < 0.

(5.2.10)
Здесь X и Y — первые диагональные блоки взаимно обратных
матриц (5.1.24). При этом для заданных матриц X > 0 и Y > 0
условия (5.1.26) равносильны существованию взаимообратных
блочных матриц X̂ и Ŷ вида (5.1.24).

Таким образом, доказано следующее утверждение.

Теорема 5.2.1 Существует динамический регулятор
(5.2.4), для которого JP,Q < 1 (JP,Q,X0

< 1), в том и только
в том случае, когда система соотношений (5.1.26) и (5.2.10)(
(5.1.12), (5.1.26) и (5.2.10)

)
разрешима относительно матриц

X = XT > 0 и Y = Y T > 0.

Отметим, что каждое из неравенств JP,Q < 1 и JP,Q,X0
< 1

обеспечивает робастную устойчивость замкнутой системы
(5.2.1), (5.2.4) с неопределенностью

w = Θz, ΘTPΘ ≤ Q. (5.2.11)

При этом матрица общей квадратичной функции Ляпунова
v(x̂) = x̂T X̂x̂ определяется как решение ЛМН (5.2.8).

Приведем алгоритм построения динамического регулятора
(5.2.4), обеспечивающего оценку JP,Q < 1:

1) вычисление матриц WR и WL, где R =
[
C2,D21

]
и

L =
[
BT

2 ,D
T
12

]
;

2) нахождение матриц X = XT > 0 и Y = Y T > 0, удовле-
творяющих системе соотношений (5.1.26) и (5.2.10);

3) формирование блочных взаимно обратных матриц (5.1.24);
4) решение линейного матричного неравенства (5.2.9) отно-

сительно K̂0 при ограничении (5.2.5);
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5) вычисление матриц регулятора (5.2.4) по формулам (5.2.7).
Дополнительное ограничение (5.1.12) в п. 2) данного алгорит-

ма обеспечивает оценку JP,Q,X0
< 1. При определении матриц

X и Y в случае динамического регулятора полного порядка тре-
буется решить систему ЛМН. Блоки матриц (5.1.24) могут быть
определены с помощью соотношений (5.1.27) и (5.1.28).

Можно сформулировать аналоги теоремы 5.2.1 и соответ-
ствующие алгоритмы робастной стабилизации системы (5.2.1),
в которых учитывается неопределенность A ∈ Co{A1, . . . , Aα},
а матрицы P и Q наряду с X и Y определяются в результате
решения системы 2α матричных неравенств типа (5.2.10) для
каждой вершины Ai заданного политопа.

5.3 Неэкспансивные системы управления

Рассмотрим класс регуляторов (5.1.6) для нелинейной системы

ẋ = A(x)x+B(x)u, y = C(x)x+Du, x(0) = x0, (5.3.1)

где x ∈ R
n, u ∈ R

m и y ∈ R
l — векторы состояния, управления

и выхода системы, а A(x), B(x), C(x) и D — матрицы соответ-
ствующих размеров. Предполагаем, что зависимости A(x), B(x)
и C(x) непрерывные, причем rankB(x) ≡ m и rankC(x) ≡ l в
некоторой окрестности S0 = {x : ‖x‖ ≤ h} точки x = 0, а D —
постоянная матрица. Замкнутая система имеет вид

ẋ = A∗(x)x+B∗(x)w, y = C∗(x)x+D∗w, x(0) = x0, (5.3.2)

где A∗(x) = A(x)+B(x)D(K∗)C(x), B∗(x) = B(x)(Im−K∗D)−1,
C∗(x) = (Il − DK∗)

−1C(x), D∗ = (Il − DK∗)
−1D. Нелинейный

оператор D(K∗) = (Im −K∗D)−1K∗ определен при K∗ ∈ KD.

Определение 5.3.1 Система (5.3.2) называется неэкспан-
сивной, если для любой ограниченной вектор-функции w ее век-
тор выхода y при любом T > 0 удовлетворяет условию

∫ T

0
yTQydt ≤

∫ T

0
wTPwdt+ xT0X0x0, (5.3.3)
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где Q, P и X0 — положительно определенные матрицы.

Данное определение обобщает известное понятие неэкспан-
сивности системы, введенное в случае P = Im, Q = Il и x0 = 0
(см., например, [95]). Очевидно, что критерий качества (5.1.9)
неэкспансивной системы удовлетворяет условию JP,Q,X0

≤ 1.

Лемма 5.3.1 Пусть для некоторых матриц K∗ ∈ KD и
X = XT выполняется система соотношений

0 < X ≤ X0, Φ(x) ≤ 0, x ∈ R
n, (5.3.4)

где Φ(x) — матричная функция вида

[
AT∗ (x)X +XA∗(x) + CT∗ (x)QC∗(x) XB∗(x) + CT∗ (x)QD∗

BT
∗ (x)X +DT

∗ QC∗(x) DT
∗ QD∗ − P

]
.

Тогда нелинейная система (5.3.2) является неэкспансивной.
При этом, если Φ(0) < 0, то состояние x ≡ 0 данной систе-
мы с неопределенностью (5.1.13) робастно устойчиво с общей
функцией Ляпунова v(x) = xTXx.

Доказательство. Вычислим выражение

v̇(x) + yTQy − wTPw = zTΦ(x)z,

где zT = [xT , wT ], v̇(x) — производная квадратичной функции
v(x) = xTXx в силу системы (5.3.2). Интегрируя данное выра-
жение и учитывая соотношения (5.3.4), имеем

0 ≥
∫ T

0
zTΦ(x)zdt = v(x(T )) − v(x0) +

∫ T

0
(yTQy − wTPw)dt ≥

≥ −xT0X0x0 +

∫ T

0
(yTQy −wTPw)dt.
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Отсюда следует неравенство (5.3.3). Асимптотическая устойчи-
вость состояния x ≡ 0 замкнутой системы (5.3.2) с неопределен-
ностью (5.1.13) (т. е. робастная устойчивость) является след-
ствием теоремы 3.3.1.

Лемма доказана.

Наряду с (5.3.1) рассмотрим линейную систему

ẋ = Ax+Bu, y = Cx+Du, x(0) = x0, (5.3.5)

где A = A(0), B = B(0) C = C(0). Замкнутая система (5.3.5),
(5.1.6) имеет вид (5.1.7).

Лемма 5.3.2 Линейная система (5.1.7) является неэкспан-
сивной тогда и только тогда, когда для некоторой матрицы
X = XT выполняется система соотношений (5.3.4) при x = 0.
При этом, если Φ(0) < 0, то данная система с неопределенно-
стью (5.1.13) робастно устойчива с общей функцией Ляпунова
v(x) = xTXx.

Для общего класса нелинейных систем с управляемыми и
наблюдаемыми выходами

ẋ = f(x, u,w, t), z = h(x, u,w, t), y = g(x, u,w, t), x(0) = x0,
(5.3.6)

свойство неэкспансивности определяется относительно вектора
управляемого выхода z. Система (5.3.6) при заданном управле-
нии u называется неэкспансивной, если для любой ограниченной
вектор-функции внешних возмущений w вектор управляемого
выхода z при любом T > 0 удовлетворяет условию

∫ T

0
zTQzdt ≤

∫ T

0
wTPwdt+ xT0X0x0,

где Q, P и X0 — положительно определенные матрицы.
При построении регуляторов, обеспечивающих свойство

неэкспансивности и робастную устойчивость класса линейных
систем, можно воспользоваться алгоритмами, изложенными в
предыдущих параграфах данной главы.



Глава 6

Системы управления с дискретным
временем

В данной главе рассматриваются нелинейные системы управле-
ния с дискретным временем, которые в результате применения
обратной связи представляются в векторно-матричной форме

xt+1 =M(xt, t)xt, t ∈ T = {0, 1, 2, . . . }, (6.0.1)

где M — матрица размеров n × n, непрерывно зависящая от
xt ∈ R

n и t. Предполагается, что состояние равновесия xt ≡ 0
таких систем является изолированным. При изучении устой-
чивости данного состояния будем использовать метод квадра-
тичных функций Ляпунова v(x, t) = xTXtx с положительно
определенной матрицей Xt. Первая разность данной функции
∆v(xt, t) = v(xt+1, t + 1) − v(xt, t) в силу системы (6.1.1) также
представляется в виде квадратичной формы:

∆v(xt, t) = xTt Y (xt, t)xt, Y (xt, t) =MT (xt, t)Xt+1M(xt, t)−Xt.

В данной главе излагаются новые методы анализа робастной
устойчивости и оптимизации дискретных систем управления с
обратной связью. В параграфе 6.1 приводятся условия стабили-
зируемости линейных дискретных систем управления. Для се-
мейства нелинейных систем с неопределенными матрицами ко-
эффициентов и обратной связи по измеряемому выходу форму-
лируются достаточные условия устойчивости нулевого состоя-
ния с общей квадратичной функцией Ляпунова (параграф 6.2).
Предлагается решение общей задачи робастной стабилизации
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и оценки квадратичного критерия качества семейства нелиней-
ных дискретных систем (параграф 6.3). В параграфе 6.4 приво-
дится также ряд утверждений, обобщающих известные резуль-
таты теории H∞-управления для дискретных систем. Примене-
ние основных результатов данной главы так же, как и преды-
дущих глав 2 – 5, сводится к решению систем ЛМН.

6.1 Условия стабилизируемости линейных

дискретных систем управления

Рассмотрим линейную систему управления

xt+1 = Axt +But, yt = Cxt +Dut, t ∈ T , (6.1.1)

где xt ∈ R
n, ut ∈ R

m и yt ∈ R
l — векторы соответственно состоя-

ния, управления и наблюдаемого выхода объекта, A, B, C и D —
постоянные матрицы подходящих размеров. Предполагаем, что
матрицы B и C имеют полный ранг соответственно по столбцам
и по строкам. Управление u в системе (6.1.1) определяем в виде
динамической обратной связи по выходу

ξt+1 = Zξt + V yt, ut = Uξt +Kyt, t ∈ T , (6.1.2)

где ξt ∈ R
r — вектор состояния динамического регулятора, Z,

V , U и K — неизвестные матрицы соответствующих размеров
r×r, r×l,m×r и m×l. Число r называется порядком динамиче-
ской обратной связи. В частном случае r = 0 имеем статический
регулятор

ut = Kyt, t ∈ T . (6.1.3)

Главными задачами для системы управления (3.2.1) являются
построение статического или динамического регуляторов, обес-
печивающих асимптотическую устойчивость замкнутой систе-
мы. Если такие регуляторы существуют, то данная система
управления называется стабилизируемой.
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Так же, как и в случае непрерывных систем, соотношения
(6.1.1) и (6.1.2) при r 6= 0 можно записать в компактном виде:

x̂t+1 = Âx̂t+ B̂ût, ŷt = Ĉx̂t+ D̂ût, ût = K̂ŷt, t ∈ T , (6.1.4)

где

x̂t =

[
xt
ξt

]
, ŷt =

[
yt
ξt

]
, ût =

[
ut
ξt+1

]
, K̂ =

[
K U
V Z

]
,

Â =

[
A 0n×r

0r×n 0r×r

]
, B̂ =

[
B 0n×r

0r×m Ir

]
,

Ĉ =

[
C 0l×r

0r×n Ir

]
, D̂ =

[
D 0l×r

0r×m 0r×r

]
,

Поэтому задачи стабилизации системы (6.1.1) c динамической
обратной связью (6.1.2) сводятся к аналогичным задачам ста-
билизации для системы (6.1.4) со статической обратной свя-
зью. Следует отметить, что динамические регуляторы в зада-
чах управления обладают гораздо большими возможностями,
чем статические, особенно при условиях неполной информации
о состоянии управляемого объекта.

Рассмотрим систему (6.1.1) со статическим регулятором
(6.1.3). Для каждой матрицы обратной связиK ∈ KD замкнутая
система имеет вид

xt+1 =Mxt, M = A+BD(K)C, t ∈ T , (6.1.5)

где D(K) = (Im −KD)−1K, KD = {K : det(Im −KD) 6= 0}. Со-
гласно свойству (3.1.42) оператора D(K) для достижения жела-
емых свойств и, в частности, устойчивости системы (6.1.5) до-
статочно обеспечить эти свойства данной системы в случае ну-
левой матрицы D. В результате матрицу обратной связи можно
определить в виде (см. обоснование теоремы 3.1.3)

K = −D(−K0) ∈ KD. (6.1.6)
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Теорема 6.1.1 Пусть rankB = m < n. Тогда следующие
утверждения эквивалентны:

1) система (6.1.1) стабилизируема с помощью статического
регулятора (6.1.3);

2) существует матрица X = XT > 0, удовлетворяющая
соотношениям

B⊥T (AXAT −X)B⊥ < 0, (6.1.7)

i(H) =
{
l,m, 0

}
, H =

[
H0 HT

1

H1 H2

]
, (6.1.8)

где H0 = B+(L − LRL)B+T , H1 = CXAT (In − RL)B+T ,
H2 = C(X −XATRAX)CT , L = AXAT − X, R = B⊥S−1B⊥T ,
S = B⊥TLB⊥;

3) существует матрица X = XT > 0, удовлетворяющая
системе матричных неравенств (6.1.7) и

AXAT −X < AXCT (CXCT )−1CXAT . (6.1.9)

При выполнении утверждений 2) или 3) стабилизирующая
матрица K может быть определена в виде (6.1.6), где K0 —
решение одного из эквивалентных матричных неравенств

H0 +KH1 +HT
1 K

T +KH2K
T < 0, (6.1.10)

(A+BKC)X(A+BKC)T < X. (6.1.11)

Доказательство. 1) ⇒ 2). Если система (6.1.1) стабилизи-
руема с помощью регулятора (6.1.3), то для некоторой матри-
цы K выполняется спектральное неравенство ρ(A+BKC) < 1,
которое согласно дискретному аналогу теоремы Ляпунова рав-
носильно разрешимости матричного неравенства (6.1.11) или,
что то же, системы неравенств (6.1.7) и (6.1.10) относительно
X = X∗ > 0. При этом количества положительных и отрица-
тельных собственных чисел блочной матрицы H, определенной
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в (6.1.8), должны совпадать соответственно с l и m (см. доказа-
тельство леммы 3.1.1).

2) ⇒ 1). Если для некоторой матрицы X = X∗ > 0 выпол-
няются соотношения (6.1.7) и (6.1.8), то матричные неравенства
(6.1.10) и (6.1.11) эквивалентны и разрешимы относительно мат-
рицы обратной связи K. Этот факт устанавливается так же, как
и в доказательстве аналогичного утверждения для матричных
неравенств (3.1.25) и (3.1.26). Выберем решение K0 матричного
неравенства (6.1.11) так, чтобы det(Im + K0D) 6= 0. Тогда ре-
гулятор (6.1.3) с матрицей обратной связи (6.1.6) обеспечивает
асимптотическую устойчивость замкнутой системы (6.1.5).

2) ⇔ 3). Блочная матрица в (6.1.8) представляется в виде
H = Ĥ0 − ĤT

1 Ĥ
−1
2 Ĥ1, где

Ĥ=

[
Ĥ0 ĤT

1

Ĥ1 Ĥ2

]
=




B+LB+T B+AXCT B+LB⊥

CXATB+T CXCT CXATB⊥

B⊥TLB+T B⊥TAXCT S


 =

= V

[
−X 0
0 X

]
V T =W∆W T , ∆ =

[
AXAT −X AXCT

CXAT CXCT

]
,

V T =

[
B+T 0 B⊥

ATB+T CT ATB⊥

]
, W T =

[
B+T 0 B⊥

0 Il 0

]
.

Применяя формулу (1.1.12) для вычисления индексов инерции
блочной матрицы Ĥ и учитывая, что V ∈ R

n+l×2n — матрица
полного ранга n+ l, имеем

i+(Ĥ) = i+(H) ≤ n, i−(Ĥ) = i−(H) + n−m ≤ n.

В то же время W ∈ R
n+l×n+l — квадратная невырожденная

матрица. Поэтому i(Ĥ) = i(∆) и равенство (6.1.8) эквивалентно
матричному неравенству (6.1.9).

Лемма доказана.

Замечание 6.1.1 Так как для матричного неравенства
(6.1.11) справедлива теорема инерции, то можно утверждать,
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что выполнение соотношений (6.1.7) и (6.1.8) для некоторой мат-
рицы X = XT с инерцией i(X) = {p, q, 0} гарантирует существо-
вание регулятора (6.1.3), для которого ровно p и q собственных
чисел замкнутой системы (6.1.5) расположены соответственно
внутри и вне единичного круга (см. следствие 1.2.1). При этом
матрица регулятора может быть определена в виде (6.1.6) пу-
тем решения одного из эквивалентных матричных неравенств
(6.1.10) или (6.1.11).

В случае C = In неравенство (6.1.9) сводится к условию
X = XT > 0 и мы имеем критерий стабилизируемости систе-
мы (6.1.1) в терминах линейных матричных неравенств.

Следствие 6.1.1 Пусть rankB = m < n, C = In и D = 0.
Тогда система (6.1.1) стабилизируема с помощью обратной связи
по состоянию (6.1.3) в том и только в том случае, когда матрич-
ное неравенство (6.1.7) имеет решение X = XT > 0. При этом
стабилизирующая матрица K может быть найдена путем ре-
шения одного из эквивалентных матричных неравенств (6.1.10)
или (6.1.11).

Перепишем соотношение (6.1.11) с учетом леммы Шура в ви-
де ЛМН относительно K:

P TKQ+QTKTP < R, (6.1.12)

где

P =
[
−BT , 0m×n

]
, Q =

[
0l×n, CX

]
, R =

[
X AX

XAT X

]
.

Согласно лемме 8.3.1 (случай (d)) критерием разрешимости дан-
ного неравенства относительно K являются соотношения

W T
P RWP > 0, W T

QRWQ > 0, (6.1.13)
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где столбцы матриц WP и WQ составляют базисы соответству-
ющих ядер ker P и kerQ. В данном случае можно положить

WP =

[
B⊥ 0n×n

0n×n−m In

]
, WQ =

[
In 0n×n−l

0n×n X−1C⊥T

]
.

При этом соотношения (6.1.13) приводятся к виду

B⊥T (AXAT −X)B⊥ < 0, C⊥(ATX−1A−X−1)C⊥T < 0.
(6.1.14)

Теорема 6.1.2 Пусть rankB = m < n, rankC = l < n.
Тогда система (6.1.1) стабилизируема с помощью регулятора
(6.1.3) в том и только в том случае, когда разрешима относи-
тельно X = XT > 0 система матричных неравенств (6.1.14).
При этом стабилизирующая матрица K может быть опре-
делена в виде (6.1.6), где K0 — решение линейного матричного
неравенства (6.1.12).

6.2 Робастная стабилизация нелинейных дискрет-

ных систем управления

Рассмотрим нелинейную систему управления с дискретным вре-
менем

xt+1 = A(xt, t)xt+B(xt, t)ut, yt = C(xt, t)xt+D(xt, t)ut, (6.2.1)

где xt ∈ R
n, ut ∈ R

m и yt ∈ R
l — векторы соответственно состо-

яния, управления и наблюдаемого выхода объекта, A, B, C и D
— матрицы подходящих размеров, непрерывно зависящие от xt
и t, t ∈ T .

Нелинейную динамическую обратную связь порядка r для
системы (6.2.1) можно определить в виде

ξt+1 = Z(xt, t)ξt+V (xt, t)yt, ut = U(xt, t)ξt+K(xt, t)yt, (6.2.2)

где ξt ∈ R
r, t ∈ T . Система управления (6.2.1) с динамической

обратной связью (6.2.2) порядка r 6= 0 так же, как и в случае
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линейных систем, может быть сведена к аналогичной системе
управления с нелинейной статической обратной связью.

Уравнения статического регулятора определяем в виде

ut = K(xt, t) yt, t ∈ T , (6.2.3)

где K — неизвестная матричная функция такая, что

det[Im −K(x, t)D(x, t)] 6= 0, (x, t) ∈ S0 × T , (6.2.4)

K(xt, t) = K∗(xt, t) + K̃(xt, t), K̃ ∈ K, (6.2.5)

K ⊆ R
m×l — эллипсоидальное множество матриц вида (3.3.3),

которое определяют положительно определенные матрицы P и
Q соответствующих размеров m×m и l × l.

При условиях (6.2.4) замкнутая система (6.2.1), (6.2.3) пред-
ставляется в виде

xt+1 =M(xt, t)x, M(xt, t) = A+BD(K)C, (6.2.6)

где D(K) = (Im−KD)−1K. В дальнейшем нас интересует пове-
дение решений системы (6.2.6) в окрестности S0 нулевого состо-
яния xt = 0 при t ∈ T . При этом будем предполагать, что при
K(xt, t) = K∗(xt, t) нулевое состояние равновесия данной систе-
мы является изолированным и асимптотически устойчивым.

Согласно (6.2.1), (6.2.3), (6.2.5) и (3.3.3) должно выполняться
неравенство

[xTt , u
T
t ]

[
CTQC − CTKT

∗ PK∗C CTQD + CTKT
∗ PG

DTQC +GTPK∗C DTQD −GTPG

][
xt
ut

]
≥0,

где G = Im −K∗D, t ∈ T . Предположим, что

∆(x, t) = DTQD −GTPG < 0, (x, t) ∈ S0 × T , (6.2.7)

Тогда xt = 0 влечет ut = 0 и xt ≡ 0 является состоянием равно-
весия замкнутой системы (6.2.6).
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Лемма 6.2.1 Пусть для некоторой матрицы Xt = XT
t вы-

полняются соотношения

ε1In ≤ Xt, MT (x, t)Xt+1M(x, t) ≤ Xt, (x, t) ∈ S0 × T , (6.2.8)

где ε1 > 0. Тогда состояние xt ≡ 0 системы (6.2.6) устойчиво
по Ляпунову. Если же

ε1In ≤ Xt ≤ ε2In, t ∈ T , (6.2.9)

MT (0, t)Xt+1M(0, t) ≤ Xt − ε0In, t ∈ T , (6.2.10)

где 0 < ε1 ≤ ε2, ε0 > 0, то состояние xt ≡ 0 системы (6.2.6)
равномерно асимптотически устойчиво.

При условиях (6.2.8) ((6.2.9) и (6.2.10)) квадратичная форма
v(x) = xTXtx является для системы (6.2.6) функцией Ляпунова
первого (второго) рода.

Теорема 6.2.1 Пусть для некоторых матриц Xt = XT
t и

K∗(xt, t) выполняются соотношения (6.2.9) и

BT
∗ Xt+1B∗ +DT

∗ QD∗ < P, (6.2.11)



MT

∗ Xt+1M∗ −Xt + ε0In MT
∗ Xt+1B∗ CT∗

BT
∗ Xt+1M∗ BT

∗ Xt+1B∗ − P DT
∗

C∗ D∗ −Q−1


 ≤ 0,

(6.2.12)
где ε0 > 0, M∗ = A + BD(K∗)C, B∗ = B(Im − K∗D)−1,
C∗ = (Il − DK∗)

−1C, D∗ = D(Im − K∗D)−1, xt = 0, t ∈ T .
Тогда любое управление (6.2.3), (6.2.5) обеспечивает асимпто-
тическую устойчивость состояния xt ≡ 0 системы (6.2.1) и
общую квадратичную функцию Ляпунова v(x) = xTXtx.

Доказательство. При условии (6.2.7), которое следует из
(6.2.9) и (6.2.11), матрица G должна быть невырожденной. По-
этому при любых (x, t) ∈ S0 × T определены значения опера-
тора D(K∗) = (Im − K∗D)−1K∗. Если K̃ ∈ K, то определены
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также значения операторов D(K) и D∗(K̃) = (Im − K̃D∗)
−1K̃,

где K = K∗ + K̃ (см. доказательство теоремы 3.3.1).

Построим функцию Ляпунова для замкнутой системы (6.2.6)
в виде v(x, t) = xTXtx. Согласно лемме 6.2.1 условия (6.2.9) и
(6.2.10) обеспечивают асимптотическую устойчивость состояния
xt ≡ 0 данной системы. Используя свойство (3.1.41) оператора
D, приведем матричное неравенство (6.2.10) к виду F∗(K̃) ≤ 0,
где

F∗(K̃)=W + UTD∗(K̃)V + V T
D
T
∗ (K̃)U + V T

D
T
∗ (K̃)RD∗(K̃)V,

W = MT
∗ Xt+1M∗ − Xt + ε0In, V = C∗, U = BT

∗ Xt+1M∗,
R = BT

∗ Xt+1B∗. Применяя лемму 3.3.1 для оператора F∗(K̃),
получаем условия (6.2.11) и (6.2.12), при которых выполняется
матричное неравенство (6.2.10) для любой матрицы K̃ ∈ K.

Теорема доказана.

Отметим, что в [12] на основе свойства неущербности S-
процедуры получено аналогичное утверждение с постоянной
матрицей X в случае P = Im и Q = µIl, где µ — радиус устойчи-
вости матриц обратной связи K для линейных автономных си-
стем. Матрицы P и Q1 = Q−1 входят в соотношение (6.2.12) ли-
нейно, причем, (6.2.11) является следствием строгого неравен-
ства (6.2.12). Поэтому эти матрицы наряду с X можно считать
неизвестными и определять с помощью эффективной процеду-
ры системы MATLAB. Это расширяет возможности методики
квадратичной стабилизации [12] как для линейных, так и для
нелинейных дискретных систем.

Сформулируем следствия теоремы 6.2.1 при наличии функ-
циональных неопределенностей

A(0, t) ∈ Co{A1, . . . , Aα}, t ∈ T ,
B(0, t) ∈ Co{B1, . . . , Bβ}, t ∈ T ,
C(0, t) ∈ Co{C1, . . . , Cγ}, t ∈ T ,

(6.2.13)
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где заданные наборы постоянных матриц Ai, Bj и Ck являются
вершинами некоторых политопов в соответствующих простран-
ствах R

n×n, Rn×m и R
l×n. Согласно лемме 1.5.5, для любой мат-

рицы K матричное неравенство (6.2.10) вытекает из системы
неравенств

MT
ijkXt+1Mijk −Xt + ε0In ≤ 0, i = 1, α, j = 1, β, k = 1, γ,

где Mijk = Ai + BjD(K)Cj , t ∈ T . Поэтому для выполнения
условий (6.2.11) и (6.2.12) теоремы 6.2.1 достаточно, чтобы вы-
полнялась система неравенств



MT

∗ijkXt+1M∗ijk −Xt + ε0In MT
∗ijkXt+1B∗j CT∗k

BT
∗jXt+1M∗ijk BT

∗jXt+1B∗j − P DT
∗

C∗k D∗ −Q−1


 < 0,

(6.2.14)
где M∗ijk = Ai + BjD(K∗)Cj , B∗j = Bj(Im − K∗D)−1,
C∗k = (Il −DK∗)

−1Ck, i = 1, α, j = 1, β, k = 1, γ, xt = 0.

Следствие 6.2.1 Пусть для некоторых матриц Xt = XT
t и

K∗(xt, t) выполняется система матричных неравенств (6.2.9)
и (6.2.14). Тогда любое управление (6.2.3), (6.2.5) обеспечивает
асимптотическую устойчивость состояния xt ≡ 0 семейства
систем (6.2.1), (6.2.13) с общей квадратичной функцией Ляпу-
нова v(x) = xTXtx.

Приведем следствие теоремы 6.2.1 при условиях (6.2.13) и

K∗ ≡ 0, D(0, t) ∈ Co{D1, . . . ,Dδ}, t ∈ T . (6.2.15)

Следствие 6.2.2 Пусть совместна система матричных
неравенств с постоянными матрицами



ATi XAi −X ATi XBj CTk
BT
j XAi BT

j XBj − P DT
s

Ck Ds −Q−1


 < 0, X > 0, (6.2.16)
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где i = 1, α, j = 1, β, k = 1, γ, s = 1, δ. Тогда любое управ-
ление (6.2.3), (6.2.5) при K∗ ≡ 0 обеспечивает асимптоти-
ческую устойчивость состояния xt ≡ 0 семейства систем
(6.2.1), (6.2.13), (6.2.15) с общей квадратичной функцией Ля-
пунова v(x) = xTXx.

6.3 Оценка квадратичного критерия качества при

условиях неопределенности

Рассмотрим систему управления (6.2.1) и квадратичный функ-
ционал качества

Ju(x0) =
∞∑

0

ϕt, ϕt =
[
xTt u

T
t

]
Φt

[
xt
ut

]
, Φt =

[
S N
NT R

]
,

(6.3.1)
где x0 = x(0) ∈ S0 — вектор начального состояния, а блоки
симметричной матрицы Φ при некотором η > 0 удовлетворяют
условиям

S ≥ NR−1NT + η In, R > 0, t ∈ T . (6.3.2)

Требуется описать множество управлений (6.2.3), (6.2.5), обеспе-
чивающих асимптотическую устойчивость замкнутой системы и
оценку функционала

Ju(x0) ≤ ω, (6.3.3)

где ω — некоторое максимально допустимое значение.
Данную задачу по-прежнему решаем с помощью квад-

ратичной функции Ляпунова v(x, t) = xTXtx с матрицей
Xt = XT

t , удовлетворяющей условиям (6.2.9). При условиях
(6.2.5) и (6.2.7) определены значения операторов D(K), D(K∗)
и D∗(K̃) = (Im − K̃D∗)

−1K̃, где D∗ = D(Im −K∗D)−1 (см. до-
казательство теоремы 3.3.1). При этом замкнутая система пред-
ставляется в виде (6.2.6), а первая разность функции v в силу
данной системы и суммируемое выражение в (6.3.1) имеют вид

v(xt+1, t+1)−v(xt, t) = xTt
[
MTXt+1M−Xt

]
xt, ϕt = xTt L

TΦLxt,
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где LT (xt, t) =
[
In, C

T
D
T (K)

]
, K = K∗ + K̃. Потребуем, чтобы

наряду с (6.2.7) и (6.2.9) выполнялись неравенства

v(xt+1, t+1)−v(xt, t) ≤ −ϕt ≤ −η ‖xt‖2, (xt, t) ∈ S0×T , (6.3.4)

где S0 — окрестность точки x = 0, содержащая x0. Для этого
достаточно, чтобы выполнялись соотношения (6.3.2) и

MT
0 Xt+1M0 −Xt + LT0 ΦL0 + ε0In ≤ 0, t ∈ T , (6.3.5)

где M0 =M(0, t), L0 = L(0, t), ε0 > 0.
При условиях (6.2.9) и (6.3.4) состояние xt ≡ 0 замкнутой си-

стемы (6.2.6) асимптотически устойчиво и выполняется оценка
функционала

Ju(x0) ≤
∞∑

i=0

[v(xt, t)− v(xt+1, t+ 1)] = xT0X0x0 = ω. (6.3.6)

Матрица M0 в (6.3.5) содержит выражение оператора
D0(K) = (Im −KD0)

−1K, где D0 = D(0, t). Используя свойство
(3.1.41) данного оператора, перепишем матричное неравенство
(6.3.5) в виде F∗(K̃) ≤ 0, где

F∗(K̃)= W + UTD∗(K̃)V + V T
D
T
∗ (K̃)U + V T

D
T
∗ (K̃)R̂D∗(K̃)V,

W = MT
∗ Xt+1M∗ − Xt + Φ∗ + ε0In, M∗ = A + BD(K∗)C,

U = BT
∗ Xt+1M∗ + NT

∗ + R∗K∗C, V = C∗ = (Il − DK∗)
−1C,

R̂ = R∗ + BT
∗ Xt+1B∗, Φ∗ = LT∗ ΦL∗, L

T
∗ =

[
In, C

T
D
T (K∗)

]
,

B∗ = BG−1, D∗ = DG−1, N∗ = NG−1, R∗ = G−1TRG−1,
G = Im −K∗D.

Данное выражение представляет оператор вида (3.3.5). При-
меняя лемму 3.3.1 для оператора F∗(K̃), получаем следующий
результат.

Теорема 6.3.1 Пусть для некоторых матриц Xt = XT
t и

K∗(xt, t) выполняются соотношения (6.2.9) и

BTXt+1B +DTQD +R < GTPG, (6.3.7)
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


WX +Φ∗ + ε0In U
T
X +N∗ + CTKT

∗ R∗ CT∗
UX +NT

∗ +R∗K∗C RX +R∗ − P DT
∗

C∗ D∗ −Q−1


 ≤ 0,

(6.3.8)
где ε0 > 0, WX = MT

∗ Xt+1M∗ − Xt, UX = BT
∗ Xt+1M∗,

RX = BT
∗ Xt+1B∗, xt = 0, t ∈ T . Тогда любое управление

(6.2.3), (6.2.5) обеспечивает асимптотическую устойчивость
состояния xt ≡ 0 системы (6.2.1), общую квадратичную функ-
цию Ляпунова v(x, t) = xTXtx и оценку функционала качества
Ju(x0) ≤ v(x0, 0) = xT0X0x0.

Утверждение теоремы 6.3.1 выполняется для семейства си-
стем (6.2.1), (6.2.13), если вместо (6.3.8) использовать систему
матричных неравенств




Wijk +Φk + ε0In U
T
ijk +N∗ +CTk K

T
∗ R∗ CT∗k

Uijk +NT
∗ +R∗K∗Ck Rj +R∗ − P DT

∗

C∗k D∗ −Q−1


 < 0,

(6.3.9)
где Wijk = MT

ijkXt+1Mijk − Xt, Mijk = Ai + BjD(K∗)Ck,

Uijk = BT
∗jXt+1Mijk, Rj = BT

∗jXt+1B∗j , B∗j = Bj(Im −K∗D)−1,

Φk = LTkΦLk, L
T
k =

[
In, C

T
k D

T (K∗)
]
, C∗k = (Il − DK∗)

−1Ck,

i = 1, α, j = 1, β, k = 1, γ, ε0 > 0, xt = 0, t ∈ T .

Следствие 6.3.1 Пусть для некоторых матриц Xt = XT
t

и K∗(xt, t) выполняются соотношения (6.2.9) и (6.3.9). То-
гда любое управление (6.2.3), (6.2.5) обеспечивает асимпто-
тическую устойчивость состояния xt ≡ 0 семейства си-
стем (6.2.1), (6.2.13), общую квадратичную функцию Ля-
пунова v(x, t) = xTXtx и оценку функционала качества
Ju(x0) ≤ v(x0, 0) = xT0X0x0.

Приведем следствие теоремы 6.3.1 для семейства систем
(6.2.1), (6.2.13), (6.2.15) с использованием системы матричных
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неравенств с постоянными матрицами



ATi XAi −X + S ATi XBj +N CTk
BT
j XAi +NT R+BT

j XBj − P DT
s

Ck Ds −Q−1


 < 0, (6.3.10)

где i = 1, α, j = 1, β, k = 1, γ, s = 1, δ.

Следствие 6.3.2 Пусть для некоторой матрицы
X = XT > 0 выполняется система ЛМН (6.3.10) с по-
стоянными матрицами. Тогда любое управление (6.2.3), (6.2.5)
при K∗ ≡ 0 обеспечивает асимптотическую устойчивость
состояния xt ≡ 0 семейства систем (6.2.1), (6.2.13), (6.2.15)
общую квадратичную функцию Ляпунова v(x, t) = xTXx и
оценку функционала качества Ju(x0) ≤ v(x0) = xT0Xx0.

6.4 Обобщенное H∞-управление для дискретных

систем

Задачи синтеза обобщенного H∞-управления по выходу и мето-
ды их решения для непрерывных систем, изложенные в преды-
дущей главе, аналогично формулируются для систем управле-
ния с дискретным временем.

Сначала рассмотрим класс линейных систем (6.1.1) с управ-
лением

ut = K∗yt + wt, K∗ ∈ KD, (6.4.1)

где wt ∈ R
m — вектор неопределенности (внешних возмущений).

Замкнутая система представляется в виде

xt+1 = A∗xt +B∗wt, yt = C∗xt +D∗wt, t ∈ T , (6.4.2)

где A∗ = A + BD(K∗)C, D(K∗) = (Im − K∗D)−1K∗,
B∗ = B(Im−K∗D)−1, C∗ = (Il−DK∗)

−1C, D∗ = D(Im−K∗D)−1.
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Определим критерии качества JP,Q и JP,Q,X0
данной системы

вида (5.1.8) и (5.1.9) соответственно, где

‖y‖2Q =
∞∑

t=0

yTt Qyt, ‖w‖2P =
∞∑

t=0

wTt Pwt.

Лемма 6.4.1 Пусть для некоторой матрицы K∗ ∈ KD

ρ(A∗) < 1, где A∗ = A+BD(K∗)C. Тогда JP,Q < 1 в том и толь-
ко в том случае, когда для некоторой матрицы X = XT > 0
выполняется матричное неравенство

Φ1 =

[
AT∗XA∗ −X + CT∗ QC∗ AT∗XB∗ + CT∗ QD∗

BT
∗ XA∗ +DT

∗ QC∗ BT
∗ XB∗ +DT

∗ QD∗ − P

]
< 0.

(6.4.3)
Для выполнения оценки JP,Q,X0

< 1 необходимо и достаточно,
чтобы матричное неравенство (6.4.3) имело решение X такое,
что

0 < X ≤ X0. (6.4.4)

Если JP,Q,X0
< 1, в частности, JP,Q < 1, то система (6.4.2) с

неопределенностью

wt = Θyt, ΘTPΘ ≤ Q, t ∈ T , (6.4.5)

робастно устойчива с общей функцией Ляпунова v(x) = xTXx,
где X = XT > 0 — решение матричного неравенства (6.4.3).

Если в утверждениях леммы 6.4.1 вместо (6.4.3) использовать
нестрогое матричное неравенство Φ1 ≤ 0, то получим аналогич-
ные критерии выполнения оценок JP,Q ≤ 1 и JP,Q,X0

≤ 1.
Сформулируем аналоги теорем 5.1.1 и 5.1.2 для системы

(6.4.2). Их доказательство сводится к использованию аналогич-
ных утверждений в случае единичных матриц P и Q [15] (см.
параграф 5.1).

Используя выражения A∗ = A + BK0C, B∗ = B + BK0D,
C∗ = C +DK0C, D∗ = D + DK0D и лемму Шура, перепишем
соотношение (6.4.3) в виде ЛМН относительно K0 = D(K∗):

LT0K0R0 +RT0K
T
0 L0 +Ω < 0, (6.4.6)
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где

Ω =




−X−1 A B 0
AT −X 0 CT

BT 0 −P DT

0 C D −Q−1


 , R

T
0 =




0
CT

DT

0


 , L

T
0 =




B
0
0
D


 .

Вычисляя матрицы WR0
и WL0

и применяя леммы 8.2.1 и 8.3.1,
получаем условия разрешимости данного неравенства вида

W T
R

[
ATXA−X + CTQC ATXB + CTQD
BTXA+DTQC BTXB +DTQD − P

]
WR < 0,

W T
L

[
AY AT − Y +BP−1BT AY CT +BP−1DT

CY AT +DP−1BT CY CT +DP−1DT−Q−1

]
WL<0,

(6.4.7)
где R =

[
C,D

]
, L =

[
BT ,DT

]
и Y = X−1.

Теорема 6.4.1 Существует регулятор (6.4.1), для которо-
го JP,Q < 1 (JP,Q,X0

< 1), в том и только в том случае, когда
система ЛМН (6.4.7)

(
(6.4.4) и (6.4.7)

)
разрешима относитель-

но взаимно обратных матриц X = XT > 0 и Y = Y T > 0.
При этом замкнутая система (6.1.1), (6.4.1) с неопределенно-
стью (6.4.5) робастно устойчива с общей функцией Ляпунова
v(x) = xTXx.

Рассмотрим для системы (6.1.1) критерии качества JP,Q и
JP,Q,X̂0

типа (5.1.8) и (5.1.9) соответственно и класс динамиче-
ских регуляторов

ξt+1 = Zξt + V yt, ut = Uξt +Kyt + wt, t ∈ T , (6.4.8)

где w ∈ R
m — вектор входных сигналов. Если начальный вектор

регулятора (6.4.8) нулевой, то JP,Q,X̂0
= JP,Q,X0

. При условии

K ∈ KD объединенная система (6.1.1), (6.4.8) приводится к виду

x̂t+1 = M̂x̂t + N̂wt, yt = F̂ x̂t + Ĝwt, t ∈ T , (6.4.9)
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где

x̂t =

[
xt
ξt

]
, M̂ =

[
A+BK0C BU0

V0C Z0

]
, N̂ =

[
B +BK0D

V0D

]
,

F̂ =
[
C +DK0C,DU0

]
, K0 = D(K), U0 = (Im −KD)−1U ,

Ĝ = D+DK0D, V0 = V (Il−DK)−1, Z0 = Z+V D(Im−KD)−1U .

Если ρ(M̂ ) < 1, то согласно лемме 6.4.1 JP,Q < 1 в том и

только в том случае, когда для некоторой матрицы X̂ = X̂T > 0
выполняется соотношение
[
M̂T X̂M̂ − X̂ + F̂ TQF̂ M̂T X̂N̂ + F̂ TQĜ

N̂T X̂M̂ + ĜTQF̂ N̂T X̂N̂ + ĜTQĜ− P

]
< 0. (6.4.10)

Неравенство JP,Q,X̂0
< 1 равносильно совместности системы

соотношений (5.1.21) и (6.4.10). Согласно теореме 6.4.1 усло-
вия совместности соотношения (6.4.10), представленного в виде
ЛМН относительно K̂0, выражаются в терминах диагональных
блоков X и Y матриц (5.1.24). Существование взаимно обрат-
ных блочных матриц X̂ и Ŷ вида (5.1.24) для заданных матриц
X и Y равносильно соотношениям

W =

[
X In
In Y

]
≥ 0, rankW ≤ n+ r. (6.4.11)

Теорема 6.4.2 Существует динамический регулятор
(6.4.8) с начальным вектором ξ0 = 0, для которого JP,Q < 1
(JP,Q,X0

< 1), в том и только в том случае, когда система
соотношений (6.4.7) и (6.4.11)

(
(6.4.4), (6.4.7) и (6.4.11)

)

разрешима относительно матриц X = XT > 0 и Y = Y T > 0.

Отметим, что каждое из неравенств JP,Q < 1 и JP,Q,X0
< 1

обеспечивает робастную устойчивость замкнутой системы
(6.4.9) с неопределенностью (6.4.5). При этом матрицы искомого
регулятора определяются в виде (5.1.23) в результате решения
некоторого ЛМН вида (5.2.9).
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Рассматривая класс дискретных систем с управляемыми и
измеряемыми выходами

xt+1 = Axt +B1wt +B2ut,
zt = C1xt +D11wt +D12ut,
yt = C2xt +D21wt +D22ut, t ∈ T ,

(6.4.12)

используем критерии качества JP,Q и JP,Q,X0
вида (5.2.2) и

(5.2.3) соответственно, где

‖z‖2Q =
∞∑

t=0

zTt Qzt, ‖w‖2P =
∞∑

t=0

wTt Pwt.

Закон управления для данной системы ищем в виде динамиче-
ского регулятора порядка r:

ξt+1 = Zξt + V yt, ut = Uξt +Kyt, ξ0 = 0, t ∈ T . (6.4.13)

где det(Im−KD22) 6= 0. Случаю r = 0 соответствует статический
регулятор по выходу ut = Kyt.

Замкнутая система (6.4.12), (6.4.13) представляется в виде

x̂t+1 = M̂x̂t + N̂wt, zt = F̂ x̂t + Ĝwt, t ∈ T , (6.4.14)

где x̂Tt =
[
xTt , ξ

T
t

]
, а матричные коэффициенты M̂ , N̂ , F̂ и Ĝ сов-

падают с блочными выражениями, определеными в (5.2.6). Изу-
чая условия разрешимости относительно K̂0 матричного нера-
венства (6.4.10), преобразованного к виду (5.2.9) (см. вывод тео-
ремы 6.4.2), приходим к соотношениям (6.4.11) и

W T
R

[
ATXA−X + CT1 QC1 ATXB1 + CT1 QD11

BT
1 XA+DT

11QC1 BT
1 XB1 +DT

11QD11 − P

]
WR < 0,

W T
L

[
AY AT− Y +B1P

−1BT
1 AY CT1 +B1P

−1DT
11

C1Y A
T+D11P

−1BT
1 C1Y C

T
1 +D11P

−1DT
11−Q−1

]
WL< 0,

(6.4.15)
где R =

[
C2,D21

]
, L =

[
BT

2 ,D
T
12

]
. В результате имеем дискрет-

ный аналог теоремы 5.2.1.
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Теорема 6.4.3 Существует динамический регулятор
(6.4.13), для которого JP,Q < 1 (JP,Q,X0

< 1), в том и только
в том случае, когда система соотношений (6.4.11) и (6.4.15)(
(6.4.4), (6.4.11) и (6.4.15)

)
разрешима относительно матриц

X = XT > 0 и Y = Y T > 0.

Отметим, что каждое из неравенств JP,Q < 1 и JP,Q,X0
< 1

обеспечивает робастную устойчивость замкнутой системы
(6.4.14) с неопределенностью

wt = Θzt, ΘTPΘ ≤ Q. (6.4.16)

Матрицы искомого регулятора определяются в виде (5.2.7) в
результате решения некоторого ЛМН вида (5.2.9).

На основе теорем 6.4.1, 6.4.2 и 6.4.3 для системы (6.1.1) мож-
но построить дискретные аналоги алгоритмов синтеза статиче-
ских и динамических регуляторов, обеспечивающих робастную
устойчивость замкнутой системы c общей квадратичной функ-
ции Ляпунова v(x̂) = x̂T X̂x̂ и соответствующие оценки крите-
риев качества JP,Q < 1 и JP,Q,X0

< 1 (см. главу 5).

Определение 6.4.1 Система (6.4.12) называется неэкспан-
сивной, если для любого ограниченного вектора неопределен-
ности wt ее вектор выхода zt при любом ν > 0 удовлетворяет
условию

ν∑

t=0

zTt Qzt ≤
ν∑

t=0

wTt Pwt + xT0X0x0, (6.4.17)

где P = P T > 0, Q = QT > 0 и X0 = XT
0 > 0 — некоторые

матрицы.

Очевидно, что для неэкспансивной системы критерий каче-
ства JP,Q,X0

≤ 1. Можно сформулировать аналоги лемм 5.3.1
и 5.3.2, представляющие условия неэкспансивности некоторых
классов дискретных систем управления, а также алгоритмы по-
строения регуляторов, обеспечивающих данным системам свой-
ство неэкспансивности.



Глава 7

Динамические системы и конусные
неравенства

В теории систем и приложениях используются непрерывные и
дискретные модели динамических объектов, состояния которых
имеют определенные свойства по отношению к некоторому ко-
нусу фазового пространства (позитивность, монотонность, ко-
оперативность и т. п.). Эти свойства могут быть обусловлены
самой природой изучаемого объекта или структурой проектиру-
емой системы управления (см., например, [40, 101, 112]. Классы
позитивных и монотонных систем возникают в теории устой-
чивости в качестве систем сравнения [2, 44, 56, 79]. Некоторые
модели биологических и социальных систем имеют свойства ти-
па кооперативности или конкуренции, которые определяются с
помощью конуса неотрицательных векторов [112].

Данная глава посвящена изучению и использованию свойств
динамических систем, обобщающих понятия позитивности и мо-
нотонности относительно конуса. В параграфе 7.1 даются основ-
ные определения и факты теории конусов и динамических си-
стем в пространстве с конусом. Приводится обобщенная класси-
фикация непрерывных и дискретных систем относительно кону-
са с целью их использования в задачах устойчивости (параграф
7.2). Формулируются критерии экспоненциальной устойчивости
линейных систем в терминах положительно обратимых опера-
торов и конусных неравенств, а также аналог теоремы Ляпуно-
ва об устойчивости состояний равновесия нелинейных диффе-
ренциальных систем по первому приближению с использовани-

239
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ем понятия производных по конусу от нелинейного оператора;
устанавливаются условия позитивности и абсолютной устойчи-
вости в конусе некоторого класса дифференциальных систем
с запаздыванием (параграф 7.3). Предлагается описание инва-
риантных множеств нелинейных систем в терминах конусных
неравенств (параграф 7.4) и вытекающая из него обобщенная
методика сравнения семейства систем (параграф 7.5). В пара-
графе 7.6 приводятся методы исследования робастной устой-
чивости состояний равновесия классов позитивных линейных
и нелинейных систем. Задача построения регуляторов, обеспе-
чивающих позитивность и устойчивость состояний равновесия
систем управления, и некоторые подходы к ее решению приво-
дятся в параграфе 7.7.

7.1 Определения и вспомогательные факты

Выпуклое замкнутое множество K вещественного нормирован-
ного пространства E называется клином, если αK + βK ⊂ K
∀α, β ≥ 0. Клин K является конусом, если его лезвие
K ∩ −K = {0}. Пространство с конусом полуупорядочено:

X
K
≤ Y ⇐⇒ Y − X ∈ K. Телесный конус K состоит из мно-

жества внутренних точек intK =
{
X : X

K
> 0

}
6= ∅ и границы

∂K. Ненулевые элементы X ∈ K обозначаются как X
K≻ 0.

Конус K называется нормальным, если 0
K
≤ X

K
≤ Y влечет

оценку ‖X‖ ≤ ν‖Y ‖, где ν – универсальная константа. Наи-
меньшее из таких чисел ν называется константой нормально-
сти конуса K. Свойство нормальности конуса K равносильно
выполнению неравенства ‖X‖ ≤ ν‖V ‖+(ν+1)‖U‖ с константой

нормальности ν для любого конусного интервала U
K
≤ X

K
≤ V .

Если E = K − K, то конус K воспроизводящий. Воспроизво-
дящий конус K является несплющенным, т. е. из X = X+ −X−

и X± ∈ K следует ‖X±‖ ≤ µ‖X‖, где µ — универсальная кон-
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станта.

Типичными примерами нормальных воспроизводящих кону-
сов в конечномерных пространствах являются множество векто-
ров с неотрицательными элементами, круговой конус Минков-
ского, множество симметричных неотрицательно определенных
матриц и др. (см. параграф 8.7).

Множество D ⊂ E называется K–выпуклым, если для любой

пары точек X,Y ∈ D из X
K
≤ Y следует (1 − γ)X + γY ∈ D

при γ ∈ (0, 1). Любой конус K и любое выпуклое множество
являются K–выпуклыми.

Сопряженный конус K∗ состоит из линейных функционалов
ϕ ∈ E∗, принимающих неотрицательные значения на K, причем

K =
{
X ∈ E : ϕ(X) ≥ 0, ∀ϕ ∈ K∗

}
,

K∗ =
{
ϕ ∈ E∗ : ϕ(X) ≥ 0, ∀X ∈ K

}
,

intK =
{
X ∈ K : ϕ(X) > 0, ∀ϕ 6= 0 ∈ K∗

}
,

∂K =
{
X ∈ K : ∃ϕ 6= 0 ∈ K∗, ϕ(X) = 0

}
.

Функционал ϕ ∈ E∗ называется равномерно положитель-
ным, если найдется такое γ > 0, что ϕ(X) ≥ γ‖X‖ для всех
x ∈ K. Равномерно положительный функционал ϕ ∈ E∗ являет-

ся строго положительным: ϕ(X) > 0 при X
K≻ 0. Конус K допус-

кает оштукатуривание K0, если каждая точка X0 ∈ K входит в
конус K0 вместе с шаровой окрестностью ‖X−X0‖ ≤ δ‖X0‖, где
δ > 0 не зависит от X0. Оштукатуриваемость конуса K равно-
сильна телесности конуса K∗, а также существованию равномер-
но положительного функционала ϕ ∈ E∗. Каждый оштукатури-
ваемый конус нормален. В конечномерном пространстве каж-
дый конус допускает оштукатуривание. Конус K нормальный
(воспроизводящий) в том и только в том случае, когда сопря-
женный конус K∗ является воспроизводящим (нормальным).
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Пусть в банаховом пространстве E1(E2) выделен конус
K1(K2). Оператор M : E1 → E2 называется монотонным, ес-

ли X
K1≤ Y =⇒ MX

K2≤ MY. Монотонность линейного опера-
тора M равносильна его положительности: MK1 ⊆ K2. Нера-
венство между операторами M1 E M2 означает, что оператор
M2 − M1 положительный. Если оператор M положительный,
то сопряженный оператор M

∗ : E∗
2 → E∗

1 также положительный
(M∗K∗

2 ⊆ K∗
1). Если ME1 ⊆ K2, то оператор M всюду положи-

тельный. Положительный оператор M равномерно положите-
лен, если ‖MX‖ ≥ γ‖X‖ для некоторого γ > 0 при всех X ∈ K.

Линейный оператор M называется положительно обрати-
мым, если K2 ⊆ MK1, т. е. для любого Y ∈ K2 уравнение
MX = Y имеет решение X ∈ K1. Поскольку (M−1)∗ = (M∗)−1,
то из положительной обратимости оператора M следует поло-
жительная обратимость оператора M

∗. Если K2 — нормальный
воспроизводящий конус и M1 E M E M2, то из положительной
обратимости операторов M1 и M2 вытекает положительная об-
ратимость оператора M, причем M

−1
2 E M

−1 E M
−1
1 [40].

Критерием положительной обратимости класса операторов

M = L−P, PK1 ⊆ K2 ⊆ LK1, (7.1.1)

где K2 — нормальный воспроизводящий конус, является нера-
венство ρ(T) < 1, где ρ(T) — спектральный радиус пучка опе-
раторов T(λ) = P−λL [51]. Если конус K2 телесный, то данное

неравенство эквивалентно существованию элементов X
K1≥ 0 и

Y
K2

> 0, связанных уравнением MX = Y.
Оператор M : E → E называется внедиагонально положи-

тельным, если ϕ(MX) ≥ 0 для любых X ∈ K и ϕ ∈ K∗ таких,
что ϕ(X) = 0. Если M D αI для некоторого α, где I — тожде-
ственный оператор, то оператор M внедиагонально положите-
лен. Обратное утверждение справедливо при дополнительных
ограничениях в случае α ≤ −νµ‖M‖, где ν и µ — константы
нормальности и несплющенности K соответственно [114].
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Приведем примеры положительных операторов.
Линейный оператор M : R

n×m → R
p×q представим в виде

MX =

n,m∑

i,j=1

xijAij , Aij ∈ Kpq,

где Kpq — конус неотрицательных матриц размера p × q, в том
и только в том случае, когда MKnm ⊆ Kpq. В частности, лю-
бой линейный оператор, сохраняющий конус неотрицательных
векторов Kn, имеет вид Mx = Ax, где A ∈ Knn.

Произвольный линейный оператор, сохраняющий конус эр-
митовых неотрицательно определенных матриц, представим в
виде [51]

MX =
∑

k

AkXA
∗
k +

∑

s

BsX
TB∗

s , Ak, Bs ∈ C
n×n.

Линейный интегральный оператор

Mx(t) =

∫

∆
H(t, τ)x(τ)dτ

положителен относительно конуса неотрицательных функций
X(t) в некотором пространстве E , если ядро H(t, τ) неотрица-
тельно (t, τ ∈ ∆).

Линейный ограниченный оператор F
′(X0) называется произ-

водной Гато от нелинейного оператора F : E1 → E2 в точке X0,
если существует предел

lim
ε→0

1

ε
[F(X0 + εH)− FX0] = F

′(X0)H

в смысле сильной сходимости (по норме). Если данное соотно-

шение выполняется лишь при H
K1≥ 0, то F

′(X0) — производная
по конусу K1 оператора F [39]. Производная Фреше F

′(X0) по
конусу K1 определяется соотношениями

F(X0 +H)−FX0 = F
′(X0)H +R(X0,H), R(X0,H) = o(‖H‖),
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где H
K1≥ 0. Производная Фреше является также производной

Гато. Если производная Гато непрерывна в окрестности точки
X0, то она является производной Фреше. В дальнейшем через
F
′
+(X0) (F′

−(X0)) будем обозначать производные Гато и Фреше
по конусу K1 (−K1) в точке X0.

7.2 Классификация динамических систем относи-

тельно конуса

Пусть в некоторой области D банахового пространства X функ-
ционирует непрерывная или дискретная динамическая система
S, состояния которой определяются в виде

Xt = E(Xτ , τ, t) ∈ X , τ ∈ Υ, t ∈ Υτ , (7.2.1)

где E — оператор, определяющий переход из начального состо-
яния Xτ в состояние Xt и имеющий свойства

E(X, τ, τ) = X, E
(
E(X, τ, t), t, s

)
= E(X, τ, s), t ∈ Υτ , s ∈ Υt,

Υτ = {t ∈ Υ : t ≥ τ}, Υ ⊆ R — упорядоченное множество ин-
дексов. Система S является непрерывной, дискретной или ги-
бридной в зависимости от структуры множества Υ. В случае
дискретного времени Υ = {0, 1, . . . }. Линейному оператору E

соответствует линейная система S. Отметим, что E(·, τ, τ) ≡ I

— тождественный оператор. Если E(Θ, τ, t) ≡ Θ, то Xt ≡ Θ —
состояние равновесия (стационарное движение) системы S. Бу-
дем рассматривать лишь изолированные состояния равновесия.

Пусть Kt постоянное или изменяющееся во времени множе-
ство в X . В качестве Kt мы можем использовать линейное пре-
образование Kt = L(t)K заданного постоянного множества K.
При этом Kt является конусом, если kerL(t) ≡ {0} и K — конус.
Если E(Kτ , τ, t) ⊆ Kt при t ∈ Υτ , то Kt — инвариантное мно-
жество системы S. Система является позитивной относитель-
но инвариантного конуса Kt. Система S является монотонной
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относительно конуса Kt, если

Xτ

Kτ≤ Yτ ⇒ Xt = E(Xτ , τ, t)
Kt≤ Yt = E(Yτ , τ, t) (7.2.2)

при любых τ ∈ Υ и t ∈ Υτ . Позитивную (монотонную) дина-
мическую систему S определяет положительный (монотонный)
оператор E. Обозначим классы монотонных и позитивных си-
стем относительно ±Kt соответственно через M и M±

0 .

Рассмотрим множества

K+
t (Θ) =

{
X ∈ X : X

Kt≥ Θ
}
, K−

t (Θ) =
{
X ∈ X : X

Kt≤ Θ
}
,

где Θ ∈ X , Kt — конус. Для классов систем с инвариантными
множествами K±

t (Θ) используем обозначения M±
0 (Θ). Обозна-

чим классы систем, имеющих свойство (7.2.2) при Yτ ∈ K+
τ (Θ),

Xτ ∈ K+
τ (Θ), Xτ ∈ K−

τ (Θ) и Yτ ∈ K−
τ (Θ), соответственно через

M+
1 (Θ), M+

2 (Θ), M−
1 (Θ) и M−

2 (Θ). Очевидно, что

M ⊆ M±
1 (Θ) ⊆ M±

2 (Θ), M ⊆ M1(Θ) ⊆ M2(Θ),

где M1(Θ) = M+
1 (Θ)∩M−

1 (Θ), M2(Θ) = M+
2 (Θ)∩M−

2 (Θ). Си-
стема класса M±

2 (Θ) монотонна в K±
t (Θ). Каждая система из

M+
2 (Θ), M−

2 (Θ) или M2(Θ), обладающая состоянием равнове-
сия Xt ≡ Θ, принадлежит соответственно M+

0 (Θ), M−
0 (Θ) или

M0(Θ) = M+
0 (Θ) ∩ M−

0 (Θ). Линейная система S, позитивная
относительно конуса Kt, принадлежит каждому из введенных
классов систем.

Опишем введенные классы систем S из состояниями (7.2.1) с
помощью включений

E
′
±(X, τ, t)Kτ ⊆ Kt, X ∈ D, τ ∈ Υ, t ∈ Υτ , (7.2.3)

где E
′
±(X, τ, t) — производные Гато оператора E(X, τ, t) по ко-

нусу ±Kτ . Принадлежность системы S определенным классам
будем обозначать символом ∈.
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Лемма 7.2.1 Пусть оператор E(X, τ, t) дифференцируем по
Гато относительно ±Kτ в Kτ -выпуклой области D при τ ∈ Υ,
t ∈ Υτ . Тогда:

(i) S ∈ M в том и только в том случае, когда выполняется
одно из включений (7.2.3);

(ii) S ∈ M±
0 (Θ), если E(Θ, τ, t)−Θ ∈ ±Kt и включение (7.2.3)

выполняется при X ∈ K±
τ (Θ);

(iii) S ∈ M±
2 (Θ) в том и только в том случае, когда вклю-

чение (7.2.3) выполняется при X ∈ K±
τ (Θ).

Утверждения необходимости (i) и (iii) в лемме 7.2.1 устанав-
ливаются на основе определений соответствующих классов си-
стем S и производных Гато

lim
ε→0

1

ε

[
E(X+εH, τ, t)−E(X, τ, t)

]
=E

′
±(X, τ, t)H,X ∈ D, H ∈ K±

τ .

Достаточность утверждений (i) – (iii) следует из соотношения
типа Лагранжа [39]:

ϕ
(
E(X +H, τ, t)−E(X, τ, t)

)
= ϕ

(
E

′
±(Z, τ, t)H

)
,

где ϕ ∈ X ∗, Z = X+µH ∈ Co{X,X+H}, 0 < µ < 1,X иX+H —
произвольные точки некоторого выпуклого множества. С этой
целью мы используем лишь функционалы ϕ ∈ ±K∗

t и свойство
Kτ–выпуклости D. Кроме того, Z = (1 − µ)X + µ(X +H) ∈ D
при X ∈ D и H ∈ ±Kτ .

7.2.1 Дифференциальные системы

Рассмотрим нелинейную дифференциальную систему

Ẋ = F(X, t), t ≥ τ ≥ 0, (7.2.4)

где F — непрерывная оператор-функция, удовлетворяющая
условиям существования и единственности непрерывно диффе-
ренцируемого решения X(t) = E(Xτ , τ, t) для любых τ ≥ 0 и
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Xτ ∈ D. Пусть Kt — конус в фазовом пространстве X . Напри-
мер, преобразование Ляпунова Kt = L(t)K постоянного конуса
K, заданного в фазовом пространстве системы

Ż = G(Z, t), G(Z, t) = L
−1(t)F

(
L(t)Z, t

)
− L

−1(t)L̇(t)Z,

также является конусом. В этом случае связь между решения-
ми X(t) = L(t)Z(t) может быть использована при изучении их
свойств относительно выделенных конусов.

С помощью сопряженного конуса K∗
t при t ≥ 0 определим

следующие условия:

X
Kt≥ Θ, ϕ ∈ K∗

t , ϕ(X −Θ) = 0 =⇒ ϕ
(
F(X, t)

)
≥ 0, (7.2.5)

X
Kt≤ Y, ϕ ∈ K∗

t , ϕ(X − Y ) = 0 =⇒ ϕ
(
F(X, t)− F(Y, t)

)
≤ 0.

(7.2.6)
Пусть F±

0 (Θ) — классы оператор-функций F, удовлетворяющих
условию (7.2.5) относительно ±Kt. Класс оператор-функций
F, обладающих свойством (7.2.6), обозначим через F . Опре-
делим также классы оператор-функций F+

1 (Θ), F+
2 (Θ), F−

1 (Θ)
and F−

2 (Θ), обладающих свойством (7.2.6) соответственно при
Y ∈ K+

t (Θ), X ∈ K+
t (Θ), X ∈ K−

t (Θ) и Y ∈ K−
t (Θ). Обозначим

пересечения Fk(Θ) = F+
k (Θ)∩F−

k (Θ), k = 0, 1, 2. Очевидно, что

F ⊆ F±
1 (Θ) ⊆ F±

2 (Θ), F ⊆ F1(Θ) ⊆ F2(Θ).

Лемма 7.2.2 Пусть Kt — телесный конус, обладающий
свойством вложения

0 ≤ τ < t =⇒ Kτ ⊆ Kt. (7.2.7)

Тогда:

(i) система (7.2.4) монотонна относительно Kt, если F ∈ F ;

(ii) система (7.2.4) принадлежит классу M±
0 (Θ), если

F ∈ F±
0 (Θ);
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(iii) система (7.2.4) принадлежит классу M±
0 (Θ) ∩M±

k (Θ),
если F ∈ F±

k (Θ), k = 1, 2;
(iv) система (7.2.4) принадлежит классу M±

k (Θ), если
F(Θ, t) ∈ ±Kt и F ∈ F±

k (Θ), k = 1, 2.

Отметим, что в случае постоянного конуса Kt = K можно
сформулировать обратные утверждения леммы 7.2.2 [55].

Для того, чтобы F ∈ F+
0 (Θ) и F ∈ F−

0 (Θ), достаточно выпол-
нения соответствующих условий

F(X, t)
Kt≥ α+(X, t) (X −Θ), X −Θ ∈ ∂Kt, t ≥ 0;

F(X, t)
Kt≤ α−(X, t) (X −Θ), Θ−X ∈ ∂Kt, t ≥ 0,

где α±(X, t) — скалярные функции. Аналогично, если

F(X, t) − F(Y, t)
Kt≤ β(X,Y, t) (X − Y ), Y −X ∈ ∂Kt, t ≥ 0,

где β(X,Y, t) — скалярная функция, то F ∈ F . Если последнее
условие выполняется при Y ∈ K+

t (Θ), X ∈ K+
t (Θ), X ∈ K−

t (Θ)
и Y ∈ K−

t (Θ), то соответственно F ∈ F+
1 (Θ), F ∈ F+

2 (Θ),
F ∈ F−

1 (Θ) и F ∈ F−
2 (Θ).

Можно описать классы оператор-функций F , F±
0 (Θ) и F±

2 (Θ)
в терминах следующих операторных неравенств:

F
′
±(X, t) D β±(X, t)I, X ∈ D, t ≥ 0, (7.2.8)

где β±(X, t) — скалярные функции. Эти неравенства означают,
что операторы F

′
±(X, t) являются внедиагонально положитель-

ными относительно Kt при X ∈ D и t ≥ 0.

Лемма 7.2.3 Пусть оператор-функция F(X, t) дифферен-
цируема по Гато относительно ±Kt в Kt-выпуклой области
D при t ≥ 0. Тогда:

(i) F ∈ F , если выполняется одно из операторных нера-
венств (7.2.8);
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(ii) F ∈ F±
0 (Θ), если F(Θ, t) ∈ ±Kt и (7.2.8) выполняется при

X ∈ K±
t (Θ);

(iii) F ∈ F±
2 (Θ), если (7.2.8) выполняется при X ∈ K±

t (Θ).

Утверждения (i) – (iii) леммы 7.2.3 устанавливаются с по-
мощью соотношения типа Лагранжа для оператор-функции
F(X, t):

ϕ
(
F(X +H, t)−F(X, t)

)
= ϕ

(
F
′
±(Z, t)H

)
, H ∈ ±Kt, ϕ ∈ ±K∗

t ,

где Z = X + µH ∈ Co{X,X +H}, 0 < µ < 1. Если производная
Гато F′

±(Z, t) как оператор-функция непрерывна, то

F(X +H, t)− F(X, t) =

∫ 1

0
F
′
±(X + µH, t)H dµ, H ∈ ±Kt.

Таким образом, введенные классы дифференциальных си-
стем (7.2.4) при условиях лемм 7.2.2 и 7.2.3 можно описать в
терминах внедиагонально положительных операторов.

Введем классы оператор-функций, которые мы будем ис-
пользовать в теории сравнения систем (параграф 7.5) и, в част-
ности, в задачах робастной устойчивости состояний позитивных
систем (параграф 7.6). Будем писать F ∈ F , если можно уста-
новить такое соответствие между решениями системы (7.2.4) и

дифференциального неравенства Ż
Kt≤ F(Z, t), что

Z(τ)
Kτ≤ X(τ) =⇒ Z(t)

Kt≤ X(t), t > τ ≥ 0.

Если при этом X(τ) ∈ K+
τ (Θ) (Z(τ) ∈ K+

τ (Θ)), то F ∈ F1(Θ)
(F ∈ F2(Θ)). Аналогично определяются классы оператор-
функций F , F1(Θ) и F2(Θ), используя −Kt вместо Kt. Очевид-
но, что

F ⊆ F1(Θ) ⊆ F2(Θ), F ⊆ F1(Θ) ⊆ F2(Θ).

Если F ∈ F∪F , то система (7.2.4) является монотонной отно-
сительно Kt. Если F ∈ F и F (Θ, t) ∈ Kt (F ∈ F и F(Θ, t) ∈ −Kt),
то система (7.2.4) принадлежит M+

0 (Θ) (M−
0 (Θ)).
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Лемма 7.2.4 Если выполняются условия леммы 7.2.2, то:

(i) F ⊆ F ∩ F ;

(ii) F+
1 (Θ) ∩ F+

0 (Θ) ⊆ F1(Θ), F−
1 (Θ) ∩ F−

0 (Θ) ⊆ F1(Θ);

(iii) F+
2 (Θ) ∩ F+

0 (Θ) ⊆ F2(Θ), F−
2 (Θ) ∩ F−

0 (Θ) ⊆ F2(Θ).

7.2.2 Разностные системы

Рассмотрим нелинейную разностную систему

Xt+1 = G(Xt, t), τ ∈ Υ, t ∈ Υτ , (7.2.9)

где G — непрерывная оператор-функция, удовлетворяю-
щая условиям существования и единственности решения
Xt = E(Xτ , τ, t), t ∈ Υτ = {τ, τ + 1, . . . }, для любого
τ ∈ Υ = {0, 1, . . . }, Xτ ∈ D.

Введем следующие условия:

X
Kt≥ Θ =⇒ G(X, t)

Kt+1

≥ Θ, t ∈ Υ, (7.2.10)

X
Kt≤ Y =⇒ G(X, t)

Kt+1

≤ G(Y, t), t ∈ Υ. (7.2.11)

Если конус Kt имеет свойство вложения (7.2.7), то положитель-
на и монотонна относительно Kt оператор-функция G удовле-
творяет условиям (7.2.10) при Θ = 0 и (7.2.11) соответственно.

Пусть G±
0 (Θ) обозначает класс оператор-функций G, удовле-

творяющих условию (7.2.10) относительно ±Kt. Пусть G — класс
оператор-функций G, удовлетворяющих условию (7.2.11). Ана-
логично определяем классы оператор-функций G+

1 (Θ), G+
2 (Θ),

G−
1 (Θ) и G−

2 (Θ), имеющих свойство (7.2.11) соответственно при
Y ∈ K+

t (Θ), X ∈ K+
t (Θ), X ∈ K−

t (Θ) и Y ∈ K−
t (Θ). Обозначим

пересечения Gk(Θ) = G+
k (Θ) ∩ G−

k (Θ), k = 0, 1, 2. Очевидно, что

G ⊆ G±
1 (Θ) ⊆ G±

2 (Θ), G ⊆ G1(Θ) ⊆ G2(Θ).

Лемма 7.2.5 Выполняются следующие утверждения:
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(i) K±
t (Θ) является инвариантным множеством системы

(7.2.9) в том и только в том случае, когда G ∈ G±
0 (Θ);

(ii) система (7.2.9) монотонна относительно Kt в том и
только в том случае, когда G ∈ G;

(iii) если система (7.2.9) принадлежит M±
k (Θ), то

G ∈ G±
k (Θ), k = 1, 2; обратное утверждение выполняется, если

G ∈ G±
0 (Θ) или G(Θ, t)−Θ ∈ ±Kt+1, t ∈ Υ.

Если система (7.2.9) имеет состояние равновесия Xt ≡ Θ или
инвариантные множества K±

t (Θ), то согласно утверждению (iii)
она принадлежит классу Mk(Θ) в том и только в том случае,
когда G ∈ G+

k (Θ) ∩ G−
k (Θ), k = 1, 2.

Можно описать классы оператор-функций G, G±
0 (Θ) и G±

2 (Θ)
с помощью следующих включений:

G
′
±(X, t)Kt ⊆ Kt+1, X ∈ D, t ∈ Υ, (7.2.12)

где G
′
±(X, t) — производные Гато G(X, t) относительно ±Kt.

Лемма 7.2.6 Пусть оператор-функция G(X, t) дифферен-
цируема по Гато относительно ±Kt в Kt-выпуклой области
D при t ∈ Υ. Тогда:

(i) G ∈ G, если выполняется одно из включений (7.2.12);

(ii) G ∈ G±
0 (Θ), если G(Θ, t) ∈ ±Kt+1 и включение (7.2.12)

выполняется при X ∈ K±
t (Θ);

(iii) G ∈ G±
2 (Θ), если включение (7.2.12) выполняется при

X ∈ K±
t (Θ).

7.3 Позитивность и устойчивость автономных

систем

Рассмотрим непрерывную или дискретную динамическую си-
стему S из состояниями (7.2.1), полагая соответственно
Υ = [0,∞) или Υ = {0, 1, . . . }.
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Определение 7.3.1 Состояние равновесия Xt ≡ Θ динами-
ческой системы S называется устойчивым в K+

t (Θ), если для
любых ε > 0 и τ ∈ Υ существует δ > 0 такое, что Xt ∈ Sε(t) при
t ∈ Υτ и Xτ ∈ Sδ(τ), где Sε(t) = {X ∈ K+

t (Θ) : ‖X − Θ‖ ≤ ε}.
Если при этом для некоторого δ > 0 из Xτ ∈ Sδ(τ) следует
‖Xt − Θ‖ → 0 при t → ∞, то состояние Xt ≡ Θ асимптотиче-
ски устойчиво в K+

t (Θ).

Данное определение в случае Θ = 0 дает понятия устойчи-
вости и асимптотической устойчивости в конусе Kt нулевого
состояния системы S.

Лемма 7.3.1 Пусть Kt — нормальный воспроизводящий ко-
нус с ограниченной константой нормальности νt ≤ ν <∞. То-
гда состояние X ≡ Θ системы (7.2.1) класса M1(Θ) устойчиво
(асимптотически устойчиво) по Ляпунову в том и только в
том случае, когда оно устойчиво (асимптотически устойчи-
во) в K+

t (Θ) и K−
t (Θ).

Доказательство. Для системы класса M1(Θ) оба мно-
жества K+

t (Θ) и K−
t (Θ) являются инвариантными. Поэтому из

устойчивости (асимптотической устойчивости) по Ляпунову со-
стояния X ≡ Θ следует устойчивость (асимптотическая устой-
чивость) в K+

t (Θ) и K−
t (Θ).

Пусть состояние X ≡ Θ системы (7.2.1) устойчиво в K+
t (Θ) и

K−
t (Θ). Рассмотрим произвольное ее состояние Xt с начальным

значением Xτ . Так как конус Kτ воспроизводящий и несплющен-
ный, то для некоторых X±

τ ∈ K±
τ (Θ) выполняются соотношения

X−
τ

Kτ≤ Xτ

Kτ≤ X+
τ , ‖X±

τ −Θ‖ ≤ γτ‖Xτ −Θ‖,

где γτ > 0 — константа несплющенности конуса Kτ . Из опреде-
ления классов M±

1 (Θ) имеем неравенства

X−
t

Kt≤ Xt

Kt≤ X+
t , t ∈ Υτ ,
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где X±
t ∈ K±

t (Θ) — состояния системы с соответствующими на-
чальными значениями X±

τ .

В силу устойчивости состояния Xt ≡ Θ системы в K±
t (Θ)

для любого ε > 0 выберем δ± > 0 так, чтобы из неравенства
‖X±

τ − Θ‖ ≤ δ± следовало ‖X±
t − Θ‖ ≤ ε(2ν + 1)−1 при t ∈ Υτ .

Тогда, учитывая нормальность конуса Kt, имеем

‖Xt −Θ‖ ≤ (νt + 1)‖X−
t −Θ‖+ νt‖X+

t −Θ‖ ≤ ε,

лишь только ‖Xτ‖ ≤ δ = γ−1
τ min{δ+, δ−}. Здесь νt > 0 — кон-

станта нормальности конуса Kt, причем νt ≤ ν < ∞. При этом
‖Xt−Θ‖ → 0, если ‖X±

t −Θ‖ → 0, t→ ∞, т. е. состояние Xt ≡ Θ
системы (7.2.1) асимптотически устойчиво по Ляпунову.

Лемма доказана.

Замечание 7.3.1 Для класса линейных систем S c инва-
риантным конусом Kt, удовлетворяющим требованиям леммы
7.3.1, свойства устойчивости (асимптотической устойчивости)
состояния X ≡ 0 в конусе Kt и устойчивости (асимптотической
устойчивости) данного состояния по Ляпунову эквивалентны.

7.3.1 Дифференциальные системы

Сначала рассмотрим линейную автономную систему

Ẋ = MX, t ≥ 0, (7.3.1)

где M : X → X — линейный ограниченный оператор. Свой-
ство позитивности системы (7.3.1) относительно конуса K ⊂ X
равносильно включению etMK ⊆ K для любого t ≥ 0.

Необходимые и достаточные условия существования телес-
ного инвариантного конуса K системы (7.3.1) в конечномерном
случае описываются в терминах спектра σ(M) в виде [100,133]

α(M) , max
λ∈σ(M)

Reλ ∈ σ(M),
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λ ∈ σ(M), Reλ = α(M) =⇒ d(λ) ≤ d(α(M)),

где d(·) обозначает кратность собственного значения матрицы
как корня ее минимального полинома.

Имеют место следующие утверждения [52,55].

Теорема 7.3.1 Позитивная относительно нормального
воспроизводящего конуса K ⊂ X система (7.3.1) экспонен-
циально устойчива в том и только в том случае, когда
оператор −M положительно обратим, т. е. K ⊆ −MK. Если
K ⊆ (γI−M)K для любого γ ≥ 0, то система (7.3.1) является
экспоненциально устойчивой и позитивной относительно
конуса K.

Следующее утверждение дает достаточные условия экспо-
ненциальной устойчивости системы (7.3.1) в терминах двух по-
ложительно обратимых операторов.

Теорема 7.3.2 Если для некоторого γ0 ∈ R

K ⊆ −MK ∩ (γ0I−M)K, γ0 >
ρ2(M)− r2(M)

2r(M)
, (7.3.2)

где ρ(M) = sup
λ∈σ(M)

|λ|, r(M) = inf
λ∈σ(M)

|λ|, то система (7.3.1)

экспоненциально устойчива.

Доказательство. Из (7.3.2) следует, что операторы −M
−1

и (γ0I−M)−1 имеют инвариантный конус K. Их спектры состо-
ят из соответствующих чисел −1/λ и 1/(γ0 − λ) при λ ∈ σ(M).
Согласно теореме о спектральном радиусе положительного опе-
ратора имеем неравенства

|λ| ≥ −α, |γ0 − λ| ≥ γ0 − β, λ ∈ σ(M),

где α, β ∈ σ(M) — некоторые вещественные точки спектра. Ес-
ли 0 ≤ γ ≤ γ0, то −M E γI − M E γ0I − M и каждый опера-
тор γI −M должен быть положительно обратимым (теорема о
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Рис. 7.1. Λ — область размещения спектра σ(M).

двусторонней оценке положительно обратимого оператора [40]).
Следовательно, в рассматриваемом случае α = β = −r(M) и
область размещения спектра σ(M) описывается в виде

(γ0 − x)2 + y2 ≥ (γ0 + r(M))2, r2(M) ≤ x2 + y2 ≤ ρ2(M),

где x = Reλ, y = Imλ. Если γ0 удовлетворяет неравенству в
(7.3.2), то данная область расположена строго слева от мнимой
оси (рис. 7.1), что эквивалентно экспоненциальной устойчивости
системы (7.3.1).

Теорема доказана.

Пример 7.3.1 Рассмотрим линейную систему

ẋ = Ax, x ∈ R
n. (7.3.3)

Критерием позитивности данной системы относительно конуса
неотрицательных векторов R

n
+ является внедиагональная неот-

рицательность элементов матрицы A:

aij ≥ 0, i 6= j, i, j = 1, n. (7.3.4)

При условиях (7.3.4) следующие утверждения эквивалент-
ны [102]: 1) система (7.3.3) экспоненциально устойчива; 2) все
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элементы матрицы A−1 неположительны; 3) все последова-
тельные главные миноры матрицы −A положительны (условие
Севастьянова-Котелянского [21]); 4) существует вектор x ∈ R

n
+,

для которого −Ax ∈ R
n
+; 5) существует диагональная матрица

X > 0, для которой AX +XAT < 0.
Согласно теореме 7.3.2 достаточными условиями экспонен-

циальной устойчивости системы (7.3.3) является неположитель-
ность всех элементов матриц A−1 и (γ0In−A)−1 для достаточно
большого γ0 > 0. Нижняя оценка для γ0 приведена в (7.3.2).

Приведем условия экспоненциальной устойчивости системы
(7.3.3) с использованием эллипсоидального конуса K(Q), где
Q ∈ R

n×n — невырожденная симметричная матрица, имеющая
лишь одно положительное собственное значение (см. параграф
8.6). Критерием позитивности системы (7.3.3) относительно ко-
нуса K(Q) является выполнение матричного неравенства

ATQ+QA+ αQ ≥ 0 (7.3.5)

для некоторого α ∈ R. Матрица −A−1 сохраняет конус K(Q) в
том и только в том случае, когда для некоторого β > 0

ATQA ≤ βQ, hTA−1h ≤ 0, hT (ATQA)−1h ≥ 0, (7.3.6)

где h — собственный вектор матрицы Q, отвечающий ее поло-
жительному собственному значению [7]. Поэтому согласно тео-
реме 7.3.1 система (7.3.3) является экспоненциально устойчивой
и позитивной относительно конуса K(Q), если совместна систе-
ма неравенств (7.3.5) и (7.3.6).

Рассмотрим нелинейную автономную систему

Ẋ = F(X), F(Θ) = 0, t ≥ 0, (7.3.7)

где X ≡ Θ ∈ X — изолированное состояние равновесия.

Теорема 7.3.3 Пусть K ⊂ X — нормальный воспроизводя-
щий конус. Состояние X ≡ Θ системы (7.3.7) асимптотиче-
ски устойчиво по Ляпунову, если выполняется одно из условий:
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(a) F ∈ F+
0 (Θ) ∪ F−

0 (Θ), существует производная Фреше
F
′(Θ) и оператор −F

′(Θ) положительно обратим:

K ⊆ −F
′(Θ)K. (7.3.8)

(b) F ∈ F1(Θ), существуют производные Фреше F
′
±(Θ) от-

носительно ±K и операторы −F
′
±(Θ) положительно обрати-

мы:

K ⊆ −F
′
+(Θ)K ∩ F

′
−(Θ)K. (7.3.9)

Доказательство. (a) Система (7.3.7) при X = Θ+H пред-
ставима в виде

Ḣ = F
′(Θ)H +R(Θ,H), R(Θ,H) = o(‖H‖), H ∈ X .

Для того, чтобы воспользоваться теоремой Ляпунова об устой-
чивости по первому приближению, установим асимптотическую
устойчивость линейной системы

Ḣ = F
′(Θ)H. (7.3.10)

Система (7.3.10) позитивна относительно K и −K. Действи-
тельно, учитывая соотношения

F(Θ + εH) = εF′(Θ)H +R(Θ, εH),
R(Θ, εH)

ε‖H‖ →
ε→0

0,

и предположение F ∈ F+
0 (Θ) ∪ F−

0 (Θ), имеем

H ∈ ±K, ϕ ∈ ±K∗, ϕ(H) = 0 =⇒ ϕ
(
F
′(Θ)H

)

‖H‖ +
ϕ
(
R(Θ, εH)

)

ε‖H‖ ≥ 0.

Отсюда следует, что ϕ
(
F
′(Θ)H

)
≥ 0, т. е. выполняются усло-

вия позитивности системы (7.3.10) (см. утверждение (ii) леммы
7.2.2 в случае Θ = 0). В силу теоремы 7.3.1 линейная систе-
ма (7.3.10) при условии (7.3.8) экспоненциально устойчива. При
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этом состояние X ≡ Θ исходной системы (7.3.7) асимптотически
устойчиво по Ляпунову.

(b) Если F ∈ F1(Θ), то согласно утверждению (iv) леммы
7.2.2 система (7.3.7) принадлежит классу M1(Θ) и имеет ин-
вариантные множества K±(Θ). Согласно лемме 7.3.1 из асимп-
тотической устойчивости в K±(Θ) состояния X ≡ Θ системы
(7.3.7) следует его асимптотическая устойчивость по Ляпунову.

Система (7.3.7) при X = Θ+H ∈ K±(Θ) представима в виде

Ḣ = F
′
±(Θ)H +R±(Θ,H), R±(Θ,H) = o(‖H‖), H ∈ ±K.

Поэтому из асимптотической устойчивости в конусах K и −K
нулевого состояния H ≡ 0 данных систем следует асимптоти-
ческая устойчивость по Ляпунову состояния X ≡ Θ исходной
системы (7.3.7). Так как линейные системы Ḣ = F

′
±(Θ)H пози-

тивны относительно K и −K и экспоненциально устойчивы при
условии (7.3.9) (см. доказательство в случае (a)), то состояние
X ≡ Θ системы (7.3.7) асимптотически устойчиво по Ляпунову.

Теорема доказана.

Отметим, что свойство телесности конуса K позволяет в тео-
реме 7.3.3 вместо условия (7.3.8) использовать систему конусных
неравенств

H
K
≥ 0, F

′(Θ)H
K
< 0.

Разрешимость данной системы относительно H равносильна
положительной обратимости оператора −F

′(Θ). Аналогично,
условие (7.3.9) эквивалентно совместности системы соотноше-
ний

H−

K
≤ 0

K
≤ H+, F

′
+(Θ)H+

K
< 0

K
< F

′
−(Θ)H−.

Гипотеза 7.3.1 Пусть система (7.3.7) принадлежит клас-
су M1(Θ) относительно нормального телесного конуса K и вы-
полняются конусные неравенства

X−

K
≤ Θ

K
≤ X+, F(X+)

K
< 0

K
< F(X−).
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Тогда состояние X ≡ Θ данной системы асимптотически
устойчиво по Ляпунову.

Пример 7.3.2 Рассмотрим нелинейную систему

ẋ = Ax+ b⊙ sin |x|, x ∈ R
n, (7.3.11)

где A ∈ Rn×n, b ∈ Rn, ⊙ и | · | — поэлементные операции про-
изведения и модуля соответственно. Пусть A — внедиагонально
неотрицательная матрица (условия (7.3.4)). Тогда (7.3.11) явля-
ется системой класса M относительно конуса неотрицательных
векторов K = R

n
+.

Вычислим производные Фреше по конусам ±K вектор-
функции f(x) = Ax+ b⊙ sin |x| в точке θ = 0:

f ′+(0) = A+ diag{b}, f ′−(0) = A− diag{b}.

Здесь diag{b} обозначает диагональную матрицу, образованную
из элементов вектора b. Согласно теореме 7.3.3 решение x ≡ 0
системы (7.3.11) асимптотически устойчиво, если все элементы

матриц −
(
f ′±(0)

)−1
неотрицательны. Данное условие в случае

n = 2 имеет вид

a11+|b1| < 0, a22+|b2| < 0, |b1a22+b2a11| < a11a22−a12a21+b1b2.

В общем случае для положительной обратимости матриц
−
(
f ′±(0)

)−1
достаточно, чтобы выполнялись неравенства

aii + |bi|+ ρ(M) < 0, i = 1, n,

где ρ(M) — спектральный радиус неотрицательной матрицы
M = A−A⊙I. Данное утверждение является следствием теоре-
мы о двусторонней оценке положительно обратимого оператора
и следующего факта: (γI −M)−1 ≥ 0 ⇐⇒ γ > ρ(M) [40].

Пример 7.3.3 Рассмотрим систему

ẋ = (Ax+ b) ⊙ c(x), x ∈ R
n, t ≥ 0, (7.3.12)
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где c(x) = [c1(x1), . . . , cn(xn)]
T — непрерывная вектор-функция

с неотрицательными компонентами и дифференцируемая в
окрестности изолированного состояния равновесия θ = −A−1b.
В окрестности точки x = θ имеем

f ′(x) = diag{c(x)}A + diag{Ax+ b} c′(x), f ′(θ) = diag{c(θ)}A,

где f(x) = (Ax+b) ⊙c(x). Можно показать, что система (7.3.12)
при условиях (7.3.4) является монотонной относительно конуса
K = R

n
+. При этом, согласно теореме 7.3.3, состояние x ≡ θ

данной системы асимптотически устойчиво, если c(θ)
K
> 0 и все

элементы матрицы A−1 неположительны.

Рассмотрим нелинейную дифференциальную систему

Ẋ = A(X)X, X ∈ X , t ≥ 0, (7.3.13)

где A — непрерывная оператор-функция, значения A(X) ко-
торой являются линейными ограниченными операторами в X .
Производные Гато и производные Гато по конусу ±K оператор-
функции F(X) = A(X)X имеют вид

F
′(X) = A(X) +B(X), B(X)H =

[
A

′(X)H
]
X,

F
′
±(X) = A(X) +B±(X), B±(X)H =

[
A

′
±(X)H

]
X,

где A′(X) и A
′
±(X) — производные Гато A(X), а значения B(X)

и B±(X) являются линейными операторами в X . Поскольку
F
′(0) = F

′
±(0) = A(0), то c учетом леммы 7.2.3 имеем следствие

теоремы 7.3.3.

Следствие 7.3.1 Пусть выполняется одно из ограничений
типа внедиагональной положительности:

A(X) D α±(X)I, X ∈ ±∂K,

A(X) +B(X) D β(X)I, X ∈ ±K,
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A(X) +B±(X) D β±(X)I, X ∈ ±K,

где K — телесный конус, α±(X), β(X) и β±(X) — скалярные
функции. Тогда состояние X ≡ 0 системы (7.3.13) асимпто-
тически устойчиво, если совместна система конусных нера-
венств

A(0)H
K
< 0, H

K
≥ 0. (7.3.14)

При условиях следствия 7.3.1 система (7.3.13) является пози-
тивной относительно ±K.

Пример 7.3.4 Рассмотрим дифференциальную систему

ẋ = A(x)x, x ∈ R
n, t ≥ 0, (7.3.15)

где A(x) = diag{d − Cx}, d ∈ R
n, C ∈ R

n×n — невырожденная
матрица. Данная система является моделью типа Колмогорова
динамики роста и взаимодействия n популяций. Она имеет два
состояния равновесия θ0 = 0 и θ1 = C−1d.

Диагональная матрица A(x) является внедиагонально неот-
рицательной. Поэтому система (7.3.15) позитивна относительно
конуса K = R

n
+ и в следствии 7.3.1 условия асимптотической

устойчивости (7.3.14) состояния x ≡ θ0 сводятся к неравенству

d
K
< 0. Производная Фреше вектор-функции f(x) = A(x)x име-

ет вид f ′(x) = A(x) + B(x), где B(x) = −diag{x}C. При этом
f ′(θ1) = −C1, где C1 = diag{θ1}C. Матрица f ′(x) является вне-
диагонально неотрицательной при x−θ1 ∈ K, если θ1 ∈ K и мат-
рица C внедиагонально неположительна. При этом f ∈ F+

0 (θ1) и
система (7.3.15) принадлежит классу M+

0 (θ1) (см. утверждения
(ii) лемм 7.2.2 и 7.2.3). Если к тому же матрица C1 положитель-
но обратима, то согласно теореме 7.3.3 состояние x ≡ θ1 дан-
ной системы асимптотически устойчиво. В приведенных усло-
виях асимптотической устойчивости состояния x ≡ θ1 системы
(7.3.15) C1 является M -матрицей, т. е. C−1

1 D 0 и C1 — внедиа-
гонально неположительна.
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7.3.2 Разностные системы

Рассмотрим линейную разностную систему

Xt+1 = MXt, t ∈ Υ, (7.3.16)

где M : X → X — линейный ограниченный оператор. Свой-
ство позитивности системы (7.3.16) относительно конуса K ⊂ X
равносильно положительности оператора M (MK ⊆ K). Суще-
ствование инвариантного телесного конуса K системы (7.3.16) в
конечномерном пространстве X равносильно условиям [100,133]

ρ(M) , max
λ∈σ(M)

|λ| ∈ σ(M),

λ ∈ σ(M), |λ| = ρ(M) =⇒ d(λ) ≤ d(ρ(M)),

где d(·) — кратность собственного значения матрицы как кор-
ня ее минимального полинома. В частности, при дополнитель-
ных ограничениях на точки спектра λ ∈ σ(M), для которых
|λ| = ρ(M), данная система имеет инвариантный эллипсоидаль-
ный конус K [129].

Условия устойчивости линейных позитивных разностных си-
стем описываются в терминах положительно обратимых опе-
раторов и положительных решений алгебраических уравнений
(см., например, [39]).

Теорема 7.3.4 Пусть система (7.3.16) позитивна относи-
тельно нормального воспроизводящего конуса K. Тогда следу-
ющие утверждения эквивалентны: 1) система (7.3.16) асимп-
тотически устойчива; 2) ρ(M) < 1; 3) K ⊆ (I −M)K.

Пример 7.3.5 Рассмотрим линейную систему

xt+1 = Axt, xt ∈ R
n, t ∈ Υ. (7.3.17)

Позитивность данной системы относительно конуса неотрица-
тельных векторов R

n
+ равносильна неотрицательности всех эле-

ментов матрицы A. Критерием асимптотической устойчивости
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системы (7.3.1), позитивной относительно R
n
+, является неотри-

цательность всех элементов обратной матрицы (In −A)−1.
Система (7.3.17) имеет инвариантный эллипсоидальный ко-

нус K(Q) в том и только в том случае, когда для некоторого
α ≥ 0 выполняется система матричных неравенств [7]

ATQA ≥ αQ, hTAh ≥ 0, hTAQ−1ATh ≥ 0. (7.3.18)

Если наряду с (7.3.18) выполняются матричные неравенства

BTQB ≤ βQ, hTB−1h ≥ 0, hT (BTQB)−1h ≥ 0, (7.3.19)

где B = In − A и β > 0, то система (7.3.17) асимптотически
устойчива.

Можно получить ряд других критериев асимптотической
устойчивости системы (7.3.17), используя условия инвариант-
ности конусов типа Kµ(α, p), полученные в [5] (см. параграф
8.7).

Сформулируем условия асимптотической устойчивости изо-
лированного состояния равновесия Xt ≡ Θ нелинейной разност-
ной системы

Xt+1 = G(Xt), G(Θ) = Θ, t ∈ Υ, (7.3.20)

в фазовом пространстве которой выделен конус K ⊂ X .

Теорема 7.3.5 Пусть K — нормальный воспроизводящий
конус. Состояние X ≡ Θ системы (7.3.20) асимптотически
устойчиво по Ляпунову, если выполняется одно из условий:

(a) G ∈ G+
0 (Θ) ∪ G−

0 (Θ), существует производная Фреше
G

′(Θ) и оператор I−G
′(Θ) положительно обратим:

K ⊆
[
I−G

′(Θ)
]
K. (7.3.21)

(b) G ∈ G1(Θ), существуют производные Фреше G
′
±(Θ) от-

носительно ±K и операторы I − G
′
±(Θ) положительно обра-

тимы:

K ⊆
[
I−G

′
+(Θ)

]
K ∩

[
I−G

′
−(Θ)

]
K. (7.3.22)
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Отметим, что для телесного конуса K условия (7.3.21) и
(7.3.22) эквивалентны совместности соответствующих систем
конусных неравенств

H
K
≥ 0, G

′(Θ)H
K
< H,

H−

K
≤ 0

K
≤ H+, H− −G

′
−(Θ)H−

K
< 0

K
< H+ −G

′
+(Θ)H+.

Гипотеза 7.3.2 Пусть система (7.3.20) принадлежит
классу M1(Θ) относительно нормального телесного конуса K
и совместна система конусных неравенств

X−

K
≤ Θ

K
≤ X+, X− −G(X−)

K
< 0

K
< X+ −G(X+).

Тогда состояние Xt ≡ Θ системы (7.3.20) асимптотически
устойчиво по Ляпунову.

Рассмотрим нелинейную разностную систему

Xt+1 = A(Xt)Xt, t ∈ Υ, (7.3.23)

где A — непрерывная оператор-функция, значения A(X) ко-
торой являются линейными ограниченными операторами в X .
Учитывая лемму 7.2.6, имеем следствие теоремы 7.3.5.

Следствие 7.3.2 Пусть выполняется одно из операторных
неравенств

A(X) D 0, A(X) +B(X) D 0, A(X) +B±(X) D 0,

где B(X)H =
[
A

′(X)H
]
X, B±(X)H =

[
A

′
±(X)H

]
X, X ∈ ±K,

K — нормальный телесный конус. Тогда состояние X ≡ 0 си-
стемы (7.3.23) асимптотически устойчиво по Ляпунову, если
совместна система конусных неравенств

H
K
≥ 0, A(0)H

K
< H. (7.3.24)
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Пример 7.3.6 Рассмотрим нелинейную разностную систе-
му

xt+1 = Axt + b(xt), xt ∈ R
n, t ∈ Υ, (7.3.25)

где A ∈ R
n×n, b — непрерывная векторная функция с ком-

понентами bk(c
T
k x), k = 1, . . . , n. Пусть элементы матриц A и

CT = [c1, . . . , cn] неотрицательны, а функции bk — неубываю-
щие и имеют левые и правые производные b′k±(z) в точке z = 0.
Тогда (7.3.25) является системой класса M относительно конуса
неотрицательных векторов K = R

n
+.

Вычислим производные Фреше по конусам ±K векторной
функции f(x) = Ax+ b(x) в точке θ = 0:

f ′±(0) = A+B±C, B± = diag{b′1±(0), . . . , b′n±(0)}.
Согласно теореме 7.3.5, решение xt ≡ 0 системы (7.3.25) асимп-
тотически устойчиво, если все элементы матриц (I − f ′±(0))

−1

неотрицательны. В частности, полагая

n = 2, C = I2, b(z) = v(z)d, v(z) =

{
z az, z ≥ 0,
z3

1+z2 z < 0,

где d ∈ K, a ≥ 1, имеем B+ = lnadiag{d}, B− = 0. В данном
случае условия асимптотической устойчивости решения xt ≡ 0
системы (7.3.25) имеют вид

(I2 −A−B+)
−1 D 0, (I2 −A)−1 D 0,

где второе неравенство является следствием первого, сводяще-
гося к системе скалярных неравенств

a11 + d1 lna ≥ 1, a22 + d2 lna ≥ 1,

a11+a22−a11a22+a12a21+(d1+d2−a11d2−a22d1)lna−d1d2ln2a ≥ 1.

Данная система неравенств выполняется, например, при таких
значениях параметров:

A =

[
0, 1 0, 2
0, 2 0, 1

]
, d =

[
0, 5
0, 5

]
, a = 3.
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7.3.3 Системы с запаздыванием

Рассмотрим класс нелинейных дифференциальных систем с за-
паздыванием

Ẋ(t) + L(t)X(t) = G
(
X(t− s), t

)
, t ≥ τ ≥ 0, (7.3.26)

где s > 0 — постоянное запаздывание, L(t) : X → X — линейный
ограниченный оператор в банаховом пространстве E , G(X, t) —
непрерывная оператор-функция, удовлетворяющая тождеству
G(0, t) ≡ 0 и условиям существования единственного решения
X(t) ∈ X при начальных условиях

X(ξ) = Ψ(ξ), τ − s ≤ ξ ≤ τ. (7.3.27)

При условиях G(0, t) ≡ 0 и Ψ(ξ) ≡ 0, система (7.3.26) имеет
тривиальное решение X ≡ 0.

Состояние X ≡ 0 системы (7.3.26) устойчиво по Ляпунову ,
если для любых ε > 0 и τ ≥ 0 существует такое δ = δ(ε, τ) > 0,
что из ‖X(τ)‖s < δ следует ‖X(t)‖ < ε при всех t > τ , где
‖X(τ)‖s = max

τ−s≤ξ≤τ
‖X(ξ)‖. Состояние X ≡ 0 системы (7.3.26)

называется асимптотически устойчивым, если оно устойчиво
по Ляпунову и для любого τ ≥ 0 существует δ = δ(τ) > 0 та-
кое, что для каждого решения X(t) из ‖X(τ)‖s < δ следует
lim
t→∞

‖X(t)‖ = 0. Состояние X ≡ 0 абсолютно устойчиво, если

оно асимптотически устойчиво при любом s ≥ 0.
Система (7.3.26) называется позитивной относительно ко-

нуса Kt ⊂ X , если для любого τ ≥ 0 из Ψ(ξ)
Kξ

≥ 0 при всех

ξ ∈ [τ − s, τ ] следует X(t)
Kt≥ 0 при t > τ .

Состояние X ≡ 0 системы (7.3.26) называется устойчивым
в конусе Kt, если для любых ε > 0 и τ ≥ 0 найдется такое
δ = δ(ε, τ) > 0, что из Ψ(ξ) ∈ Sδ(ξ) при всех ξ ∈ [τ −s, τ ] следует
X(t) ∈ Sε(t) при t ≥ τ , где Sε(t) = {X ∈ Kt : ‖X‖ ≤ ε}. Если
при этом ‖X(t)‖ → 0 для некоторого δ > 0, то состояние X ≡ 0
системы (7.3.26) асимптотически устойчиво в конусе Kt.
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Если система (7.3.26) позитивна относительно конуса Kt, то
из устойчивости (асимптотической устойчивости) по Ляпунову
состояния X ≡ 0 следует его устойчивость (асимптотическая
устойчивость) в Kt.

Лемма 7.3.2 Система (7.3.26) позитивна относительно
постоянного конуса K в том и только в том случае, когда для
любых τ ≥ 0 и t ≥ τ выполняются включения

W(t, τ)K ⊆ K, G(K, t) ⊆ K, (7.3.28)

где W(t, τ) — эволюционный оператор линейной системы

Ẋ(t) + L(t)X(t) = 0, t ≥ τ ≥ 0. (7.3.29)

Доказательство. Решение системы (7.3.26) при условиях
(7.3.27) на каждом интервале [tk, tk+1] удовлетворяет интеграль-
ным соотношениям

X(t) = W(t, tk)X(tk) +

∫ t

tk

W(t, ξ)G
(
X(ξ − s), ξ

)
dξ, (7.3.30)

где tk = τ + k s, k = 0, 1, . . . . Справедливость данных соотно-
шений можно непосредственно установить путем дифференци-
рования, используя определение эволюционного оператора как
решения задачи Коши

d

dt
W(t, ξ) + L(t)W(t, ξ) = 0, W(ξ, ξ) = I, t ≥ ξ, (7.3.31)

где I — тождественный оператор. Следовательно, если в (7.3.27)
Ψ(ξ) ∈ K, то X(t) ∈ K при tk ≤ t ≤ tk+1, k = 0, 1, . . . .

Покажем, что включения (7.3.28) необходимы для позитив-
ности системы (7.3.26). Если

X(ξ) =

{
0, tk−1 ≤ ξ ≤ tk − ε,

Ψ(ξ), tk − ε ≤ ξ ≤ tk,
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где ε > 0, Ψ(ξ) ∈ K, то согласно (7.3.30)

X(t) = W(t, tk)X(tk) ∈ K, tk ≤ t ≤ tk+1 − ε.

В силу замкнутости конуса K при ε → 0 имеем первое вклю-
чение (7.3.28) на интервале tk ≤ t ≤ tk+1. Его выполнение при
любом t ≥ τ является следствием мультипликативного пред-
ставления эволюционного оператора [27]

W(t, t0) = W(t, tk)W(tk, tk−1) · · ·W(t1, t0), tk ≤ t ≤ tk+1.

Если X(τ) = 0, то для некоторого ξ ∈ (τ, t) имеем

X(t) = (t− τ)W(t, ξ)G(X(ξ − s), ξ), t > s,

X(ξ − s) ∈ K ⇒ W(t, ξ)G(X(ξ − s), ξ) ∈ K.

При этом, если t → τ , то ξ → τ и W(t, ξ) → I. В силу замкну-
тости конуса и непрерывной зависимости W и G от своих аргу-
ментов G(X, τ) ∈ K, лишь только X = X(τ − s) ∈ K. Поэтому
второе включение (7.3.28) также необходимо для позитивности
системы (7.3.26).

Лемма доказана.

Лемма 7.3.2 является обобщением известного критерия пози-
тивности класса систем (7.3.26) относительно конуса неотрица-
тельных векторов R

n
+ [107].

Рассмотрим подкласс автономных дифференциальных си-
стем с запаздыванием

Ẋ(t) + LX(t) = G
(
X(t− s)

)
, G(0) = 0, t ≥ τ ≥ 0, (7.3.32)

Лемма 7.3.3 Пусть выполняются условия

e−L tX
K
≥ 0, 0

K
≤ G(X)

K
≤ PX, X ∈ K, t ≥ 0, (7.3.33)
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где P — линейный положительный оператор, и существуют
линейные равномерно положительные функционалы ϕ,ψ ∈ K∗,
удовлетворяющие уравнению

M
∗ϕ = ψ, (7.3.34)

где M , L−P. Тогда состояние X ≡ 0 системы (7.3.32) абсо-
лютно устойчиво в конусе K.

Доказательство. Согласно лемме 7.3.2 система (7.3.32)
при условиях (7.3.33) является позитивной. Построим функцио-
нал Ляпунова-Красовского

V (Xt) = ϕ(X(t)) +

∫ 0

−s
ϕ
(
G
(
X(t+ ξ)

))
dξ, (7.3.35)

где Xt(ξ) = X(t+ ξ), ϕ ∈ K∗. Выражение (7.3.35) является обоб-
щением функционала, использованного в работе [107] в случае
конуса R

n
+.

Пусть X(t) — решение системы (7.3.32) с начальной функци-
ей (7.3.27). Для любого равномерно положительного функцио-
нала ϕ ∈ K∗ выполняется оценка

γ−‖X‖ ≤ ϕ(X) ≤ γ+‖X‖, X ∈ K,
где γ± > 0 — некоторые константы, не зависящие от X [40]. По-
этому имеет место неравенство V (Xτ ) ≥ ϕ

(
Ψ(τ)

)
≥ γ−‖Ψ(τ)‖.

Производная функционала (7.3.35) на решениях системы
(7.3.32) с учетом условий (7.3.33) и (7.3.34) удовлетворяет со-
отношениям

V̇ (Xt) = ϕ
(
−LX(t) +G

(
X(t)

))
≤

≤ −ϕ
(
MX(t)

)
= −M

∗ϕ
(
X(t)

)
= −ψ

(
X(t)

)
≤ −γ‖X(t)‖,

где γ > 0. Следовательно, состояние X ≡ 0 позитивной систе-
мы (7.3.32) асимптотически устойчиво в конусе K при любом
запаздывании s ≥ 0 [108].

Лемма доказана.



270 Робастная устойчивость и стабилизация . . .

Теорема 7.3.6 Пусть операторы системы (7.3.32) удовле-
творяют условиям (7.3.33) для конуса K, допускающего ошту-
катуривание, причем оператор M = L− P положительно об-
ратим, а его обратный M

−1 равномерно положительный от-
носительно K. Тогда состояние X ≡ 0 системы (7.3.32) абсо-
лютно устойчиво в конусе K.

Доказательство. Конус K допускает оштукатуривание в
том и только в том случае, когда в K∗ существует равномер-
но положительный функционал [40, теорема 1.5]. Пусть ψ ∈ K∗

— один из таких функционалов. Так как оператор M положи-
тельно обратим, то в силу равенства (M−1)∗ = (M∗)−1 можно
определить функционал ϕ = (M∗)−1ψ ∈ K∗, удовлетворяющий
уравнению (7.3.34). При этом с учетом равномерной положи-
тельности функционала ψ и оператора M

−1 для любого X ∈ K
имеем

‖ϕ(X)‖ = ‖(M∗)−1ψ(X)‖ = ‖ψ(M−1X)‖ ≥ γ1‖M−1X‖ ≥ γ2‖X‖,
где γ1 > 0 и γ2 > 0 — константы, не зависящие от X. Это озна-
чает, что ϕ также является равномерно положительным функ-
ционалом. В силу леммы 7.3.3 состояние X ≡ 0 системы (7.3.32)
абсолютно устойчиво в конусе K.

Теорема доказана.

Замечание 7.3.2 Если в условиях теоремы 7.3.6 оператор L

положительно обратим, то M принадлежит классу операторов
(7.1.1). В этом случае в утверждении данной теоремы требова-
ние положительной обратимости оператора M можно заменить
эквивалентными спектральными условиями:

1) ρ(T) < 1, где ρ(T) — спектральный радиус пучка опера-
торов T(λ) = P− λL;

2) Reλ ≤ α < 0, ∀λ ∈ σ(M).
Данные условия в случае телесного конуса K равносильны сов-
местности системы конусных неравенств

3) MX
K
> 0, X

K
> 0.
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Рассмотрим линейную автономную систему

Ẋ(t) + LX(t) = PX(t − s), t ≥ τ ≥ 0. (7.3.36)

Согласно лемме 7.3.2 система (7.3.36) имеет инвариантный ко-
нус K в том и только в том случае, когда операторы e−L t и P

положительны:

e−L tK ⊆ K, PK ⊆ K, t ≥ 0. (7.3.37)

Пусть конус K нормальный и воспроизводящий. Тогда из соот-
ношения

X(t) = e−L(t−τ)X(τ) +

∫ t

τ
e−L(t−ξ)

PX(ξ − s)dξ

следует представление решения позитивной системы (7.3.36):

X(t) = StXτ = St(X
+
τ −X−

τ ) = X+(t)−X−(t), t ≥ τ,

где St — некоторый линейный оператор, X±(t) = StX
±
τ ∈ K

— решения данной системы с начальными функциями
X±
τ (τ + ξ) ∈ K, −s ≤ ξ ≤ 0. Поэтому при условиях (7.3.37) с

нормальным воспроизводящим конусом K свойства асимптоти-
ческой устойчивости по Ляпунову и асимптотической устойчи-
вости в конусе K линейной системы (7.3.36) эквивалентны (см.
доказательство леммы 7.3.1). Причем, асимптотическая устой-
чивость данной системы при отсутствии запаздывания (s = 0)
равносильна положительной обратимости оператора M = L−P.
Следовательно, теорема 7.3.6 в случае G(X) ≡ PX дает усло-
вия абсолютной устойчивости по Ляпунову линейной системы
(7.3.36).

Пример 7.3.7 Линейная дифференциальная система

ẋ(t) = A(t)x(t) +B(t)x(t− s), x ∈ R
n, (7.3.38)
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позитивна относительно конуса неотрицательных векторов
K = R

n
+ в том и только в том случае, когда внедиагональные

элементы матрицы A(t) и все элементы матрицы B(t) неотри-
цательны при t ≥ 0. Если при этом матрицы A и B постоянные,
то абсолютная устойчивость решения x ≡ 0 системы (7.3.38)
эквивалентна совместности системы конусных неравенств

(A+B)x
K
< 0

K
< x.

Пример 7.3.8 Нелинейная матричная система

Ẋ(t) + L(t)X(t) = B(t)X(t− s)B∗(t) +X(t− s)C(t)X(t− s),
(7.3.39)

где L(t)X = A(t)X +XA∗(t) — оператор Ляпунова, позитивна
относительно конуса эрмитовых неотрицательно определенных

матриц K, если C(t)
K
≥ 0 при t ≥ 0. В данном случае систему

(7.3.29) описывает оператор L(t), а операторы

W(t, τ)X = ∆(t, τ)X∆∗(t, τ), G(X, t) = B(t)XB∗(t)+XC(t)X,

где ∆(t, τ) — матрицант системы ẋ + A(t)x = 0, являются по-
ложительными относительно конуса K при t ≥ τ ≥ 0. В случае
постоянных матриц A, B и C = 0 нулевое решение позитив-
ной системы (7.3.39) абсолютно устойчиво, если для некоторой
положительно определенной матрицы Y = Y ∗ > 0 матричное
алгебраическое уравнение

AX +XA∗ −BXB∗ = Y

имеет положительно определенное решение X = X∗ > 0.

7.4 Инвариантные множества в терминах конус-

ных неравенств

Рассмотрим дифференциальную систему

Ẋ = F(X, t), X(τ) = Xτ ∈ Ω, t ≥ τ ≥ 0, (7.4.1)
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где F : X × [0,∞) → X — оператор, удовлетворяющий услови-
ям существования и единственности решения X(t) в некоторой
области Ω ⊂ X . Система (7.4.1) имеет инвариантное множество
It ⊆ X , если из X(τ) ∈ Iτ следует X(t) ∈ It при t > τ ≥ 0.

Построим инвариантные множества системы (7.4.1) в виде

It =
{
X ∈ Ω : V(X, t)

Kt≥ 0
}
, (7.4.2)

где V : X × [0,∞) → E — некоторый оператор, Kt ⊂ E — задан-
ный клин, в частности, конус. Для этого определим оператор
дифференцирования Dt в силу системы (7.4.1) как (сильную)
производную сложной функции:

DtV(X, t) =
d

dτ
V(Ψ(τ, t,X), τ)|τ=t , (7.4.3)

где X(τ) = Ψ(τ, t,X) — решение данной системы с начальны-
ми условиями X(t) = X. Будем предполагать, что V(X, t) —
непрерывная функция вместе с частными производными в об-
ласти Ω× [0,∞).

Для оператора (7.4.3) можно использовать выражения в тер-
минах правой части системы (7.4.1). Например, если X = Rn и
E = Rm, то

DtV (x, t) = V ′
x(x, t)F(x, t) + V ′

t (x, t),

где V ′
X(x, t) — матрица Якоби размеров m × n, составлен-

ная из частных производных функции V по x. Аналогич-
но можно рассматривать обобщение данного соотношения с
использованием производных нелинейного оператора Гато и
Фреше. Например, можно предполагать, что V

′
t(X, t) явля-

ется сильной производной по t, а V
′
X(X, t) — производная

Гато по X, т. е. линейный ограниченный оператор вида

V
′
X(X, t)H =

d

dh
V(X + hH, t)|h=0 . Если V(X, t) не является
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дифференцируемой по X функцией, а лишь непрерывной и ло-
кально липшицевой, то можно использовать правые и левые
производные Дини в силу системы (см., например, [44, 79])

D
±
t V(X, t) = lim sup

h→0±

1

h

[
V
(
X + hF(X, t), t+ h

)
−V(X, t)

]
.

Теорема 7.4.1 Пусть Kt — телесный конус, удовлетворя-
ющий свойству вложения (7.2.7). Тогда It является инвари-
антным множеством системы (7.4.1) в том и только в том
случае, когда при любом t ≥ 0 выполняется условие

X ∈ It, ϕ ∈ K∗
t , ϕ

(
V(X, t)

)
= 0 =⇒ ϕ

(
DtV(X, t)

)
≥ 0. (7.4.4)

Доказательство. Пусть X(t) — решение системы (7.4.1)
при начальных условиях X(t0) = X0 ∈ It0 . Тогда из определе-
ния оператора Dt вытекает соотношение

∫ t

t0

DτV
(
X(τ), τ

)
dτ = V

(
X(t), t

)
−V(X0, t0).

Отсюда, в частности, следует V
(
X(t), t

) Kt≥ V(X0, t0), если

DtV(X, t)
Kt≥ 0 при X ∈ It и t ≥ t0. При этом V

(
X(t), t

) Kt

> 0,

если V(X0, t0)
Kt0

> 0.
Предположим, что в некоторый момент времени τ ≥ t0 зна-

чение функции V(Xτ , τ), где Xτ = X(τ), достигает границы
конуса Kτ . Тогда существует ненулевой функционал ϕ ∈ K∗

τ ,
для которого ϕ

(
V(Xτ , τ)

)
= 0.

Определим окрестность множества (7.4.2) вида

Iεt =
{
X ∈ Ω : Vε(X, t) = V(X, t) + εω(t)Y

Kt≥ 0
}
,

где ε > 0, Y ∈ intKτ , ω(t) — неотрицательная непрерывно
дифференцируемая функция такая, что ω(τ) = 0 и ω̇(τ) > 0.
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Положим, например, ω(t) = arctan(t − τ). Тогда очевидно
It ⊂ Iεt , причем, Iεt → It при ε → 0 и t ≥ τ . Поскольку
Vε(Xτ , τ) = V (Xτ , τ) и ϕ(Y ) > 0, то согласно (7.4.4) для некото-
рого δ > 0 при τ ≤ t ≤ τ + δ имеем

ϕ
(
DtVε(X, t)

)
= ϕ

(
DtV(X, t)

)
+

ε

1 + (t− τ)2
ϕ(Y ) ≥ 0,

∫ τ+δ

τ
ϕ
(
DtVε

(
X(t), t

))
dt = ϕ

(
Vε

(
X(τ + δ), τ + δ

))
≥ 0.

Это означает, что траектория X(t) в момент τ не может поки-

дать множество Iετ , т. е. Vε

(
X(t), t

) Kt≥ 0 при τ ≤ t ≤ τ + δ. В
противном случае для некоторого ϕ ∈ K∗

τ и сколь угодно ма-
лого δ > 0 выполнялись бы соотношения ϕ

(
V(Xτ , τ)

)
= 0 и

ϕ
(
Vε

(
X(τ + δ), τ + δ

))
< 0.

В силу замкнутости конуса Kt при ε→ 0 имеем

Vε

(
X(t), t

)
→ V

(
X(t), t

) Kt≥ 0, τ ≤ t ≤ τ + δ.

Следовательно, It является инвариантным множеством систе-
мы (7.4.1).

Обратное утверждение теоремы следует из теоремы Лагран-
жа:

ϕ
(
V
(
X(τ + δ), τ + δ

))
− ϕ

(
V
(
X(τ), τ

))
= δ ϕ

(
DξV

(
X(ξ), ξ

))
,

где ξ ∈ (τ, τ + δ). Если ϕ
(
V
(
X(τ), τ

))
= 0 и X(τ + δ) ∈ Iτ+δ,

то при достаточно малом δ > 0 необходимо, чтобы выполнялось
неравенство ϕ

(
DτV

(
X(τ), τ

))
≥ 0.

Теорема доказана.

Замечание 7.4.1 Для выполнения условия (7.4.4) доста-
точно, чтобы для некоторой непрерывной скалярной функции
α(X, t) выполнялось конусное неравенство

DtV(X, t) + α(X, t)V(X, t)
Kt≥ 0, X ∈ ∂It, t ≥ 0. (7.4.5)
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Пример 7.4.1 Рассмотрим нелинейную систему

ẋ = A(x, t)x, x ∈ R
n, t ≥ 0. (7.4.6)

Множество (7.4.2) определим с помощью конуса неотрицатель-
ных векторов K = R

n
+ и вектор-функции V (x, t) = R(t)x, где

R(t) — невырожденная непрерывно дифференцируемая матрич-
ная функция. Тогда выполняется условие (7.4.5), если для неко-
торой функции α(x, t) все элементы матрицы

Bα(t) = Ṙ(t)R−1(t) +R(t)
[
A(x, t) + α(x, t)I

]
R−1(t)

являются неотрицательными функциями. Последнее ограниче-
ние сводится к виду

bij(x, t) ≥ 0, i 6= j, x ∈ ∂It, t ≥ 0, (7.4.7)

где bij(x, t) — элементы матрицы Bα(t) при α = 0. В частном
случае R(t) ≡ I множество It является конусом K, а неравенства
(7.4.7) обобщают известные условия позитивности линейных си-
стем относительно K [40].

Определим для системы (7.4.6) множество (7.4.2) с помощью
скалярной функции V (x, t) = xTP (t)x+qT (t)x+r(t), где симмет-
ричная матрица P (t), вектор-функция q(t) и скалярная функ-
ция r(t) непрерывны и дифференцируемы при t ≥ 0. Тогда усло-
вие (7.4.5), обеспечивающее инвариантность данного множества
для системы (7.4.6), имеет вид

xTPαx+ qTαx+ rα ≥ 0, x ∈ ∂It, t ≥ 0, (7.4.8)

где Pα = Ṗ (t) + α(x, t)P (t) + AT (x, t)P (t) + P (t)A(x, t),
qα = q̇(t) + α(x, t)q(t) + AT (x, t)q(t), rα = ṙ(t) + α(x, t)r(t). В
частности, условие (7.4.8) является следствием соотношений

Pα ≥ 0, qα ≡ 0, rα ≥ 0, x ∈ ∂It, t ≥ 0.
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Пример 7.4.2 Для нелинейной системы

ẋ = f(x, t), x ∈ R
n+1, t ≥ 0, (7.4.9)

построим условия инвариантности переменного эллипсоидаль-
ного конуса It, описываемого в виде (7.4.2) при условиях

V (x, t) =

[
xTQ(t)x
hT (t)x

]
, K = R

2
+,

где h(t) — собственный вектор симметричной матрицы Q(t) с
инерцией i

(
Q(t)

)
≡ {1, n, 0}, отвечающий ее положительному

собственному значению. В условии (7.4.4), где

DtV (x, t) =

[
xT Q̇(t)x+ fT (x, t)Q(t)x + xTQ(t)f(x, t)

ḣTx+ hT (t)f(x, t)

]
,

достаточно использовать лишь два функционала из K∗. Если
ϕ(y) = y1, то согласно (7.4.4) получим ограничение

xT Q̇(t)x+ fT (x, t)Q(t)x+ xTQ(t)f(x, t) ≥ 0, (7.4.10)

где x ∈ ∂It и t ≥ 0, причем ∂It = {x ∈ It : xTQ(t)x = 0}. Если
взять ϕ(y) = y2, то в условии (7.4.4) x = 0 и

hT (t)f(0, t) ≥ 0, t ≥ 0. (7.4.11)

Здесь использован тот факт, что из xTQ(t)x ≥ 0 и hT (t)x = 0
следует x = 0. Это свойство имеют симметричные матрицы с
указанной инерцией.

Условия (7.4.10) и (7.4.11) обеспечивают инвариантность
множества It в системе (7.4.9). Условие (7.4.11) всегда вы-
полняется для систем с нулевым состоянием равновесия, т. е.
f(0, t) ≡ 0. Таковой является, например, дифференциальная си-
стема (7.4.6), для которой условие (7.4.5) равносильно матрич-
ному неравенству

Q̇(t) +AT (x, t)Q(t) +Q(t)A(x, t) + α(x, t)Q(t) ≥ 0, (7.4.12)
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где α(x, t) — заданная непрерывная функция, x ∈ ∂It, t ≥ 0.
Матричное неравенство (7.4.12) обеспечивает инвариантность
множества It для системы (7.4.6) и является обобщением из-
вестных условий инвариантности эллипсоидального конуса для
линейных автономных систем [7, 129].

Пример 7.4.3 Рассмотрим линейную систему
{
ẋ = A(t)x+B(t)u,
u̇ = C(t)x+D(t)u,

x ∈ R
n, u ∈ R

m, t ≥ 0, (7.4.13)

где A(t), B(t), C(t) и D(t) — матричные функции соответству-
ющих размеров n× n, n×m, m× n и m×m с элементами aij ,
bij , cij и dij . Получим условия инвариантности множества

It =
{[

x
u

]
: max

k
|xk| ≤ α(t) min

s
us

}
, (7.4.14)

где α(t) > 0 — заданная дифференцируемая функ-
ция. Данное множество является нормальным телесным
конусом и представляется в виде (7.4.2) с оператором

V (x, u, t) =
[
α2u21e − z, . . . , α2u2me − z, uT

]T
, где e = [1, . . . , 1],

z = [x21, . . . , x
2
n]. Роль конуса Kt в теореме 7.4.1 выполняет конус

неотрицательных векторов K = R
nm+m
+ .

Перепишем условие (7.4.4) в виде

V (x, u, t)
K
≥ 0, us = 0 =⇒ cTs x+ dTs u ≥ 0, (7.4.15)

V (x, u, t)
K
≥ 0, α2u2s = x2k =⇒

αα̇u2s + α2us(c
T
s x+ dTs u)− xk(a

T
k x+ bTk u) ≥ 0,

(7.4.16)

где aTk , bTk , cTs и dTs — строки соответствующих матриц, k = 1, n,
s = 1,m. В условии (7.4.15) x = 0 и оно приводится к виду
dsj ≥ 0, j 6= s. В условии (7.4.16) |xi| ≤ |xk| = αus ≤ αuj ∀i, j.

Если xk > 0, то (7.4.16) следует из соотношений

αdsj − bkj ≥ 0, j 6= s,
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α̇+ α(αcsk − akk) +
∑

j

(αdsj − bkj) ≥ α
∑

i 6=k

|αcsi − aki|.

Действительно,

αα̇u2s + α2us(c
T
s x+ dTs u)− xk(a

T
k x+ bTk u) = αuswsk,

wsk = [α̇+ α(αcsk − akk) + αdss − bks]us+

+
∑

i 6=k

(αcsi − aki)xi +
∑

j 6=s

(αdsj − bkj)uj ≥

≥
[
α̇+ α(αcsk − akk) + αdss − bks − α

∑

i 6=k

|αcsi − aki|
]
us+

+
∑

j 6=s

(αdsj − bkj)uj ≥

≥
[
α̇+ α(αcsk − akk) +

∑

j

(αdsj − bkj)− α
∑

i 6=k

|αcsi − aki|
]
us ≥ 0.

Если xk < 0, то из (7.4.16) аналогично получим ограничения
на коэффициенты

αdsj + bkj ≥ 0, j 6= s,

α̇− α(αcsk + akk) +
∑

j

(αdsj + bkj) ≥ α
∑

i 6=k

|αcsi + aki|.

В результате необходимые и достаточные условия позитив-
ности системы (7.4.13) относительно конуса (7.4.14) приводятся
к виду

αdsj ≥ |bkj|, j 6= s,

α̇± α(αcsk ∓ akk) +
∑

j

(αdsj ∓ bkj) ≥ α
∑

i 6=k

|αcsi ∓ aki|. (7.4.17)

где t ≥ 0, k, i = 1, n, s, j = 1,m. Для установления необ-
ходимости данных условий следует положить xk = ±αus,
xi = −sign(αcsi ∓ aki)αus, i 6= k, и рассмотреть случаи: 1) все
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компоненты вектора u совпадают, 2) одна из компонент u на-
много больше всех других компонент.

Каждой функции α(t) > 0, удовлетворяющей системе нера-
венств (7.4.17), отвечает инвариантный конус (7.4.14) системы
(7.4.13).

Отметим, что систему неравенств (7.4.17) можно использо-
вать при построении управления в виде динамического ком-
пенсатора, обеспечивающего позитивную стабилизацию систе-
мы (7.4.13).

Пример 7.4.4 Рассмотрим дифференциальную систему
второго порядка

ẍ+B(t)ẋ+A(t)x = 0, t ≥ 0, (7.4.18)

где A(t) и B(t) — ограниченные матрицы. Если для некоторой
функции α(t) выполняется система неравенств

bsj(t) ≤ − 1

α(t)
< 0, j 6= s,

α̇(t)− α(t)
∑

j

bsj(t) ≥ |α2(t)ask(t) + 1|+ α2(t)
∑

i 6=k

|asi(t)|,

t ≥ 0, i, j, k, s = 1, n,

то система (7.4.18) имеет инвариантное множество

It =
{[

x
ẋ

]
: max

k
|xk| ≤ α(t) min

s
ẋs

}
.

Данное утверждение устанавливается путем приведения систе-
мы (7.4.18) к форме Коши

ż =M(t)z, M(t) =

[
0 In

−A(t) −B(t)

]
, z =

[
x
ẋ

]
, (7.4.19)

и использования соотношений (7.4.17).
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Исходя из соотношений (7.4.5) и (7.4.19), можно построить
инвариантные множества системы (7.4.18) в виде (7.4.2) с квад-
ратичной функцией V (z) = zTQz. Например, в случае постоян-
ных матриц, полагая

Q =

[
S +BTRB BTR

RB R

]
,

и используя лемму Шура, получим условия

α2S−α(BTS+SB)− (S−ATR)R−1(S−RA) ≤ 0, R = RT < 0,

выполнение которых при некотором α < 0 обеспечивают систе-
ме (7.4.18) инвариантное множество вида

I =

{[
x
ẋ

]
: xT (S +BTRB)x+ 2ẋTRBx+ ẋTRẋ ≥ 0

}
.

Если при этом S = ATR + RA > 0, то матрицы A и B должны
быть гурвицевыми. В случае i(S) = {1, n − 1, 0} данное множе-
ство состоит из двух противоположных эллипсоидальных кону-
сов в фазовом пространстве системы (7.4.19).

7.5 Обобщенный метод сравнения систем

В теории устойчивости движения применяются методы сравне-
ния, основанные на отображении пространства состояний слож-
ной системы в пространство состояний вспомогательной систе-
мы (см., например, [2,44,73,79,80,86]). Системы сравнения ищут-
ся в классах позитивных и монотонных систем относительно
заданных конусов. Приведем обобщенную методику сравнения
систем, вытекающую из метода построения инвариантных мно-
жеств (см. параграф 7.4). Эта методика позволяет сравнивать
динамические свойства конечного семейства динамических си-
стем, функционирующих в разных пространствах.
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Рассмотрим семейство независимых систем

Si : Ẋi = Fi(Xi, t), Xi ∈ Xi, t ≥ 0, i = 1, s. (7.5.1)

Для упрощения выкладок введем обозначения

X =
[
X1, . . . ,Xs

]
, X = X1 × · · · × Xs,

F(X, t) =
[
F1(X1, t), . . . ,Fs(Xs, t)

]
,

при этом семейство систем (7.5.1) представляется в виде

Ẋ = F(X, t), X ∈ X , t ≥ 0. (7.5.2)

Будем предполагать, что каждому начальному условию
X(t0) = X0 ∈ Ω соответствует единственное решение X(t) си-
стемы (7.5.2) в некоторой области Ω ⊆ X при t ≥ t0 ≥ 0.

Пусть E — пространство с клином Vt и задано отображение
W : X × [0,∞) → E , являющееся непрерывно дифференцируе-
мой в области Ω × [0,∞) оператор-функцией и не являющееся
всюду положительным относительно Vt.

Определение 7.5.1 Семейство систем (7.5.1) называется
сравнимым, если для любого τ ≥ 0 выполняется условие

W
(
X(τ), τ

)
∈ Vτ =⇒ W

(
X(t), t

)
∈ Vt, t ≥ τ. (7.5.3)

При этом W является оператором сравнения данного семейства.

Непосредственно из теоремы 7.4.1 вытекает следующее
утверждение.

Теорема 7.5.1 Пусть Vt — телесный конус, удовлетворя-
ющий свойству вложения (7.2.7). Тогда семейство систем
(7.5.1) сравнимо в том и только в том случае, когда для любого
t ≥ 0 выполняется условие

W(X, t) ∈ Vt, ϕ ∈ V∗
t , ϕ

(
W(X, t)

)
= 0 =⇒ ϕ

(
DtW(X, t)

)
≥ 0,

(7.5.4)
где Dt — оператор дифференцирования в силу системы (7.5.2).
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Отметим, что условие (7.5.4) является следствием конусного
неравенства

DtW(X, t) + α(X, t)W(X, t)
Vt≥ 0, X ∈ ∂It, t ≥ 0,

где It = {X ∈ X : W(X, t) ∈ Vt}, α(X, t) — скалярная непре-
рывная функция.

Сформулируем основные утверждения принципа сравнения
для двух и трех систем с нулевыми положениями равновесия,
которые при определенных условиях являются следствиями тео-
ремы 7.5.1. При этом в фазовых пространствах систем сравне-
ния будем использовать лишь нормальные воспроизводящие ко-
нусы Kt с ограниченной константой нормальности.

Случай 1. Пусть s = 2, F1(Θ, t) ≡ 0, F2(Φ, t) ≡ 0 и
W(X, t)=X2 −V(X1, t), где V : X1× [0,∞)→X2 — непрерывная
всюду положительная относительно нормального воспроизводя-
щего конуса Kt ⊂ X2 оператор-функция. Если F2 ∈ F2(Φ) и

DtV(X1, t)
Kt≤ F2

(
V(X1, t), t

)
, t ≥ 0, (7.5.5)

то из определения класса оператор-функций F2(Φ) (см. пара-
граф 7.2) следует, что S2 является верхней системой сравнения
для системы S1, т. е.

Φ
Kτ≤ V

(
X1(τ), τ

) Kτ≤ X2(τ) =⇒ Φ
Kt≤ V

(
X1(t), t

) Kt≤ X2(t), t > τ.

Это означает, что системы S1 и S2 сравнимы в смысле опреде-
ления 7.5.1 с оператором сравнения W.

Предположим, что оператор V обладает дополнительными
свойствами:

V(Θ, t) ≡ Φ, ‖V(X, t)−Φ‖ ≥ v(X) > 0, X 6= Θ, t ≥ 0, (7.5.6)

где v — непрерывная функция такая, что v(Θ) = 0 и

v(X) ≤ v(Y ) =⇒ ‖X −Θ‖ ≤ ‖Y −Θ‖.
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Теорема 7.5.2 Пусть F2 ∈ F2(Φ), а всюду положитель-
ный оператор V удовлетворяет условиям (7.5.5) и (7.5.6). То-
гда состояние X1 ≡ Θ системы S1 устойчиво (асимптотиче-
ски устойчиво) по Ляпунову, если состояние X2 ≡ Φ системы
S2 устойчиво (асимптотически устойчиво) в K+

t (Φ).

Случай 2. Пусть s = 3, F1(Φ, t) ≡ F3(Φ, t) ≡ 0, F2(Θ, t) ≡ 0,
X1 = X3 и W(X, t) =

[
V(X2, t) − X1, X3 − V(X2, t)

]
, где

V : X2 × [0,∞) → X1 — непрерывное отображение и Kt ⊂ X1

— нормальный воспроизводящий конус.
Если F1 ∈ F1(Φ), F3 ∈ F1(Φ) и

F1

(
V(X2, t), t

) Kt≤ DtV(X2, t)
Kt≤ F3

(
V(X2, t), t

)
, t ≥ 0, (7.5.7)

то из определения классов оператор-функций F1(Φ) и F1(Φ)
при X1(τ) ∈ K−

τ (Φ), X3(τ) ∈ K+
τ (Φ) и t > τ ≥ 0 имеем

X1(τ)
Kτ≤ V

(
X2(τ), τ

) Kτ≤ X3(τ) =⇒ X1(t)
Kt≤ V

(
X2(t), t

) Kt≤ X3(t).
(7.5.8)

Это означает, что три системы S1, S2 и S3 сравнимы в смысле
определения 7.5.1 с оператором сравнения W относительно ко-
нуса Vt = Kt × Kt. При этом S1 и S3 являются соответственно
нижней и (верхней) системами сравнения для системы S2.

Теорема 7.5.3 Пусть F1 ∈ F1(Φ), F3 ∈ F1(Φ), а оператор
V удовлетворяет условиям (7.5.6) и (7.5.7). Тогда состояние
X2 ≡ Θ системы S2 устойчиво (асимптотически устойчиво)
по Ляпунову, если состояния X1 ≡ Φ системы S1 и X3 ≡ Φ си-
стемы S3 устойчивы (асимптотически устойчивы) соответ-
ственно в K−

t (Φ) и K+
t (Φ).

Доказательство. Поскольку конус Kt воспроизводящий и
несплющенный, то

V(X2(τ), τ)−Φ = U+−U−, ‖U±‖ ≤ γ ‖V(X2(τ), τ)−Φ‖, U± ∈ Kτ ,
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где γ > 0 — универсальная константа. Пусть X1(t) и
X3(t) — решения систем S1 и S3 с начальными условиями
X1(τ) = Φ − U− ∈ K−

τ (Φ) и X3(τ) = Φ + U+ ∈ K+
τ (Φ). Тогда

X1(t) ∈ K−
t (Φ) и X3(t) ∈ K+

t (Φ) при t ≥ τ , если

‖X1(τ)− Φ‖ ≤ γ ‖V
(
X2(τ), τ

)
− Φ‖,

‖X3(τ)− Φ‖ ≤ γ ‖V
(
X2(τ), τ

)
− Φ‖.

Учитывая (7.5.8) и нормальность конуса Kt, имеем

‖V
(
X2(t), t

)
− Φ‖ ≤ α‖X1(t)−Φ‖+ β‖X3(t)− Φ‖, t ≥ τ.

где α > 0 и β > 0 зависят от константы нормальности Kt.

Из условий (7.5.6) и непрерывности V(X, t) следует, что для
любого ε > 0 существует δ0 > 0 такое, что ‖X2(t)−Θ‖ ≤ ε лишь
только ‖V

(
X2(t), t

)
− Φ‖ ≤ δ0 при t ≥ τ .

Используя предположения относительно устойчивости состо-
яния X1 ≡ Φ системы S1 и состояния X3 ≡ Φ системы S3 со-
ответственно в K−

t (Φ) и K+
t (Φ), выберем δ± > 0 так, чтобы из

‖X1(τ)−Φ‖ ≤ δ− и ‖X3(τ)−Φ‖ ≤ δ+ вытекали соответствующие
неравенства ‖X1(t)− Φ‖ ≤ δ0/(2α) и ‖X3(t)− Φ‖ ≤ δ0/(2β) при
t ≥ τ. Далее, выберем δ > 0 так, чтобы

‖X2(τ)−Θ‖ ≤ δ =⇒ ‖V
(
X2(τ), τ

)
− Φ‖ ≤ min{δ−, δ+}/γ.

Тогда с учетом приведенных соотношений имеем ‖X2(t)−Θ‖ ≤ ε
при t > τ , т. е., состояние X2 ≡ Θ системы S2 устойчиво по
Ляпунову. При этом X2(t) → Θ, если X1(t) → Φ и X3(t) → Φ
при t→ ∞.

Теорема доказана.

Доказательства теорем 7.5.2 и 7.5.3 аналогичны. Отме-
тим, что при использовании данных теорем принадлежность
оператор-функций классам типа Fk(Φ) и Fk(Φ) может быть
установлена с помощью лемм 7.2.3 и 7.2.4.
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Случай 3. Пусть s ≥ 2. Задачи упорядочения и нахожде-
ния в определенном смысле доминирующей системы семейства
(7.5.1) можно сформулировать в виде обобщенной задачи срав-
нения данного семейства, используя оператор сравнения вида

W(X, t) =
[
V2(X2, t)−V1(X1, t), . . . ,Vs(Xs, t)−Vs−1(Xs−1, t)

]
,

где Vi : Xi × [0,∞) → E1 — непрерывные отображения, E1 —
пространство с клином Kt. В данном случае условие сравнения
(7.5.3) относительно клина Vt = Kt × · · · × Kt означает, что

V1

(
X1(t), t

) Kt≤ V2

(
X2(t), t

) Kt≤ · · ·
Kt≤ Vs

(
Xs(t), t

)
, t > τ ≥ 0,

как только V1

(
X1(τ), τ

) Kτ≤ V2

(
X2(τ), τ

) Kτ≤ · · ·
Kτ≤ Vs

(
Xs(τ), τ

)
.

Например, если Vi(Xi, t) = ‖Xi‖Ei , то нормы решений систем
(7.5.1) упорядочены:

‖X1(t)‖E1 ≤ ‖X2(t)‖E2 ≤ · · · ≤ ‖Xs(t)‖Es , t > τ ≥ 0,

как только ‖X1(τ)‖E1 ≤ ‖X2(τ)‖E2 ≤ · · · ≤ ‖Xs(τ)‖Es .

Пример 7.5.1 Рассмотрим семейство нелинейных систем

ẋi = Ai(xi, t)xi, xi ∈ C
ni , t ≥ 0, i = 1, s, (7.5.9)

где Ai(xi, t) — непрерывные матричные функции размеров
ni×ni. Определим оператор сравнения данного семейства с по-
мощью конуса V = R

s−1
+ :

W(X, t) =
[
x∗2Q2x2 − x∗1Q1x1, . . . , x

∗
sQsxs − x∗s−1Qs−1xs−1

]
,

где Qi(t) ≡ Q∗
i (t) > 0 — заданные матрицы. Тогда

DtW(X, t) =
[
x∗2H2x2 − x∗1H1x1, . . . , x

∗
sHsxs − x∗s−1Hs−1xs−1

]
,

где Hi(xi, t) = Q̇i(t) +A∗
i (xi, t)Qi(t) +Qi(t)Ai(xi, t), i = 1, s.
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Используя теорему 7.5.1 и двусторонние оценки

λmin(Hi − λQi)x
∗
iQixi ≤ x∗iHixi ≤ λmax(Hi − λQi)x

∗
iQixi,

можно установить, что решения систем (7.5.9) упорядочены:

x∗1(t)Q1(t)x1(t) ≤ x∗2(t)Q2(t)x2(t) ≤ · · · ≤ x∗s(t)Qs(t)xs(t),

если

λmax(Hi − λQi) ≤ λmin(Hi+1 − λQi+1), i = 1, s− 1, t ≥ τ ≥ 0,

x∗1(τ)Q1(τ)x1(τ) ≤ x∗2(τ)Q2(τ)x2(τ) ≤ · · · ≤ x∗s(τ)Qs(τ)xs(τ).

В частном случае Qi ≡ Ini
имеем неравенства

λmax(A
∗
i +Ai) ≤ λmin(A

∗
i+1 +Ai+1), i = 1, s − 1, (7.5.10)

обеспечивающие упорядочение решений систем (7.5.9) по евкли-
довой норме. Здесь для эрмитовых матриц и пучков матриц че-
рез λmax(·) и λmin(·) обозначены их максимальные и минималь-
ные собственные значения. Если все системы (7.5.9) являются
линейными и стационарными, то при условиях (7.5.10) можно
упорядочить также области расположения спектров данных си-
стем, ограниченных вертикальными прямыми [120].

7.6 Робастная устойчивость позитивных систем

Рассмотрим семейство дифференциальных систем типа (7.4.1):

Ẋ = F(X, t), F(Θ, t) ≡ 0, t ≥ 0, (7.6.1)

F(X, t)
Kt≤ F(X, t)

Kt≤ F(X, t), X ∈ X , t ≥ 0, (7.6.2)

где Kt ⊂ X — нормальный воспроизводящий конус с ограничен-
ной константой нормальности. Выделим в данном семействе две
предельные системы

Ẋ = F(X, t), F(Θ, t) ≡ 0, t ≥ 0, (7.6.3)
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Ẋ = F(X, t), F(Θ, t) ≡ 0, t ≥ 0. (7.6.4)

Если F ∈ F1(Θ) и F ∈ F1(Θ), то при X(τ) ∈ K−
τ (Θ) и

X(τ) ∈ K+
τ (Θ) имеем

X(τ)
Kτ≤ X(τ)

Kτ≤ X(τ) =⇒ X(t)
Kt≤ X(t)

Kt≤ X(t), t > τ ≥ 0.

В этом случае (7.6.3)
(
(7.6.4)

)
является нижней (верхней) си-

стемой сравнения для каждой системы (7.6.1), (7.6.2). Полагая
в теореме 7.5.3 V(X, t) ≡ X, Θ = Φ, имеем следующий резуль-
тат.

Теорема 7.6.1 Пусть F ∈ F1(Θ) и F ∈ F1(Θ). Тогда состо-
яние X ≡ Θ каждой системы (7.6.1), (7.6.2) устойчиво (асимп-
тотически устойчиво) по Ляпунову, если состояние X ≡ Θ
системы (7.6.3) и состояние X ≡ Θ системы (7.6.4) устойчи-
вы (асимптотически устойчивы) соответственно в K−

t (Θ) и
K+
t (Θ).

Для семейств систем вида (7.6.1), описываемых условиями

F(X, t)
Kt≤ F(X, t)

Kt≤ F(X, t), X ∈ K+
t (Θ), t ≥ 0, (7.6.5)

F(X, t)
Kt≤ F(X, t)

Kt≤ F(X, t), X ∈ K−
t (Θ), t ≥ 0, (7.6.6)

выполняются следующие утверждения.

Теорема 7.6.2 Пусть Kt — нормальный телесный конус,
удовлетворяющий свойству вложения (7.2.7). Если выполня-
ется условие (7.6.5) при F ∈ F+

0 (Θ) и F ∈ F+
2 (Θ), то из устой-

чивости (асимптотической устойчивости) в K+
t (Θ) состоя-

ния X ≡ Θ системы (7.6.4) следует устойчивость (асимпто-
тическая устойчивость) в K+

t (Θ) состояния X ≡ Θ каждой
системы (7.6.1), (7.6.5). Аналогично, если выполняется усло-
вие (7.6.6) при F ∈ F−

2 (Θ) и F ∈ F−
0 (Θ), то из устойчи-

вости (асимптотической устойчивости) в K−
t (Θ) состояния
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X ≡ Θ системы (7.6.3) следует устойчивость (асимптотиче-
ская устойчивость) в K−

t (Θ) состояния X ≡ Θ каждой систе-
мы (7.6.1), (7.6.6).

При условиях теоремы 7.6.2 для решений системы (7.6.2) вы-
полняются соответствующие оценки

Θ
Kτ≤ X(τ)

Kτ≤ X(τ) =⇒ Θ
Kt≤ X(t)

Kt≤ X(t), t > τ ≥ 0,

X(τ)
Kτ≤ X(τ)

Kτ≤ Θ =⇒ X(t)
Kt≤ X(t)

Kt≤ Θ, t > τ ≥ 0.

При этом из (7.6.5) и F ∈ F+
0 (Θ) следует F ∈ F+

0 (Θ). Аналогич-
но, при условии (7.6.6) F ∈ F−

0 (Θ) влечет F ∈ F−
0 (Θ).

Рассмотрим семейства нелинейных систем

Ẋ = A(X, t)X, t ≥ 0, (7.6.7)

описываемые операторными неравенствами:

A(X, t) E A(X, t) E A(X, t), X
Kt≥ Θ

Kt≥ 0, t ≥ 0, (7.6.8)

A(X, t) E A(X, t) E A(X, t), X
Kt≤ Θ

Kt≤ 0, t ≥ 0. (7.6.9)

Предполагаем, что значения оператор-функций A(X, t), A(X, t)
и A(X, t) являются линейными ограниченными операторами в
X . Пусть X ≡ Θ — общее состояние равновесия каждой системы
данных семейств, включая предельные

Ẋ = A(X, t)X, t ≥ 0, (7.6.10)

Ẋ = A(X, t)X, t ≥ 0. (7.6.11)

Тогда либо Θ = 0, либо Θ 6= 0 и Θ ∈ kerA(Θ, t) при t ≥ 0.
Сформулируем следствия теоремы 7.6.2 и леммы 7.2.3, ис-

пользуя ограничения

A(X, t) +B+(X, t) D β
+
(X, t) I, X ∈ K+

t (Θ), t ≥ 0, (7.6.12)
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A(X, t) +B+(X, t) D β+(X, t) I, X ∈ K+
t (Θ), t ≥ 0, (7.6.13)

A(X, t) +B−(X, t) D β
−
(X, t) I, X ∈ K−

t (Θ), t ≥ 0, (7.6.14)

A(X, t) +B−(X, t) D β−(X, t) I, X ∈ K−
t (Θ), t ≥ 0, (7.6.15)

где B±(X, t)H = [A′
±(X, t)H]X, B±(X, t)H = [A

′
±(X, t)H]X,

A
′
±(X, t) и A

′
±(X, t) — производные Гато по конусу ±Kt,

β
±
(X, t) и β±(X, t) — скалярные функции.

Следствие 7.6.1 Пусть Kt — нормальный телесный конус,
удовлетворяющий свойству вложения (7.2.7). Если выполня-
ются условия (7.6.12) и (7.6.13), то из устойчивости (асимп-
тотической устойчивости) в K+

t (Θ) состояния X ≡ Θ систе-
мы (7.6.11) следует устойчивость (асимптотическая устой-
чивость) в K+

t (Θ) состояния X ≡ Θ каждой системы (7.6.7),
(7.6.8). Аналогично, при выполнении условий (7.6.14) и (7.6.15)
из устойчивости (асимптотической устойчивости) в K−

t (Θ)
состояния X ≡ Θ системы (7.6.10) следует устойчивость
(асимптотическая устойчивость) в K−

t (Θ) состояния X ≡ Θ
каждой системы (7.6.7), (7.6.9).

Отметим, что в следствии 7.6.1 вместо (7.6.12) и (7.6.15) мож-
но использовать соответствующие ограничения

A(X, t) D α+(X, t) I, A(X, t)Θ
Kt≥ 0, X −Θ ∈ ∂Kt, t ≥ 0,

(7.6.16)

A(X, t) D α−(X, t) I, A(X, t)Θ
Kt≤ 0, Θ−X ∈ ∂Kt, t ≥ 0.

(7.6.17)

Пример 7.6.1 Рассмотрим семейство систем

ẋ = A(x, t)x, A(x, t) E A(x, t) E A(x), x ∈ K, t ≥ 0, (7.6.18)

где A(x, t) = A0(t)+
n∑
j=1

xjAj(t), A(x) = A0+
n∑
j=1

xjAj , Ai(t) E Ai,

Ai(t) = ‖a(i)ks (t)‖nk,s=1 и Ai = ‖a(i)ks‖nk,s=1 — матрицы размеров
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n × n, i = 0, n, K = R
n
+ — конус неотрицательных векторов, E

обозначает поэлементное матричное неравенство.
Производные Гато (Фреше) векторных функций

F (x, t) = A(x, t)x, F (x, t) = A(x, t)x и F (x) = A(x)x опре-
деляются соотношениями

F ′(x, t) = A(x, t) +B(x, t), B(x, t) =

[
∂A

∂x1
x, . . . ,

∂A

∂xn
x

]
,

F ′(x, t) = A0(t) +

n∑

j=1

xjBj(t), F
′
(x) = A0 +

n∑

j=1

xjBj,

где Bj(t) = ‖a(j)ks (t)+a
(s)
kj (t)‖nk,s=1, Bj = ‖a(j)ks +a

(s)
kj ‖nk,s=1. Условия

(7.6.12) и (7.6.16) при Θ = 0 приводятся к соответствующему
виду

a
(0)
ks (t) ≥ 0, a

(j)
ks (t) + a

(s)
kj (t) ≥ 0, k 6= s, t ≥ 0, j = 1, n,

и
a
(i)
ks (t) ≥ 0, k 6= s, t ≥ 0, i = 0, n.

Если выполняется одно из этих условий и, кроме того,

A
−1
0 E 0, a

(0)
ks ≥ 0, a

(j)
ks + a

(s)
kj ≥ 0, k 6= s, j = 1, n,

то согласно следствию 7.6.1 нулевое состояние каждой системы
(7.6.18) асимптотически устойчиво в K (см. также теорему 7.3.3
и следствие 7.3.1).

Рассмотрим параметрическое семейство нелинейных систем

Ẋ = A(X, p)X, A(X, p) =

s∑

i=1

piAi(X), X ∈ X , t ≥ 0, (7.6.19)

где p = [p1, . . . , ps]
T ∈ R

s
+ — вектор неотрицательных парамет-

ров, а значения оператор-функций Ai(X) являются линейными
ограниченными операторами в X .
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Следствие 7.6.2 Пусть все операторы Ai(X) удовлетво-
ряют одному из условий следствия 7.3.1 типа внедиагональ-
ной положительности относительно нормального телесного
конуса K и совместна система конусных неравенств

H
K
≥ 0, Ai(0)H

K
< 0, i = 1, s.

Тогда состояние X ≡ 0 каждой системы (7.6.19) при p ∈ R
s
+

асимптотически устойчиво по Ляпунову.

Рассмотрим семейство линейных систем

Ẋ = A(t)X, A(t) E A(t) E A(t), t ≥ 0, (7.6.20)

где операторное неравенство E порождается нормальным вос-
производящим конусом Kt. Выделим в (7.6.20) две системы

Ẋ = A(t)X, (7.6.21)

Ẋ = A(t)X. (7.6.22)

Теорема 7.6.3 Каждая система (7.6.20) позитивна отно-
сительно Kt, если

eA(ϑ) hKτ ⊆ Kt, t ≥ ϑ ≥ τ ≥ 0, t− τ ≥ h ≥ 0. (7.6.23)

Если система (7.6.22) асимптотически устойчива, то каждая
позитивная система (7.6.20) асимптотически устойчива.

Доказательство. При условии (7.6.23) конус Kt должен
иметь свойство вложения (7.2.7). Каждое решение системы
(7.6.20) имеет вид X(t) = EA(t, τ)Xτ , где EA(t, τ) — эволюцион-
ный оператор, X(τ) = Xτ — начальный вектор. Эволюционный
и экспоненциальный операторы системы (7.6.20) связаны соот-
ношениями [27]

EA(t, τ) = lim
n→∞

[
eA(ϑn)hn . . . eA(ϑ1) hn

]
,

eA(ϑ) h = lim
n→∞

[
EA(ϑ, ϑ − h/n)

]n
,

(7.6.24)
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где ϑk ∈
[
tk, tk+1

]
, tk = τ + khn, hn = (t−τ)/n, k = 0, n, t ≥ τ ,

ϑ ≥ 0, h ≥ 0. Если A(t)Kt ⊆ Kt, то при условии (7.2.7) имеем

eA(ϑ) hKτ =

∞∑

k=0

hk

k!
A
k(ϑ)Kτ ⊆ Kt, τ ≤ ϑ ≤ t, 0 ≤ h ≤ t− τ.

Если A(t) = A1(t) +A2(t), e
A1(ϑ)hKτ ⊆ Kt и eA2(ϑ) hKτ ⊆ Kt, то

eA(ϑ) hKτ ⊆ Kt, где [27]

eA(ϑ)h = lim
n→∞

1

2n

[
eA1(ϑ)

h
n eA2(ϑ)

h
n + eA2(ϑ)

h
n eA1(ϑ)

h
n

]n
,

и согласно (7.6.24) EA(t, τ)Kτ ⊆ Kt. В частности, полагая
A1(t) = A(t) и A2(t) = A(t) −A(t), при условии (7.6.23) имеем
свойство позитивности каждой системы (7.6.20) относительно
Kt. Причем, в случае постоянного конуса условие (7.6.23) необ-
ходимо для позитивности системы (7.6.21).

Пусть X(t) и X(t) — решения систем (7.6.20) и (7.6.22) с соот-
ветствующими начальными условиями X(τ) = Xτ и X(τ) = Xτ .

Тогда 0
Kt≤ X(t)

Kt≤ X(t) при t ≥ τ ≥ 0, лишь только

0
Kτ≤ Xτ

Kτ≤ Xτ . В силу нормальности конуса Kt из асимптоти-
ческой устойчивости системы (7.6.22) следует асимптотическая
устойчивость в Kt каждой позитивной системы (7.6.20). Данное
утверждение выполняется также для конуса −Kt. Если при этом
конус Kt воспроизводящий, то каждая система (7.6.20) асимп-
тотически устойчива по Ляпунову (см. доказательство теоремы
7.5.3).

Теорема доказана.

Замечание 7.6.1 Каждая система (7.6.20) является пози-
тивной относительно Kt, если для некоторой скалярной функ-
ции α(t) выполняется операторное неравенство A(t) D α(t) I. Из
данного неравенства вытекает условие (7.6.23) при ограничении
(7.2.7). Действительно, eA(ϑ) δ = eα(ϑ) δ e[A(ϑ)−α(ϑ) I] δ и

eA(ϑ) δKτ = eα(ϑ) δ
∞∑

k=0

δk

k!

[
A(ϑ)− α(ϑ)I

]k Kτ ⊆ Kϑ ⊆ Kt.
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Пример 7.6.2 Рассмотрим семейство линейных систем

ẋ = A(t)x, A(t) E A(t) E A, A
−1

E 0, x ∈ R
n, t ≥ 0, (7.6.25)

где A(t) — матричная функция с неотрицательными внедиаго-
нальными элементами, −A — M -матрица, E обозначает поэле-
ментное матричное неравенство. Система ẋ = A(t)x позитивна
относительно конуса K = R

n
+, а система ẋ = Ax асимптотически

устойчива. Поэтому каждая система (7.6.25) является асимпто-
тически устойчивой и позитивной относительно R

n
+.

Пример 7.6.3 Рассмотрим семейство матричных систем

Ẋ = M(t)X, M(t) E M(t) E M(t), X ∈ C
n×n, t ≥ 0, (7.6.26)

M(t)X = A∗(t)X +XA(t), M(t)X = M(t)X +
s∑

i=1

B∗(t)XB(t),

где E обозначает неравенство, порождаемое конусом эрми-
товых неотрицательно определенных матриц Kn. Поскольку
eM(ϑ) δX = eA

∗(ϑ) δXeA(ϑ) δ, то матричное дифференциальное
уравнение Ляпунова Ẋ = A∗(t)X + XA(t) и каждая система
(7.6.26) являются позитивными относительно Kn. Если система

Ẋ = A∗(t)X +XA(t) +

s∑

i=1

B∗(t)XB(t) (7.6.27)

асимптотически устойчива, то каждая система (7.6.26) является
позитивной и асимптотически устойчивой. Автономная система
вида (7.6.27) асимптотически устойчива, если совместна система
матричных неравенств

A∗X +XA+
s∑

i=1

B∗XB < 0, X = X∗ > 0.

Отметим, что матричное дифференциальное уравнение
(7.6.27) известно как уравнение вторых моментов стохастиче-
ской системы Ито (см. параграф 2.5). Данное уравнение пози-
тивно и монотонно относительно конуса Kn.
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7.7 Позитивная стабилизация динамических

систем

При установлении условий устойчивости состояний динамиче-
ских систем, обладающих свойствами типа позитивности и мо-
нотонности, целесообразно использовать специальные методы
исследования (см. параграф 7.3). Данные свойства изучаемых
систем можно обеспечить с помощью статических или динами-
ческих регуляторов.

Рассмотрим систему управления

Ẋ = F(X,U, t), Y = G(X,U, t), Z = H(X,U, t), (7.7.1)

где X ∈ X — состояние системы, Y ∈ Y — наблюдаемый выход,
Z ∈ Z — управляемый выход, U ∈ U — управление, F, G и H

— непрерывные оператор-функции, t ≥ 0. Пусть F(0, 0, t) ≡ 0,
H(0, 0, t) ≡ 0 и в пространстве Z выделен конус Kt.

Система (7.7.1) называется позитивно достижимой относи-
тельно конуса K, если существует регулятор

U = K(Y, t), (7.7.2)

для которого Z(t) ∈ Kt, как только Z(τ) ∈ Kτ и t > τ ≥ 0. Если
к тому же Z(t) → 0 при t → ∞, то данная система называется
позитивно стабилизируемой относительно конуса K.

Аналогично определяются свойства позитивной достижимо-
сти и позитивной стабилизируемости системы (7.7.1) с помощью
динамического регулятора

Ṙ = D(R,Y,U, t), U = K(R,Y, t), (7.7.3)

где R ∈ R — состояние регулятора, D и K — оператор-функции,
подлежащие определению. При этом управляемый выход Z мо-
жет явно содержать компоненты как состояния системы X, так
и регулятора R. Например, если положить Z =

[
X,R

]
, то конус

Kt определяется в пространстве Z = X ×R.
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При изучении условий позитивной достижимости и позитив-
ной стабилизируемости класса систем

Ẋ = A(X)X +B(X)U, Y = C(X)X, U = K(X)Y, (7.7.4)

можно воспользоваться следствием 7.3.1 теоремы 7.3.3. В дан-
ном случае пространством управляемых выходов системы Z яв-
ляется все пространство состояний X . Если K ⊂ X — телесный
конус и операторное неравенство

M(X) = A(X) +B(X)K(X)C(X) D α(X)I, X ∈ ∂K, (7.7.5)

разрешимо относительно K(X) для некоторой функции α(X),
то система (7.7.4) позитивно достижима. Если при этом система
линейных конусных неравенств

M(0)H
K
< 0, H

K
≥ 0, (7.7.6)

совместна, то состояние X ≡ 0 замкнутой системы (7.7.4) асимп-
тотически устойчиво.

Пример 7.7.1 Рассмотрим систему управления

ẋ = Ax+Bu, y = Cx, (7.7.7)

где x ∈ R
n, y ∈ R

l и u ∈ R
m. Данная система позитивно дости-

жима относительно конуса R
n
+ с помощью регулятора

u = Ky (7.7.8)

в том и только в том случае, когда совместна система неравенств
(см. пример 7.3.1)

aij + bi∗Kc∗j ≥ 0, i 6= j, (7.7.9)

где bi∗ и c∗j — строки и столбцы соответствующих матриц B и C,
i, j = 1, n. При выполнении условий (7.7.9) замкнутая система
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(7.7.7), (7.7.8) асимптотически устойчива в том и только в том
случае, когда существует диагональная матрица-решение X > 0
матричного неравенства

(A+BKC)X +X(A+BKC)T < 0. (7.7.10)

При вычислении матрицы K можно воспользоваться одним из
утверждений теоремы 3.1.2. Так, если для некоторой диагональ-
ной матрицы X > 0 выполняются соотношения (3.1.34), то регу-
лятор с матрицей K, удовлетворяющей системе линейных нера-
венств (7.7.9) и (7.7.10), обеспечивает позитивную стабилизацию
системы (7.7.7).

Условия позитивной стабилизации системы (7.7.7) относи-
тельно эллипсоидального конуса K(Q) представляет система со-
отношений

MTQ+QM + αQ ≥ 0,

MTQM ≤ βQ, hTM−1h ≤ 0, hT (MTQM)−1h ≥ 0,

где M = A+BKC, α ∈ R, β > 0, h — собственный вектор матри-
цы Q, отвечающий ее положительному собственному значению.

В задаче позитивной стабилизации системы (7.7.7) с помо-
щью динамического регулятора порядка r

ξ̇ = Zξ + V y, u = Uξ +Ky, (7.7.11)

могут быть использованы конусы типа Kµ(α, p) и Kσ(β, q) (см.
параграф 8.7), определенные в пространстве замкнутой системы

˙̂x = M̂x̂, M̂ =

[
M BU
V C Z

]
, x̂ =

[
x
ξ

]
, (7.7.12)

где M = A + BKC. В частности, при r = 1 замкнутая систе-
ма (7.7.12) в пространстве R

n+1
+ имеет инвариантный круговой

конус Минковского Kc = {[xT , ξ]T : ‖x‖2 ≤ ξ}, если [55, 56]

[
γIn −M −MT CTV T −BU
V C − UTBT 2Z − γ

]
≥ 0 (7.7.13)
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для некоторо γ ∈ R. Система (7.7.12) позитивна относительно
конуса Kµ(1,∞) = {[xT , ξ]T : max

i
|xi| ≤ min

j
ξj} в том и только в

том случае, когда выполняются соотношения (см. пример 7.4.3)
∑

i 6=k

|vs∗c∗i ∓mki| ≤
∑

j

(zsj ∓ bk∗u∗j)± vs∗c∗k ∓mkk,

zsj ≥ |bk∗u∗j|, j 6= s, k, i = 1, n, s, j = 1, r.

(7.7.14)

Условиями позитивной стабилизации системы (7.7.7) относи-
тельно конуса Kµ(α, p) с помощью регулятора (7.7.11) являют-
ся объединение условий позитивности системы (7.7.12) и усло-

вий положительной обратимости блочной матрицы −M̂ , экви-
валентных позитивности линейной дискретной системы

x̂t+1 = N̂ x̂t, N̂ = −M̂−1 =

[
Â B̂

Ĉ D̂

]
. (7.7.15)

Блоки Â, B̂, Ĉ и D̂ могут быть определены с помощью формулы
Фробениуса для обращения блочных матриц.

В [5] получены алгебраические критерии и достаточные
условия позитивности системы (7.7.15) относительно конусов
Kµ(α, p). Так, критерий позитивности системы (7.7.15) относи-
тельно конуса Kµ(1,∞) представляют соотношения

d̂kj ≥ |̂bsj |,
n∑

i=1

|ĉki ± âsi| ≤
r∑

i=1

(d̂kj ± b̂sj), s = 1, n, j, k = 1, r.

(7.7.16)
Следовательно, динамический регулятор (7.7.11) обеспечивает
позитивную стабилизацию системы (7.7.7) относительно кону-
са Kµ(1,∞) в том и только в том случае, когда выполняется
система соотношений (7.7.14) и (7.7.16).

Отметим, что условия позитивной стабилизации системы
(7.7.7) относительно конуса R

n+r
+ с помощью динамического ре-

гулятора (7.7.11) полного порядка r = n можно представить в
виде системы ЛМН (см. параграф 3.2).



Глава 8

Приложение

8.1 Эрмитовы матрицы и закон инерции

Любая эрмитова матрица X = X∗ ∈ C
n×n имеет веществен-

ный спектр σ(X) = {λ1, . . . , λn} и представляется в виде

X =
n∑

i=1

λixix
∗
i = PP ∗ −QQ∗, (8.1.1)

где xi — ортонормированные собственные векторы, отвечающие
собственным значениям λi ∈ σ(X), P ∈ C

n×p и Q ∈ C
n×q —

матрицы полного ранга по столбцам.
Инерцию матрицы i(X) = {i+(X), i−(X), i0(X)} составляют

количества ее положительных (i+(X)), отрицательных (i−(X))
и нулевых собственных значений с учетом кратностей. В разло-
жении (8.1.1) P ∗Q = 0 и i(X) = {p, q, n−p− q}. Невырожденное
конгруэнтное преобразование матрицы сохраняет ее инерцию
(закон инерции Сильвестра):

i(X) = i(T ∗XT ), detT 6= 0. (8.1.2)

Эрмитова матрица X называется положительно (неотри-
цательно) определенной, если квадратичная форма x∗Xx > 0
(x∗Xx ≥ 0) для любого вектора x 6= 0 ∈ C

n. В данном опреде-
лении для вещественной симметричной матрицы X = XT ис-
пользуются лишь векторы x ∈ R

n. Матрица X неотрицательно
определена в том и только в том случае, когда в ее разложе-
нии (8.1.1) Q = 0. При этом она положительно определена, если
p = n.

299



300 Робастная устойчивость и стабилизация . . .

Лемма 8.1.1 Пусть X = PP ∗ − QQ∗ ≥ 0, где P ∈ C
n×p

и Q ∈ C
n×q. Тогда rankX ≤ rankP и Q = PC для некоторой

матрицы C ∈ C
p×q. При этом CC∗ ≤ Ip (CC∗ < Ip), если

rankP = p (rankX = p). Обратно, если Q = PC и CC∗ ≤ Ip
(CC∗ < Ip), то X ≥ 0 (i(X) = {rankP, 0, 0}).

Доказательство. Используем скелетное разложение

P = LR∗, L ∈ C
n×r, R ∈ C

r×p, rankP = rankL = rankR = r.

Очевидно, что в случае r = n все утверждения леммы выпол-
няются. В случае r < n имеем представление

Q = LQ1 + L⊥Q2, Q1 ∈ C
r×q, Q2 ∈ C

n−r×q,

где L⊥ ∈ C
n×n−r — ортогональное дополнение множителя L,

detT 6= 0, T =
[
L,L⊥

]
, L∗L⊥ = 0.

Так как

T ∗XT =

[
L∗L 0
0 L⊥∗L⊥

][
R∗R−Q1Q

∗
1 −Q1Q2∗

−Q2Q
∗
1 −Q2Q

∗
2

][
L∗L 0
0 L⊥∗L⊥

]
,

то матричное неравенство X ≥ 0 сводится к соотношениям
R∗R−Q1Q

∗
1 ≥ 0 и Q2 = 0. Следовательно,

Q = LR∗R(R∗R)−1Q1 = PC, X = P (Ip − CC∗)P ∗ ≥ 0,

где C = R+∗Q1, R
+ = (R∗R)−1R∗.

Обратное утверждение леммы является простым следствием
закона инерции.

Лемма доказана.
Утверждения леммы 8.1.1 частично сформулированы без до-

казательства в [119, лемма 6.1.1 ].

8.2 Блочные матрицы и лемма Шура

Приведем важные свойства блочных матриц вида

M =

[
A B
C D

]
, detD 6= 0, (8.2.1)
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где A, B, C и D — блоки соответствующих размеров n×m, n×k,
k ×m и k × k. Прежде всего, имеем представление

M =

[
In BD−1

0k×n Ik

][
A−BD−1C 0n×k

0k×m D

][
Im 0m×k

D−1C Ik

]
,

из которого в случае m = n следует detM = detD detE, где
E = A−BD−1C. При этом, если detE 6= 0, то обратная матрица
вычисляется по формуле Фробениуса:

M−1 =

[
E−1 −E−1BD−1

−D−1CE−1 D−1 +D−1CE−1BD−1

]
. (8.2.2)

Для блочных эрмитовых и, в частности, вещественных сим-
метричных матриц (8.2.1) выполняется следующее утвержде-
ние.

Лемма 8.2.1 (лемма Шура). Пусть блочная матрица M
вида (8.2.1) является эрмитовой, т. е. A = A∗, C = B∗ и
D = D∗, причем detD 6= 0. Тогда она положительно (неот-
рицательно) определена в том и только в том случае, когда
D > 0 и E > 0 (D > 0 и E ≥ 0), где E = A−BD−1C.

Аналогичными свойствами обладают блочные матрицы вида
(8.2.1) с квадратным невырожденным диагональным блоком A.

8.3 Двучленное матричное неравенство

Ядро kerA матрицы A ∈ C
p×n составляет подпространство

решений однородной системы Ax = 0. Матрицу размеров
n× (n− rankA), столбцы которой составляют базис ядра kerA,
обозначаем через WA. Если rankA = p < n, то WA совпадает с
сопряженной матрицей ортогонального дополнения A⊥∗.

Лемма 8.3.1 Для заданных матриц A ∈ C
p×n, B ∈ C

q×n и
C = C∗ ∈ C

n×n матричное неравенство

A∗XB +B∗X∗A < C (8.3.1)
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разрешимо относительно X ∈ C
p×q в том и только в том

случае, когда выполняется одно из условий:
(a) rankA = n, rankB = n;
(b) rankA < n, rankB = n, W ∗

ACWA > 0;
(c) rankB < n, rankA = n, W ∗

BCWB > 0;
(d) rankA < n, rankB < n, W ∗

ACWA > 0, W ∗
BCWB > 0;

где WA и WB — матрицы, столбцы которых составляют ба-
зисы соответствующих ядер kerA и kerB.

В [13] при условиях леммы 8.3.1 приведено общее решение
матричного неравенства (8.3.1) в параметрической форме.

Лемма 8.3.2 (лемма Финслера) Пусть C = C∗ ∈ C
n×n,

A ∈ C
p×n и rankA < n. Тогда следующие утверждения эквива-

лентны:
(a) x∗Cx > 0 ∀x 6= 0 ∈ kerA;
(b) C > αA∗A для некоторого α ∈ R;
(c) W ∗

ACWA > 0;
(d) A∗X +X∗A < C для некоторой матрицы X ∈ C

p×n.

Из леммы 8.3.2, в частности, следует, что условие (d) разре-
шимости матричного неравенства (8.3.1) эквивалентно выполне-
нию при некотором α ∈ R соотношений C > αA∗A и C > αB∗B.

8.4 Каноническая форма линейного пучка матриц

Произвольный линейный пучок матриц L(λ) = A−λB размеров
n × m с помощью эквивалентных преобразований может быть
приведен к канонической форме Кронекера [21]:

PL(λ)Q =




J − λIl 0 0 0 0
0 Ir − λN 0 0 0

0 0 U(λ) 0 0
0 0 0 V (λ) 0
0 0 0 0 0h×g



, (8.4.1)
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где P и Q — квадратные невырожденные матрицы соответству-
ющих размеров n × n и m × m. Можно считать, что матри-
ца J , отвечающая конечным элементарным делителям L(λ),
имеет нормальную жорданову форму. При наличии бесконеч-
ных элементарных делителей L(λ), степени которых ν1, . . . , ντ ,
в (8.4.1) присутствует второй диагональный блок порядка
r = ν1+ · · ·+ ντ . При этом квазидиагональная матрица N явля-
ется нильпотентной с индексом нильпотентности ν = max

i
νi и

ее диагональные блоки имеют следующую структуру:

Ni =





0, νi = 1,[
0νi−1×1 Iνi−1

0 01×νi−1

]
νi ≥ 2,

(i = 1, τ ),

Если пучок L(λ) является сингулярным (detL(λ) ≡ 0 или
n 6= m), то в (8.4.1) присутствуют диагональные блоки U(λ),
V (λ) или 0h×g. Диагональные блоки квазидиагональных мат-
риц U(λ) и V (λ) имеют вид

Ui(λ) =
[
0ki×1, Iki

]
− λ

[
Iki , 0ki×1

]
, i = 1, ξ,

Vj(λ) =
[
0sj×1, Isj

]T − λ
[
Isj , 0sj×1

]T
, j = 1, η,

где ki и sj — ненулевые минимальные индексы соответствен-
но для столбцов и строк L(λ). Размеры нулевого диагонально-
го блока 0h×g определяются количествами нулевых минималь-
ных индексов соответственно для строк (h) и столбцов (g) пучка
L(λ). Размеры нулевых внедиагональных блоков в (8.4.1) долж-
ны соответствовать размерам диагональных блоков.

8.5 Функции от матрицы

Пусть f(λ) — аналитическая функция на замкнутом множестве,
ограниченном замкнутым контуром ω. Определим f(A) как мат-
ричный интеграл

f(A) =
1

2πi

∮

ω

f(λ)(λIn −A)−1dλ. (8.5.1)
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Используя разложение резольвенты

(λIn −A)−1 =

α∑

t=1

mt∑

i=1

(i− 1)!

(λ− λt)i
Ati

и интегральные формулы Коши для производных функции
f(λ), имеем представление

f(A) =

α∑

t=1

mt∑

i=1

f (i−1)(λt)Ati, (8.5.2)

где Ati — компоненты матрицы A, λ1, . . . , λα — все попарно
различные точки спектра σ(A), являющиеся корнями соответ-
ствующих кратностей m1, . . . ,mα минимального полинома

θ(λ) = (λ− λ1)
m1 · · · (λ− λα)

mα

матрицы A степени m =
α∑
t=1

mt ≤ n. Если функция f(λ) в круге

S(z, r) = {λ : |λ − z| < r} разлагается в сходящийся степенной
ряд

f(λ) =
∞∑

k=0

ak(λ− z)k,

то для любой матрицы A со спектром σ(A) ⊂ S(z, r)

f(A) =

∞∑

k=0

ak(A− zIn)
k.

Часто используются следующие функции от матрицы:

eA=

∞∑

k=0

1

k!
Ak, sinA=

∞∑

k=0

(−1)k

(2k + 1)!
A2k+1, cosA=

∞∑

k=0

(−1)k

(2k)!
A2k,

(In −A)−1 =

∞∑

k=0

Ak, ln(In +A) =

∞∑

k=1

(−1)k+1

k
Ak, σ(A) ⊂ S(0, 1).

Отметим важные свойства функций от матрицы:
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• Если σ(A) =
{
λ1, . . . , λn

}
, то σ

(
f(A)

)
=

{
f(λ1), . . . , f(λn)

}
.

• Если B = T−1AT , то f(B) = T−1f(A)T .

• Если A = diag
{
A1, . . . , Ap

}
— квазидиагональная матрица, то

f(A) = diag
{
f(A1), . . . , f(Ap)

}
— также квазидиагональ-

ная матрица.

Любая квадратная матрица A может быть приведена к жор-
дановой канонической форме с помощью преобразования подо-
бия T−1AT = diag

{
J1, . . . , Jp

}
, где

Ji =




λi 1 0 . . . 0 0
0 λi 1 . . . 0 0
0 0 λi . . . 0 0
...

...
...

. . .
...

...
0 0 0 . . . λi 1
0 0 0 . . . 0 λi



, λi ∈ σ(A), Ji ∈ C

pi×pi , i = 1, p.

Здесь среди собственных значений λi могут быть равные, при-
чем Ji = λi, если λi — простое собственное значение, алгебраиче-
ская и геометрическая кратности которого совпадают (ni = ξi).
Для матрицы A простой структуры каноническая форма явля-
ется диагональной, а минимальный полином не имеет кратных
корней.

Вычисляя компоненты матриц Ji, согласно (8.5.2) имеем

f(Ji) =




f(λi)
f (1)(λi)

1!
. . .

f (pi−1)(λi)

(pi − 1)!

0 f(λi) . . .
f (pi−2)(λi)

(pi − 2)!
...

...
. . .

...
0 0 . . . f(λi)



, i = 1, p,

f(A) = T diag
{
f(J1), . . . , f(Jp)

}
T−1.
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8.6 Векторные, матричные и операторные нормы

Норму элементов в пространстве X определяет функционал
f(X) = ‖X‖ ≥ 0, обладающий следующими свойствами:

1) ‖X‖ = 0 ⇐⇒ X = 0;
2) ‖X1 +X2‖ ≤ ‖X1‖+ ‖X2‖ ∀X1,X2 ∈ X ;
3) ‖cX‖ = |c|‖X‖ ∀c ∈ C, ∀X ∈ X .

Для матричных норм наряду с 1) – 3) выполняется свойство:
4) ‖X1X2‖ ≤ ‖X1‖‖X2‖ ∀X1 ∈ C

p×n, ∀X2 ∈ C
n×q.

Матричная норма в C
m×n согласована с векторными норма-

ми в C
n и C

m, если

‖Ax‖ ≤ ‖A‖‖x‖ ∀A ∈ C
m×n,∀x ∈ C

n.

Норма линейного оператора A, действующего из нормиро-
ванного пространства X1 в нормированное пространство X2,
определяется в виде

‖A‖ = sup
x 6=0

‖Ax‖
‖x‖ = sup

‖x‖=1
‖Ax‖.

Для операторных норм выполняются приведенные выше свой-
ства 1) – 4) векторных и матричных норм. Норма и
спектральный радиус оператора удовлетворяют соотношени-
ям (И.М. Гельфанд)

ρ(A) = lim
n→∞

n
√

‖An‖, ρ(A) ≤ n
√

‖An‖, n = 1, 2, . . . .

Для нормы матрицы как линейного оператора используются
термины операторная, подчиненная или индуцированная мат-
ричная норма. Среди всех матричных норм, согласованных с
заданными векторными нормами, подчиненная норма является
минимальной.

В пространстве C
n используются векторные lp-нормы

(p = 1, 2, . . . ,∞):

‖x‖1 =
n∑

i=1

|xi|, ‖x‖2 =
( n∑

i=1

|xi|2
)1/2

, ‖x‖∞ = max
1≤i≤n

|xi|,
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‖x‖p =
( n∑

i=1

|xi|p
)1/p

, p ≥ 1 (норма Гёльдера).

Наиболее распространенными матричными нормами являются:

‖A‖1 = max
1≤j≤m

n∑

i=1

|aij | (столбцовая норма),

‖A‖2 = max
1≤i≤n

√
λi(A∗A) (спектральная норма),

‖A‖∞ = max
1≤i≤n

m∑

j=1

|aij | (строчная норма),

‖A‖E =
√

tr(A∗A) (евклидова норма).

Столбцовая, спектральная и строчная нормы матриц явля-
ются подчиненными по отношению, соответственно, к l1-, l2- и
l∞- нормам векторов.

Аналогами векторных lp-норм в пространстве непрерывных
функций C[a, b] служат Lp-нормы (p = 1, 2, . . . ,∞):

‖f‖1 =
∫ b

a
|f(x)|dx, ‖f‖2 =

( ∫ b

a
|f(x)|2dx

)1/2
,

‖f‖∞ = sup
x∈[a,b]

|f(x)|, ‖f‖p =
( ∫ b

a
|f(x)|p

)1/p
, p ≥ 1.

В гильбертовом пространстве X скалярное произведение по-
рождает естественную норму

‖X‖ =
√

(X,X), X ∈ X .

Например, в пространстве матриц C
n×n скалярное произведение

(A,B) = tr(A∗B) порождает евклидову норму матрицы.
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8.7 Конусы в векторных и матричных простран-

ствах

Замкнутое выпуклое множество K вещественного пространства
называется конусом, если выполняются следующие условия

• αK ⊆ K ∀α ≥ 0,

• K +K ⊆ K,

• K ∩ −K = {0}.

Приведем примеры конусов в пространствах векторов и мат-
риц, обладающих свойствами нормальности и телесности.

1. Простейшим и наиболее используемым конусом в про-
странстве R

n является множество неотрицательных векторов

R
n
+ =

{
x : x = [x1, . . . , xn]

T , xi ≥ 0, i = 1, n
}
.

Данный конус является нормальным, воспроизводящим и телес-
ным. Сопряженный конус составляют линейные функционалы
ϕ(x) = yTx при y ∈ R

n
+.

2. Конусом в пространстве R
n×m является множество неот-

рицательных матриц

R
n×m
+ =

{
X : X = ‖xij‖n,mi,j=1, xij ≥ 0, i = 1, n, j = 1,m

}
.

Сопряженным конусом является множество линейных функци-
оналов ϕ(X) = tr(Y TX) при Y ∈ R

n×m
+ .

3. Конусом в вещественном пространстве эрмитовых матриц
Hn является множество неотрицательно определенных матриц

Kn =
{
X : X = X∗ ≥ 0

}
.

Сопряженный конус K∗
n образуют линейные функционалы

ϕ(X) = tr(Y X) при Y ∈ Kn.
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Подмножество вещественных симметричных матриц в Kn

также является конусом, а его сопряженный конус состоит из
вещественных функционалов ϕ(X) = tr(Y X) при Y = Y T ≥ 0.

4. Эллипсоидальный конус в пространстве Rn+1 определяется
в виде [7, 129]

K(Q) =
{
z : zTQz ≥ 0, zTh ≥ 0

}
,

где h — собственный вектор матрицы Q = QT с инерцией
i(Q) = {1, n, 0}, отвечающий ее положительному собственно-
му значению. Сопряженный конус K∗(Q) состоит из линейных
функционалов ϕ(z) = wTQz при w ∈ K(Q).

В частном случае

Q =

[
−In 0
0 1

]
, h =

[
0n×1

1

]
,

конус K(Q) является круговым конусом Минковского [24]

Kc =
{
z : z = [xT , u]T , x ∈ R

n, ‖x‖2 ≤ u
}
.

Если Q = hhT − In+1, где ‖h‖2 > 1, то K(Q) совпадает со
световым конусом

Kh =
{
z : ‖z‖2 ≤ hT z

}
.

5. Конусами в пространстве R
n+m являются множества [7]

Kµ(α, p) =

{
z : z =

[
x
u

]
, u ∈ R

m
+ , ‖x‖p ≤ µα(u)

}
,

Kσ(β, q) =

{
w : w =

[
y
v

]
, v ∈ R

m
+ , ‖y‖q ≤ σβ(v)

}
,

где µα(u) = α min
k
uk, σβ(v) = β

∑
k

vk, α > 0, β > 0, ‖ · ‖p и ‖ · ‖q
— любые гёльдеровские нормы.
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Множества Kµ(1, 2) и Kσ(1, 2) при m = 1 совпадают с круго-
вым конусом Минковского.

При условиях

αβ = 1, p−1 + q−1 = 1, p ≥ 1, q ≥ 1,

сопряженные конусы K∗
µ(α, p) и K∗

σ(β, q) образуют соответству-

ющие множества линейных функционалов ϕ(z) = wT z при
w ∈ Kσ(β, q) и ϕ(w) = zTw при z ∈ Kµ(α, p). Это означает,
что K∗

µ(α, p) = Kσ(β, q) и K∗
σ(β, q) = Kµ(α, p).



Комментарии и библиографические
указания

Глава 1. Общая теория матричных уравнений и неравенств,
включающая методы построения аналогов уравнения Ляпуно-
ва, изложена в параграфах 1.1 – 1.4 на основе предыдущих книг
автора [51, 119], содержащих обоснование всех утверждений и
необходимые библиографические источники. Методы исследо-
вания матричных неравенств с неопределенными коэффициен-
тами и их сведения к конечным системам матричных неравенств
(параграф 1.5) получены в [65,70,72]. Методы локализации соб-
ственных значений матричных полиномов и функций (параграф
1.6) получены в [60, 61, 121]. Результаты параграфа 1.7, связан-
ные с описанием матричных неравенств в терминах некоторых
скалярных функций, получены в [63, 68]. Применение введен-
ных функций следа матрицы позволяет уменьшить объем вы-
числений, необходимых для реализации разработанных методов
матричных неравенств.

Глава 2. При изложении основных понятий и утверждений
об устойчивости решений линейных и нелинейных систем (см.
параграфы 2.1 и 2.2) использованы работы [11, 16, 30, 41, 48, 74,
105,117]. В параграфе 2.1 приведены следствия общих теорем об
устойчивости состояний для классов нелинейных дифференци-
альных систем, представленных в векторно-матричной форме,
а также систем, неразрешенных относительно производных. В
настоящее время методы функций Ляпунова интенсивно разви-
ваются и широко применяются в различных задачах анализа
и синтеза (см., например, [2, 19, 23, 32, 37, 44, 75, 77, 82, 83, 91, 115,
123]). Коэффициентные критерии и достаточные условия асимп-
тотической устойчивости линейных дифференциальных систем
второго порядка, изложенные в параграфе 2.3, получены в [4,8];
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в случае неопределенных коэффициентов использованы резуль-
таты работы [72]. Теорема 2.3.1 является следствием более об-
щих результатов работы [50]. Метод структурных преобразова-
ний [38] позволяет упростить применение известных теорем об
устойчивости состояний дифференциальных систем второго по-
рядка. Системы такого класса возникают, в частности, при мо-
делировании динамических объектов на основе вариационных
принципов механики (см., например, [22, 47]). Теорема 2.4.3 о
робастной абсолютной устойчивости линейных систем из запаз-
дыванием и теорема 2.5.2 о робастной устойчивости в средне-
квадратическом стохастических систем типа Ито сформулиро-
ваны в [72] на основе леммы 1.5.3 и соответствующих утвержде-
ний для рассматриваемых классов систем с определенными ко-
эффициентами [35, 36]. Условия асимптотической устойчивости
(теорема 2.6.1) и стабилизируемости (теорема 2.6.2) линейных
систем, вытекающие из результатов параграфа 1.7, сформули-
рованы в [63,68].

Глава 3. В теореме 3.1.1 приведены наиболее распространен-
ные критерии стабилизируемости по состоянию линейных си-
стем управления (см., например, [3, 12, 45, 84]). Проблемы чис-
ленной реализации известных методов стабилизации по выходу
линейных систем, вытекающих из теоремы 3.1.2, в общем случае
изучены не достаточно [85]. Утверждения леммы 3.1.1, критерии
стабилизируемости 2) и 3) в теореме 3.1.2, а также алгоритмы
стабилизации по выходу, вытекающие из теоремы 3.1.3, являют-
ся новыми [64,66,69]. Доказательства критериев 4) – 6) в теореме
3.1.2 имеются в соответствующих работах [96, 99, 116]. В пара-
графе 3.1 сформулирован также критерий стабилизируемости
по выходу на основе общей канонической декомпозиции Калма-
на [33, 135,138]. Алгоритм построения стабилизирующего дина-
мического регулятора на основе теоремы 3.2.1 предложен в [66].
Теорема 3.2.2 дает условия стабилизации по выходу с помощью
наблюдателя полного порядка (см. также [13,25,84]). Обобщен-
ная лемма о матричной неопределенности (лемма 3.3.1), лежа-
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щая в основе предлагаемых методов робастной стабилизации и
оптимизации линейных и нелинейных систем, установлена в [62]
(см. также [67]). Теоремы 3.3.1 и 3.4.2 являются следствиями
леммы 3.3.1 и теоремы Ляпунова об асимптотической устойчи-
вости. Теорема 3.4.1 представляет один из основных результатов
теории квадратичной оптимизации линейных систем на основе
уравнения Риккати (см., например, [136]). В параграфе 3.4 при-
веден алгоритм квадратичной оптимизации по выходу с учетом
локализации спектра замкнутой системы (см. [49,51]). Теоремы
3.5.1 и 3.5.2 о стабилизации линейных дескрипторных систем
сформулированы впервые.

Глава 4. Условия стабилизируемости состояния равновесия
класса нелинейных систем (4.1.9) (теорема 4.1.1) сформулиро-
ваны в [66,71]. Результаты о применении метода квадратичных
функций Ляпунова в задачах робастной стабилизации и оптими-
зации состояний равновесия класса нелинейных систем (4.1.4)
(теоремы 4.2.1, 4.3.1 и их следствия) опубликованы в [64, 69].
Данные результаты были использованы при решении аналогич-
ных задач для класса нелинейных систем управления, представ-
ленных в форме Лагранжа (4.4.1) [70].

Глава 5. В данной главе изложены результаты работ [66, 71],
относящиеся к теории H∞-управления. Задача оптимального
H∞-управления впервые сформулирована в работе [137]. С об-
зором основных известных результатов в данном направлении
можно ознакомиться, например, в [95,131,138]. Результаты пара-
графа 5.2 для систем с управляемыми и наблюдаемыми выхода-
ми сформулированы в виде обобщения соответствующих утвер-
ждений работы [14].

Глава 6. Методы робастной стабилизации и оптимизации по
выходу дискретных систем управления, изложенные в парагра-
фе 6.2, опубликованы в [65]. Результаты параграфа 6.3, относя-
щиеся к теории H∞-управления, являются дискретными анало-
гами соответствующих утверждений главы 5 (см. также [15]).

Глава 7. Основные определения и вспомогательные факты
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теории динамических систем в полуупорядоченном простран-
стве заимствованы из работ [24, 27, 39, 40, 112]. Обобщенная
классификация динамических систем в пространстве с кону-
сом, критерии и достаточные условия принадлежности непре-
рывных и дискретных систем выделенным классам приведены
в [58, 59, 120, 122, 123]. Критерий и достаточные условия экспо-
ненциальной устойчивости линейных позитивных систем (тео-
рема 7.3.1) установлены в [52,55] (см. также [81]). Свойства вне-
диагонально неотрицательных матриц (пример 7.3.1) установ-
лены в [102]. Условия экспоненциальной устойчивости в терми-
нах двух положительно обратимых операторов (теорема 7.3.2)
предложены в [5]. Лемма 7.3.1 и теорема 7.3.3 установлены
в [57]. Дискретные аналоги утверждений об устойчивости со-
стояний линейных и нелинейных позитивных систем приведе-
ны в [59,122,123]. Условия позитивности и абсолютной устойчи-
вости некоторого класса систем с запаздыванием предложены
в [58]. Теорема 7.3.6 сформулирована впервые. Метод построе-
ния инвариантных множеств динамических систем в терминах
конусных неравенств и вытекающий из него обобщенный прин-
цип сравнения предложены в [6,120]. Переменные по времени ко-
нусы в задачах сравнения предложены в [56]. Методы решения
некоторых задач о робастной устойчивости систем в полуупо-
рядоченном пространстве, основанные на применении конусных
неравенств (параграф 7.6), опубликованы в [56,120,122,123].

Глава 8. Определения и факты, связанные со спектральны-
ми свойствами эрмитовых матриц, жордановой формой матри-
цы, канонической формой линейного пучка матриц и функция-
ми от матрицы, взяты из книги [21]. Доказательство критериев
разрешимости ЛМН (8.3.1) приведено в [13, 103]. Приведенные
понятия векторных, матричных и операторных норм имеются
в [20, 24, 90]. С различными типами конусов в конечномерных
пространствах можно ознакомиться, например, в [5, 24, 129].
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сравнимо, 282

Система
автономная, 98, 102
Важевского, 106
квазилинейная, 100, 102
линейная, 107, 244
линейного приближения, 103

монотонная, 244

нелинейная, 96

неэкспансивная, 238

ω-периодическая, 98

позитивная, 244, 266

позитивно достижима, 295

позитивно стабилизируема,
295

правильная, 111

приводимая, 111

с запаздыванием, 266

α-устойчива, 48

Система сравнения, 105

верхняя, 283

нижняя, 284

Система управления

автономная, 178

неавтономная, 178

неэкспансивная, 216, 218

Скелетное разложение, 175, 300

Собственность коллектива, 29

Состояние равновесия, 98, 244

Спектр

матрицы-функции, 41

наблюдаемый, 136

системы, 110

управляемый, 132

Т

Теорема

Островского–Шнайдера, 37

Таусски, 37

Теорема Ляпунова

вторая, 99

первая, 99

третья, 100

Трансформация, 19
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У

Уравнение
Беллмана, 161
Ляпунова

алгебраическое, 109
дифференциальное, 108

Риккати, 161, 166
Условие Липшица, 96
Устойчивость

абсолютная, 120, 266
асимптотическая, 97, 120, 266

в среднеквадратическом,
122

асимптотическая в K+
t
(Θ),

252
асимптотическая в конусе,

106, 252, 266
асимптотическая в целом, 97
в K+

t
(Θ), 252

в конусе, 106, 252, 266
по Ляпунову, 97, 120, 266
равномерная, 97
равномерная асимптотиче-

ская, 97
робастная

в среднеквадратическом,
123

робастная абсолютная, 121
экспоненциальная, 97, 108

Ф

Формула Фробениуса, 301
Фундаментальная матрица

нормальная, 110
системы, 109

Функционал
Ляпунова–Красовского, 269
равномерно положительный,

241

Функция
знакоопределенная, 98
квазимонотонно возрастаю-

щая, 105
класса K, 100
неотрицательно определен-

ная, 98
неположительно определен-

ная, 98
от матрицы, 29, 32, 303
отрицательно определенная,

98
положительно определенная,

98
эрмитова, 32

Функция Ляпунова, 98
1-го рода, 100
2-го рода, 100
3-го рода, 100

Х

Характеристический показатель,
109, 112

Э

Элементарные делители
бесконечные, 45, 303
конечные, 45, 303

Я

Ядро матрицы, 301
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The book describes the modern methods of analysis and
synthesis of dynamic systems based on the application of
matrix equations and inequalities. Much attention is paid
to the matrix interpretations of the Lyapunov functions
method for different classes of dynamic systems including
those with uncertainties. The generalizations of Lyapunov
equation are presented providing a basis for the methods
of the spectrum localization of linear systems. New criteria
for stabilizability of linear systems are given as well as the
methods for constructing regulators which provide a robust
stability of equilibrium state, common quadratic Lyapunov
function and evaluation of the performance index of a family of
nonlinear systems. New approaches to solving the generalised
H∞-optimization problems of linear and nonlinear systems
with controllable and observable outputs are proposed. The
stability theory is developed for continuous and discrete-
time systems in a partially ordered space. Robust stability
conditions for equilibrium states of generalized positive and
monotone systems are described in terms of cone inequalities
and positive invertible operators. New method for construction
of invariant sets and a consequent comparison principle for a
family of dynamic systems are worked out.

The book is intended for scientists, engineers and graduate
students interested in stability theory and stabilization of
dynamic systems, matrix analysis and its applications.
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