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Ñèíãóëÿðíi çáóðåííÿ ñàìîñïðÿæåíèõ îïåðàòîðiâ
àñîöiéîâàíi ç îñíàùåíèìè ãiëüáåðòîâèìè ïðîñòîðàìè

Àííîòàöèÿ
Áóäó¹òüñÿ i âèâ÷à¹òüñÿ ñèíãóëÿðíî çáóðåíèé îïåðàòîð àñîöiéîâàíèé

ç îñíàùåíèì ãiëüáåðòîâèì ïðîñòîðîì. Ñàìå îñíàùåííÿ ÿâíî çàëåæèòü
âiä çàäàíîãî ñèíãóëÿðíîãî çáóðåííÿ.

1 Âñòóï.
Ðîçãëÿíåìî â ñåïàðàáåëüíîìó ïðîñòîði ÃiëüáåðòàH0 íåîáìåæåíèé ñàìîñïðÿæåíèé
îïåðàòîð A = A∗ ≥ 1 ç îáëàñòþ âèçíà÷åííÿD(A). Ç êîæíèì òàêèì îïåðàòîðîì
àñîöiþ¹òüñÿ îñíàùåíèé ïðîñòið Ãiëüáåðòà [1, 2]

H− = H0 = H+,

äå = îçíà÷à¹ ùiëüíå íåïåðåðâíå âêëàäåííÿ, H+ = D(A) â íîðìi ãðàôiêà,
à H− ïîçíà÷à¹ ñïðÿæåíèé ïðîñòið (öåé ïðîñòið ¹ ïîïîâíåííÿì H0 ïî íîðìi
‖ f ‖−:=‖ A−1f ‖, f ∈ H0. Ïðèïóñòèìî, ùî ñèíãóëÿðíå çáóðåííÿ çàäàíî
îïåðàòîðîì T : H+ → H− òàêèì, ùî ìíîæèíà M+ := KerT ¹ ùiëüíîþ â
H0. Çãiäíî çàãàëüíî âèçíàíié â òåîði¨ ñèíãóëÿðíèõ çáóðåíü ïðîöåäóði (äèâ.
íàïðèêëàä [3]-[20]) ñèíãóëÿðíî çáóðåíèé îïåðàòîð Ã, ÿêèé âiäïîâiäà¹ ôîðìàëüíié
ñóìi A+̃T âèçíà÷à¹òüñÿ, ÿê îäíå iç ñàìîñïðÿæåíèõ ðîçøèðåíü ñèìåòðè÷íîãî
îïåðàòîðà Ȧ := A|M+.

Â öié ðîáîòi ìè ïðîïîíó¹ìî íîâèé ìåòîä ïîáóäîâè ñèíãóëÿðíî çáóðåíîãî
îïåðàòîðà. Ñóòü öüîãî ìåòîäó ïîëÿãà¹ â íàñòóïíîìó. Âèõîäÿ÷è ç îðòîãîíàëüíîãî
ðîçêëàäóH+ = M+⊕N+, äå, íàãàäà¹ìî,M+ = KerT ¹ ïiäïðîñòîðîì ùiëüíèì
â H0, ìè ââîäèìî íîâèé îñíàùåíèé ïðîñòið: H̆− = H0 = H̆+, ïîêëàäàþ÷è
H̆+ ≡M+. Ïiñëÿ öüîãî ìè âèçíà÷à¹ìî ñèíãóëÿðíî çáóðåíèé îïåðàòîð, ïîçíà÷à¹ìî
éîãî Ă, ÿê ¹äèíî âèçíà÷åíèé îïåðàòîð àñîöiéîâàíèé ç íîâèì îñíàùåííÿì
ïðîñòîðó H0. Òàêèé îïåðàòîð Ă ôiêñó¹òüñÿ óìîâîþ: D(Ă) = M+ â íîðìi
ãðàôiêà.
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Òàêèì ÷èíîì ìè ðîçøèðþ¹ìî çâè÷àéíèé êëàñ ñèíãóëÿðíî çáóðåíèõ îïåðàòîðiâ.
Îêðiì óñüîãî ñiìåéñòâà ñàìîñïðÿæåíèõ ðîçøèðåíü ñèìåòðè÷íîãî îïåðàòîðà
Ȧ, ìè âêëþ÷à¹ìî â êëàñ ñèíãóëÿðíî çáóðåíèõ îïåðàòîðiâ iùå i îïåðàòîð Ă.
Âèÿâëÿ¹òüñÿ, ùî ñïåêòðàëüíi âëàñòèâîñòi îïåðàòîðiâ Ã òà Ă iñòîòíî ðiçíi.
Íà íàøó äóìêó âèáið îïåðàòîðà Ă â ÿêîñòi ñèíãóëÿðíî çáóðåíîãî îïåðàòîðà
áiëüø àäåêâàòíî âðàõîâó¹ ôiçè÷íó iäåþ iäåàëüíî òâåðäîãî ÿäðà (àáî àáñîëþòíî
íåïðîçîðîãî åêðàíó) â òåîði¨ ñèíãóëÿðíèõ çáóðåíü.

Â öié ðîáîòi ìè âèâ÷à¹ìî íàñòóïíi ìàòåìàòè÷íi ïèòàííÿ. Ïðè ÿêèõ óìîâàõ
ïiïðîñòið M+ ¹ ùiëüíèì â H0? ßêèé çâ'ÿçîê ìiæ îïåðàòîðàìè A òà Ă? ßêi
iñòîòíî íîâi âëàñòèâîñòi ìà¹ îïåðàòîð Ă ?

2 Îñíàùåíi ïðîñòîðè Ãiëüáåðòà
Íàãàäà¹ìî äåÿêi çàãàëüíi ôàêòè ç òåði¨ îñíàùåíèõ ãiëüáåðòîâèõ ïðîñòîðiâ
(äîêëàäíiøå äèâ. â [1, 2]).

Çà îçíà÷åííÿì òðiéêà ãiëüáåðòîâèõ ïðîñòîðiâ

H− = H0 = H+, (2.1)

óòâîðþ¹ îñíàùåíèé ïðîñòið Ãiëüáåðòà ÿêùî âèêîíóþòüñÿ ÿíàñòóïíi óìîâè:
(a) îáèäâà âêëàäåííÿ ¹ íåïåðåðâíèìè i ùiëüíèìè, ùî ïîçíà÷à¹òüñÿ ñèìâîëîì
=, (b) íîðìè â ïðîñòîðàõ H−, H0 òà H+ çàäîâîëüíÿþòü íåðiâíîñòi

‖ · ‖− ≤ ‖ · ‖0 ≤ ‖ · ‖+, (2.2)

(c) i íàðåøòi, ïðîñòîðè H− òà H+ ¹ âçà¹ìíî ñïðÿæåíèìè âiäíîñíî H0.
Îñòàííÿ óìîâà îçíà÷à¹, ùî äëÿ êîæíîãî âåêòîðà ϕ ∈ H+ ëiíiéíèé ôóíêöiîíàë

lϕ(f) := (f, ϕ)0, f ∈ H0 ìà¹ ïðîäîâæåííÿ ïî íåïåðåðâíîñòi íà óâåñü ïðîñòið
H−. I òîìó òàê çâàíó ïîçèòèâíó íîðìó ‖ϕ‖+ ìîæíà ïîðàõóâàòè çà ôîðìóëîþ:

‖ϕ‖+ = sup
‖f‖−=1

|(f, ϕ)0|, f ∈ H0.

Çãiäíî òåîðåìè Ðèñà, lϕ(f) = (f, ϕ∗)− ç äåÿêèì ϕ∗ ∈ H−. Îòæå ‖ϕ‖+ = ‖ϕ∗‖−
i òîìó âiäîáðàæåííÿ

D−,+ : H+ 3 ϕ → ϕ∗ ∈ H−

2



¹ óíiòàðíèì. Ç iíøîãî áîêó, ïðîñòið H− çáiãà¹òüñÿ ç ïîïîâíåííÿì H0 âiäíîñíî
òàê çâàíî¨ íåãàòèâíî¨ íîðìè

‖f‖− := sup
‖ϕ‖+=1

|(ϕ, f)0|, ϕ ∈ H+.

Â ñèëó (2.2) ñêàëÿðíèé äîáóòîê (·, ·)0 â H0 ìîæíà ïðîäîâæèòè äî äóàëüíîãî
äîáóòêó ìiæ H+ òà H−, ÿêèé ìè ïîçíà÷à¹ìî ÿê 〈ω, ϕ〉−,+ = 〈ϕ, ω〉+,−, ω ∈
H−, ϕ ∈ H+. Îïåðàòîðè

D−,+ : H+ → H−, I+,− = D−1
−,+ : H− → H+

çâóòüñÿ êàíîíi÷íèìè óíiòàðíèìè içîìîðôiçìàìè ìiæH− òàH+. Âîíè çàäîâîëüíÿþòü
ñïiââiäíîøåííÿ:

(f, ϕ)0 = 〈f, ϕ〉−,+ = (f, D−,+ϕ)− = (I+,−f, ϕ)+, f ∈ H0, ϕ ∈ H+.

Iñíó¹ äîáðå âiäîìèé çâÿçîê ìiæ òðiéêàìè ïðîñòîðiâ âèäó (2.1) òà ñàìîñïðÿæåíèìè
îïåðàòîðàìè A â H0. Öåé çâÿçîê ôiêñó¹òüñÿ âiäîáðàæåííÿì D−,+ òà óìîâîþ
D(A) = H+. Äiéñíî, ðîçãëÿíåìî îïåðàòîð

LA := D−,+|H++, H++ := D(LA) = {ϕ ∈ H+|D−,+ϕ ∈ H0}.

Î÷åâèäíî LA ¹ ñèìåòðè÷íèì â H0 îñêiëüêè äëÿ óñiõ ϕ, ψ ∈ D(LA),

(LAϕ, ψ)0 = (D−,+ϕ, ψ)0

= 〈ϕ∗, ψ〉−,+ = (ϕ, ψ)+ = 〈ϕ, ψ∗〉+,− = (ϕ,D−,+ψ)0 = (ϕ,LAψ)0,

äå åëåìåíò ϕ∗ áóâ îçíà÷åíèé âèùå. Íàñïðàâäi LA ñàìîñïðÿæåíèé â H0, áî
çãiäíî ïîáóäîâi éîãî îáëàñòü çíà÷åíü çáiãà¹òüñÿ ç óñiì ïðîñòîðîìH0. Âèçíà÷èìî
A := L

1/2
A . Çðîçóìiëî, ùîD(A) = H+ çàâäÿêè òîìó, ùî (LAϕ, ψ)0 = (L

1/2
A ϕ,L

1/2
A ψ)0 =

(ϕ, ψ)+. Î÷åâèäíî òàêîæ, ùî A ≥ 1, îñêiëüêè ‖ · ‖+≥‖ · ‖0.
Íàâïàêè, íåõàé A = A∗ ≥ 1 ¹ ñàìîñïðÿæåíèì íåîáìåæåíèì îïåðàòîðîì

ç îáëàñòþ âèçíà÷åííÿ D(A) â ïðîñòîði H0. Âèõîäÿ÷è ç A ìîæíà ëåãêî
ïîáóäóâàòè îñíàùåíèé ïðîñòið Ãiëüáåðòà H− = H0 = H+. Íàãàäà¹ìî öþ
ïîáóäîâó. Ïðîñòið H+ îòîòîæíþ¹ìî ç D(A) â ñêàëÿðíîìó äîáóòêó (ϕ, ψ)+ :=
(Aϕ, Aψ)0, ϕ, ψ ∈ D(A). Äàëi, âèõîäÿ÷è ç íåïîâíîãî ëàíöþæêà H0 = H+

ìè ïðîäîâæó¹ìî éîãî äî îñíàùåíîãî ïðîñòîðó (2.1) çâè÷àéíèì ÷èíîì (ÿê
áóëî îïèñàíî âèùå ïiñëÿ àíàëiçó óìîâè (ñ)). Îòæå, ¹ ñïðàâåäëèâîþ íàñòóïíà
òåîðåìà.
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Òåîðåìà 1. Êîæåí îñíàùåíèé ïðîñòið Ãiëüáåðòà âèäó (2.1) âçà¹ìíî
îäíîçíà÷íî ïîâ'çàíèé (àñîöiéîâàíèé) ç ñàìîñïðÿæåíèì îïåðàòîðîì A =
A∗ ≥ 1 â H0. Ïðè öüîìó, D(A) = H+ â íîðìi ‖ϕ‖+ = ‖Aϕ‖0, ϕ ∈ D(A).

Â ïîäàëüøîìó íàì çíàäîáèòüñÿ òàêîæ êîíñòðóêöiÿ íåñêií÷åíîãî ëàíöþæêà
ãiëüáåðòîâèõ ïðîñòîðiâ {Hk ≡ Hk(A)}k∈R, ÿêèé çâåòüñÿ A-øêàëîþ ãiëüáåðòîâèõ
ïðîñòîðiâ.

Çà îçíà÷åííÿì, Hk := D(Ak/2), k > 0 â ïîçèòèâíié íîðìi ‖ · ‖k, ÿêà
âiäïîâiäà¹ ñêàëÿðíîìó äîáóòêó

(ϕ, ψ)k := (Ak/2ϕ , Ak/2ψ)0 ϕ, ψ ∈ D(Ak/2).

À ïðîñòið H−k çÿâëÿ¹òüñÿ ÿê ïîïîâíåííÿ H0 âiäíîñíî íåãàòèâíî¨ íîðìè

‖f‖−k := ‖A−k/2f‖0, f ∈ H0.

Íåâàæêî áà÷èòè, ùî êîæíà òðiéêà

H−k = H0 = Hk, k > 0 (2.3)

óòâîðþ¹ îñíàùåíèé ïðîñòið àñîöiéîâàíèé ç îïåðàòîðîì Ak/2. Íåõàé D−k,k :
Hk → H−k ïîçíà÷à¹ îïåðàòîð êàíîíi÷íîãî óíiòàðíîãî içîìîðôiçìó äëÿ òðiéêè
(2.3). Î÷åâèäíî, ùî D−k,k = (Ak/2)cl(Ak/2) ≡ D−k,0D0,k, äå cl ïîçíà÷à¹
îïåðàöiþ çàìèêàííÿ. Çîêðåìà, äëÿ k = 2, ìà¹ìî: D0,2 ≡ A : H2 → H0, òà
D−2,0 ≡ Acl : H0 → H−2.

3 Ùiëüíiñòü âêëàäåííÿ
Íåõàé çàäàíî îñíàùåíèé ïðîñòið Ãiëüáåðòà H− = H0 = H+. Ïðèïóñòèìî,
ùî ïîçèòèâíèé ïðîñòið H+ ðîçêëàäåíî â îðòîãîíàëüíó ñóìó ïiäïðîñòîðiâ:
H+ = M+⊕N+. Íàñòóïíà òåîðåìà äà¹ ïðîñòèé êðèòåðié ùiëüíîñòi âêëàäåííÿ
H0 = M+.

Òåîðåìà 2. [4] Íåõàé H+ = M+ ⊕N+. Ïiäïðîñòið M+ ¹ ùiëüíèì â H0

òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè ïiïðîñòið N− := D−,+N+ ìà¹ íóëüâèé ïåðåðiç ç
H0:

H0 = M+ ⇔ N− ∩H0 = {0}. (3.1)
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Äîâåäåííÿ. Íåõàé N− ∩H0 = {0}. Ïðèïóñòèìî, ùî iñíó¹ âåêòîð 0 6= ψ ∈ H0,
òàêèé, ùî ψ ⊥ M+. Îñêiëüêè M+ ¹ ïiäïðîñòîðîì â H+, òî â ñèëó ψ ∈ H−,
ìè ìà¹ìî

0 = (ψ,M+)0 = 〈ψ,M+〉−,+ = (I+,−ψ,M+)+.

Òîìó I+,−ψ ∈ N+. Öå îçíà÷à¹, ùî ψ ∈ N−, à öå ñóïåðå÷èòü ïî÷àòêîâîìó
ïðèïóùåííþ. Íàâïàêè, ÿêùî ïiïðîñòiðM+ ¹ ùiëüíèì âH0, òîäi ïðèïóùåííÿ
ïðî iñíóâàííÿ âåêòîðà 0 6= ω ∈ N− ∩H0 âåäå äî ñóïåðå÷íîñòi òàêîæ. Äiñíî, â
ñèëó N− = D−,+N+ ìè ìà¹ìî,

〈ω,M+〉−,+ = (ω,M+)0 = (I+,−ω,M+)+ = 0,

ùî ñóïåðå÷èòü ñïiââiäíîøåííþ M+ < H0, áî 0 6= ω ∈ H0 . 2

Ëåãêî çðîçóìiòè, ùî ñïiââiäíîøåííÿ (3.1) ìîæíà ïåïåïèñàòè â iíøié åêâiâàëåíòíié
ôîðìi:

H0 = M+ ⇔ N0 ∩H+ = {0}, N0 := D0,+N+. (3.2)
Ââåäåìî â ðîçãëÿä ðîçøèðåíèé îñíàùåíèé ïðîñòið

H−− = H− = H0 = H+ = H++,

äåH−− = H−4(A), H++ = H4(A) = D(A2). ÍåõàéH+ = N+⊕M+. Ïðèïóñòèìî
H0 = M+. Ðîçãëÿíåìî ïiäïðîñòið M̃+ := M+∩H++. Âií ¹ çàìêíåíèì â H++.
Äiéñíî, ÿêùî ïîñëiäîâíiñòü ϕn ∈ M̃+ ¹ çáiæíîþ â H++: ϕn → ϕ ∈ H++, òî
âîíà ¹ çáiæíîþ i â H+ çàâäÿêè ‖ · ‖+ ≤ ‖ · ‖++. Îòæå, ϕ ∈M+, îñêiëüêè M+

¹ çàìêíåíèì ïiäïðîñòîðîì â H+. Öå äîâîäèòü çàìêíåíiñòü M̃+ â H++.
Ïðèïóñòèìî ùî âèêîíó¹òüñÿ íàñòóïíà óìîâà

(N−)cl,−− ∩H0 = N−, (3.3)

äå N− := D−,+N+, à cl,−− ïîçíà÷à¹ çàìèêàííÿ â H−−.

Òåîðåìà 3.ßêùî ïiäïðîñòiðM+ ¹ ùiëüíèì âH0: H0 = M+ i âèêîíó¹òüñÿ
óìîâà (3.3), òî ïåðåðiç M̃+ := M+ ∩H++ òàêîæ ¹ ùiëüíèì â H0:

H0 = M̃+. (3.4)

Çîêðåìà, ïiäïðîñòið M̃+ ¹ ùiëüíèì â H0, ÿêùî ðîçìiðíiñòü N+ ñêií÷åíà:
dimN+ < ∞.
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Äîâåäåííÿ. Âèêîðèñòîâóþ÷è îçíà÷åííÿ ïiäïðîñòîðó M̃+ ó âèãëÿäi

M̃+ = {ϕ ∈ H++|(ϕ, ψ)+ = 0, ψ ∈ N+},
çãiäíî âëàñòèâîñòåé A-øêàëè ìà¹ìî

(ϕ, ψ)+ = 〈ϕ, ω〉+,− = 〈ϕ, ω〉++,−−,

äå ω = D−,+ψ, ψ ∈ N+. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî

(N−)cl,−− = Ñ− := {ω ∈ H−−|〈ϕ, ω〉++,−− = 0, ϕ ∈ M̃+}. (3.5)

Äàëi, îñêiëüêèM+ ¹ ùiëüíèì âH0, òî â ñèëó (3.1) i çiâäÿêè óìîâi (3.3) ìà¹ìî:
Ñ− ∩H0 = {0}. Òîìó H0 = M̃+ â ñèëó òåîðåìè 2.

Íàêiíåöü çàóâàæèìî, ùî óìîâà (3.3) âèêîíó¹òüñÿ àâòîìàòè÷íî, ÿêùî dimN0 =
dimN+ < ∞.

Çðîçóìiëî, ùî òåîðåìà 3 çàëèøèòüñÿ ñïðàâåäëèâîþ, ÿêùî â óìîâi (3.3)
ïðîñòið H0 çàìiíèòè íà H−.

4 Ïðî îïåðàòîð Ă

Íåõàé H− = H0 = H+ ïîçíà÷à¹ îñíàùåíèé ãiëüáåðòiâ ïðîñòið, ÿêèé ¹
àñîöiéîâàíèì ç ñàìîñïðÿæåíèì îïåðàòîðîì A ≥ 1 ó òîìó ñìèñëi, ùî H+ =
D(A) â íîðìi ‖ · ‖+=‖ A· ‖0. Ïðè öüîìó, îïåðàòîð A2 çáiãà¹òüñÿ iç çâóæåííÿì
D−,+ : H+ → H− íà H++ ≡ H4(A): A2 = D−,+|H++. Ïðèïóñòèìî, ùî
ïîçèòèâíèé ïðîñòið H+ ðîçêëàäåíî â îðòîãîíàëüíó ñóìó H+ = M+ ⊕ N+

â òàêèé ñïîñiá, ùî ïiäïðîñòið M+ ¹ ùiëüíèì â H0, H0 = M+. Ðîçãëÿíåìî
íîâèé îñíàùåíèé ïðîñòið

H̆− = H0 = H̆+, (4.1)
äå H̆+ ≡ M+. Ìè õî÷åìî ïîáóäóâàòè ñàìîñïðÿæåíèé îïåðàòîð Ă, ÿêèé
àñîöiéîâàíèé ç ëàíöþæêîì (4.1) â òàêèé ñïîñiá, ùî îáëàñòü âèçíà÷åííÿ D(Ă)
çáiãà¹òüñÿ ç H̆+.

Íàãàäà¹ìî, ùî íåãàòèâíèé ïðîñòið H̆− âèçíà÷à¹òüñÿ ÿê ïîïîâíåííÿ H0 â
íîâié íîðìi:

‖f ‖̆− := sup‖ϕ‖+=1|(f, ϕ)0|, ϕ ∈M+. (4.2)
Ïðè öüîìó, äëÿ äîâiëüíîãî ôiêñîâàíîãî f ∈ H0 âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü:

‖f ‖̆− ≤ ‖f‖−, (4.3)
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äå
‖f‖− := sup‖ϕ‖+=1|(f, ϕ)0|, ϕ ∈ H+.

Çðîçóìiëî, ùî ïðîñòið H0 ùiëüíî i íåïåðåðâíî âêëàäà¹òüñÿ ÿê â H− òàê i
â H̆−. Àëå áóëî á ïîìèëêîþ äóìàòè, ùî ç (4.3) âèïëèâà¹ âêëàäåííÿ H− â H̆−
ÿê âëàñíî¨ ïiäìíîæèíè.

Òâåðäæåííÿ 1. Çàìèêàííÿ òîòîæíüîãî âiäîáðàæåííÿ

O : H− 3 f → f ∈ H̆−, f ∈ H0,

¹ íåïåðåðâíèì i ìà¹ íåòðèâiàëüíèé íóëü-ïiäïðîñòið:

KerOcl = N−, N− = I−,+N+,

äå cl ïîçíà÷à¹ çàìèêàííÿ.
Äîâåäåííÿ. Íåïåðåðâíiñòü âiäîáðàæåííÿ O âèïëèâà¹ ïðÿìî ç (4.3).

Ïîêàæåìî ùî êîæåí η− ∈ N− ¹ íóëü-âåêòîðîì äëÿ Ocl. Íåõàé ïîñëiäîâíiñòü
fn ∈ H0 çáiãà¹òüñÿ â H− äî ôiêñîâàíîãî η− ∈ N−. Òîäi çàâäÿêè (4.3) öÿ
ïîñëiäîâíiñòü áóäå çáiæíîþ â H̆− òàêîæ. Àëå â ïðîñòîði H̆− öÿ ïîñëiäîâíiñòü
çáiãà¹òüñÿ äî íóëÿ. Öå âèïëèâà¹ ç òîãî, ùî

(fn, ϕ)0 = 〈fn, ϕ〉−,+ → 〈η−, ϕ〉−,+ = 0, ϕ ∈M+,

îñêiëüêè N− ⊥M+ i M+ ¹ ùiëüíèì â H0. Îòæå η− ∈ KerOcl.

Ïiäêðåñëèìî, ùî æîäåí âåêòîð 0 6= f ∈ H0 íå íàëåæèòü äî KerOcl.
Ïðîñòið H0 âêëàäà¹òüñÿ â H̆− áåç äåôåêòó.

Òâåðäæåííÿ 2. Äëÿ êîæíîãî 0 6= f ∈ H0,

‖f ‖̆− = ‖PM−f‖− 6= 0, (4.4)

äå PM− ïîçíà÷à¹ îðòîãîíàëüíèé ïðîåêòîð íà M− â H−.
Äîâåäåííÿ. Ñïðàâåäëèâåñòü ðiâíîñòi â (4.4) âèïëèâà¹ ç îçíà÷åííÿ íîðìè

â ïðîñòîði H̆− (äèâ. (4.2)) òà ñïiââiäíîøåííÿ

(f, ϕ)0 = 〈f, ϕ〉−,+ = 〈PM−f, ϕ〉−,+, ϕ ∈M+,

â ÿêîìó áóëà âèêîðîñòàíà îðòîãîíàëüíiñòü ïiäïðîñòîðiâ, M− ⊥ N+, â ñìèñëi
äóàëüíîãî ñêàëÿðíîãî äîáóòêó. Âiäçíà÷èìî, ùî äëÿ óñiõ 0 6= f ∈ H0,

PM−f 6= 0, (4.5)
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áî ç PM−f = 0 âèïëèâà¹, ùî f ∈ N−, àëå N− ∩ H0 = {0} çàâäÿêè H0 = M+

(äèâ. òåîðåìó 1).

Ç òâåðæåííÿ 2 âèïëèâà¹, ùî çâóæåííÿ âiäîáðàæåííÿ Ocl íà ïiäïðîñòið
M− := D−,+M+ ¹ óíiòàðíèì îïåðàòîðîì. Îòæå, ïðîñòîðè H̆−, M− óíiòàðíî
åêâiâàëåíòíi.

Îòæå, ùî íåçâàæàþ÷è íà òå, ùî íîðìè â ïðîñòîðàõ H̆− andH− çàäîâîëüíÿþòü
íåðiâíiñòü (4.3) à ïðîñòið H̆+ ≡ M+ ¹ ïðàâèëüíîþ ÷àñòèíîþ ïðîñòîðó H+,
ïðîñòið H− íå ìiñòèòüñÿ â H̆− ÿê ÷àñòèíà: H̆− + H−.

Íåõàé D̆−,+ : H̆+ → H̆− ïîçíà÷à¹ êàíîíi÷íèé óíiòàðíèé içîìîðôiçì â
îñíàùåíîìó ïðîñòîði Ãiëüáåðòà (4.1). Ðîçãäÿíåìî îïåðàòîð

L := D̆−,+|D(L), D(L) := {ϕ ∈ H̆+|D̆−,+ϕ ∈ H0}. (4.6)

Íåâàæêî ïåðåêîíàòèñÿ (äèâ. íèæ÷å äîâåäåííÿ òåîðåìè 4), ùî îïåðàòîð L
¹ ñèìåòðè÷íèì i éîãî îáëàñòü çíà÷åíü çáiãà¹òüñÿ ç óñiì ïðîñòîðîì H0. Òîìó
âií ¹ ñàìîñïðÿæåíèì îïåðàòîðîì â H0 ç îáëàñòþ âèçíà÷åííÿ D(L) ⊂ M+ =
H̆+. Íàñòóïíà òåîðåìà ¹ îñíîâíèì ðåçóëüòàòîì öi¹¨ ñòàòòi.

Òåîðåìà 4. Íåõàé îáëàñòü âèçíà÷åííÿ ñàìîñïðÿæåíîãî â H0 îïåðàòîðà
A ≥ 1 ðîçêëàäåíà â îðòîãîíàëüíó ñóìó: D(A) = H+ = M+⊕N+. Ïðèïóñòèìî,
ùî ïiäïðîñòið M+ ¹ ùiëüíèì â H0, à N− := D−,+N+ çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó
(3.3). Òîäi îïåðàòîð L âèçíà÷åíèé â (4.6) ïðèïóñêà¹ íàñòóïíèé ÿâíèé îïèñ
â òåðìiíàõ A-øêàëè òà îïåðàòîðà A:

D(L) = PM+H++, LPM+ϕ = A2ϕ, ϕ ∈ H++ ≡ D(A2), (4.7)

äå PM+ ïîçíà÷à¹ îðòîãîíàëüíèé ïðîåêòîð íàM+ âH+. Áiëüø çà òå, îïåðàòîð
L ¹ ðîçøèðåííÿì ïî Ôðiäðiõñó ñèìåòðè÷íîãî îïåðàòîðà

L̇ := A2|M̃+, M̃+ = M+ ∩H++. (4.8)

Ïðè öüîìó, îáëàñòü âèçíà÷åííÿ îïåðàòîðà

Ă := L1/2

â òî÷íîñòi çáiãà¹òüñÿ ç ïiäïðîñòîðîì M+:

D(Ă) = M+ = H̆+. (4.9)
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Äîâåäåííÿ. Ïîêàæåìî, ùî âiäîáðàæåííÿ

L : PM+ϕ → A2ϕ, ϕ ∈ H++

¹ ñèìåòðè÷íèì îïåðàòîðîì â H0. Äiéñíî, äëÿ óñiõ ϕ, ψ ∈ H++ ìè ìà¹ìî

(LPM+ϕ, PM+ψ)0 = (A2ϕ, PM+ψ)0 = 〈D−,+ϕ, PM+ψ〉−,+

= 〈PM−D−,+ϕ, PM+ψ〉−,+ = 〈D−,+PM+ϕ, PM+ψ〉−,+ = 〈PM+ϕ,D−,+PM+ψ〉+,−

= 〈PM+ϕ, PM−D−,+ψ〉+,− = 〈PM+ϕ,D−,+ψ〉+,− = 〈PM+ϕ,A2ψ〉+,−

= (PM+ϕ, LPM+ψ)0.

Ç öüîãî âèïëèâà¹, ùî L ¹ ñàìîñïðÿæåíèì îïåðàòîðîì, îñêiëüêè éîãî îáëàñòü
çíà÷åíü ¹ óâåñü ãiëüáåðòiâ ïðîñòið: R(L) = R(A2) = H0.

Äîâåäåìî, ùî îïåðàòîð L âèçíà÷åíèé â (4.7) çáiãà¹òüñÿ ç îïåðàòîðîì L
â (4.6). Ç öi¹þ ìåòîþ ñïåðøó ïîêàæåìî, ùî öi îïåðàòîðè çáiãàþòüñÿ íà
ìíîæèíi M̃+, à ïîòiì ïåðåêîíà¹ìîñü, ùî L ¹ ðîçøèðåííÿì ïî Ôðiäðiõñó
ñèìåòðè÷íîãî îïåðàòîðà L̇ (äèâ. (4.8). ßê ïðîìiæíèé ðåçóëüòàò äîâåäåìî,
ùî âiäîáðàæåííÿ D̆−,+, D−,+ çáiãàþòüñÿ íà ïiäïðîñòîði M̃+ = M+ ∩ H++ i
ïðè öüîìó ¨õ çíà÷åííÿ íàëåæàòü H0:

D̆−,+ϕ = D−,+ϕ ∈ H0, ϕ ∈ M̃+. (4.10)

Î÷åâèäíî òàêîæ, ùî PM+M̃+ = M̃+. Ç öüîãî âèïëèâà¹ âêëþ÷åííÿ M̃+ ⊂
D(L̇) òà ðiâíiñòü: L̇M̃+ = A2M̃+. Äëÿ äîâåäåííÿ (4.10) íàãàäà¹ìî, ùî H++ ≡
H4(A) = D(A2), à M̃+ = M+ ∩ H++. Îòæå âåêòîð f := D−,+ϕ = A2ϕ ∈
H0 äëÿ êîæíîãî ϕ ∈ H++. Äàëi, ðîçãëÿíåìî äëÿ ôiêñîâàíîãî ϕ ∈ M̃+ äâà
ôóíêöiîíàëè:

lϕ(ψ) := 〈D−,+ϕ, ψ〉−,+, ψ ∈ H+

òà
l̆ϕ(ψ) := 〈D̆−,+ϕ, ψ〉̆−,+, ψ ∈M+.

Ôóíêöiîíàë lϕ(ψ) ¹ íåïåðåðâíèì íà H0, òà lϕ(ψ) = (f, ψ)0 = (ϕ, ψ)+ äëÿ óñiõ
ψ ∈ M+. Ôóíêöiîíàë l̆ϕ(ψ) ¹ íåïåðåðâíèì íà H0 òàêîæ, îñêiëüêè M+ = H̆+

òà
l̆ϕ(ψ) = (ϕ, ψ)+ = 〈ϕ, ψ〉H++,H0 , |l̆ϕ(ψ)| ≤ c ‖ ψ ‖0,

äå c =‖ ϕ ‖++. Îòæå l̆ϕ(ψ) = (f̆ , ψ)0 ç äåÿêèì f̆ ∈ H0. Ìè ñòâåðäæó¹ìî, ùî
f = f̆ . Äiéñíî, çãiäíî ïîáóäîâè, (f, ψ)0 = (ϕ, ψ)+ = (f̆ , ψ)0 äëÿ óñiõ ψ ∈ M+.

9



Òîìó âåêòîðè f òà f̆ çáiãàþòüñÿ, îñêiëüêè ïiäïðîñòið M+ ¹ ùiëüíèì â H0.
Îòæå (4.10) âñòàíîâëåíî.

Äîâåäåìî, ùî îïåðàòîð L ç (4.6) ¹ ðîçøèðåííÿì ïî Ôðiäðiõñó ñèìåòðè÷íîãî
îïåðàòîðà L̇. Íàãàäà¹ìî, ùî îáëàñòü âèçíà÷åííÿ D(L̇) = M̃+ ¹ ùiëüíîþ â
H0. Íàñïðàâäi ç óìîâè (3.3) âèïëèâà¹, ùî ïiäïðîñòið M̃+ ¹ ùiëüíèì â M+.
Äiéñíî, ÿêùî φ ∈M+ òà φ ⊥ M̃+, òî D−,+φ ⊥ N− i D−,+φ ∈ Ñ−. Îòæå φ ≡ 0,
îñêiëüêè Ñ− = N− çàâäÿêè (3.3). Äîêëàäíiøå, íåõàé M+ = M̃+ ⊕ M̃⊥

+ òà
φ ∈ M̃⊥

+. Òîäi ω := D−,+φ ∈ M̃⊥
−, äå M̃⊥

− = M− ª M̃−. Òîìó ìè ìà¹ìî

〈ω,M̃+〉−,+ = 0 = 〈ω,M̃+〉−−,++ ⇒ ω ∈ Ñ− = N−.

Àëå öå ìîæëèâî ëèøå ÿêùî φ = 0 îñêiëüêè φ ∈ M+ òà D−,+φ ⊥ N−. Îòæå
M+ w M̃+.

Äàëi, î÷åâèäíî, ùî îïåðàòîð L̇ ç îáëàñòþ âèçíà÷åííÿ D(L̇) = M̃+ ¹
çàìêíåíèì â H0 áî ïiäïðîñòið M̃+ ¹ çàìêíåíèì â H++. Ìè ñòâåðäæó¹ìî,
ùî éîãî îáëàñòü çíà÷åíü òàêîæ ¹ ùiëüíîþ â H̆−. Òåïåð çàóâàæèìî, ùî â
ñèëó (4.10), îáëàñòü çíà÷åíü îïåðàòîðà L̇ çáiãà¹òüñÿ ç ïiäïðîñòîðîì M̃− =
A2M̃+ = A2(M+∩H++) = M−∩H0, ÿêèé ¹ ùiëüíèì â H̆− çàâäÿêè òîìó, ùî
D̆−,+ : H̆+ → H̆− ¹ óíiòàðíèì îïåðàòîðîì.

ßêùî M̃+ < M+, òî ïðîñòið H̆+ ¹ ïîïîâíåííÿì M̃+ âiäíîñíî ñêàëÿðíîãî
äîáóòêó (ϕ, ψ)H̆+

:= (L̇ϕ, ψ)0 = (Aϕ,Aψ)0 = (ϕ, ψ)+, ϕ, ψ ∈ M̃+. Òîìó
îïåðàòîð L ¹ ñàìîñïðÿæåíèì ðîçøèðåííÿì ñèìåòðè÷íîãî îïåðàòîðà L̇. Çà
ïðîâåäåíîþ ïîáóäîâîþ öå ¹ ðîçøèðåííÿ ïî Ôðiäðiõñó îïåðàòîðà L̇, îñêiëüêè
ìè âæå âñòàíîâèëè âèêîíàííÿ ùiëüíîãî i íåïåðåðâíîãî âêëàäåííÿ: M̃+ <

M+.
Íàêiíåöü, ðiâíiñòü (4.9) ¹ âiðíîþ îñêiëüêè ïîïîâíåííÿ ìíîæèíè D((Ă)2) =

D(L) ïî íîðìi ‖ · ‖̆+ := ‖L1/2 · ‖0 çáiãà¹òüñÿ ç M+. Äiéñíî, îñêiëüêè M̃+ ¹
ùiëüíèì âM+, òî äîñèòü ëèøå íàãàäàòè, ùî (Lϕ, ψ)0 = (ϕ, ψ)+, ϕ, ψ ∈ M̃+.
Îòæå, çà îçíà÷åííÿì L, ìè ìà¹ìî (Lϕ, ψ)0 = (L1/2ϕ,L1/2ψ)0 = (A2ϕ, ψ)0 =
(ϕ, ψ)+ = ((Ă)2ϕ, ψ)0 äëÿ óñiõ ϕ, ψ ∈ M̃+. Òàêèì ÷èíîì, M+ = H1(L) i,
îòæå,M+ = H2(Ă) = D(Ă) = H̆+. Öå ïîâíiñòþ çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ òåîðåìè.

5 Çàãàëüíà êîíñòðóêöiÿ
Â öüîìó ðîçäiëi ìè ïðîâåäåì ïîáóäîâó îïåðàòîðà òèïó Ă ó âèïàäêó, êîëè
ùiëüíèé â H0 ïiäïðîñòið M+ ¹ íåòðèâiàëüíîþ ÷àñòèíîþ ïðîñòîðó Hk ç A-
øêàëè ïðè äîâiëüíîìó çíà÷åííi k > 0.
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Îòæå, íåõàé H+ = Hk, k > 0. Ïðèïóñòèìî H+ = M+ ⊕N+, äå M+ < H0

Ââîäèìî îñíàùåíèé ïðîñòið

H̆− ≡ (M+)− = H0 = M+ ≡ H̆+

i àñîöiéîâàíèé ç íèì îïåðàòîð D̆ : H̆+ = D(D̆) → H0 = R(D̆), ÿêèé ¹
ñàìîñïðÿæåíèì â H0. Ìè õî÷åìî âñòàíîâèòè ç'ÿçîê D̆ ç îïåðàòîðîì Ak/2,
äëÿ ÿêîãî Hk ¹ îáëàñòþ âèçíà÷åííÿ.

Ïîçíà÷èìî D2 = Ak : H2k → H0.
Òâåðäæåííÿ 3.ßêùî ïiäïðîñòið M+ ¹ ùiëüíèì â H0, òî âiäîáðàæåííÿ

L̂ : PM+ϕ → D2ϕ, ϕ ∈ H2k

¹ ñàìîñïðÿæåíèì îïåðàòîðîì â H0.
Äîâåäåííÿ ïî ñóòi ïîâòîðþ¹ õiä ìiðêóâàíü ïðîâåäåíèõ ïðè âñòàíîâëåííi

ñàìîñïðÿæåíîñòi îïåðàòîðà L ç (4.7).
Ëåìà. Íåõàé çàäàíî ïàðó îñíàùåíèõ ïðîñòîðiâ:

H− = H0 = H+, H+ = M+ ⊕N+, H0 = M+,

H̆− ≡ (M+)− = H0 = M+ ≡ H̆+.

ÐîçãëÿíåìîH0 â ïàðó ñàìîñïðÿæåíèõ îïåðàòîðiâ L, L̆, ïîðîäæåíèõ âiäïîâiäíèìè
êîíîíi÷íèìè óíiòàðíèìè içîìîðôiçìàìè:

L := D−,+|D(L), D(L) := {ϕ ∈ H+|D−,+ϕ ∈ H0},

L̆ := D̆−,+|D(L̆), D(L̆) := {ϕ̆ ∈ H̆+|D̆−,+ϕ̆ ∈ H0}.
Ïîçíà÷èìî

L̂ : PM+ϕ → Lϕ ≡ Akϕ, ϕ ∈ D(L).

Ñòâåðäæó¹òüñÿ, ùî îïåðàòîðè L̂ òà L̆ çáiãàþòüñÿ.
Äîâåäåííÿ. Íåõàé ϕ̆ ∈ D(L̆) ⊂M+ ≡ H̆+. Òîäi H0 3 f̆ = D̆−,+ϕ̆ i

〈D̆−,+ϕ̆, ψ〉̆−,+ = 〈ϕ̆, ψ〉̆+ = (f̆ , ψ)0, ψ ∈M+.

Îñêiëüêè M+ = H̆+, òî 〈ϕ̆, ψ〉̆+ = (Ak/2ϕ̆, Ak/2ψ)0. Âçàãàëi, âåêòîð ϕ̆ íå
íàëåæèòü äîD(L), àëå çàâäÿêè ðiâíîñòi 〈ϕ̆, ψ〉̆+ = (f̆ , ψ)0 i ùiëüíîñòi ïiäïðîñòîðó
M+ â H0, iñíó¹ âåêòîð ϕ ∈ H+ òàêèé, ùî f̆ = Akϕ. Îòæå, ìè ìà¹ìî,

〈ϕ̆, ψ〉̆+ = (Ak/2ϕ̆, Ak/2ψ)0 = (Akϕ, ψ)0 = 〈D−,+ϕ, ψ〉−,+ = (PM+ϕ, ψ)−,+, ψ ∈M+.
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Â ñèëó ùiëüíîñòi M+ â H0 öå îçíà÷à¹, ùî ϕ̆ = PM+ϕ i L̆ϕ̆ = f̆ = L̂PM+ϕ,
ùî i çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ ëåìè.

Ââåäåìî ïiïðîñòið M̃+ := M+ ∩H2k

Òâåðäæåííÿ 4. Íà ïiäïðîñòîði M̃+ îïåðàòîð L̂ çáiãà¹òüñÿ ç Ak:

L̂|M̃+ = Ak|M̃+.

Äîâåäåííÿ. Öåé ôàêò î÷åâèäíèé, îñêiëüêè

PM+M̃+ = M̃+.

Òîìó, ÿêùî M̃+ < H0, òî L̂ ¹ ñàìîñïðÿæåíèì ðîçøèðåííÿì ùiëüíî âèçíà÷åíîãî
ñèìåòðè÷íîãî îïåðàòîðà L̇ := Ak|M̃+.

Òâåðäæåííÿ 5. ßêùî M̃+ < M+, òî îïåðàòîð D̂ ¹ ðîçøèðåííÿì ïî
Ôðiäðiõñó ñèìåòðè÷íîãî îïåðàòîðà L̇.

Äîâåäåííÿ.Êâàäðàòè÷íà ôîðìà γ(ϕ, ψ) := (Ḋϕ, ψ)0, çàìèêàííÿ ÿêî¨ âèçíà÷à¹
ðîçøèðåííÿ ïî Ôðiäðiõñó îïåðàòîðà öüîãî îïåðàòîðà, çáiãà¹òüñÿ ç ôîðìîþ
(Akϕ, ψ)0 = (ϕ, ψ)M+ , ϕ, ψ ∈ M̃+ â ñèëó òâåðäæåííÿ 4. Òîìó, ñïðàâåäëèâiñòü
äàíîãî òâåðäæåííÿ âèïëèâà¹ iç ùiëüíîñòi M̃+ â M+.

Òâåðäæåííÿ 6. ßêùî M̃+ < H0, òî îïåðàòîðè L̂, L̇, òà L̆ çáiãàþòüñÿ
íà ïiäïðîñòîði M̃+:

L̂|M̃+ = L̇|M̃+ = L̆|M̃+.

Äîâåäåííÿ. Ñïðàâåäëèâiñòü òâåðäæåííÿ âèïëèâà¹ ç çàãàëüíèõ âëàñòèâîñòåé
îñíàùåíèõ ãiëüáåðòîâèõ ïðîñòîðiâ. Çîêðåìà, íåâàæêî ïåðåêîíàòèñÿ, ùî çíà÷åííÿ
îïåðàòîðiâ D̂ òà D̆ íà äîâiëüíîìó åëåìåíòi ϕ ç M̃+ íàëåæàòü ïðîñòîðó H0 i
çáiãàþòüñÿ: L̂ϕ = L̆ϕ, ϕ ∈ M̃+.

Òåîðåìà 5. Ñàìîñïðÿæåíèé â H0 îïåðàòîð

D̆ := (L̆)1/2 = (L̂)1/2, D(D̆) = M+

çáiãà¹òüñÿ ç êâàäðàòíèì êîðíåì âiä ðîçøèðåííÿ ïî Ôðiäðiõñó ñèìåòðè÷íîãî
îïåðàòîðà L̇ := Ak|M̃+, M̃+ = M+ ∩H2k.

Äîâåäåííÿ.
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