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вступ 

1. Чисельні методи в обчислювальному експерименті. 
Предмет чисельних методів _ 

/ Історія прикладної математики почалась кілька тисячоліть тому, 
/коли були розв'язані найпростіші математичні задачі з обчислення 

площ, об'ємів та ін. За час, що минув, у прикладній математиці від-
булося багато змін, які позначались на ЇЇ можливостях і впливі на 
життя суспільства. Дійсно революційне перетворення науки взагалі 
і математики зокрема пов'язане з появою в 40-х роках нинішнього сто-
ліття електронних обчислювальних машин (ЕОМ). Ця подія привела 
до зміни технології наукових досліджень, до розширення можливос-
тей вивчення складних явищ природи і суспільства, проектування су-
часних технічних систем тощо. Прикладом може бути оволодіння ядер-
ною енергією та освоєння космічного простору. Серед складних задач, 
які зараз стоять перед наукою, можна назвати моделювання людини, 
її взаємодії з природою, моделювання клімату та багато інших. 

Як же в наш час розв'язуються складні задачі? Для того щоб ви-
вчити проблему за допомогою математичних методів та ЕОМ, на п е р-
ш о м у етапі формулюють її в термінах тих об'єктів, які вивчає су-
часна математика — систем лінійних чи нелінійних рівнянь, дифе-
ренціальних рівнянь і т. п. Іншими словами, створюють математичну 
модель (MM) явища, яке вивчається, чи технічної системи, яка про-
ектується. 

Далі звертаються за допомогою до ЕОМ. Але, як відомо, ЕОМ ви-
конує лише найпростіші арифметичні і логічні операції, хоча і ро-
бить це з величезною швидкістю. Тому на д р у г о м у етапі мате-
матичну модель перетворюють до такого вигляду, щоб до неї входи-
ли лише ті операції, які може виконувати ЕОМ. Таке перетворення 
виконують за допомогою методів, які називають «чисельні методи» 
(4M) або «методи обчислень» (MO). Як наслідок дістають нову мо-
дель, яка називається (на відміну від вихідної неперервної моделі) 
дискретною моделлю (ДМ). Далі ( т р е т і й етап) за дискретною мо-
деллю складають програму (П) для ЕОМ. Зауважимо, що рівень ма-
матичного забезпечення (МЗ) сучасних ЕОМ дає змогу програмісту 
уникнути трудомісткого і виснажливого шляху, коли при програму-
ванні дискретну модель доводиться «розписувати» аж до елементар-
них арифметичних і логічних операцій. В МЗ ЕОМ є так звані паке-
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ти прикладних програм (ППП), і якщо в дискретній моделі, наприк-
лад, потрібно розв'язати систему лінійних алгебраїчних рівнянь, то 
в програмі, яка реалізує цю дискретну модель, досить з ППП викли-
кати відповідну підпрограму. 

На ч е т в е р т о м у етапі перевіряють (налагоджують)програму 
і розраховують за нею різні варіанти (цей етап позначатимемо BP). 
Слід зауважити, що налагодження програмне дуже трудомістким ета-
пом, про що свідчить жартівливий «принцип програміста»: «В будь-якій, 
навіть налагодженій, програмі є принаймні одна помилка». Розробка 
теоретичних методів перевірки правильності (верифікації) програм 
є важливим розділом теорії програмування, який бурхливо розвива-
ється, проте поширена і експериментальна перевірка, або тестування. 

Останнім ( п ' я т и м ) етапом розв'язування задачі є оброб-
ка результатів розрахунків на ЕОМ (ОР). Оскільки часто результати 
розрахунків являють собою тисячі чисел і займають десятки метрів 
паперу, то і тут потрібні спеціальні методи — побудова графіків, 
перерізів, статистична обробка тощо. Математики та спеціалісти в 
тій галузі знань, до якої належить практична задача, порівнюють 
результати ЕОМ з іншою інформацією про досліджуване явище чи 
об'єкт, з його фізичною моделлю (ФМ) і роблять висновок про те, чи 
достатньо математична модель описує реальність. Якщо це не так, 
то математична модель уточню^ься_|_весь^ процес дослідження почи-
нається спочатку.! Т^юїКГ~чином, схематично дістаємо технологічну 
схему розв'язування задачі (рис. 1). На цій же схемі показано місце 
різних розділів математики, в тому числі і, чисельних методів, в такій 
технології розв'язування задач. Цю технологію прийнято називати 
обчислювальним експериментом (ОЕ); опис його дав академік 
О. А. Самарський. 

Підкреслимо деякі переваги обчислювального експерименту: 1) ОЕ 
дешевший, швидший, простіший, ним легше керувати, ніж натурним 
експериментом; 2) в ОЕ можна моделювати умови, які неможливо ство-
рити в лабораторії або які призводять до загибелі об'єкта (моделю-
вання людини, екологічних явищ і т. п.); 3) ОЕ дає змогу розв'язува-
ти великі комплексні проблеми і приймати науково обгрунтовані рі-
шення, планувати дослідження на відміну від класичних математич-
них методів, за допомогою яких можна було описувати багато фі-
зичних явиїДлише якісно, а точно можна було розв'язувати окремі 
найпростіші задачі; 4) ОЕ легко перебудувати для розв'язування 
різних задач, оскільки багато фізичних явищ описуються одними й 
тими самими рівняннями (наприклад, процес дифузії і поширення теп-
лоти). 

Суттєвий недолік ОЕ в тому, що придатність результатів розра-
хунків обмежена рамками математичної моделі, яка будується на ос-
нові вивчіених на дослідах фізичних закономірностей. Тому ОЕ ні-
коли не замінить повністю натурний експеримент і майбутнє за їх 
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Рис. 1 

розумним поєднанням. Таким чином, цикл обчислювального експери-
менту «об'єкт — модель — алгоритм — програма — ЕОМ — управління 
об'єктом» відображає основні етапи пізнання, в якому ЕОМ є інстру-
ментом для добування нових знань. Звичайно, наведена нами схема 
не описує всіх деталей технології ОЕ і може бути уточнена в різних 
напрямках. Нам важливо зрозуміти, яке місце посідає в ній розділ 
математики, що розглядатиметься далі. 

Як можна визначити предмет математичного курсу «Методи об-
числень» (МО), тобто коло питань, які в ньому вивчаються? У книзі 
«Математический энциклопедический словарь» (M. : Сов. энцикл., 
1988.— 846 с.) обчислювальна математика розглядається як розділ 
математики, що включає коло питань, пов'язаних з використанням 
ЕОМ. Зміст терміна «МО» не можна вважати усталеним. Спочатку 
МО розглядали як прикладну математику. Термін «МО» застосовуєть-
ся і тоді, коли мають на увазі теорію Ч И С Є Л Ь Щ І Х методів J алгоритмів 
розв'язування типових математичних задач./У рамках сучасної тер-
мінології MO — частина інформатики, яка належить до методології 
застосування ЕОМ для розв'язування задач науки, техніки, вироб-
ництва і практично всіх областей людської діяльності. 

Інформатика — це наука, яка перебуває в процесі становлення 
і вивчає закони і методи накопичення, передачі і обробки ігіформації 
за допомогою ЕОМ. 

Як фундаментальна наука інформатика пов'язана з філософією 
через вчення про інформацію як загальнонаукову категорію і теорію 
пізнання; з математикою — через поняття математичної моделі, мате-
матичну логіку і теорію алгоритмів; з лінгвістикою — через вчення 
про формальні мови і про знакові системи. Інформатика тісно пов'я-
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зана з такими спеціальними HayKaMH^jwj^op^^ 
тикаг системотехника^! 
-^ТДоб конкретиіувати наведені вище означення розглянемо приклад 
конкретного фізичного явища і основні математичні питання при його 
вивченні за допомогою тріади «модель— алгоритм — програма». 

Нехай треба сконструювати пристрій, наприклад руку маніпуля-
тора, який в момент часу t0 має почати прямолінійний рух із заданим 
прискоренням / (/) і в момент часу tx досягти заданого положення. 
Якщо цей маніпулятор є частиною деякого робота, який має аналізу-
вати координату положення маніпулятора в кожен момент часу за до-
помогою вмонтованого мікропроцесора (ЕОМ), то він повинен розв'я-
зувати задачу 

^ = / < 0 , О ) 

S(t о ) = 0 , 5 ( ^ = 5 ! , (2) 
де s (Іt) — шлях, пройдений кінцівкою маніпулятора на момент t, 
причому вважається, що шлях в момент часу /0 дорівнює нулю і ве-
личина Sj задана. Система співвідношень (1) являє собою математичну 
модель і називається ще крайовою задачею для звичайного диферен-
ціального рівняння. Одразу постає запитання: Зх) Чи має (1), (2) 
розв'язок, скільки таких розв'язків, які їх аналітичні властивості 
і т. п.? У випадку моделі (1), (2) відповідь можна дати порівняно прос-
то. Так, з рівняння (1) послідовним інтегруванням знаходимо 

/ ( Ч ) * І + C l f 

S (0 = J j / 0 l ) àr\dl + С Л - g + Cv 
и t, 

де Cj, Ca —довільні сталі. Щоб задовольнити умови (2), треба по-
класти 

і 
( 4 ) « і - И / < Ч ) < М Б 

и I 
що і вирішує питання про існування розв'язку моделі (1), (2) за умо-
ви інтегровності функції f (і). Вивчення цієї моделі можна продов-
жити. Але якщо, скажімо, модель якогось явища має схожий до (1), 
(2) вигляд 

+ </(*)« =/(*), и (0) = и(1) = 0, (5) 

де q (*), / (х) — задані функції, то відповідь на запитання Зг знайти 
значно важче, а для ще складніших моделей — взагалі неможливо. 
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Отже, задача розв'язування моделі (1), (2) звелася до обчислен-
ня інтегралів в (3), (4). Проте, якщо функція / (t) досить складна, 
це може бути неможливо зробити аналітично. Постає запитання: 32) 
Як обчислювати інтеграли на ЕОМ, знаючи основи математичного ана-
лізу? Можемо запропонувати такий алгоритм Ах обчислення інтегра-
ла (при фіксованому і): 

f / ( t | ) * | . (6) 
to 

Розіб'ємо інтервал (/0, £) на N частин точками r\t = ih +t0f і = 
~ 1, N — 1, ft = ( £— t0)/N, і замінимо наближено інтеграл квад-
ратурною сумою: 

S ' v f o i ) ( 7 ) 

(припускаємо, що маємо алгоритм для обчислення / (т^)). Формула 
(7) є частиною дискретної моделі для математичної моделі (1), (2). 
Послідовно застосовуючи алгоритм Аг до обчислення інтегралів в (3), 
знайдемо деякий алгоритм Ах для розв'язання задачі. Зрозуміло, що 
розв'язок задачі (1), (2) маємо знайти із заданою наперед точністю, 
яка характеризується числом е. Від цього залежить і характерист-
ка точності е ь з якою треба вміти обчислювати інтеграл (6) при будь-
якому Тоді постають запитання: 

З3) Яким треба вибрати N, а від цього залежить кількість операцій 
при обчисленні суми в (7), щоб виконувалась нерівність 

U - Д К е х ? (8) 

3 J Якою має бути функція f (ті), щоб при h 0 (або при N оо) 
мала місце гранична рівність 

lim I h = /? (9) 
h-* О 

При цьому треба врахувати, що числа в ЕОМ подаються наближено 
(бо комірки пам'яті ЕОМ мають лише скінченну кількість розрядів), 
а тому замість точного значення суми Ih ми дістанемо значення Ihf 
на яке вплинуть похибки заокруглення на ЕОМ. Знову виникає за-
питання: Зь) Яка сила цього впливу і як його"зменшити? 

Маючи початкові відомості з аналізу, а саме, пам'ятаючи, що 

S ' = lim '< ' + *р - « ( і ) = i i m « 0 f ( 1 0 ) 

можна запропонувати іншу дискретну модель і інший обчислювальний 
алгоритм А2 розв'язування задачі (1), (2). 



Розіб'ємо інтервал (/0, tt) на частини точками tj = /т -f t0f j =* 
= 1, M — 1, т = (fx —/0)/Af, tM = /і- Позначаючи наближене зна-
чення функції s (t) в точці tj через sy і користуючись формулою (10), 
можна при малих т покласти 

S ' { t ] ) « ' H ' " * ' або s' (/,) « l L Z J k ± (11) 

і, застосовуючи це саме правило рекурентно до правої частини остан-
ньої рівності, покладемо 

* . (12) X T 
Тоді (1), (2) можна наближено замінити на систему співвідношень 

« w - f t + ' M 1, Af — u 5 0 - 0 , (13) 

Маемо систему лінійних алгебраїчних рівнянь відносно невідомих 
sif і = 1, M — 1, яка називається різницевою схемою. Вона ж є дис-
кретною моделлю для (1), (2). Знову виникає ряд запитань: 

Зл) Чи завжди 

lim S/+l~Sj = s' {tj), lim 5 / + 1 + =s"(tj)7 

3:) За яких умов на вхідні дані розв'язок задачі (13) наближує 
розв'язок задачі (1), (2) в точках t j , як визначити математично міру 
цієї близькості і як її оцінити через величину т, якою ми можемо до-
вільно оперувати? 

За) Як розв'язувати систему лінійних алгебраїчних рівнянь (13)? 
З9) Який з алгоритмів Аг і А2 кращий: а) з точки зору кількості 

арифметичних операцій; б) з точки зору точності; в) з точки зору не-
чутливості до неминучих похибок заокруглення? 

310) Якщо ми обчислили наближені значення Sj » s (tj), то як за 
ними обчислити (кажуть також інтерполювати) значення s (t) при 
/ ф /у? Конструювання алгоритмів A i t відповідь на поставлені за-
питання 3 j належать до чисельних методів. 

Можна поставити ще багато запитань, які виникають при дискрети-
зації надзвичайно простої математичної моделі (1), (2), і на багато 
з них дати відповіді, але наведеного досить, щоб дати наступне озна-
чення предмета курсу «Методи обчислень», яке вважаємо за робоче: 
це сукупність методів, технічних прийомів і теоретичних результатів, 
необхідних для розв'язування на ЕОМ математичних моделей задач 
науки і техніки. 

Наведений приклад дає нам також уявлення про конкретні роз-
діли, які мають бути в цьому курсі — чисельне інтегрування, розв'я-
зування систем лінійних алгебраїчних рівнянь, інтерполювання, або 
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Рис. 2 

наближення функцій, відомих лише в дискретній множині точок, 
та ін. Обмежимося класифікацією розділів чисельних методів (рис. 2), 
яка покладена в основу цієї книги. 

Структура курсу. Автори прагнули до викладення сучасних по-
нять теорії чисельних методів на найпростішому рівні, який би потре-
бував мінімуму попередніх знань. Тому в перших главах ч. 1 нагаду-
ються деякі необхідні далі поняття з математичного і функціонального 
аналізу. Розглядаються такі об'єкти чисельного аналізу, як різницеві 
(рекурентні) рівняння, системи лінійних алгебраїчних рівнянь, пер-
ше ознайомлення з якими відбувається у читача ще в шкільному кур-
сі математики та на початку навчання у вищій школі. Але велике 
значення цих найпростіших об'єктів полягає в тому, що до них зводить-
ся розв'язування багатьох складних задач. Наводяться також деякі 
відомості про абстрактні операторні схеми, які використовуються по-
тім для обгрунтування ітераційних методів розв'язування лінійних 
операторних рівнянь та методів розв'язування нестаціонарних рів-
нянь з частинними похідними. 

У книзі розглядаються різні способи апроксимації таких функціо-
налів і операторів, як функції, похідні, інтеграли, диференціальні 
та інтегральні оператори. Щоб дістати скінченновимірну задачу, тре-
ба апроксимувати не лише самі функціонали і оператори, але й про-
стори, в яких вони діють, замінити деякими-скінченновимірними про-
сторами. Часто це підпростори скінченновимірного простору сіткових 
функцій або, як це іноді кажуть, функцій дискретного аргументу. 
Зауважимо, що такий спосіб апроксимації функціональних просторів 
не єдиний і з багатьох точок зору не є найкращим. Наприклад, функ-
цію f (*), задану на деякому відрізку [а, Ь]9 можна апроксимувати 
вектором / fo), Xi ç содг = {Хі : xt £ [а, 6], і = 0, N, xt Ф Xj при і Ф 
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Ф /}, який і є сітковою функцією, заданою на сітці со ,̂. Альтернатив-
ним способом апроксимації функції / (х) може бути заміна її набором 
чисел aQl аІ9 ..., ал/, які є коефіцієнтами розвинення / (х) за деякою 
лінійно незалежною системою функцій фо (х), ..., <рд/ (jt), [а, Ь]. 
Перевагою і однією з причин поширеності першого способу є його 
простота. У гл. 1 першої частини вводиться поняття про сіткові фулк-
ції як «елементарні частини» дискретного (скінченновимірного) ана-
лізу і деякі операції над ними, наприклад, дискретні аналоги опе-
рацій диференціювання та інтегрування. 

Оцінка якості наближення залежить, крім способу апроксимації, 
від вхідних даних вихідної задачі, тобто від областей визначення 
відповідних операторів. Розглядатимемо в основному області ви-
значення, які містяться в класах функцій Ck (Q) та W™ (Я), де £2 — 
область зміни аргументу. Основні «інструменти», якими будемо ко-
ристуватися,— це норма простору С* (Q) 

і=0 x£Q 

і норма простору W2 (ß) 
/ m \ 1/2 

де 

і w ц < й ) = ^ w ) 2 /2 

— напівнорма простору Wi (Q), відповідні норми в просторах сіт-
кових функцій та такі фундаментальні твердження про властивості 
цих просторів і операторів (функціоналів) в них, як лема Брембла — 
Гільберта, формула Тейлора, теореми вкладання, теорема Соболева 
про еквівалентне нормування та ін. При дослідженні апроксимації 
в просторах С* (Q) 

зручно користуватися формулою Тейлора, а в 
просторах (й) — лемою Брембла — Гільберта або теоремою Со-
болева про еквівалентне нормування. Зосередження уваги на про-
сторах С* (Я) та W2 (Я) обумовлено тим, що вони широко викори-
стовуються при побудові математичних моделей реальних практичних 
задач. Крім того, вивчаючи чисельні методи в цих просторах, можна 
простежити, як залежить якість однієї й тієї самої апроксимації 
від гладкості вхідних даних. 

В існуючих навчальних посібниках з методів обчислень при ана-
лізі якості наближень основою є формула Тейлора. Техніка її засто-
сування для кожної окремої задачі чисельного аналізу різна, що 
робить теорію чисельних методів більш схожою на «мозаїку» різних 
ю 



прийомів, ніж на струнку математичну конструкцію. Цей недолік 
певною мірою дає змогу усунути застосування леми Брембла — Гіль-
берта, яка зводить доведення теорем про точність усіх традиційних 
чисельних методів до перевірки трьох умов: лінійності функціона-
ла (оператора) похибки або його частин, обмеженості в просторі W? (Si) 
і перетворення його в нуль на многочленах до ( т — 1)-го степеня. 
Слід зауважити, що і така схема дослідження має недолік: сталі 
множники в оцінках похибки тут, як правило, більші, ніж при за-
стосуванні формули Тейлора. Тому ці два підходи не виключають 
один одного. 

Далі (гл. 2—5) розглядається апроксимація таких лінійних функ-
ціоналів, як значення функції / (*) чи її похідних у фіксованій точці 
х*, визначеного інтеграла від заданої функції / (х) та одиничного 
оператора в нормованих просторах функцій (наближення функцій 
в лінійних нормованих просторах). 

У другій частині книги описано проекційно-ітераційні методи 
і метод сіток для розв'язування операторних рівнянь, задача Коші 
та крайові задачі для звичайних диференціальних рівнянь, різні 
методи розв'язування цих задач. 

Зробимо деякі зауваження щодо термінології. Так, для обчислен-
ня значення деякого оператора L (je) автори використовують алго-
ритм, за яким обчислюється деяке значення 6 (x, h), що і є наближен-
ням для L (де), залежним від малого параметра h (наприклад, від 
кроку сітки h), причому в деякій нормі І (X, h) ->• L при О, 
тобто 11 (Л, x) — L (X) || 0. Величину 

R(x9h)=l(x9h)-L(x) 
називатимемо залишковим членом. Якщо 

ІR (x, h) І = 1L (x) - І (x, h) К ф (x) h\ ( 14) 
де числа ф (де), р не залежать від /і, причому ф (*) > 0, то порядок 
точності і (x, h) або порядок точності формули і (x, h) « L (х) до-
рівнює р9 а вираз (14) називається оцінкою залишкового члена. Часто 
кажуть також, що точність величини g (*, h) або точність формули 
І (*, h) « L (х) є 0 (іhp) або | I (x, h) — L (x) || = 0 (Лр). Зрозуміло, 
що чим більше значення р > 0 при h 0, тим точніше І (х, h) на-
ближає L (х). Оцінки залишкового члена можуть бути апріорними 
і апостеріорними. Апріорні оцінки — це оцінки, які можна дати 
за постановкою і вихідними даними задачі £ез попередніх обчислень. 
Апостеріорні оцінки — це оцінки, які можна дати після проведен-
ня деяких обчислень. Зауважимо, що апріорні оцінки, як правило, 
мають вигляд нерівності || R (x, h) || ^ ф (х) Лр, які дістають за до-
помогою строгих математичних міркувань. Апостеріорні оцінки 
часто мають вигляд наближеної рівності [| R (*, h) || ^ ty(x)hp і грун-
туються як на строгих математичних міркуваннях, так і на «здоро-
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\ Рис. 3 

вому глузді». Апостеріорні оцінки відіграють важливу роль у прак-
тичних обчисленнях і особливо при побудові програм розв'язуван-
ня задач чисельного аналізу. Одним з основних принципів побудо-
ви цих програм є такий: на вхід програми надходить величина, що 
характеризує бажану точність результату, а на виході програма ви-
дає готовий результат із заданою точністю. Тому структура таких 
програм часто має вигляд, як на рис. 3. 

Традиційно спочатку вивчається найпростіший спосіб апрокси-
мації — інтерполювання. Розглядається умова однозначного роз-
в'язку задачі інтерполювання, алгоритми побудови єдиного інтер-
поляційного алгебраїчного многочлена, різні форми його запису, 
оцінка похибки інтерполювання при фіксованому х, тобто коли 
йдеться про наближення функціонала f (х). Новою порівняно з іс-
нуючими посібниками є техніка оцінки залишкового члена за допо-
могою леми Брембла — Гільберта та оцінка не тільки при належ-
ності функції / (х) до класів С 1 [а, й], але й до класу W? (Q), при-
чому m і кількість вузлів п незалежні. 

Побудову інтерполяційного многочлена рп (х\ f ) можна розгля-
дати також як апроксимацію неперервної функції f (х) в лінійному 
нормованому просторі С [a, b] або L2fi {а, Ь) з нормою | f\t2p =* 

/ Ь \ 1/2 

= І [ /2 (*) Р (x)dx J . У зв'язку з цим аналізуються оцінки апрок-

симації в нормах цих просторів, зокрема важлива нерівність Лебе-
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га. Показано, що стала Лебега є коефіцієнтом підсилення неусув-

ної похибки (або числом обумовленості задачі обчислення значення 

інтерполяційного многочлена в точці), а також досліджено вплив 

похибок заокруглення на результат при обчисленні значення інтер-

поляційного многочлена за схемою Горнера. Розглядаються умови 

збіжності інтерполяції та апостеріорні оцінки похибки. Як застосу-

вання інтерполювання розглядаються обернене інтерполювання та 

чисельне диференціювання. 
Гл. З «Наближення функцій в лінійних нормованих просторах» 

починається класифікацією методів наближення функцій. Така кла-
сифікація певною мірою суб'єктивна, але, на думку авторів, вона 
є важливою з методичної точки зору, бо відіграє роль «опорного сим-
волу», який у вигляді «картинки» краще запам'ятовується і встанов-
лює логічні зв'язки між задачами та методами чисельного аналізу, 
утворюючи деякий «каркас» курсу. 

Такому важливому апарату наближення функцій, як інтерполя-
ційний та згладжуючий сплайни, відведено окрему главу (гл. 4). 
Наводяться нові елементарні доведення додатної визначеності тридіа-
гональної матриці системи лінійних алгебраїчних рівнянь, до якої 
зводиться задача побудови інтерполяційного кубічного сплайна, 
а також рівномірна збіжність згладжуючого кубічного сплайна до 
інтерполяційного при прямуванні до нескінченності вагових кое-
фіцієнтів згладжуючого сплайна. Лема Брембла — Гільберта дає змо-
гу легко довести оцінку похибки наближення функцій кубічними 
сплайнами. 

Наближене обчислення визначених інтегралів розглянуто у гл. 5. 

2. Аналіз похибок та стійкість алгоритмів 

Аналіз похибок. Більшість задач обчислювальної математики 
можна сформулювати як задачу обчислення образу f (х) деякого 
відображення f : U а: X -+Y на фіксованому елементі х ç U, де 
X, Y — деякі нормовані простори; U — деякий окіл х в X. Цю за-
дачу позначатимемо також як задачу (/, х). Наприклад, задачу роз-
в'язування системи лінійних алгебраїчних рівнянь 

Ах = Ь 

можна розглядати як задачу обчислення" значення відображення 
/ (Л, b) = А"1Ь на елементі (А, Ь) £ Matn (R) X де — евклі-
дів n-вимірний простір векторів з дійсними компонентами; Matn (R) — 
простір дійсних (п X п) матриць. 

Задача (/, х) розв'язується за допомогою деякого алгоритму, який, 
можливо, виробляє, крім результату (/ (х))9 ще деякі проміжні 
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результата за схемою: 

Похибка в результаті / (х) є, отже, наслідком похибок у вхідних 
даних та похибок в алгоритмі: 

У той час як похибки вхідних даних належать до даної задачі і мало 
піддаються впливу з боку математика, що розв'язує цю задачу, по-
хибки в алгоритмі можна регулювати, змінюючи метод розв'язуван-
ня задачі. 

Зупинимося на джерелах похибок у вхідних даних. 
К л а с и ф і к а ц і я д ж е р е л п о х ц б о к у в х і д н и х 

д а н и х . 
1. Похибки за рахунок зображення дійсних чисел в ЕОМ. В су-

часних комп'ютерах прийнято так зване нормалізоване зображення 
з плаваючою комою, при якому дійсне число подається машинним 
числом 

г = ad6, (1) 
де а — мантиса; d — основа системи числення (як правило, 2, 8 
або 16);- е — порядок або експонента. Експонента змінюється в де-
якій множині цілих чисел: 

Є Ç (Єшіп» • • • » Стах } CI Z. 
Мантиса а є або нулем, або числом з проміжку [d~\ 1], яке має зо-
браження 

і t 
a = v 2 » 

ы 
де V Ç { ± 1} — знак числа; at Ç {0, 1, d — 1} — цифри; l — 
довжина мантиси. 

Числа вигляду (1) утворюють у кожній ЕОМ деяку скінченну 
підмножину F a R раціональних чисел. Кожне дійсне число х з мо-
дулем із проміжку [d?mïn~l

9 demax (1— сГ1)] зображується в даній 
ЕОМ за допомогою машинного числа fl (х) £ F, причому зауважимо, 
що відносна похибка цього зображення має оцінку 

J f ^ j ^ e p . - ^ , ' (2) 
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де число eps називається відносною машинною похибкою (при single 
precision в мові FORTRAN або float в мові С в більшості комп'ютерів 
eps « 10""7). З виразу (2) для fl (х) випливає, що 

fl(*) = *( l + 8 ( 4 | e ( * ) | < e p s . (3) 

Якщо I X І менше, ніж найменше можливе в даній ЕОМ число d e m i n-1 , 
то його замінюють нулем і при цьому виникає ситуація, яка назива-
ється зникненням порядку (експоненти). Якщо ж 

\x\><f™*(l —сГ1), 

то виникає ситуація «переповнення» або ж автоматична зупинка 
(A3) і ЕОМ зупиняється. 

Для подальшого аналізу важливо те, що дійсне число х після 
запису в ЕОМ не відрізняється від усіх інших дійсних чисел xf для 
яких fl (де) == fl (де), тобто fl (х) є деякою множиною Е дійсних чи-
сел X (окіл числа X (рис. 4)). 

2. Неусувна похибка, або похибка вимірювання. Часто вхідні дані 
є результатом деякого експерименту і супроводжуються деякою 
абсолютною похибкою Ьх: 

\х — х\<6х, 
де X — справжнє (невідоме!) значення. На практиці часто відносна 
похибка І öx/x І лежить в межах 10"~2...Ю~3 (так звана «технічна точ-
ність») і є значно більшою від машинної похибки. 

3. Похибки в алгоритмі. Будь-який алгоритм виражається через 
елементарні операції (-f- , —, . ,). Якщо позначати через ° будь-яку 
з цих операцій, то насправді в ЕОМ виконуються деякі наближені 

/Ч Л А л л 
операції ° 6 { + , — , - , / } , які супроводжуються похибкою заокруг-
лення, причому з виразу (3) маємо 

х°у = (х°у)(1 +г{х,у)), x,y£Ft | е (де, у) | < eps. 
А 

При цьому для операцій ° можуть не виконуватися відомі закони 
арифметики, зокрема асоціативні (наведіть приклад!), тобто при ре-
алізації алгоритму на 
ЕОМ може мати значен-
ня порядок виконання 
операцій. 

4. Похибки за раху-
нок наближених алгорит-
мів (похибки методу). 
Ці похибки виникають 
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тоді, коли, наприклад, якась функція не може бути обчислена точно 
і обчислюється за допомогою деякої наближеної формули: 

„в л. 
C O S X « 1 — • 

2! ~ 4! 

Обумовленість задачі і число обумовленості. Поставимо спочат-
ку таке питання: як впливає похибка вхідних даних на похибку в 
результаті незалежно від вибраного алгоритму? Ми знаємо, що кож-
ле машинне число х £ IR1, яке є входом задачі (f9 х) при розв'язанні 
«а ЕОМ, насправді являє собою множину Е дійсних чисел х: 

£ = {*ÉIR M l * — £ | < e p s | * D . 
Якщо ж x знайдено з абсолютною точністю б (лг) з експерименту в 
результаті вимірювань, то воно являє собою множину дійсних чисел 

Я = { * Є К М І * — * | < в ( х ) } . 
Отже, ми маємо розглядати відображення / в задачі (Д х) не як по-
точкове відображення, а як відображення множини Е в деяку ре-
зультуючу множину R =f(E) (рис. 5). Нас цікавить; таким чином, 
співвідношення між множинами £ та R; деяку характеристику 
цього співвідношення називатимемо обумовленістю задачі (/, х). 

Щоб не ускладнювати аналіз, вважатимемо, що f : U с= IRrt -> 
є відображенням деякої відкритої множини U з евклідового простору 
IR" в евклідів простір IRm. Задача (f, х) насправді задається відобра-
женням /, точкою x Ç U і точністю вхідних даних Ô. Ця точність 
може вимірюватися в деякій нормі простору 

\\х — x (І ̂  6 (абсолютна похибка), (4) 
або покомпонентно: 

І xt — Хі І ^ 6 (абсолютна покомпонентна похибка 6), ^ 

\xi — xl (відносна покомпонентна похибка б), і = Ї7я . 
Кожна з нерівностей (4), (5) виражає деяку множину вхідних даних 
Е г з Еь (х) задачі (/, х), що характеризується числом б. Ми дістане-
мо бажану характеристику співвідношення множин Е та якщо 

знайдемо оцінку різниці f (*) — 

~~ f (х) ЧЄРЄЗ різницю X — X для © £ у 1 f(x) І всіх X З М Н О Ж И Н И £ Ô (х). Ці різ-
ниці можна оцінювати в деяких 

Рис. 5 нормах просторів IRm та R" або 
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покомпонентно. Залежно від цього говоритимемо про аналіз обу-
мовленості за нормою чи про покомпонентний аналіз обумовленості. 
Залежно від задачі та цілей аналізу може бути зручнішим один або 
інший підхід. Почнемо з короткого огляду аналізу обумовленості за 
нормою. / 

О з н ач е н н я 1. Задача (/, х) називається коректно поставленою 
в Et (je), якщо існує стала Ьйь$ > 0 така, що 

II / (X) - f (х)'\ < I .bs 1 і - XIV і 6 Еь (X). (6) 

В іншому разі (коли такої сталої Labs не існує) задача називається 
некоректно поставленою. 

Якщо задача (/, х) поставлена коректно, то позначимо через 
.Labs (6) мінімальну із сталих Labs, для яких виконується (6). 

Якщо X Ф 0, / (х) Ф 0, то означимо Lгеі (6) як мінімальну сталу, 
для якої виконується нерівність 

II / ( * ) - / ( * ) Il ^ Lrei И*-*І1 V х Ç £а (X) 
II/W И Ik II n f c £ ô W 

Іншими словами, сталі Labs (б) та Lreі (Ô) характеризують «підси-
лення» абсолютної та відносної похибок при відображенні Е в f (£). 
В лінеарізованій теорії похибок розглядаються «досить малі» вели-
чини Ô, інакше кажучи, розглядається 6 ->• 0. Це приводить до та-
ких означень. 

Означення 2. Абсолютним числом обумовленості задачі 
(/, х) називається 

&abs = Hm Labs (в)» 

а відносним числом обумовленості є 
£Геі = И т Ігеї (б). 

ô-*0 

Задача (/, х) називається добре (погано) абсолютно обумовленоюt 
якщо число Äabs є малим (великим). Задача ( f , х) називається добре 
(погано) відносно обумовленою, якщо число kre\ є малим (великим). 

Зауважимо, що відповідь на запитання, чи є число ftabs fà-ei) ма-
лим або великим, залежить від багатьох обставин, зокрема від ЕОМ, 
на якій розв'язується задача (точніше, від довжини мантиси /)» В*Д 
вимог точності і т. п. Одна і та сама задача залежно від цих обставин 
може бути як добре, так і погано обумовленою. 

Якщо відображення f диференційовне, то в першому наближе-
ні (відносно X — х) маємо 

Нх)-Н*)*Г '.'""І 
І ХИРЕ " f 17 



З В І Д К И 

\f(x)-f(x)\^\r(x)\[x-xl 
де / ' (лс) Є Matm.n (IR) — матриця Якобі відображення f , 

i f ' (X) 1 = sup = sup 1/' (x)y I уфО II у и Ii0j|=i 

— матрична норма, узгоджена з векторною нормою ( • [ в Кп . Звід-
си одразу дістанемо такі вирази для оцінки чисел обумовленості: 

febs = II/' м II, *ге, = 1/' (*) II. 7) 

Прикладі. Обумовленість додавання (віднімання). Операція додавання є ліній-
ним відображенням 

/ : IR2-»- IR, ( I )-+f(a, Ь) = а+Ь. 

Звідси f (ßt b) = (1, 1) 6 Mat, 2 (IR). Вибравши в IRa норму 

На,Ь)Т1 = \а\ + \Ы 
а в I? взявши за норму абсолютну величину числа, маемо 

1 Г ( а ' Ь) Ь ї а . + 7 = . і 0 , ! ) ( » ) 1 "и+Ж-1 1 " + 6 ' " ' ' 
8ВІДКИ 

* * ІДІ + 1М abs — 1» геї — \a + b\ 

Як бачимо, у випадку чисел a, b з однаковими знаками £abs = 
= Ärei, і тому операцію додавання слід вважати добре обумовленою. 
Якщо ж числа а, b мають різні знаки (тобто йдеться про відніман-
ня), то \ a + b\ < \ a \ + \ b \ і тому krei > 1. Отже, задачу від-
німання близьких за абсолютною величиною і різних за знаками чи-
сел слід вважати погано відносно обумовленою. У цьому разі може на-
стати явище, яке називається зникненням ведучих знаків (цифр). Суть 
його з'ясуємо на прикладі 2. 

Приклад 2, Зникнення ведучих знаків. Нехай на ЕОМ з eps = 10"~7 віднімаються 
числа X = 0,123456 • та у = 0,123445* (зірочкою позначимо непевний знак). Ді-
станемо X — у = 0,000011 * і після нормалізації х — у = 0,11 • 10-4, тобто непевний 
знак з'являється в третьому розряді. Це означає, що » 104 і задача погано обу-
мовлена. Звідси можна зробити такий загальний висновок: при конструюванні чи 
програмуванні алгоритму слід уникати віднімання близьких за абсолютною величиною 
чисел. Цього можна досягти за допомогою простого перетворення формул. 

Прикладß. Обумовленість системи лінійних алгебраїчних рівнянь Ах, — Ь. Вва-
жатимемо спочатку, що лише вектор Ь являє собою вхідні дані відображення 

/ : R n ->»IR", (b) =A~lb. 
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Неважко знайти, що / ' (6) = А~"\ і тому для цієї задачі (Д Ь) 

К Ь і = м - ' II. * г е І = ^ L p II л - ' 0 = ^ В Л - Ч к и ї м - ' 

Число 

k(A) 
називається числом обумовленості матриці А. 

Нехай тепер вхідними даними є матриця А: 

f : GL (Л) С Matn (IR) IR", А / (А) = A~lb, 
(тут через GL (п) позначено множину дійсних невироджених (п X я)-матриць). Щоб 
знайти похідну відображення /, скористаємося розвиненням 

(/ — С)—1 = / - | - С + С 2 + 
яке справедливе для С 6 Matn (IR) таких, що || С |) < 1. Тоді матимемо (порівняйте 
з похідною Гато нелінійного оператора!) 

/' (А) С = lim S(A+IC)-HA) = Нш (А + іСГ1Ь-А-1Ь _ 
M t ,t-+o t 

(У — (— tA-lC))-lA~lb — A~~lb __ = lim 
о t 

= Hm A-'b-tA-'CA-'b-A-h+Qjt) = _ A - i c A - i f ) ^ 
t-+o t 

ЗВІДКИ 

*abs=«/' M) 11=,ДиР» / ' SUp I ^ C x | | < M " 1 Их И, liCijl—1 нслр® 1 

Нехай, нарешті, вхідними даними для / е Д та Ь: 

f : GL (я) X 0?л В?1, (Л, 6) 
Тоді для С 6 Mata (R) 

/-•0 1 

= lim ( / - М - ' С + о ( / ) ) Л" 1 ( б - Н ^ - Л - ' б = _ 
/->0 і 

Введемо в просторі GL (п) X |Rn норму 
IIИ, Ь) 11 = M I L + 1 1 м и 

де II • ||v — векторна норма в IR", || • | | т — узгоджена з нею матрична норма. Тоді 

*abs = II / ' И» « И = SUP II - A-lCA-lb + Л " 1 d ||D < І-Л—1 ЦП Л:| +1 A~l 

^•m+W®-1 
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= k (A) JL±i*fi!_ 1*1 
Приклад 4. Обумовленість системи нелінійних рівнянь. Нехай / є неперервно 

диференційовним відображенням / : R" R" і за заданим # 6 R" треба знайти х 6 R" 
таке, що 

/ (*) = У 
(найчастіше у = 0). Ми бачимо, що задача е коректно поставленою, якщо існує 
[/' МГ"1- У цьому разі з теореми про обернену функцію випливає, що в деякому 
околі у існує тобто X = Г~{ (у), причому 

(Г1) ' (у) - If' (х)Г1. 
Тому числами обумовленості задачі (f~~\ у) е 

*abs« lкг 1 ) ' Ш = І|[/' (АГ)Г1 II, *геІ (*)Г ! | . 
У випадку одного скалярного рівняння ї ( х ) = у * Ф 0, маємо = 

1 І с/1 
= І f (х) І ' kre\ я | * 11 / ' (х) І • т о б т о к о р е н і *о рівияння, в яких похідна 
близька до нуля, є погано обумовленими, а інші добре обумовленими. Геометрично 
це означає, що пряма у= у* (рис. 6) в погано обумовлених коренях є «майже дотич-
ною» до кривої у = / (*). 

Приклад â. Обумовленість задачі обчислення деякої суми. Нехай треба обчисли-
ти суму 

S (h /„) = t a i f r & 
f~i 

де OLi — задані коефіцієнти, а компоненти вектора / = ( f x fn)T 6 Rn — вхідні 
дані. Виберемо в Rn норму 

1/||оо = шах І/, І. 

а в R за норму вважатимемо модуль, тоді 
= (ах, . . . , a n ) 6 M a t l e / l ( R ) , 

JSTx^ ' п 

ХсДО І*ІвО 
Приклад б. Обумовленість однократного кореня поліноміального рівняння. 

Нехай потрібно знайти однократний ко-
рінь І рівняння р (х) = 0, де 

п 

У 

о 

20 

у—' 
„ „ - . S V " 

І і — многочлен л-го степеня, задании своїми 
• « р коефіцієнтами aj, « = 0, п. Вхідними да-

®0 ®і ® ними задачі (/7"1, а) == (g, а) є вектор а = 
Рис. 6 (а0, ап) 6 R n + 1 коефіцієнтів много-



члена. Якщо I є простим коренем, то для досить малих | е | існує аналітична функція 
£ (е) така, що \ (0) = £ і £ (®)6 простим коренем «збуреного» рівняння ръ (де) ви р (х) + 
+ (*) 0, де £ (*) — деякий многочлен /і^го степеня, тобто 

P ( l ( e ) ) + v ( 6 ( в ) ) - 0 . 
Диференціюючи цю тотожність, дістаємо 

* Р ' ( Е < 0 ) ) + * ( 5 ( 0 » - 0 , 

Звідси 
Ь = -8(1)/р' © . 

тобто в першому наближенні 

g (І) 

|е=0 

І (Є) » І — е УЖ 

Це означає, що k ь = ^Шг• р ® 
Якщо, наприклад, в многочлені р (х) лише один коефіцієнт а( замінити на 

збурений а. (1 + е) (це означає, що g (x) = а^д/1""'), то k abs в k (/, g) = 

— і нуль ê буде погано обумовленим, якщо k (і, J) є значним по-
. Р (£) 

рівняно 3 6 числом. 
Розглянемо приклад многочлена 

р ( = (дг-2) . . . (*-я)= 
f-О 

який будемо вважати заданим своїми коефіцієнтами а/, і = 0, я. Корені цього много-
члена ih = k, k = 1, я, є добре відокремленими і, здавалося б, їх можна легко знайти 
за допомогою будь-якого чисельного методу. Проте насправді це не так, що показує 
аналіз на прикладі кореня = п. Припустимо, що лише коефіцієнт 

п 
S + 1)1/2 

многочлена р (дг) збурюється, тобто замість ах маємо ах (1 е). Тоді, оскільки р' (п) — 
«= (п — І) !, дістанемо 

І Л .л—і 
Л <1, п) = 

р'(п) 

Це оіначае, шо 

Ь.<« )-6„ 8 2 (я — 1)1 

Із формули Стірлїнга т \ ~ | / 2 я т ( т / е ) т випливає 

<е> і ~ е z v l V - i ï - ^ ~ 0 -
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Наприклад, при п = 20 
210 • 20 і 9 

U & - 6 » « [g] Ä ' 0 , 9 ' 1 0 4 

Приклад многочлена 
20 20 

Р(х) = X = П (* - 2 - ' ) 
/=0 /=0 

показує, що корені полінома, які близько розміщені один від одного, не обов'язково 
с погано обумовленими. Дійсно, цей многочлен має корені = 2 і якщо замінити 
Ом = 2 - 1 • 2~ 2 »... • 2~2 0 на а ^ (1 4- є), то неважко знайти 

Sao (е) — ёго 
?20 ;4 |е | . <2—1 — 1) . . . (2~~20 — 1)| 

Можна довести, що навіть коли збурити всі коефіцієнти, то відносна похибка за-
лишиться обмеженою. Проте це не стосується абсолютної похибки. Наприклад, 
якщо Оао ='2~~210 замінити на а20 = а20 + Дя2о, = 2~4 8 « 10 14, то збурений 
многочлен матиме корені причому 

її • • • їй» = 2—210 + = (21И + ! ) & • • • U) . 
Останнє означає, що знайдеться принаймні одне г, для якого 

І ІтЧт І > (2 1 6 2 + 1 ) 1 / 2 ° > 2® = 2 5 6 , 

Приклад 7. Обумовленість многократного кореня поліноміального рівняння. 
п 

Нзхай 6 е m-кратним коренем рівняння р (х) s ^ a i = 0. Тоді можна довести, 
і = 0 

що рівняння р (х) -f eg (х) = 0 мае корінь вигляду І (е) = | -f h (e l / m), де h (/) при 
досить малих 111 є аналітичною функцією і h (0) == 0. Оскільки р ( |) = р' (§) = 
= ... = (£) — 0, (£) g t 0, то, поклавши t* = е і продиференціювавшй 
ТОТОЖНІСТЬ 

/п разів по t і поклавши потім t =» 0, для ft = ^ І дістанемо 
d/ |/=о 

- г j " i i j i L l l / m 

Г Р(т)а) I 
і в першому наближенні 

.«»-«-"•[-даГ-
Зокрема, якщо в р (х) збурити лише один коефіцієнт at, тобто g (х) = то 

L р{т) (і) J 
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Стійкість алгоритмів. При розв'язуванні задачі (/, х) за допомо-
гою деякого алгоритму відображення / зображується у вигляді де-
якої суперпозиції відображень: 

f = h * ••• " / і . (8) 
де С/у с / Г / ^ і/у+і czRni+l. Кожному алгоритму для розв'язу-
вання однієї і тієї самої задачі (/, х) відповідає своє розвинення ви-
ду (8). Дійсно, f j являють собою елементарні операції ° £ { + , —, 
-, /}, але оскільки в реальних алгоритмах їх може налічуватись міль-
йони, то для теоретичного аналізу застосовуються розвинення (8), 
в яких f j може означати цілий блок елементарних операцій. Ми зна-
ємо, що в арифметиці з плаваючою комою арифметичні операції 
а отже і f j , виконуються неточно, зокрема замість операцій ° вико-

/Ч 
нуються машинні операції о. Отже, 

а о Ь = (а о Ь) (1 + є (я, Ь% |е (а, Ь) | < eps. (9) 
Таким чином, на ЕОМ виконується не алгоритмі (8), а деякий збу-
рений похибками виду (9) алгоритм 

••• °/ і- (Ю) 
Важливо підкреслити, що тепер нас цікавить не конкретний вигляд 
fjy а лише те, що ці операції дають наближений результат з оцінкою 
типу (9). Отже, ми маємо аналізувати цілий клас F = {/} різних 
наближених відображень /» проміжні кроки f j яких характеризу-
ються оцінками типу (9). До класу F належить зокрема і відображен-
ня /. 

Запитання про стійкість алгоритму (8) можна сформулювати 
тепер так: «Чи влаштовує нас результат/(л:), знайдений за допомогою 
алгоритму (10) замість алгоритму (8)?» Для відповіді ми, очевидно, 
повинні мати оцінку різниці / (х) — / (х). Але оскільки замість вхід-
них даних X ми маємо справу також лише з деяким наближенням х, 
то насправді нас цікавить різниця 

/ ( * ) - / « , 
яка і становить повну похибку. 

Відомо, що кожному частинному відображенню f j можна поста-
вити у відповідність частинне число обумовленості kj, яке фактич-
но є коефіцієнтом підсилення похибки даним частинним відображен-
ням. Число обумовленості k всього відображення / вигляду (8) на-
зиватимемо субмультиплікативним, якщо 

- . . . • kk. (11) 
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Зрозуміло, що алгоритм слід вважати хорошим (стійким), якщо по-
хибка f (л) — / (л) лежить у розумних межах похибки f (х) — f (х), 
спричиненої вхідними даними. 

Щоб оцінити повну похибку, застосовуються два підходи, в яких 
використано дві теоретичні моделі поведінки похибок. Ці підходи 
відомі як прямий і зворотний аналізи похибок. 

При прямому аналізі похибок розглядається множина (рис. 7) 

* = U НЕ) 

всіх образів, що виникають внаслідок неточності вхідних даних та 
неточностей в алгоритмі (оскільки / Ç то / ( / ? )£ / ? ) • Стійкість 
алгоритму при прямому аналізі характеризується співвідношенням 
множин R та R = f (Е). Щоб описати це співвідношення кількісно, 
введемо такі припущення: 

1) — * І ! < в | * | і , і = ТГл, (12) 
(пэкомпонентна відносна похибка вхідних даних не перевищує Ô); 

2) \Ьі»)-ЇЛ»)\і<Ь\ЇЛ»)\іЧ і=ТГпі+і, (13) 
(покомпонентна відносна похибка при виконанні проміжних опера-
цій f j не перевищує 6). 

Зауважимо, що умови (12), (13) будуть, зокрема, виконані з 
^ eps, якщо йдеться про зображення дійсних чисел в ЕОМ та про 
елементарні арифметичні операції. 

Лема. Нехай виконано умови (12), (13). Тоді для повної похибки 
при розв'язуванні задачі (/, х)за допомогою алгоритму (10) справедлива 
оцінка 

\ l ( x ) - f ( x ) \ ^ e \ f ( x ) \ при 6 - ^ 0 , 
де 

i = (l + ftk+ + k h • . . . - fejô, 
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k) — покомпонентна відносне число обумовленості відображення 

і,, тобто max ' ^ Т І ї Г ' ' < A, max ^ L . 
Д о в е д е н н я . Для спрощення викладу розглянемо випадок, 

коли всі f j є скалярними фукціями, f} : LJj cz IR1 IR1. Позначимо 

= = x, xi+x = f j (xj), x,+i = f j (Xj), j = Г7Т. Тоді 

I 7 (i) - f M I = I - **+ 11 = I h (xk) — fk (Xk)\< 

< I h (ч) - h (**) \ + \fk (*k) - fk (*k) I ^ 
£ö\fktih)\ + kk\xk-xk\\fh(xk)\/\ 

<(à + kk\xk-xk\/\xh\)\f(x)\^ ... <(ô + 

+ M + ... + ... • k16)\f(x)\ при 6 - ^ 0 . 
З іншого боку, похибку, що е наслідком неточності вхідних да-

них (f (£)), можна виразити через число обумовленості k задачі (/, je): 

l / W - / ( * ) l < e | / W I . « - M . 
Вплив алгоритму (співвідношення між R та R) можна тепер вирази-
ти числом 

-f + ... + kk .... . 

в якому, проте, не видно впливу частинних відображень f j , бо неві-
домо чи k залежить від kj і як. Якщо ж припустити, що k мае влас-
тивість субмультиплікативності (11), то 

\f(x)-f(x)\<k6\f(x)\<k1^ ... . khà\f(x)l 

і тоді для в кАх-...-Afcô маємо таку оцінку співвідношення R та R: 

= • •• + і — ! — г > 1 -в ^ Äi ** ' • • • ' k k 

Означення 3. Нехай f = fk
 0 ... ° Д є алгоритмом розв'я-

зування задачі (f, x), a kj — числом обумовленості проміжної зада-
чі (fj, JCy). Тоді число 

0 = . . . + _ L _ ( 1 4 ) 

називається індикатором (показником) стабільності алгоритму f =* 
~ о...» л . 
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Рис. 8 

З леми дістаємо таку оцінку повної похибки через індикатор ста-
більності: 

\Hx)-f{x)\^e\f(x)\=oe\f(x)\=k^ ... -kköö\f(x)\. (15) 

Проте у цій оцінці ми не бачимо впливу числа обумовленості k зада-
чі (/, х) на повну похибку, хоча «здоровий глузд» підказує, що цей 
вплив має бути одного порядку з впливом стійкості алгоритму, який 
виражений через а. Щоб знайти відповідну оцінку, нам доведеться 
змінити концепцію (модель) оцінки повної похибки і звернутись до 
так званого зворотного аналізу похибок, що був запроваджений 
Дж. X. Вілкінсоном. 

Ідея зворотного аналізу полягає в тому, що похибки результату, 
обумовлені алгоритмом, інтерпретуються як похибки, викликані 
додатковою похибкою вхідних даних. Іншими словами, «збурений» 
алгоритмом результат у = / (х) вважається точним результатом 

•N — ~ 

відображення f (рис. 8) на «збуреному» вхідному значенні х: f (х) = 
= f (х). Це можливо лише тоді, коли f (Е) належить множині зна-
чень f . В іншому разі зворотний аналіз неможливий і алгоритм вва-
жається нестійким щодо зворотного аналізу. Може статися так, що 

Л . - л 
існує більш ніж одне x £ f ~ (у). Тоді береться те X, яке міститься 

Л 

найближче до точного значення х задачі (/, х), тобто [ х — х\\ = min. 
Розглянемо множину 

Е(х,Ь = {х !/(*) = /(*) і min}, ХЄЕ, f£F. 
Припускаємо, що / є неперервним відображенням, тому ця множина 
не порожня. Кожен збурений результат / (х) можна тепер інтерпре-А А 
тувати як точний результат f (jt) на деякому елементі х з множини 

Ê = U Е(х, /). 
х^Е 
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Співвідношення між множинами Е та Е і е мірою стійкості алгорит-
му щодо зворотного аналізу. Щоб оцінити цю міру кількісно, введе-
мо величину 

ô(x, f) = min Дje — *|| 
fCx)=j{x) 

і дамо таке означення. 
Означення 4. Зворотною похибкою машинного алгоритму, 

що характеризується множиною F, називається величина 

6 = шах ô(jc, f ) «= max min \\x — x\. 
ХЄЕ, feF ~x(=E, f(x)=J(x) 

Наступна теорема показує, що індикатор стійкості а характеризує 
співвідношення між зворотною похибкою і похибкою вхідних даних 
і при зворотному аналізі (зверніть увагу, що на відміну від прямого 
аналізу тут використовуються абсолютні числа обумовленості і оцін-
ки не покомпоненті, а за нормою). 

Теорема. Нехай / = U cz Rn Rn є зображення де-
якого алгоритму розв'язування задачі (/, х), в якому частинні відобра-
ження f j : Uj cz /?п Uj+1, хг = X ç U, JC/+i = € непе-
рервно диференційовними і існують обернені відображення для 
f ) (Xj). Нехай далі 

Рь = {Î — fh° ••• ° M I I M " ) - M " ) l < ô V « e t f , - } 
в сім'єю збурених відображень, для яких частинні похибки за нормою 
обмежені величиною Ô і Еь ={х \\\х — X [І ^ 0} — відповідна мно-
жина збурених вхідних даних. Тоді для зворотної похибки Ô щодо 
множин Et та Ft мае місце оцінка 

ô < o ô при 
де о в індикатором стійкості з частинними числами обумовленості 

* / = І/><*/)!• 
Д о в е д е н н я . Розглянемо спочатку одне відображення / 

і клас F = {/} збурених відображень, для "яких виконується нерів-
ність 

де т) — незалежна від ô стала. Оскільки існує f ( х ) , то 

x — xttf'-l{x)(f(x) — f(x)) при Х-+Х, 
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звідки 

де k — I f (JC)|. Далі маємо 

\x-xi ^ k - 1 l f ( x ) - f ( x ) l - f c - ' l / W - Z W K 

< k - l ( l f ( x ) - f ( x n + l f ( x ) - f ( x ) b + 

Застосовуючи тепер цю нерівність рекурсивно до частинних відобра-
жень f j і враховуючи, що % = 1 , дістаємо 

Є Ч « ( і + - £ - ) < 6 ( і + J ; - ( і + - £ - ) ) < < 

Н а с л і д о к . За умов теореми 1 для повної похибки мав місце 
оцінка 

І / W - / W I < b « при 6 ^ 0 . 

Д о в е д е н н я . З теореми 1 випливає, що 

II / (*) - / (X) II = Il f (X) - f (X) I < k \\x - jc II < kl < ЬЛ. (16) 
У цій оцінці (на відміну від (15)) враховується як вплив обумовле-
ності задачі (через А), так і вплив похибок в алгоритмі (через індика-
тор стабільності о), що відповідає нашим інтуїтивним уявленням. 
До того ж твердження теореми залишається правильним для всіх 
типів похибок та їхніх оцінок (абсолютної, відносної, за нормою, 
покомпонентної), причому не потребує субмультиплікативного чис-
ла обумовленості задачі k. 

Означення 5. Алгоритм / =fh ° ... ° /і називається стійким, 
якщо а « 1, слабо стійким, якщо о k -f 1, і нестійким, якщо 
а » А. 

Зазначимо, що при k} ^ 1 V І = 1» маємо а ^ k -f- 1, тобто 
якщо проміжні відображення f j підсилюють похибку, то алгоритм 
є принаймні слабо стійким. Для таких алгоритмів допускається ро-
бити на кожному кроці похибку порядку похибки вхідних даних. 

Прикладе. Обчислення скалярного добутку. Для обчислення скалярного до-
бутку 

п 
f{x, у) = у> = S хіУп У> 

і-І 
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еастосуємо такий алгоритм: 
/ : к л о?"-1 J L * В?, 

+ + + 
де 

h (*. У) = . . . » «,|fJrB 

f j(Z\9 . . . , = (2і "Ьга» г3і • • • • *„-/+2)Г. />2. 
Відносна покомпонентна похибка на кожному кроці обмежена величиною Ь = eps, 
а для частинних чисел обумовленості, як ми бачили раніше, виконуються нерівності 
kt = 2, k j ^ 1, / ^ 2. Тому для індикатора стабільності маємо 

o - 1 + і гі » < і + « - - » ± ! , /=і /«і J J 
що означає слабку стійкість алгоритму. 

Розглянемо випадок, коли хоча б один з проміжних кроків має число обумовле-
ності k j < 1. Цю ситуацію називають «втратою інформації». Якщо попередні кро-
ки алгоритму не компенсують її в тому розумінні, що kx • ... • kj > 1, то це призво-
дить до нестабільності алгоритму. Вираз для о чітко вказує на те, що «втрату інформа-
ції» не можна компенсувати після її втрати. 

Приклад 9. Обчислення cos тх. У гармонічному аналізі часто доводиться обчи-
слювати величини cos тх. Для цього, на перший погляд, придатна рекурентна 
формула 

ck+l = 2 cos* . ch— ck_lt = 2 , . . . ; c0 = 1, cx = cos x, (17) 

яка випливає з відомої формули 
cos (k -f- 1) X = 2 cos X cos kx — cos (k — 1) X. 

Для використання цієї формули потрібно обчислювати відображення g (*) = cos 
яке, очевидно, має числа обумовленості 

Якщо X близьке до 0 чи до я, то £ге, близьке до нуля і ми маємо «втрату інформації». 
В Індикаторі стабільності алгоритму (10) в кожен доданок входитиме множник 

і 1 _ 
*ГЄІ ~~ х і & х 9 

який прямує до нескінченності, якщо X прямує до 0 або до я . Отже, при X близьких 
до 0 чи л алгоритм (17) є нестійким. Цю нестійкість можна усунути, застосувавши 
алгоритм Райниіа 

= — 4 sin2 — ck + 

£=1,2,...; c0 = 1,„ Ac0 = —2 sin2-TT • 

X Г я 
У цьому алгоритмі обчислення відображення h (х) = sin2-^" для малих* 6 — -j", 

не призведе до нестабільності, бо 

1 
k (*, h) 

tg (х/2) 1 1 
- -g- при *->-0. 
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Аналогічно можна стабілізувати алгоритм і для х я. Зауважимо, що, як показує 
оцінка (16), на стабільність кінцевого результату впливає ще і число обумовленості 
всієї задачі (17), але можна довести, що вона є добре обумовленою. 

Вигляд індикатора стійкості вказує і на те, що на його величину впливає поря-
док виконання проміжних операцій. 

Приклад 10. Обчислення варіацій. У статистиці досить часто треба обчислювати 
величину 

1 п 

де X = — У\ x, — середне значення. 
* і±і 

Найбільший інтерес для практики становить ситуація, коли числа х та хц, 
і — 1, я, є близькими. Проаналізуємо, який з алгоритмів 

a) = — z r y S (*<-*) ' ; 
і=і 

в цій ситуації буде стійким. Індикатори стабільності мають вигляд 

°(0) = l + 2 n l J » - . o ^ - l + S n - ^ j g - . 

Віднімання в обох формулах є погано обумовленим, бо віднімаються близькі числа, 
тобто £ВІДН » 1. Тому у формулі для а ( а ) в кожному доданку присутній множник 

що приводить до <г(а) « 1. В а(б> цей множник присутній лише в останньому доданку, 
тому а ( б ) » 1. Отже алгоритм а) є більш стійким, ніж б), хоча в ньому виконується 
я операцій віднімання замість однієї в алгоритмі б). 
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Г Л А В А 1 
МАТЕМАТИЧНИЙ АПАРАТ ТЕОРІЇ 
ЧИСЕЛЬНИХ МЕТОДІВ 

Класичний курс математичного аналізу починається з введення 
поняття функції, означення операцій диференціювання функцій, 
інтегрування і т. п., а потім на основі цих означень будується вся 
теорія. Природно діяти так і при побудові теорії чисельних методів. 
Тому далі вводяться понятття про сіткову функцію, або функцію 
дискретного аргументу, про скінченні та розділені різниці (дискрет-
ний аналог диференціювання), підсумовування (дискретний аналог 
інтегрування). Далі розглядаються деякі властивості цих операцій, 
наводяться додаткові відомості з різних розділів математики і потім 
будується теорія чисельних методів. Зауважимо, що хоча в неперерв-
ному випадку диференціювання та інтегрування якраз і визначають-
ся через різниці та суми, наслідки цих означень виявляються часто 
простішими, ніж у дискретному аналізі, в чому ми матимемо змогу 
переконатися пізніше. 

1.1. Сіткові функції та операції над ними 

1.1.1. Сіткові функції. Сіткова функція, або функція дискретного 
аргументу,— це функція у = у (я), х ç о, задана на дискретній 
множині чисел (точок) (ù ={xt : і = 0 , ± 1 , ± 2 , ...; х-х < Х(+\ Vi}. 
Множина со називається сіткою, а точки xt — вузлами сітки. 

Якщо вузли сітки задаються формулою xt = х0- ih, і = 0, 
± 1 , ..., h = const, то сітка називається рівномірною. Часто викори-
стовуються сітки, вузли яких розміщені на деякому відрізку [а, 61: 
рівномірні сітки щ ={xt =а + ih : і = І, N — 1, h = (b — a)/N}, 
(оА = jjt* = а + ih : і = 0, N, h == — j та нерівномірні сітки сол = 

= {*і : xt Є (a, é), і = 1, N — 1, х, < xt+i У/і = 1, N — 2}, со̂  = 
= {xt : Хі £ [а, H і = 0, N, х0 = а, xN = &, xt < хі+и і = 0, N — 1}. 

•ч л 
Сітки соА, о)А та (оА, є дискретними аналогами відповідно інтер-
валу (а, 6) та відрізка [д, 6]. Індекс h вказує, що сітка coÄ 
належить деякій послідовності сіток {cöA}fc>o, а якщо сітка нерівно-
мірна, то під h розуміємо вектор h = (ft2, Л3, ..., ht = xt — 
— х м . Щоб підкреслити, що сітка має скінченну кількість вузлів, 
іноді позначають о^ = {xt : xt ç (а, &), і = 1, N — І, xt < Xf+i}. 
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Wtf = {Xi : xt б la, b1, і = 0, N, x0 = a, % = 6, ^ < xi+\). Якщо 
вузли сітки розміщені на проміжку [а, 61, то кажуть також, що сітка 
покриває відрізок [а, 61. Вузли сітки щ = {xt = а + ih : і = 
= 1, W — 1, А = (6 — a)/W} та вузли сітки соЛ, які збігаються з вузлами 
(оЛ, називаються внутрішніми вузлами, а вузли JC0 = a, xn = b 
сітки щ називаються граничними. Аналогічні терміни прийнято 

Л л 
також для нерівномірних сіток щ та юА, що покривають відповідно 
інтервал (а, 6) та проміжок [а, 6]. 

Будь-яку сіткову функцію у (xt) s уі, задану на скінченній 
сітці о)/,, можна подати у вигляді вектора у = (y0f розмірності 
N І. Тому множина таких сіткових функцій утворює скінченно-
вимірний, точніше (N -[- 1)-вимірний, простір Н. Оскільки сітка 
о)Л залежить від параметра А, то і сіткова функція у (*), х ç соЛ, зале-
жить від параметра А, що іноді позначається так: у (х) = yh (х), 
X £ Û)a. Тому і простір H сіткових функцій природно позначати як 
Нп. Оскільки кожний вузол сітки хх взаємно однозначно зв'язаний 
з його номером /, то сіткову функцію можна розглядати як функцію 
цілочисельного аргументу і : у (х)&з у в у (і) &syh і = 0 , ± 1 , . . 

X ç о)л. Зокрема функцію,__задану на сітці toft, можна розглядати 
як функцію, задану на сітці сон = {і : і = 0, N}. Перехід від однієї 
сітки до іншої очевидний, і ми їх не розрізнятимемо. Якщо функція 
неперервного аргументу у = у (х) задана на відрізку [û, 61, який 

покривається деякою сіткою шл, то цій функції природно можна по-
л 

ставити у відповідність сіткову функцію yh (х) = у (x)f X £ сол, яка 
називається проекцією функції неперервного аргументу у (x)t х ç 

л" 
ç [a, 61, на сітку CDa. 

Для сіткових функцій, як і для функцій неперервного аргументу, 
можна ввести операції додавання і множення на число, утворивши 
тим самим з простору сіткових функцій лінійний простір сіткових 
функцій. Аналогічно просторам функцій неперервного аргументу 
в лінійному просторі сіткових функцій можна ввести додаткові «ін-
струменти» для вивчення цих просторів: скалярний добуток, норму 
і т. п. 

1.1.2. Різницеві аналоги операцій диференціювання та інтегру-
вання. У просторі сіткових функцій, заданих на рівномірній сітці 
о)А, аналогом першої похідної є різницеві похідні першого порядку: 
ух1 = —yt)lh — права різницева похідна у вузлі xt\ 
yjt = (Уі—yi-\)!h — ліва різницева похідна у вузлі xt; 
j/o ^ = (уі+1 — уіш_і)/(2Л) — центральна різницева похідна у вузлі x t . 

Іноді як аналоги першої похідної використовуються скінченні 
різниці першого порядку: 
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Д у% = і — у і — права різниця в точці xt; 
Чуі = у і — Уі-і — ліва різниця в точці хг\ 

ї>Уі = y (У(+1 — Уі-і) = 4" (АУі + — Центральна різниця в точ-
ці Xj. Мають місце очевидні формули 

і і 
S by J = Уі+І — У*. S Vy, = УІ — yk- U (1) 

які є різницевими аналогами формули 
ь 

\r{x)dx = Hb)-î{a). 
а 

Для довільних функцій yh vt цілочисельного аргументу справедливі 
формули 

A (ytVi) = y^Vi + vc+Ауі = Уі+xbVi + vtAyh (2) 
V (у&і) = y£_.Vtre + üiVyt = £/<Vc/i + üi- iVyi, (3) 

які перевіряються безпосередньо. Наприклад, 
А (у&і) = — у IV і = yt+wi+x — yi+xVi + уі+xvt — ytVi = 

= — vt) + vi (yt+i — у і) = Уі+xbVi + ViAyt. 
Формули (2), (3) e аналогами формули диференціювання добутку 

(y(x)v(x)y =yv' +vy'. 

Можна знайти різницеві аналоги і інших формул диференціювання. 
Розглянемо, наприклад, формулу 

(уЧх)У = 2у{х) у' (x). 

Для різницевого аналогу маємо 

А у2, = у\+х — У? = (у*-н — у і) (yt+1 + УІ) = (ун-і + УІ) Ауі. (4) 

Аналогом формули інтегрування частинами 

Sy(x)dv(x) = y(x)v(x)\*a-jv(x)dy(x)=y(b)v(b)-
а а 

Ь 

— y(ä)v{a) — ^v{x)dy{x) 
а 

є формула підсумовування частинами 
N—l N 
21 у № і = — V + (yi>)jv — (yv)о, (5) 
f=0 f=l 
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яку також записують у вигляді 
N—1 N-1 

2 yAvt шш — g VjVyi + Уn—Wn — y0vv (6) 

ДЛЯ доведення формули (5) скористаємося формулою (2): 
ytAvi = AiytVi) — Vi+іЬуі = А(уы) — vi+iVyt+t. 

Враховуючи, що Ау% = Vyg+1, а також формулу (1), маємо 
w-i w Л/-1 
S г/іД^ + J] им, = 2 e (yvh-(yv)о, 
<=о 

що і дає формулу (5). Якщо, у0 = yN = 0, то з (5) дістаємо 
л/—і N 
£ = (7) 

Аналогічно тому, як формула інтегрування частинами використову-
ється для обчислення інтегралів, формула підсумовування частина-
ми використовується для обчислення сум. 

N 
Прикладі. Обчислити суму SN = £ іа', аФ 1. 

/=і ~ \ 
Р о з в ' я з а н н я . Покладемо щ = і, &yt = л ' . Тоді 

і 
У і = + в' — f/_2 + + q1 = ' * * 

Остання сума е сумою геометричної прогресії із знаменником а і дорівнює 

V J а ' + ' ~ а 
£ — » • 

Тому 

У, = ̂ о + aî SXa ' (8) 
Зауважимо, що у і визначається неоднозначно, і вибираючи різні ми дістаємо різні 
Уі. Виберемо у0 так, щоб yN = 0. Покладаючи в (8) і = # і прирівнюючи ^ до нуля, 
матимемо 

У о ~ а — 1 ' 
Легко помітити, що і>0 = 0, Avi = 1. Тому з (5) дістанемо 

N N N—\ SN = s = S — S S fi = 

û—1 (a— 1)* 
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N 
Приклад 2. Обчислити суму SN= 2 

/—і 
Р о з в ' я з а н н я . Покладемо vt = і9, SJyi Œ 1. Тоді у\ «=» у{__г + 1 = у^2 + 

+ 1 + 1 = i/o + Покладаючи у0 = — дістаємо у N = 0. Далі 
До, = (і + 1)*- і» - (/ + і — 0 (* + 1 + 0 - И + 1, = 0. 

Застосовуючи формулу (5) та формулу для суми арифметичної прогресії, маємо 
n N—1 W—І 

= - = (і — -/V) (2/ + 1 ) — 
£=1 0 і=0 

7V-1 1 Л/—1 W-1 
= — 2 2 і » - 2 1 + 2N 2 2 1 = 

{=0 і=0 (=0 і=0 

IN \ N 
= — 2 ( 1 ! і2 — W4 — — 1) + W2(W — 1) + Л/* = 

= _ 2 s „ < 6 * - , + M . - m = " < * + i> (**+•> . 

8ВІДКИ 

= ' 6 
c (2УУ+1) » 

1.2. Методи розв'язування алгебраїчних рівнянь 

1.2.1. Метод Гаусса для розв'язування систем лінійних алгебра-
їчних рівнянь. jL/7-розвинення матриць. Розглянемо метод розв'я-
зування системи лінійних алгебраїчних рівнянь (CJ1AP) 

+ Д 1 а х а + ••• + а х пХп = ЬІ9 

<*2і*і + 022*2 + • * • + <*2пХп = Ь2, (1) 

an\x1 + ä l a x % + ••• + а п п х п = 

якии вперше був опублікований німецьким математиком Карлом Фрід-
ріхом Гауссом в його праці «Disqussitiones arithmetical» (1801 p.) 
Систему (1) запишемо у вигляді 

Ах = Ь, (V) 
де A ç Mata (IR), тобто А є матрицею з мнбжини Matn (IR) всіх (n X 
X /г)-матриць з дійсними елементами; b Ç IR" — заданий вектор; 
X Ç — шуканий вектор. 

З лінійної алгебри відомо, що за умови det А Ф 0, тобто A Ç 
6 OL (ri) (OL (n) — множина всіх невироджених (n X я)-матриць), 
система (1) має єдиний розв'язок, який можна знайти за відомим 
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правилом Крамера. Проте це правило має скоріше теоретичне зна-
чення, бо лише обчислення det А безпосередньо потребуе п • пі 
операцій множення (з використанням розвинення за теоремою Лап-
ласа — 2" операцій) і розв'язування всієї системи є надзвичайно тру-
домістким. 

Перш ніж розглянути алгоритм Гаусса в загальному випадку, 
розглянемо окремі випадки системи (1) з невиродженими верхньою 
трикутною матрицею 

Rx = z; 

R = 

r i i ' 12 
'за 

О 

• Т\п 

•
 Г2п 

(2) 

(г — відомий, X — шуканий вектор) та нижньою трикутною матри-
цею Lz = b (b — відомий, z — невідомий вектор), 

L== hi 2̂2 (3) 

v/n, U . . • Inn/ 

З невиродженості цих матриць випливає, що г{і Ф 0, Іц Ф 0 V і = 
= 1, п, і тому їхні розв'язки легко знаходяться за формулами 

= ЬгІ11ІУ Zi = — 2 lijt)jllit> і = 27~п, (4) 
для системи (3) та 

xn = zJrnn> È^njXj^/Гіі, і = п— 1, п — 2 , . . . , 1, (5) 
для системи (2). 

Алгоритм (4) називається прямою підстановкою, алгоритм (5) — 
зворотною підстановкою. Неважко підрахувати, що для обох алго-
ритмів кількість операцій множення та додавання (їх значно більше, 
ніж ділень) дорівнює 

M 
п(п- 1) пл 

2 

Ці алгоритми не потребують додаткової пам'яті ЕОМ, бо, наприклад, 
після обчислення zx в алгоритмі (4) це число можна розмістити 
на місці b u г2 — на місці Ь2 і т. д. Ідея алгоритму Гаусса полягає те-
пер в тому, щоб рэзв'язування системи лінійних алгебраїчних рів-
нянь загального вигляду (1) звести до прямої та зворотної підстано-
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вок. Для цього на першому кроці спробуємо систему (1) еквівалент-
ним перетворенням звести до вигляду (якщо це можливої) 

аих х + а1адс2 + • • • + ащхп — Ьи 

аі)хі + ••• + а&хп = b f \ (б) 

далі цю систему знову ж таки еквівалентним перетворенням зводи-
мо до вигляду 

віі*і + вц*«+ + ащхп = blt 

с$хг + ••• + а$хп=ьЧ\ 
+ • • •. + а&хп = ftf, (7) 

+ V e f t e . ' - i ? 
і т. д., поки не дістанемо систему з верхньою трикутною матрицею, 
яку потім розв'яжемо за допомогою зворотної підстановки. 

Щоб виключити хх з усіх рівнянь, крім першого, і дістати систе-
му (6), виконаємо над і-м рядком таке перетворення: 

новий і-й рядок=старий і-й рядок — /д • перший рядок, де Іц — 
деяке число, тобто 
(іац — Іпап) хг + (аі2 — U\al2) х2+ • • • + (аіп — lna\n) xn^bt — ІпЬг. 
З умови ац — Іц'ап = 0 дістаємо (якщо аи Ф 0) 

in = йц/ап. 
Після виконання цього перетворення для всіх рядків / = 2, я, по-
значивши a?/ =a{j — U\CL\h і = 2, /г, / = 2, л, дістанемо систему (6). 
При цьому елемент ап Ф 0 називається головним елементом, а пер-
ший рядок — головним рядком. Якщо Ф 0, то далі описану про-
цедуру можна повторити для п — 1 рівнянь, крім першого, і діста-
ти системи (7). Іншими словами, знайдемо послідовність матриць 

А = А{1)-*-Ат -*• ••• -A,n) = Rt 
де 

~а(іі «ff . . . <£ -

Û22 • . 

Okk - . » . CLkn 

<£ . . • • ^wi « 

37 



Над цією матрицею далі виконуємо крок виключення за формулами 

//* = afê'/û$, i = k + l, . . . , n, 

af)+n = aft - luflt}, і, f = k + 1, . . . , n, 

bf+i) = b\k) - l i k b f , i = k+ 1 n, 
якщо головний елемент ai» не дорівнює нулю. Легко помітити, що 
перехід від Аік\ Ьік) до Л(*+І), Ьік+І) можна записати в матричному 
вигляді 

А(к+1) » LhA(k\ = Lhb(k), 
де нижня трикутна матриця 

1 

І , -
1 

— /*+!.* 1 

- ln.k 1. 
називається також матрицею Фробеніуса. Неважко перевірити такі 
властивості матриць Фробеніуса: 

1 

L~kX = 

L = Li 1 . •. LnL\ = —і 

1 

4+1, k 

ln.k 
- 1 

ki 1 
І31 U2 

—/fil Ira Ai3 • • • lritn—\ 1 _ 
Таким чином, ми звели систему Ах = b до = г, де 

причому е верхньою трикутною матрицею, а L — уніпотентною, 
тобто нижньою трикутною матрицею з одиницями на головній ді-
агоналі. Розвинення матриці Л у вигляді 

A = LR 9 



де L — уніпотентна трикутна матриця, R — верхня трикутна 
матриця, називається трикутним розвиненням Гаусса, або LR-розви-
ненням матриці А. 

В п р а в а 1. Доведіть, що Lß-розвинення матриці А 6 Matп (R) єдине, якщо 
воно існує. 

Алгоритм виключення Гаусса тепер можна записати таким чином. 
А л г о р и т м 1. Метод виключення Гаусса. 
1. Виконати І/?-розвинення матриці А. 
2. Виконати пряму підстановку Lz = b. 
3. Виконати обернену підстановку Rx = г. Цей алгоритм вико-

ристовує лише ту пам'ять ЕОМ, в якій спочатку містилися матриця 
А та вектор тобто п (п + 1) чисел, оскільки стовпчики матриці 
L (крім одиниць) можна зберігати на місці елементів, які перетво-
рюються в нуль. Неважко також підрахувати, що на кроці 1 аЛГО-

ri—І 
ритму Гаусса виконується ~ 2 ? & я8/3, а на кожному з кроків 2 

п-1 '=' 
та 3 ~ Ц / « п2/2 операцій множення, тобто в цілому виконується 

/=і 
О (п3/3) операцій множення. Зауважимо, що вказаний варіант ал-
горитму виключення Гаусса доцільно використовувати, коли потріб-
но розв'язати кілька систем лінійних алгебраїчних рівнянь з тією 
самою матрицею і різними правими частинами. При цьому найтрудо-
місткіший крок 1 досить виконати лише один раз. Звернемо увагу 
на такі недоліки алгоритму 1. По-перше, найпростіший приклад 
матриці 

А=(°1 ô)'detA = - 1 » a i i = = 0 

показує, що £/?-розвинення можливе не для ßcix невироджених 
матриць, хоча проста перестановка рядків або стовпчиків усуває 
цей недолік: Ні l-r- l 
По-друге, слід чекати неприємностей при діленні на малий головний 
елемент, на що вказує наступний приклад Дж. Форсайта. 

Прикладі. Нехай система 
Ті,00 • КГ4*! -М,00*а= 1,00, 
\ 1,00*! + 1,00*2 = 2,0 

розв'язується методом Гаусса на гіпотетичній ЕОМ, яка оперує тризначними десят-
ковими числами. Розв'язавши систему з точністю до чотирьох значущих цифр, знай-
демо «точний» розв'язок 

*! = 1,000, *2 = 0,9999, 
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що після заокруглення до трьох цифр дає 
= 1,00, *2 = 1,00. 

На гіпотетичній ЕОМ дістаємо 

hi = а2і/ап = 1,00/(1,00 . 10~4) = 1,00 . 104, 
(1,00— 1,00 - 104 . 1,00 . 10"4) хх + (1,00— 1,00 . 104 . 1,00) *2 = 

= 2,00— 1,00 . 104 - 1,00, 
а також систему з трикутною матрицею 

f 1,00 - Ю-4*! H- 1,00*2 = 1,00, 
1 — 1,00 .10**2 = — 1,00- 104, 

s якої знаходимо наближений розв'язок х2 = 1,00, хх = 0,00. 
Останнє число повністю не відповідає дійсності. Помінявши рівняння місцями 

і змінивши таким чином головний елемент, маємо 
І 1,00*! + 1,00*2 = 2,00, 
1 1,00 - 10 4 х х + 1,00*2 = 1,00, 

Ги = 1,00 . 10-4, 
І 1 , 0 0 * ! + 1,00*3= 2,00, 
t 1,00*2=1,00, 

звідки 

*2=1,00, *і = 1,00, 
що відповідає дійсності. 

Звідси випливає така стратегія вибору головного елемента: на кожному кроці 
алгоритму Гаусса за головний слід вибирати рядок з найбільшим за модулем елемен-
том у головному стовпчику. 

А л г о р и т м 2. Метод виключення Гаусса з вибором головного 
елемента в стовпчику. 

1. На кроці A{k) A{k+}) вибрати р Ç {ft, n}, для якого 

\4k\>\a%)\V j = kTn. 
Рядок р — головний. 

2. Поміняти функціями рядки р та ft: 

A(k) - Âik)=&k,\ ä|? = 

afi\ i = p, 

Jh) Ol], іфр, i^k 
(при цьому не обов'язково виконувати пересилки в пам'яті ЕОМІ). 
Тепер 

| Ы = 
Пік 

йрк 
< 1 . 
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3. Виконати такий крок виключення відносно матриці Л ( А ) : 

Легко помітити, що крім вибору головного елемента в стовпчику 
можлива стратегія вибору головного елемента в рядку (в гіршому 
випадку обидві ці стратегії потребують додатково О (я2) операцій), 
а також стратегія пошуку головного елемента по всій матриці (до-
датково О Іп3) операцій). Остання через свою трудомісткість вико-
ристовується рідко. Опишемо формально І^-розвинення з вибором 
головного елемента в стопчику. Нехай я — деяка перестановка з 
множини ап = {1, п) всіх можливих перестановок чисел 1, ..., п. 
У відповідність їй4 поставимо матрицю перестановок 

Рп = [£я<1)» . • . f en(n)]t 

де еj = (fiiy, ...., 8пі)т — /-ft координатний вектор. Перестановка 
я рядків матриці А тепер може бути описана таким чином: 

А-+РпА, 
а перестановка стовпчиків я — виразом 

А-+АР*. 
Неважко переконатися, що 

Рд1 = PT
f det Рп = sign я, 

тобто дорівнює +1, якщо перестановка я є парною, і —1, якщо 
перестановка я є непарною. 

Наведемо теорему, яка вказує на те, що метод виключення Гаус-
са з вибором головного елемента теоретично можна здійснити (тобто 
виконати до кінця) для будь-якої невиродженої матриці, 

Теорема 1. ДЛЯ будь-якої' невиродженої матриці А існує матриця 
перестановок Р така, що матриця РА має LR-розвинення, тобто 

PA=LR, 
причому Р може бути вибрана так, що елементи матриці L за 
модулем не перевищуватимуть одиниці (символічно | L | ^ 1). 

Д о в е д е н н я . Розглянемо для прикладу алгоритм Гаусса 
з вибором головного елемента в стовпчику. Оскільки det А Ф 0, 
то існує така перестановка тх £ оп (допускається = id, тобто то-
тожна перестановка, яка нічого не змінює)" що перший діагональний 
елемент etil матриці 

Л(» - РХіА 
не дорівнює нулю і є найбільшим за модулем у першому стовпчику: 
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Після першого кроку виключення дістаємо матрицю вигляду 

" /7(1> • . . . • 

= = 0 = = ... ві2) 

0 

причому І Lx І ^ 1, det Lx = 1 . Оскільки oft Ф 0, то 

0 ф s i g n (тх) - det Л = det Л(2) = äff det ß (2), 
і тому є також невиродженою матрицею. Продовжуючи за індук-
цією далі, маємо 

R=A(n) = Ln-{P%n_x . . . LxPTlA9 

де І Lh І ^ 1, a хк є або тотожною перестановкою, або транспозицією 
двох чисел, що не менші за k. Якщо а п —деяка перестановка, 
що переставляє лише числа, які більші або дорівнюють k -f 1, то 
для матриці Фробеніуса 

1 

1 

— Ik-и.* 1 

ln,k 
маємо 

Lfr = PjiLfrPn = 

і 

• і 
— /я(А+І).А j (8) 

— ln(n),k 1 

Подамо матрицю R y вигляді 
R — ^п—\Р ifi ]^ift j —3 • • • L-J*TtA 

— Ln—\ • • • 

де Lh » P„hLkP„h, я>п—і = id, nk = тп—і ... T*+1 V k = 0, n — 2. 
Перестановка тут переставляє лише числа, які більші або дорів-
нюють ft -f- 1, тому матриці мають вигляд (8). Звідси 

РЩА = LR, 
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де 

А —І 
L = L\ ... Lti—i = 

/я|(2),1 1 

/ Л І ( 3 ) . 1 ^Л.(З) , 2 1 
• • 
• • 

• • • • • • . • 

ІЛі(п), 1 ljlt(n),2 • • • п—1 1 

Теорему доведено. 
Внаслідок впливу похибок заокруглення на виході алгоритму 

Гаусса ми, як правило, дістанемо лише деякий наближений розв'я-
зок x системи (1). Якщо він нас не задовольняє, то можна було б пов-
торити обчислення з подвійною точністю. Такий шлях підвищення 
точності розв'язку вимагає значних обчислювальних затрат, тому 
на практиці частіше застосовується так зване ітераційне уточнення 
розв'язку. Для цього використовується залишок 

г(у) = Ь — Ау = А(х — у). 
Абсолютна похибка AJC0 = х — х0У де х — точний розв'язок, а 
х0 — наближений розв'язок, знайдений за методом Гаусса, задоволь-
няє рівняння 

ААх0 = Ґ (х0)\ 
яке легко розв'язати, використовуючи вже обчислене £/?-розвинен-
ня матриці А. Проте ми знову обчислимо лише деяке наближення 
к х 0 Ф & х 0 , але слід чекати, що 

= Xq Ах0 

є кращим наближенням точного розв'язку х, ніж х0. Цей процес 
уточнення можна продовжити. 

Метод прогонки розв'язування СЛАР з тридіагональною ма-
трицею. Дуже часто при розв'язуванні крайових задач для звичайних 
диференціальних рівнянь другого порядку використовують заміну по-
хідних відповідними різницевими співвідношеннями. Внаслідок цьо-
го дістають скінченно різницеву крайову задачу вигляду 

амі-1 — СіУі + bty(+1 = — / / , і = 1, N — 1, at Ф 0, bt ф 0, ^ 

Уо = + Ні» У N = + 14' 
яку можна записати у вигляді системи лінійних алгебраїчних рів-
нянь з тридіагональною матрицею розмірності (N + 1) X (N + 1) 

Ay = f , (10) 
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д е 

А = 

-1 — X, 0 0 0 . . . 0 0 0 0 

Ol — Cl 0 0 . . . 0 0 0 0 
0 oa — e. bt 0 . . . 0 0 0 0 
0 0 Û3 — c» b3 ... 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 . . . ÛJV-2 — Cn-2 &JV-2 О 
0 0 О 0 0 . . . О a N -1 — 

.0 0 0 0 0 . . . 0 0 — х2 1 _ 

У = (Уо, Уи Vn)7, f = (Ці, —fit —/JV—і, Ю 7 . У випадку пер-
шої крайової задачі = х2 = 0 ) за допомогою крайорих умов 
yN = |І2, у0 = можна виключити невідомі у0 та ^ і дістати систе-
му вигляду (Ю) з матрицею розмірності (N — 1) х (N— 1) вигляду 

— с 1 Ь 1 0 0 . . . 0 0 0 

А = 

Û2 
0 

— С* 

— Сз Ьа 

0 

0 

0 

0 

о 

о 

0 0 0 0 . . . ÜN—2 — 2 bw—2 
О О 0 0 . . . О — 4V-1 

правою частиною / = ( — — а ^ , —/2, — — — ^ - і Щ ) 7 

та невідомим вектором у = (*/ь J/w-i)7- Для розв'язування сис-
теми (10) або крайової задачі (9) існує ефективний метод, який 
є модифікацією методу Гаусса для CJIAP з тридіагональною матри-
цею — метод прогонки. 

Ідея методу прогонки грунтується на такому спостереженні. 
Якщо прямий хід виконати за методом Гаусса для системи (10), то 
дістанемо матрицю з відмінними від нуля елементами лише на голов-
ній діагоналі та паралельній верхній діагоналі. Тому зворотний хід 
здійснюватиметься за формулою 

•ifi—а/+ііг /+і + р*+ь (11) 
де Р/+1—деякі коефіцієнти. Щоб їх внайти, підставимо 
Vi-1 = <*ІУІ + Рі в (9): 

(aw — ct) у t + Ьіу w = — ( f t + a,ßf). 
Порівнюючи цю тотожність з (11), дістаємо 

Ьі 

Р ж 

et — atat 
fllPl + U 
Ct — atat 

f . 1, N - l , 

t = l, N - l . 

(12) 

(13) 
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Для визначення al9 ßx використаємо крайову умову при і = 0. 
Із формул (і 1) та (9) при і = 0 знаходимо 

Визначивши а ь за формулами (14), послідовно за допомогою реку-
рентних співвідношень (12), (13) знайдемо а2 , а 3 , т а ß2, 
ß3, Далі, щоб для визначення yt можна було скористатися 
формулою (11), яка є також рекурентним співвідношенням (сітковим 
рівнянням) першого порядку, треба знати ум. Визначимо його з кра-
йової умови yN = k^Jn-і + И-2 т а 3 формули (11) при / = N — 1: 
i/w-i = oiNyN +ßA/. Із системи цих двох рівнянь знаходимо 

1 — ocNKt
 4 ' 

Тепер за формулою (11) можемо послідовно знайти yN~і, ум-2, у0. 
Таким чином, метод прогонки зводиться до розв'язування трьох 

задач Коші для різницевих рівнянь першого порядку: 1) (12), (14); 
2) (13), (14) — процес розв'язування цих двох задач Коші, в резуль-
таті якого знаходимо а ь ßf, називається прямим ходом методу про-
гонки; 3) (11), (15) — це є зворотний хід методу прогонки, в резуль-
таті якого знаходимо розв'язок задачі (9). 

Приклад 2. Розв'язати систему лінійних алгебраїчних рівнянь 

Лт = 7, 

де m = (mv т У , / = (о, 0, 0, 0, — - у | Т , 

А = 

- 3 1 0 0 0 -
1 4 1 0 0 
0 1 4 1 0 
0 0 1 4 1 
0 0 0 1 3 

Р о з в ' я з а н н я . Матриця системи тридіагональна, тому застосуємо метод 
прогонки. Сформулюємо задачу у вигляді (9). Для цього перепозначимо у і = 
і = 0, 4. Тоді перше і останнє рівняння системи набудуть вигляду 

3^0 + Уі = Уь + Зу4 = — , 

а інші можна записати так: 

У{—і ~Ь ^Уі "h ~ 0, / = 173, 
тобто 

ai = bi = 1, = —4, / = Г71, W = 4, = — 4 - , 
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— x 8 = — з » Иг = — 9 t 

f = (Иь - /і, - • / . , - /з, ^а)7 (о, 0, О, 0, -

Далі здійснюємо обчислення за формулами (12) — (14), заповнюючи таку таблицю: 

і 1 2 3 ч 

ff 4Î 153 
, ~ 3 - 11 41 , ~ 3 

ч . ч ч 1 H <И «і ~ 3 " 11 4Г юз 
ч 

4Г 
ч 

0 — Ö — 0 С 

Тепер за формулою (15) маємо 
_ ца + х2р4 — 1 / 9 + 0 51 

1 — ~ ~ 1 — С—41/153) С— 1/3) 418 ' 

За формулою (11) знаходимо решту невідомих. 

Стійкість методу прогонки. Формули прогонки можна застосову-
вати, коли знаменники в (12), (13), (15) не перетворюються на нуль. 
Доведемо, що достатніми умовами цього є нерівності 

\ci\>\ai\ + \bil і = 1, N-1, 

К І < 1 . | к « І < 1 , І*іІ + І * . | < 2 . (16) 
Доведемо, крім того, що за умов (16) виконуються нерівності 

| « 1 І < 1 . i = T T N , ( 1 7 ) 

які забезпечують стійкість розрахунків за формулою (11). 
Неважко помітити, що в силу рівності а 2 = та умов (16) при 

і = 1 має місце (17). Далі застосуємо метод математичної індукції. 
Припустимо, що (17) має місце для і = fe, тобто | ak 1, і дове-
демо, що І Для цього розглянемо ланцюжок нерівностей 

+ I M - ! û A | | a J - | & A | = | û f t | ( l - | a A | ) > 0 , 
тобто 

\ck-akak\>\bk\>0. 
Але тоді 

|«*н1 = Іbh\/\ck — akak К 1, 
що і треба було довести. 
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Доведемо, що знаменник у формулі (15) також не може перетво-
рюватися на нуль за умов (16). Насамперед зауважимо, що коли 
І сю І > І аі01 + І ^о І хоча б в одній точці і = і09 то має місце строга 
нерівність І а* І < 1 ДЛЯ ВСІХ І > t0, В тому ЧИСЛІ I OLn І < 1. Тоді 
І 1 — а І > 1 — І a<N І І *21 > 1 — І І > 0 і умова | щ \ + 
+ І ха І < 2 є зайвою. Якщо | х11 < 1, то | a N | < 1, і тоді знову 
знаменник в (15) відмінний від нуля. Якщо ж | к г | = 1, то в силу 
(16) маємо І х21 < 1, і оскільки | щ | ^ 1, то 11 — aNK21 ^ 1 — 
— I aN II І ^ 1 ~ > 0, що і треба було довести. 

Обчислення за формулами (11) — (15) виконують на ЕОМ, роз-
рядна сітка яких завжди скінченна, в результаті чого виникають 
похибки заокруглення. Фактично знаходять не розв'язок задачі 
(11) yh а деяку функцію уІ9 яку можна розглядати як розв'язок тієї 
самої задачі, але із збуреними коефіцієнтами аІ9 Ьи сі9 кІ9 ха та пра-
вими частинами f h рІ9 ц2. Чи не може це призвести до втрати точ-
ності і навіть до аварійного припинення обчислень в результаті силь-
ного росту проміжних величин? Якщо припустити, що коефіцієнти 
прогонки а І 9 ßi обчислюються точно, то відповідь на це запитання 
дістати просто. Тоді маємо yt = аі+\ус+\ + ß / + I f звідки для 
Ьуі = уі — Уі знаходимо співвідношення 6yg =а{+\&уі+\. По-
мічаємо, що при виконанні нерівності (17), яка в свою чергу має 
місце за умов (16), дістаємо | 6yt | ^ | Ьуі+\ тобто похибка не 
збільшується. 

Якщо врахувати, що в процесі обчислень збурюються і коефі-
цієнти а / + і , ßf+i, то можна довести, що 

N m a _ x | ô ^ | < e 0 W 2 , 
i=i.N 

де е0 — оцінка похибки заокруглень. Звідси за заданим é, яке харак-
теризує потрібну точність результату, та числом рівнянь N можна 
обчислити припустиму похибку заокруглення е0, оскільки має бути 
e0N2 « t. 

Інші варіанти методу прогонки. Варіант методу прогонки, який 
щойно розглянули, називається правою прогонкою, оскільки обчис-
лення Уі за формулою (11) виконуються справа наліво. Аналогічно 
можна дістати і формули лівої прогонки.ч 

li = ai/(Ci — bil{+l)9 і = М—1, N — 2, 1; = х 2 , (18) 

Лі = (М*+1 + fiV(Ci — bilt+i)9 і = N — 1 , N — 2 , . . . , 1, r\s = На, 

(19) 

т+1 = Іі+Ші + ПЧ-Ь і = 0, 1, . . . , АГ - 1, у0 = . (20) 
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В п р а в а 2. Вивести формули (18), (19) і довести, що за умови (16) знаменники 
в них не перетворюються на 0 і помилка в (20) не збільшується. 

Комбінація лівої та правої прогонок дає метод зустрічних прого-
нок. У цьому методі для і = 0, і0 -f- 1 за формулами (12) — (14) 
обчислюються прогоночні коефіцієнти a / t ß / f a для і = iQy N за 
формулами (18), (19) знаходять ty. При і = і0 розв'язки у вигля-
ді (11) та (20) «склеюють» таким чином. 

Із формул 

У і, = a'\>-Hi/iVH + ß'Vfb Уі.+ї = tio+іУіо + Ч/#+і 
знаходимо 

_ ß/.+l + <4+14 

Ця формула має зміст, бо хоча б одна з величин | £t>fi І ч и І а ' . -н І 
в силу (16) менша за одиницю, а інша не перевищує 1. Знаючи ус%, 
за формулою (11) знаходимо у і при і < ї 0 » а з а формулою (20) 
при і > і0. Обчислення при і < і0 та при і > і0 можна виконувати 
незалежно. Метод зустрічних прогонок особливо зручний, колитр-е-
ба знайти ' yt лише в одній точці і = /0. 

1.2.2. Метод квадратного кореня розв'язування систем лінійних 
алгебраїчних рівнянь з симетричною матрицею. Розглянемо СЛАР 

(21) 

де А—дійсна симетрична матриця. Методом квадратного кореня 
система лінійних алгебраїчних рівнянь з симетричною матрицею 
розв'язується так: 1) матриця А розкладається на добуток 

А = S*DS, (22) 

де 5 — верхня трикутна, D — діагональна матриці; 2) розв'язу-
ється система S*Dy = S*DSu = f відносно вектора у = Su, при-
чому ця система має нижню трикутну матрицю; 3) розв'язується сис-
тема з верхньою трикутною матрицею Su = у відносно невідомого 
вектора и. 

Нехай S = (s//), D = (dubij), 6ц — символ Кронекера. Тоді 

(DS)lf = £ diksk/ = dusih (S*DS)i/ = 2 skidkkSkh 

оскільки S* = (s*y) = (s/t). В силу (22) дістаємо рівності 
N 

2 sMdhhs*i = аП- (23) 
ft-1 
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Систему рівнянь (23) можна розв'язувати рекурентно. Оскільки S — 
верхня трикутна матриця, то su = 0 при k> і> s]k = 0 при k < 
< і. Тому 

N (-1 N 
2 SkiSkjdkk = £ sk[skldkk + SiiSiidn + V sk{skJdkk = 

As—1 
( - 1 

2 skiskidkh + SuSifda = 
A=1 

При і = / 

Виберемо 

2 ' - 1 2 
= a i t — 2 

dtl = s ign^a„ — ^ slcd^ 

Тоді з (24) можна знайти 

sa = ] / | я / * — 

При i < І дістаємо 

s l id k h 

(24) 

(25) 

(26) 

S// = 

/ - і 
alf—T{

SkiSk/dhk 

siidti (27) 

При t = 1, як легко помітити, суми у (26), (27) слід покласти рівними 
нулю. 

Випишемо окрёмо формули методу квадратного кореня для симет-
ричної п'ятидіагональної матриці 

А = 

ах сх 

a К 
1 К a s 

а Ьз 

bi a . 
с 

0 
0 
са 

Ь4 

О 

о 

о 

с. 

О 

о 

о 

о 

о 

о 

о 
о 

о 

о 
о 
о 

О О О 
О О О 
О о о 

о 

о 

о 

о о 
о о 
О О 

ÜN—2 Ьц—2 

Ьы-2 ClN—l 

Сы-2 bfj-l 

CN—2 

Ьц-l 

O-N 

(28) 
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У цьому випадку систему (21) можна розглядати як крайову задачу 
для сіткового рівняння четвертого порядку вигляду 

û l« l + М » + С1«8 = / і , 
V i + o a"j + М з + <VI4 = /а, 

Сі—цііі—2 + + atu, + Mi+i + c,o<+2 = fi, і = 3, f f -
CN-3tiN—i + bt/—2.UN—2 + <*N-lUN—l + Ьц-iUn = Jn—U 

Cn-2Un—2 + bs-\UN-\ + OnUn — 
Легко помітити, що в цьому випадку матриця S має вигляд 

•2, 

S = 

Я і 
0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

о 

о 

' з 

0 

0 

<7з 

0 

0 

0 

<74 

0 

0 

0 

0 

0 

о 

о 

о 

о 

о 

о 

о 

о 

о 

о 

о 

о 

о 

о 

о 

о 

о 
о 

о 

о 

о 

о 

Sn-2 
о 
о 

TN—2 
sn-І 

0 

ÇN—2 
fN—l 
. SN . 

(29) 

Для st, ru qt дістаємо рекурентні формули (в порядку використання^) 

dy = signa,, Sj = У\аЛ, r, = V M i ) . qt = cj(sxdд), 

d2 = sign (a2 — rUi ), st = V I Û2 — rîdj |, 
r , = (fc2 — w d j f & d t ) , = c2/(s2d2), (30) 

dt — sign (a, — q2i-2dt-2 — dt-1), і = 3, N, 

s, = 1/^10, — <$_2df_2 — I, і = З, tf, 

г, = (6, — ri-\qi-\di—\)l(sidt), і = 3, N, 
q^CiHßidi), 1 = 3, N — 2. 

Щоб дістати ці формули, зауважимо, що при обчисленні du = dt, 

Sil = Si, В сумі S Sftfd« (див. формулу (26)) при і > 3 викорнсто-

вуються елементи t-ro стовпчика матриці S, які розміщені вище го-

ловної діагоналі, а до суми 2 SkcSkjdkk входять добутки елементів 
І-ГО та j-го стовпчиків матриці S, що розміщені вище головної 
діагоналі. 
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Зауважимо, що операції добування кореня можна уникнути, якщо 
змінити зміст формули (22). Шукатимемо зображення матриці А з 
комплексними елементами у вигляді 

А = SDS*, (31) 
де S =5= (stf) — нижня трикутна матриця, S* =» (s*/) « (sfi); D « 
= (dij) — діагональна матриця, причому j » = l , d a ^ d f i t j - В силу 
(31) матимемо 

ai\=d1Siu 1. 

а>а = + dh І SikІ2, 2 

/ - 1 

atf = djS tf-f 2 dfts,*sM, / > / + 1 , 2 < / < Л Г — 1, (32) 

де Si/ — комплексно-спряжене ДО S(J число. В останній формулі А 
можна вважати, що 3 ^ і ^ N, 2 ^ / ^ і — 1. Поклавши S(k = 
= dkSik, формули (32) запишемо у вигляді 

/Ч 

ац = sn, і ^ 1; = flu; 

dt = а „ — S s««« , 2 < t < N, (33) 
fc1 Л . 

su = a u — L, stk$jk, 3 2 < / < i — 1 . 

Таким чином, приходимо до такого алгоритму. 
А л г о р и т м 3. Розкладання матриці СЛАР (21) методом 

квадратного кореня за формулами (33) на добуток (31). 
1- à\ = ли-
2. Для і від 2 до N з кроком .1 виконати початок. 
3. Su = ац\ su' = sn/dv 
4. Якщо і = /, то перейти на 6, інакше. 
5. Для / від 2 до і — 1 з кроком 1 виконати початок 

A Л . А 
st і = a(j — 2j scksjk; ty S///d/; 

і 
кінець. 

-

6. di = ait—^StkS(k 

кінець. 
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Метод квадратного кореня потребує порядку N3J3 арифметичних 
дій, тобто при великих N він вдвічі швидший за метод Гаусса і по-
требує вдвічі менше комірок пам'яті. Стійкість алгоритму можна га-
рантувати для додатно означених матриць та для матриць А = 
= (а//) з діагональною перевагою, тобто 

І « « 1 > 2 і М . ' —TTTv. 
m 

Приклад 3. Розв'язати систему лінійних алгебраїчних рівнянь 
В т = F, (34) 

ДЄ 

В = \ 1 0 - 3 1 , F = 

Р о з в' я з а н н я. У даному разі матриця S (див. (29)) має вигляд 

'h 'і Яі 0 0' 

5 = 

а елементами а/, Ьі, с і матриці (28) € такі: 

а = (21, 10, 10, 10, 17), Ь = (—4, —3, —3, —4), с = (1, 1,. 1). 

Згідно з формулами (30) маємо 

<*і = 1, Si = / 2 Ï , ^ = - 4 / ^ 2 1 , qx = 1/ /2І , 
d2 = sign (10 — 16/21) = !, s2 = 110 — 16/21J = К 194/21; 

r2 = (— 3 + 4/21 ) / У Ш / 2 \ = — 59/^4074, 
q2 = К2Г//І94; 

<*з = sign (10— 1/21 — 59V(21, 194)) = 1 ; 

s3 = / 3 7 055/4074; 

59Л^37Ш40Г4 = - 523 ^ 
К - M J , W M , ™ . 

/"7 188 670 

qz = / 2 1 - 194/^37055 = К 4074/37055; d4 = sign ^ 21_ 21 • 523« V 
1 0 194 194 • 37055 )5=8 1 ; 

К 65 364 436 
s4 = / 6 5 364 436/(194 - 37 055) = y ^ m ' 
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, , VT\ • 523 К21 Ґ194 \ 137 237 V194 
r 4 = -4- ' ) -/ 1 9 4 / 3 7 055 / 3 7 055 / / 2 422 079 175 980 

21 • 194 194 « (137 237)2 \ 
1 7 37 055 ~~ 37 055 . 65364436 ) âô = sign ^ 

= -і / 37 255 256 410 610 _ і / * 37255256 410 610 
5 V 37 055 - 65364 436 V 2 422 079 175 980 ' 

Систему (34) записуємо y вигляді S*Sm = F (матриця D — одинична) і розв'язуємо 
відносно у — Sm систему S*y = F. Легко знаходимо, що уг = у2 = у3= у4~ 0, 

/ 242207 917 598 „ . 
Уь = ^з 7 2 5 5 2 5 g4fÖ6l ' Р 0 3 В я з у є м о тотему Sm = £/, звідки маємо 

__ 13 311 989 __ 21 » 97 « 13048103 _ 26 578 985 811 
m 6 - 1, т 4 = 3267 218 • Ш з " 7411-3267218 "" 24 213 352 598 ' 

_ 21 » 23 980 857 010 _ 251 798 998 605 
— 194 . 3 267 218 - 7411 ~ "" 2 348 695 202 006 

__ 2 • 23 980 857 010 + 972 - 13 048 103 _ 170 731 315 147 
т і - ~~ 194-1 633 609 - 7411 2 348 695 202 006 

1.2.3. Норми та обумовленість матриць систем лінійних алгебра-
їчних рівнянь. При розв'язуванні системи лінійних алгебраїчних 
рівнянь (Ґ) на ЕОМ обов'язково виникають похибки заокруглення. 
Тому фактично маємо розв'язок х деякої іншої системи 

Ах = Ь. (35) 

На практиці важливо знати відносну похибку 6х =» J х — х || / \\х || 
для якої-небудь векторної норми. Найчастіше використовуються 
норми вектора 

/ п \ 1 /р 

= » 1 < р < оо, 1*||оо = т а х | х , | 

при р = 1, 2, оо і узгоджені з ними норми матриць (для яких II Ах\ ^ 
< M I I * D 

M ЦР = sup - V n ^ - « s u p \ а х і , 

M L - m a x 2 І a,k|, | А Ь = У К^{АА*\ 
k 

п 
[Ліоо = шах Yi I ajk\, 

і Ä=»l 
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де Knax (АА*) — максимальне власне значення матриці ЛЛ*, 
а КЯщах називається максимальним сингулярним числом матриці 
А. Якщо замість (35) брати модель обчислень 

Ах = Ь, (36) 
тобто вважати, що матриця А подається в ЕОМ точно, то з ланцюж-
ка очевидних співвідношень 

х — х = Л""1 Ф-Ь), 

випливає оцінка 
6Л: < cond А . бЬ9 (37) 

де cond А = 1 А II І А~~л II (відповідно condp А = || А ||р || Л" 1 |р). Ве-
личина cond А називається числом обумовленості матриці А і, як 
показує оцінка (37), це число є мірою невизначеності розв'язку сис-
теми (1) при неточних вхідних даних. 

Якщо брати модель обчислень 

Ах = Ь, 
в якій збурені елементи лише матриці А у а праві частини подаються 
точно, то, використовуючи співвідношення С~[—В"1 = В~{ (В — 
— С) СГ\ дістаємо 

X - X = [À - 1 — Л"1 ] Ь = - Л"1 (Л — А) Л"1 Ь = - Л"1 (Л — Л) х9 

| | і — х і К І Л ^ Ц Л — Л | | | | і | , 

V L - z ß < c o n d A H - / І , (38) 

тобто і в цьому випадку число cond Л є мірою невизначеності роз-
в'язку при неточних вхідних даних і інтервал цієї невизначеності 
тим ширший, чим більша величина cond Л. Можна довести, що таку 
саму роль відіграє число обумовленості і у випадку моделі обчислень 
(35). Для цього нам потрібне таке допоміжне твердження. 

Лема 1. Ящо С — матриця розмірності п X п така, що | С || < 
< 1, то існує обернена матриця (/ + С)~\ причому 

Д о в е д е н н я . З властивостей норми випливає нерівність 
І(/ + С ) * | - | х + С * | > | х | - | С * | > ( 1 - | С | ) | * | . 
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Оскільки 1 — 1 С II > 0, то звідси J (/ + С) x 1 > 0 для х Ф 0, тобто 
система лінійних алгебраїчних рівнянь (/ - f С ) x = 0 має лише 
тривіальний розв'язок, що і означає невиродженість матриці У + С. 
Далі маємо 

1 » І У1 = II (/ + С) (У + ОТ 1 II - II (/ -f С)-1 + С (У + С Г 1 II > 

> І І ( / + С Г , | | - | | С І 1 ( / + С Г 1 В = і(1 + . С Г 1 1 ( 1 - | С | ) > 0 , 

що і доводить твердження леми. 
Теорема 2. Нехай А — невироджена (п X /і)-матпиця, А = 

= A -f- АЛ, причому І А А |] < 1/ і Л - 1 1 . Тоді якщо x та x = x + Ах 
в відповідно розв'язками систем Ах = b та Ах = b, b = b + Ab, 
то має місце оцінка 

H AJC И ^ cond А МА6Ц ЦАЛЦ\ 

і и І М + И І І • 1 - cond А —рП 

Д о в е д е н н я- Оскільки II А~~ХАА ІКЦА""1!! АА J < 1, то в силу 
леми 1 існує (У + А"1 • АЛ)~1, причому 

|(/ + Л - - М Г ' К « 1 _ м - . , , д у „ • 

Помножимо рівняння Ах = b зліва на А"1 і, враховуючи, що Ах = Ьу 

x = А~~ХЬ, знайдемо AJC: 

(У -f Л ^ А Л ) * + (/ + А~1АА) Ах = А~ХЬ + Л ^ Д б , 

Ах = (У + Л ^ А Л ) " 1 Л"1 (Aft — АЛ*), 

звідки 

ДА*І ^ М"1!! / ИАЬЦ |1А , Л 
1*11 * і — J А~~11) и АА її \ " 1 Й Г + І | Л Л 7 -

Враховуючи, що в правій частині цієї нерівності || х || > | Ь | / Ц А ||, 
дістаємо шукану нерівність. Теорему доведено. 

Системи лінійних алгебраїчних рівнянь, "матриця яких має від-
носне велике число обумовленості, називаються погано обумовленими. 
Такі матриці також називають погано обумовленими. Зрозуміло, 
що це означення залежить від норми і від ЕОМ, на яких здійснюють 
обчислення: одна і та сама система на різних ЕОМ може бути добре 
чи погано обумовленою. Саме на це вказують слова «відносно вели-
ке число обумовленості». 
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В п р а в а 3. На прикладі матриці 
1 а 0 . . . О <Г 
О 1 а . . . О О 

О О 0 . . . О а 
,0 0 0 . . . О 1, 

довести, що оцінка (37) точна, тобто в ній досягається знак рівності. Для цього пока-
зати, що 

П — а а* . . . ± а " - ^ 
0 1 - а . . . ± а л - 2 

л- 1 = 
0 0 . . . —а 
0 0 . . . 1 

cond00i4 = (1 + а) ап— 1 
а — 1 

і використати формули хі + я ^ + і = Ь/, і = п — 1, ..., 1, хп = Ьп для розв'язуван-
ня системи Ах = Ь. 

З тотожності А~~1А = / І нерівності || AB ||р ^ || А ||р || В випливає, що 
condpi4 > 1, причому рівність при р = 2 досягається для ортогональних матриць. 
При р = 2 

cond2 А = Ці/|іп, 

Де Ні. Ип — відповідно найбільше і найменше сингулярні числа матриці А, а для 
симетричних матриць 

cond А = Äi/Xn, 
де — найбільше і.найменше власні значення матриці А. 

Зрозуміло, що чим менше число cond Ay тим краще. Це число характеризує об-
числювальні властивості системи (1') незалежно від методу розв'язування, який може 
додатково погіршити ситуацію. 

1.2.4. Ортогональні перетворення. QR-розвинення. Методи ви-
ключення, зокрема метод Гаусса, який ми розглянули раніше, мож-
на подати схематично у вигляді 

А -Ь» ВХА В2ВхА ... Bk ß ^ s / ? , (39) 

A = BR, В = BT1 Bk\ 

де матриці Bj описують деякі перетворення f j у множині матриць 
Matn (1R) (у методі Гаусса А = n — 1, Bj = Lj являють собою мат-
риці Фробеніуса), R е верхньою трикутною матрицею). Стійкість 
алгоритму (39) характеризується її індикатором 

» - 1 + Е П т - - 1 + Е П 1 В і Г 1 . (40) / - і /-і 1 у-і / . і 
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Матриці Фробеніуса Bj = Lj в алгоритмі Гаусса залежать від мат-
риці А і норми Ü Bj f"1 = | | L j | r ~ \ тому можуть бути необмежені 
зверху, отже, для таких матриць А алгоритм Гаусса може бути не 
стійким. Вигляд індикатора стабільності (40) підказує, як в алго-
ритмі вигляду (39) можна уникнути нестабільності. Для цього, оче-
видно, матриці Bj мають задовольняти дві умови: 1) давати змогу 
«легко» робити прямий хід алгоритму, тобто легким подібно до алго-
ритму Гаусса має бути обчислення матриць Bj та обернення матриці 
В = BTx..'BkX\ 2) норми I Bj If"1 мають бути обмежені зверху і неза-
лежні від А. Оскільки для ортогональних (n X /і).матриць, клас 
яких позначимо через ß (/г), за означенням QQT = QTQ = /, 
в результаті чого || Q \\2 = шах Vkj (QQT) = 1 такі матриці задоволь-

/ 
няють умову 2). Вони також задовольняють і умову 1), бо якщо ZJ/s= 
- Qj Є Ö (")> ™ Q7{ = QTi> Q = Qr ' - .Qr 1 Є D (л), (Г 1 = Q r . Роз-
винення 

A = <?/?, (41) 
де Q Ç О (/г), a R — є верхньою трикутною матрицею, називається 
QR-розвиненням матриці А. Якщо маємо ф/?-розвинення, то систему 
лінійних алгебраїчних рівнянь Ах = b можна легко, як у випадку 
£/?-розвинення Гаусса, розв'язати в два етапи: 1) Qz = Ь, звідки 
z = QTb (прямий хід); 2) Rx = z, звідки х легко знайти зворотною 
підстановкою (зворотний хід). Для такого алгоритму k} = Ц Q} ||2 = 1, 
тобто о = k -f- 1, і він за означенням е принаймні слабко стійким. 

Серед різних ортогональних перетворень Q на практиці часто 
застосовуються так звані повороти (або повороти Гівенса) та відобра-
ження (відображення Хаусгольдера). З'ясуємо їхню суть на прик-
ладі двовимірних векторів. Мета першого кроку алгоритму Гаусса 
(а також інших алгоритмів виключення вигляду (39)) полягає втому, 
що вектор А і Ç \Rn — перший вектор-стовпчик матриці А перетво-
рюється на вектор anev де ег = (1, 0, ..., О)7* — перший координат-
ний вектор простору R". Аналогічною є суть і наступних кроків з 
тією різницею, що вони виконуються послідовно для векторів IR", 
R* -1, ..., IR2. Отже, якщо йдеться про простір IR2, то довільний век-
тор а на площині за допомогою перетворення Q (іншими словами, пе-
ретворення а b = Qa) треба перевести у вектор аег. Оскільки 
довжина вектора при цьому має залишатися незмінною, то а = || а ||. 
Перша можливість полягає в тому, що вектор а повертаємо на кут 
6 (рис. 9). Аналітично це можна записати у вигляді 

а-+аех = Qa, а = (аг, а2)Т = ( | |a | |cos0, ||û||sin8)f 

/ cosö sin 0\ ^ 
M - s i n e c o s e j ^ <42> 
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Інша можливість полягає в тому, що вектор а (рис. 10) дзеркально 
відображається відносно прямої І — бісектриси кута 9 (v — вектор, 
ортогональний до /): 

<о. f ) 
2 4 - а , 

Vі V 

ае1 = а — 6. 
Аналітично де перетворення можна записати так: 

- a ex = Qaf Q = / — 2 vv1 

т V V 
(43) 

де / — одинична (2 X 2)-матриця, v = (vl9 v2)r\ (v, a) = -f 
+ t>a?2 = — скалярний добуток. Легко переконатися, що мат-
риця Q є симетричною (Q = Qr), ортогональною (QQT = QTQ = / ) 
та інволютивною (Q2 = /). 

Перейдемо тепер до я-вимірного випадку. Розглянемо спочатку 
матриці ^ 

Qu = 

— s 
t 

t 
(44) 

С 
t / _ 

. k l 
де с, s Ç IR — дійсні числа, що задовольняють співвідношення 

c2 + s ' = l , 
/ одиничні матриці відповідної розмірності. Ці матриці введено 
в 1953 р. Г. Гівенсом і називаються матрицями повороту Гівенса. 
Вони нагадують матриці Q в (42), де с = cos 9, s = sin 9, і геомет-
рично означають поворот на кут 0 в площині (А, /) простору Rn. 
Застосувавши матрицю (44) до деякого вектора х £ IRa, дістанемо 

І схк + sxl9 і = k\ 
— sxh + cxh і = (45) 
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Результат множення матриці Qki на довільну матрицю A Ç Mat n(R) 
можна подати у вигляді 

QkiA = [QmA19 . . . , QkiAn]t 

де Aj — /-й стовпчик матриці A. Із (45) випливає, що при такому 
множенні у матриці А будуть змінені лише &-й та /-й рядки, що важ-
ливо для збереження структури розміщення нульових елементів в А. 

Виберемо у матриці Qki числа с та s так, щоб після множення її 
на вектор X виключити /-й елемент, тобто дістати УІ = (£2*/*)/ = 0. 
Оскільки Q kl оперує лише в (k, /)-площині, досить розглянути ви-
ключення другої компоненти вектора а = (аІ9 а2)т після множення 
на матрицю 

U : ) • 
З рівності 

{ - S c ) L ) = ( o ) 
маємо 

f сах + sa2 = r f с2а? + sPal 4- 2ca1sfl2 = r2 

I — sa2 + сд2 = 0 l sûj = сa2 

= ^ U ? ( c 2 + s 2 ) + 4 ( c 2 + 52) = r 2 , 
1 sax = CÛ2, 

тобто 

r = ± Va\ 4 - al, с = Яі/г, s = ajr. 

Отже, щоб дістати yt = (£2*/*)/ = 0 слід у виразі для Q*/ покласти 

г = V х і + х] , С = X f t / r , 5 = хг!г. 

На практиці, щоб уникнути переповнення, використовуються фор-
мули: 

T = XK/XH S = L / K L + T 2 , С = ST, ЯКЩО |*F|>|*FC|T 

Т ^ Х ^ Х Ъ , С = L /KL + Т2, S = CT, ЯКЩО 

Виключаючи таким чином стовпчик за стовпчиком ненульові еле-
менти, що розміщені нижче головної діагоналі, можна довільну мат-
рицю А звести до верхнього трикутного вигляду так, як показано 
нижче на прикладі (4 X 4)-матриці Над стрілками подаються ін-
декси поворотів Гівенса і кожен раз обведено два елементи, за якими 
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будується таке перетворення (прослідкуйте за збереженням раніше 
утворених нулів!): 

/ * * * * \ / • • * * 

І 0 \ * ] * * 1 (-.3) ^ <з,4) > J о * * * 
1 0 І • ! * * І " ' І 0 0 * * \0 0 # */ \о о о * 

Отже, R = QTA, QT = (Qu в Q r може бути 
відсутня, якщо відповідний елемент вже дорівнює нулю), і тому 

А = QR, 

де матриці Qif і Q є ортогональними. 
Кількість арифметичних операцій для такого Q^-розвинення 

у загальному випадку становить 2 операцій добування квадрат-
ного кореня та ~4л 3 /3 операцій множення порівняно з /3 опе-
раціями множення при £/?-розвиненні Гаусса, але це порівняння 
може бути вигіднішим для розріджених нулями матриць. 

У 1958 р. Хаусгольдер ввів матриці Q £ Matn (IR) 

які називаються матрицями відображень Хаусгольдера. Геометрич-
но вони описують відображення відносно площини, ортогональної 
до вектора V. Легко перевірити, що ці матриці е симетричними (Q = 
= Qr), ортогональними {QQT = QrQ = /) та інволютивними (Q2 = 
= /). Якщо о Є С1 , то <? = / - - 5 S - . Q€Matn((D), Q = Q*, Q -
ермітова, Q*Q = QQ* « / (унітарність), Q2 = / . Довільний вектор 
x Є ПГ множенням на Q перетворюється так: 
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Якщо ми хочемо таким чином вектор х перетворити на ae v тобто 

ДЕ Z= X — 2 <"'*> Ü, 1 (v,v> 

то має бути І а І =?= || х |2 = V{xy х), a вектор v, за яким будується 
матриця Q, має належати підпростору, натягнутому на вектор х — 
— осех. Оскільки для нас важливий лише напрям v, то можемо ви-
брати 

v = X — аех, а = ±1*р 2 , 

тобто v = (хх — а , х2, ..., хп)т. Щоб уникнути віднімання близьких 
чисел і зникнення ведучих цифр, покладемо а = —sign fo) || х |!a. 
З використанням формули 

(о, v) = (х — aeXt X — аех) = (| х § — 2 а (х, ех) + а 2 = — 2 а (хх — а ) 

ня х-+аех = Qx для довільного 

x-+Qx = x - 2-^Чг " = * + 

перетворення X а ^ = QJC для довільного' х Ç IR можемо записати 
у вигляді 

, (V, 
а (хх — а) V. 

За допомогою таких відображень Хаусгольдера ми можемо довільну 
матрицю A Ç Mata (IR) звести до верхнього трикутного вигляду. 
Для цього на першому кроці матрицю А = [Аи ..., Ап] із векторами-
стовпчиками Aj помножимо зліва на матрицю 

< 3 . - / - » - 4 5 -v\vx 
. = — <*Аі «1 = — sign (а и і la-

В результаті дістанемо 
( а , 

о) 

Після k аналогічних кроків знаходимо матрицю вигляду 

* . . . 

В{ 
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Vi Ь̂п + 
«2 

і (k -f 1)-ше перетворення ви-
конуємо за допомогою ортого-
нальної матриці 

Рис. 11 
=(Ік 01 

\ о Qk+i)1 

в якій матриця £ О (n — k) 
будується за матрицею аналогічно тому, як на першому кроці 
матриця Qx будувалася за Л. Після п — 1 кроку дістанемо верхню 
трикутну матрицю 

R = Qn-i . . . QXA 
і в силу Q? = / маємо розвинення 

A = QR, Q = Qi . . . Qn-i. 
на ЕОМ, крім матриці /?, потрібно зберігати в 
., Vn-1. Для цього можна діагональні елементи 

І = 1, п — І» Гпп = CLnn зберігати як окремий вектор, а век-
Vi — на місці стовпчиків матриці А за схемою рис. 11. 

Інша можливість полягає в тому, що вектори vt нормуються так, 
щоб їхня перша компонента дорівнювала 1, і тоді потреба у додатко-
вому векторі пам'яті відпадає. 

Цей метод потребує ~ 2 п 3 / 3 множень і за обсягом обчислювальної 
роботи наближено еквівалентний методу квадратного кореня. 

Зауважимо, що для комплексних матриць Q/^-розвинення е не-
однозначним, бо коли 5 є довільною матрицею (фазовою матрицею) 
вигляду 

При реалізації його 
пам'яті вектори уІ9 . 
ги = &І 
тори 

5 = diag (е toi 
е " Ч 

то разом з Q є унітарною і матриця QS; тому 
QSS*R = QR. 

Але можна довести, що з точністю до S це розвинення однозначне. 
1.2.5. Алгебраїчна проблема власних значень. Алгебраїчна про-

блема власних значень формулюється таким чином: знайти числа 
X £ £ та вектори х Ç (С\ х ф 0, для яких 

Ах=Хх, (46) 

де А — задана матриця з множини Mata ((C) (n х я)-матриць з ком-
плексними елементами; (£ — множина комплексних чисел. Числа 
X називаються власними числами (значеннями), а відповідні вектори 
X — правими власними векторами матриці А. 

Множина 
L (Я) = {х\(А — ХІ)х = 0} 
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утворює підпростір векторів простору (С", і цей підпростір має роз-
мірність 

Р (X) = п — rang (А — XI). 
Число X Ç (D е тоді і лише тоді власним числом матриці А, коли L (Х)Ф 
ф 0, тобто коли р (X) > 0, і 

det (А — XI) = 0. 
Многочлен 

X,4(^) = d e t ( 4 — Я/) = (— 1)я(Хп + а п - Х ~ - 1 + + а 0 ) 
називається характеристичним многочленом матриці А, і його коре-
ні є власними значеннями А. Якщо ХІ9 ..., Xh є різними коренями 

(X), то 

Число о ( A , = називається кратністю власного значення, точніше 
алгебраїчною кратністю. 

Власні вектори матриці А визначаються неоднозначно: якщо 
х, у є власними векторами, що відповідають власному значенню К 
то і ах -f ßy Ф 0 є відповідним до X власним вектором. Нуль-век-
тор разом з власними векторами якраз і заповнюють підпростір L (X), 
а його розмірність, тобто максимальне число лінійно незалежних 
власних векторів, що відповідають X, називається геометричною 
кратністю власного значення X. Наступні приклади показують, 
що алгебраїчна та геометрична кратності не завжди збігаються, але 
можна довести, що 

має характеристичний многочлен 1D (X) = (d — і d е єдиним власним значенням, 
якому відповідає власний вектор х V х Ф 0, х 6 Сп . Уданому випадку or (X) = п = 
= Р (*). 

Приклад 5. Матриця 

ХА (X) = ( - 1 ) " ( Х - (А, - X / ' . . . (X -

Приклад 4. Діагональна матриця 
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мае характеристичний многочлен X (Я) = (d — Х)п і Я = d е единим власним зна• 
ченням з алгебраїчною кратністю a (d) = п. Але rang (Cn (d) — dl) = n — 1. Отже, 
геометрична кратність p (d) = n — (n — 1) = 1 

L(d) = { MilagC), 

£i=( l , 0, 0)T — перший координатний вектор. 

В силу рівностей 

det (Л — XI) = det (А - Л7)т = det (Ат — XI), 
/ 

det (A* — XI) = det (Л — XI)* = det (Л — Xlf = det (A — XI) 

маємо: якщо X0 є власним значенням матриці А, то Х̂  є власним зна-
ченням і матриці Ат, а Х0 е власним значенням Л*> Із співвідношень 

Лл; = Лг</ = ХоУ, Л*г = £0г 

випливає, що у = z, але між де та у чи % та г не існує таких простих 
співвідношень. Вектор z називається спряженим до х. Оскільки 
ут = z* і 2*Л = Xz*, то z* = називається ще лівим власним векто-
ром матриці Л, який відповідає власному значенню Х0. Неважко 
також помітити, що перетворення подібності 

Л - > В = Г" 1 ЛТ, 

де T Ç GL (п) зберігає власні значення, а відповідні власні вектори 
x змінює за формулою у = Т~[х. Не змінюється при цьому харак-
теристичний поліном, а також числа p (X) та а (Я): для о (X) це ви-
пливає з інваріантності характеристичного многочлена, а для p (X) — 
з того, що для Т £ GL (ri) вектори хг, хр є лінійно незалежними 
ТОДІ І ТІЛЬКИ ТОДІ, КОЛИ ЛІНІЙНО незалежними Є у і = Т~1Хі, і = 1, р. 
На еквівалентних* перетвореннях грунтується багато чисельних ме-
тодів розв'язування проблем власних значень і власних векторів. 

Наведемо без доведення теореми про деякі форми представлення 
матриць. 

Теорема 3. Нехай А —довільна (n X п)-матриця і Х1, Xk — 
її різні власні значення з геометричними р (ХІ) та алгебраїчними 
or (A,|)t і = 1, k, кратностями. Тоді для кожного власного значення 
Xh і = 1, k, існують p (Xt) натуральних чисел У{/\, j = 1, р (Яг), та-
ких, що 

а(Х|) — vî0 + v ^ 0 + . . . 

а також невироджена (n X п)-матриця Т така, що матриця J = 
= Т - 1 Л Г , яка називається нормальною формою Жордана матриці 
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А, мае вигляд 

J = 

V0(bi) 

c
v(k) (Ю 

де матриці 

Cv(X) = 

Л 1 
Л 

1 
X 

См (К) VP<V 

= Matv(C) 

називаються окюрдановими клітинками. При цьому числа v/°, / = 
= 1, р (Яг) (аз ними і матриця J), з точністю до перестановки однознач-
но визначені, а матриця Т, взагалі кажучи, визначається неоднозначно. 

Розщепимо матрицю Т за стовпчиками відповідно до нормальної 
форми Жордана: 

T = ( 7 f , . . . , Тріь^ • • • » ТФ* • • • » Tphk))* 
Тоді із співвідношення T~lAT J, AT = 77 маємо 

Л 7у> = 7 у> с i = x % k % р ( ^ ) . (47) 

Позначимо стовпчики (n X У/^-матриці 7у° через tm% m = lf v/°f 
тобто 

f., . . . . <v(o). 

Тоді із (47) та з означення матриць С <о (Xj) дістанемо 
v/ 

0 Ч 0 

(Л — X,/)(/ l t *</)) = & , . . . » Оо) 
1 
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або 

(А - XtI)tm = 'rn-1, m = v (/\ vf - 1, . . . . . 2, 
(A — XtI) tx = 0. 

Зокрема помічаємо, що tx (перший стовпчик матриці 7/°) є власним 
вектором матриці А, що відповідає власному значенню Xt. Інші век-
тори tmt m = 2, v/°, називаються головними векторами, відповід-
ними значенню ХІ9 і ми бачимо, що кожній клітинці Жордана (Л,-) 

відповідає один власний вектор і набір головних векторів. В цілому 
для кожної (п X я)-матриці А можна знайти базис простору (С" 
(а саме стовпчики матриці 7і), який складається з власних та головних 
векторів матриці А. 

vf> 
Характеристичні поліноми det (Су<л (Xf) — XI) = (Xt — X) ' ок-

ремих клітинок Жордана (Xt) називаються елементарними діль-
никами матриці А. Таким чином, матриця А має лінійні елементарні 
дільники тоді і лише тоді, коли V/0 = 1 V і9 /, тобто жорданова нор-
мальна форма матриці А є діагональною матрицею. У цьому разі А 
називається матрицею, що зводиться до діагонального вигляду, або 
матрицею, що припускає нормалізацію, тобто вС" є базис, який скла-
дається лише з власних векторів матриці А, а головні вектори не з'яв-
ляються. Отже, кожну матрицю А £ Matn (О, яка має різні власні 
значення, можна звести до діагнонального вигляду за допомогою пере-
творення подібності. 

Далі розглянемо деякі класи матриць, що зводяться до діагонально-
го вигляду. Власні вектори таких матриць утворюють базис в (СЛ. 

Якщо в перетворенні подібності Т~1АТ припускати, що Т не до-
вільні несингулярні матриці, то А у загальному випадку не може бути 
зведена до форми Жордана. Для унітарних матриць Т, тобто Т*Т = / , 
має місце така теорема. 

Теорема 4 ( т е о р е м а Ш у р а ) . Для довільної матриці A Ç 
Ç Mat „ ((C) існує унітарна матриця U така, що 

U*AU = 

К 

х2 

хп 

де ХІ9 і = 1, п9— власні значення матриці А (не обов'язково різнії. 
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Якщо А = А*, тобто А є ермітовою матрицею, то (U*AU)* 
«= U*A*U** = U*AU є також ермітовою і з теореми 4 випливає 
така теорема. 

Теорема 5. Для довільної ермітової матриці А існує унітарна мат-
риця U така, tup 

A i 
LT1 AU = U*AU = I ' • . 

Vo^ %n 

При цьому власні значення Xt, і = 1, л, матриці А є дійсними, а і-й 
стовпчик ХІ матриці U е власним вектором, відповідним тобто А 
мае п лінійно незалежних ортогональних власних векторів. 

Узагальненням ермітових е нормальні матриці, для яких А*А = 
= АА*. 

Теорема 6. Матриця А £ Matn (С) є нормальною (А*А = А А*) 
тоді і лише тоді, коли існує унітарна матриця U така, що 

Л 
LT1 AU = U* AU = 

Vo К 
тобто нормальні матриці можна звести до діагонального вигляду, і 
вони мають п лінійно незалежних ортогональних векторів хи і = 1, п 
(АХІ = А̂ДСІ), які е стовпчиками матриці U. 

Для довільної прямокутної (m X п)-матриці A (n х л)-матриця 
А* А є невід'ємно визначеною з власними значеннями Хг ^ Я2 ^ ... ^ 
> кп > 0. Числа аА = Vhk > 0, ft = 1, я, називаються сингулярними 
числами матриці А. 

Теорема 7. Нехай А £ Matm/I ((C). Тоді: 
1) існує унітарна (m X т)-матриця U та унітарна (n X п)-мат-

риця V такі, що матриця U*AV = 2 є діагональною (m X п)-матри-
цею вигляду 

(D 0\ 
2 \0 oJ ' D = d i ag(a i . аг), 

де o lf ..., о, — відмінні від нуля сингулярні числа матриці A, r — ранг 
матриці А \ 

2) відмінними від нуля сингулярними числами матриці А* є також 
оІУ ог. Розвинення А = LTEV* називається сингулярнозначним 
зображенням матриці А (розвинення за сингулярними значеннями). 

Унітарні матриці U та V можна інтерпретувати таким чином: стовп-
чики матриці U являють собою m ортонормальних власних векторів 
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ермітової (m X т)-матриці АА*, а стовпчики V є ортонормальними 
власними векторами ермітової (п X /і)-матриці А*А, бо U*AA*U = 
= 2 2 * , V*A*AV = 2 * 2 . Діагональна (я X т)-матриця 

Н Г о) 
є псевдооберненою до 2 , або оберненою матрицею Мура — Пенроуза, 
тобто матрицею, що задовольняє співвідношення: а) 2 + 2 = (2 + 2)* ; 
б) 2 2 + = (22+)*; в) 2 2 + 2 = 2 , 2 + 2 2 + = 2 + . Тому, як легко 
помітити, (п X т)-матриця 

Л+ = V2+Um 

е в силу єдиності псевдооберненою до А. 
Нехай власний вектор у0 є спряженим до хг 

А* у о = Х0у0. 
Заради простоти вважатимемо, що Х0 — просте власне значення, тобто 
воно є простим коренем многочлена %А (А). 

Лема 1. Нехай Я0, Х0 Ç (С в простими власними значеннями матриць 
A, A* Ç Matn (С), що відповідають власним векторам х0 та у0. Тоді 
існує неперервно диференційовне відображення 

À : У cz: Mat№ (С) С» В-+Х(В) 
деякого околу V з простору матриць Matn ((C) з центром в А таке, що 
X (А) = Х0 і X (В) є простим власним значенням матриці В для всіх 
В £ Vß причому 

я'{А)с = ffi/Jff v с е Mat»((С)-
Д о в е д е н н я . Оскільки Х0 є простим власним значенням харак-

теристичного многочлена ХА (Я), то V С £ Matn ((С) 

О Ф %а (Я0) = -щ- Хл-ис (X) |/ss0* 

З теореми про неявну функцію випливає, що в деякому околі нуля (—е, 
е) Э Я існує неперервно диференційовне відображення 

Х:(— е, е)->(С, t-*X(t) 
таке, що А0 = X (0) і X (/) є простим власним значенням матриці А + tC. 
Крім того, існує неперервно диференційовна функція 

*:(-е,е)->(С\ t-»x(t) 
така, що х (0) = х0 і х (t) є власним вектором матриці А -Ь tC, який 
відповідає власному значенню X (і) = X (А + /С), тобто 

(A+tC)x{t) = X(t)x{t). 
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Помноживши цю рівність, а також рівність Ах0 = Х0дс0 скалярно на 
у0, знайдемо 

(Ax(0),y0) = X(A)(x0f у0>, 
(Ах (/), + t <Сх (/), = Х(Л + /С) <* (0, </0>, 

звідки 
[Я (Л + fC) - X (Л)] <х0, у0> + X (А + /С) (X (t) - х (0), у0) = 

= (А (X (0 - X (0)), у0) + / (Сх (/), у о). 
Після ділення на t і переходу до границі при t 0 дістанемо 

X' (А) (Схо, t/o) + Х(Л) (х' (0), і/0) = <Л*' (0), у0) + (іСХ0, 
Враховуючи, що (Лх' (0), у0> = (0), Л*у0> = (У (0), Х0у0> = 
= ^о (*' (°)» Уо) = ^ И ) (*' (0), Уо). остаточно дістаємо 

i ' M ) C = (C* |f ув)/<*в, i/o), 
що і треба було довести. 

Щоб оцінити обумовленість задачі (X, Л), маємо обчислити норму 
X' (Л) як лінійного відображення 

X'(Л): Matn(([J) (С, С - » ^ . 

Виберемо в просторі Mata ((C) норму ЦСЦз = шах КХ/ (СС*), а в про-/-І.Я сторі (С за норму вважатимемо модуль. Тоді 

. І {Сх о, У о) І < II Сх0 !!а \д0 J, < ІС ||а 1 |(а І у о Ь, 
причому якщо Сх0 = ау0 (а = const), то в першій нерівності досягаєть-
ся знак рівності. Це матиме місце,. зокрема, для С = у^хо, х* = хт. 
Для матриці С = Уо,хо, очевидно, і в другій нерівності справжується 
знак рівності. Тому з урахуванням співвідношення ІУоХІ IL = І IIa !*ob 
маємо 
II \ ' (А\ II — спи І <С*о» УоНІ<*о» Уо> Г* _ 11 хо Да 11У о Па 1 И К (Л) I - SUP ш Т й Г ^ Л 1 cos (^(x0f y0))\ • 

де через j / (jc0f y0) позначено кут між власним вектором х0 та спряженим 
вектором у0. Для нормальних матриць Л, для яких за означенням 
Л*Л = ЛЛ*, х0 та у0 збігаються, тобто А*х0 = Х^0. Тому для таких 
матриць f X' (А) II = 1. 

Сформулюємо здобуті результати у вигляді теореми. 
Теорема 8. Абсолютне та відносне числа обумовленості задачі об-

числення простого власного значення Х0 матриці A Ç Matn ((C) стосовно 
матричної норми || • ||2 виражаються формулами 

і 
Äabs - ||Х' (Л)1 - tVXÎ lî> • " \™(^(х 0 ,у 0)) \ 

*ге1== W I V ( Л ) І 1 = |X 0 COSH Ï 0 , ^ 0 ) ) 1 » 
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де х0 — власний вектор матриці А, що відповідає власному значенню 
Я0, У о — спряжений до нього власний вектор матриці Л *, тобто Ах0 
= Яо^о, А *у0 = Х0у0. Зокрема, проблема власних значень для нормальних 
матриць е добре обумовленою з числом обумовленості £аьі = 1. 

Приклад матриці Чо :) 
в власними значеннями = Яа = 0 та збуреної матриці 

А 
= П 

з власними значеннями Яі,2 = ± К е показує, що для несиметричних 
матриць проблема власних значень може бути, взагалі кажучи, погано 
обумовленою. Дійсно, 

Û i - M _ Кі _ _ і ^ 
м - л і и е Уё 

тобто задача обчислення власного значення Я = 0 матриці А стосовно 
абсолютної похибки взагалі не є коректно поставленою задачею. 

Інший приклад, розглянутий у вступі (п. 2), показує, що обчислен-
ня власних значень як коренів характеристичного многочлена (навіть 
добре розділених і однократних) хоча теоретично і можливе, але потре-
бує великої обережності. Тому на практиці, як правило, застосовують-
ся інші методи, деякі з яких ми розглянемо далі. 

Метод степенів. Цей метод застосовується для ітераційного обчис-
лення найбільшого за модулем власного значення і відповідного влас-
ного вектора, а також власних значень, для яких відомі вже досить хо-
роші наближення. 

Нехай A ç Matn ((C) — матриця, яку можна звести до діагонального 
вигляду, з власними значеннями Я|, для яких 

\К\>\К\> ••• >\К\. 
Припустимо додатково, що не існує відмінних В І Д Я І власних значень, 
для яких І Xj \ = І Хг І, тобто існує r > 0 таке, що 

Ях = Я2 = • • • = Хп 

І*1І = І М = ••• = І я, і > і Xr+.\ і > . . . > | Я П | . 
Оскільки А зводиться до діагонального вигляду, то А має п лінійно 
незалежних власних векторів xt (Axt = Яtxt)9 які утворюють базис в 

Нехай t0 — довільний вектор, а послідовність {/i}t=o,i.2.... 
утворюється за правилом 

*Ж = A t i t / = 0, 1, . . . . 
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Вектор t0 можна подати у вигляді 
t0 = агхг + • • • + апхп, 

і тому 

Далі 
= « Л + . . . + а г* г + а ж ^ ^ ^ хг+\ + b 

1 тому В силу І X; / І < 1, / > r + 1, маємо 

Hm <! = а л + • • • + а,*,. 
оо Л| 

Припустимо додатково, що для t0 мае місце а ^ + ... + 0Lrxr Ф О, 
тобто /0 має «досить загальний вигляд». Нормуючи t\ = (т{°, ..., ті0)7 

яким-небудь способом, наприклад, 

= І Т ( / ; І = І И = ШАХ І T'J> І, 

дістаємо 

lim — ^ г - = Х19 lim zt = а ( а л + • • • + агхг), 
І-+ оо T у /->00 

де ех 0 — деяка нормуюча стала. Цей метод збігається до найбільшо-
го за модулем власного значення і відповідного власного вектора t = 
= а (ал + ... + 0Lrxr) (лінійна комбінація власних векторів, що від-
повідають є також власним вектором). 
Маємо, що для г = 1 (кх — просте власне число) граничний вектор 
z є незалежним від вибору /0 (якщо лише ах Ф 0). Якщо г > 1 — 
многократне власне значення), то z залежить від співвідношення кое-
фіцієнтів ..., а2 , тобто від початкового наближення t0. Швидкість 
збіжності ОЦІНЮЄТЬСЯ величиною І Яг+і/^1 І і є тим більшою, чим менше 
це число. З викладеного вище також випливає, що метод буде збігатися 
не до а до Xh і відповідного власного вектора, якщо вибрати в роз-
виненні для t0 aY = ... = oLk-\ = 0 , ah Ф 0 (гякщо додатково не існує 
відмінних від Яй власних значень з тим самим модулем). Проте це 
справедливо лише теоретично, бо внаслідок неминучих похибок за-
округлення ми вже після першої ітерації для о^ = 0 дістанемо 

t1 = ï\(At0) = eX1x1+â2X2x2 + ... +*пкпхп 

з деяким е ^ О , а І « а / , і = 2, п, і метод, таким чином, збігатиметься 
до Я4. 
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Якщо А не зводиться до діагонального вигляду і має єдине власне 
значення з найбільшим модулем, то ми можемо t0 подати через власні і 
головні вектори матриці А і аналогічно довести, що для t0 досить за-
гального вигляду метод степенів збігається до та відповідного влас-
ного вектора. 

Практична обмеженість описаного вище методу полягає в тому, що 
він повільно збігається, якщо абсолютні значення власних чисел близь-
кі, а також у тому, що за ним обчислюють лише одне (максимальне за 
модулем) власне значення і власний вектор. Цих недоліків, проте, мож-
на позбутися за допомогою методу зворотних ітерацій, запропонова-
ного в 1945 р. Віландтом. Цей метод застосовується тоді, коли для яко-
гось із власних значень Хь ..., Хп, наприклад Ху, відоме «досить хороше 
наближення» X, тобто 

Тоді для «досить довільного» початкового вектора /0 ç (С" будується 
послідовність 

( Л - Х / ) 

Якщо X Ф Xj, і = 1, п, то існує (А — X/)"1 і остання рівність еквіва-
лентна 

тобто цей метод є звичайним методом степенів для матриці (А — X/)""1 

та власних чисел 1/(ХА — X), k = 1, л, причому 

Припустивши знову, що А зводиться до діагонального вигляду і має 
власні вектори xif і = 1, я, і поклавши /0 = аххг + ... + а>пхп> діста-
немо для простого X; 

(X — ^ 

lim (hj — XYti = (XjXj. 
(-+OQ 

Швидкість збіжності тим більша, чим меншим є відношення І X; — X І / 
/1 XÄ — X І для тобто чим кращим є наближення X. Зауважимо, 
що матриця І4 — X/ для досить хороших наближень X є майже виро-
дженою, проте можна довести, що оскільки ми шукаємо лише напрям 
власного вектора, то ця задача є добре обумовленою і не виникає жод-
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них труднощів. Зазначимо також, що для обчислення t t досить один раз 
обчислити £/?-розвинення матриці А — XI і потім з його допомогою 
обчислювати розв'язки систем (А — XI) tt = і з різними правими 
частинами. 

Якщо нас цікавить не найбільше за модулем власне значення або ж 
потрібно розв'язати повну проблему власних значень, то розглянутий 
вище метод для цього непридатний. Оскільки остання задача взагалі 
складна і багатогранна, обмежимося далі лише повною проблемою влас-
них значень для матриць з різними власними значеннями. 

Найпростіша ідея, яка здавалось би веде до розв'язування повної 
проблеми власних значень, полягає в тому, щоб за допомогою перетво-
рень подібності, скажімо, за допомогою унітарних матриць, звести мат-
рицю А до діагонального вигляду. Перша ж спроба зробити це за допо-
могою матриць Хаусгольдера H показує, що це неможливо, бо нулі, 
які утворюються після множення на H зліва, «руйнуються» після мно-
ження на Q* справа: 

А = 

Проте легко помітити, що таким чином можна матрицю A ç Matn ((D) 
звести до так званої форми Хессенберга: 

А = 

де 

н = 1 
Я 0) 

я ® — (З X 3)-матриця Хаусгольдера, побудована за обведеним три-
вимірним вектором. Якщо А — ермітова матриця, то замість згаданих 
вище ситуацій матимемо такі: 

А = н . 
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та 

А = н 

причому в силу ермітовості матриці А матриця HAH* також буде 
ермітовою: 

(HAH*)* = НА*Н* = HAH*. 
Сформулюємо ці міркування у вигляді такої леми. 

Лема 2. Нехай A Ç Matn (С). Тоді існує унітарна матриця Р, яка 
є добутком (п — 2) матриць Хаусгольдера і така, що 

PAP* = 

* . 
• * 

о * *_ 
— форма Хессенберга для неермітових матриць та 

PAP* = 

Oti 
ß2 а 2 

ß2 О 

ft. 
.0 ßn «n 

— тридіагональна ермітова матриця для ермітоеих матриць (at = 
= at, тобто at — дійсні числа). 

Д о в е д е н н я . Продовжуючи описаний вище процес за допомо-
гою матриць відображення Хаусгольдера Р,, Рп-2, дістанемо 

форма Хессенберга для 
неермітових матриць, 
тридіагональна ермітова 
форма для ермітових матриць 

QR-метод. На ідеї зведення матриці до «простішого» вигляду за 
допомогою перетворень подібності будується ряд чисельних методів. 
Проте розглянемо спочатку загальніший ф/?-метод, який ефективно 
використовується на практиці. Історично цей метод, запропонований 
Ф. Френсісом у 1959 р. і В. М. Кублановською в 1961 p., можна роз-

А Рц—2 ... РгАР\ ... Рп-2 = 
р• 
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ґлядати як розвинення £/?-методу Рутісхаузера (1958 p.). Алгоритміч-
но вони дуже схожі, лише в останньому — замість ф/?-розвинення 
матриць застосовується /-/^-розвинення, що є недоліком, бо LR-роз-
винення існує не для всіх матриць (навіть невироджених). Q/?-po3BH-
нення матриці A ç Matn ((C) існує завжди, але з точністю до так званої 
фазової матриці 

S = diag ( е " \ . . . , е'ф*), і = 
Дійсно, якщо А = QR, де Q — унітарна матриця (QQ* = Q*Q = / ) , 
то разом з Q є унітарною матриця QS і (QS) (S*/?) = QR. 

Суть QÄ-алгоритму полягає в побудові послідовності матриць {At} 
за правилом: Ах = Л, Ak = QhRk (QÄ-розвинення), Ak+i = RhQb 
k = 1, 2, . . . . Ми бачили, що Q/J-розвинення матриць At можна вико-
нати/наприклад, за допомогою чисельно стійких перетворень Хаус-
гольдера Я/°, і = 1, п — 1; 

і . . . Н\і}АІ = Rit 

де Ri є верхньою трикутною матрицею. Оскільки для перетворень Хаус-
гольдера rfp маємо (Я}0)* = (Я/0)""1 = # ( Д то 

Q, = Я(і° . . . HÜLl Аі+і = RtH? . . . Я<1і. 
ЛемаЗ. Матриці At, Qit RtJ а також матриці 

РІ = QiQa • • • Qu Ui = RiRM ... Rv P0 = U0=* I 
мають такі властивості: 

1) Л / + і в подібною до Aif тобто Аі+і = Q M j Q j î 
2) Л,+і = ( Q i . . . Q i)*i41(Q1 . . . Q,) = / W V 
3) A' =PtUt. 

Д о в е д е н н я . 1) Оскільки ЛІ = QiRt, Q*iQi = / , то 

QMiQi = RiQt^At+i. 
2) Це твердження є елементарним наслідком 1). 
3) Із властивості 2) випливає, що 

Qx • . . . • QtAt+1 = Л ^ • . . . • Qu / = 1 , 2 , . . . , 
тобто 

. . . • Q ^ I ( Q i Ä i ) R w • . . . • /? ! = 
= Qj . . . . . Q/.iA,/?,«! = Л ^ . . . . . Qt^Ri-i . . . . . = 

= AiP t - iU t - i = A Î P ^ - 2 = . . • = Л = Л £ = 1, 2 

Наступна теорема, доведення якої проведемо за Вілкінсоном, дово-
дить збіжність Qfl-алгоритму. 
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Теорема 9. Нехай матриця А вв Аг ç Matn ( О мав такі власні 
значення, що 

І * І І > І * І І > ••• > \ К \ > 0 , (48) 
і нормальну жорданову форму D = diag (Àlf Яп) = YAY~~\ в якій 
матриця Y має LR-розвинення 

1 О" 

Y = LYRY» Ly = . RY=\ 

* * i 
Тоді матриці Ait Qt, Ri, визначені в QR-алгоритмі, мають такі вла-
стивості збіжності: існують фазові матриці 

S і = diag (а(і° <&), | а і " | = 1 
такі, що 

1) lim SU\Q tSt = l\ 
/->оо 

2) lim S(R t Si- \ = lim$/_u4jS/_i = 
/->оо /-»00 

зокрема 

lim а / / = Х / , / = 1, п9 /->00 

де а% — елементи матриці А І. 
Д о в е д е н н я . Оскільки А = XDY, X = Y"1 і існує то 

А( ШШ XD'Y - QXRXD'LYRY = QxRx (D'LyD~') D'RY, (49) 
де = X e (^-розвиненням невиродженої матриці Л в добуток 
унітарної матриці Qx та невиродженої верхньої трикутної матриці 
Неважко помітити, що матриця D'LyD""' S (/$) є нижньою трикут-
ною матрицею, причому 

'»-{і: ;<*: 
Оскільки І Я/1 < І І для / > fe, то lim $ = 0 для / > А, а також 

D'LYD-' = і +Е„ l imß , - 0 . 
/->00 
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Тому із (49) маемо 
А1 = QxRx (7 + Et) D'RY = Qx (/ + RxEtRxl) RXD'RY = 

= Qx(I + Ft)RxD'Ry, (50) 
де Ft = RxEtRx1, lim Ft = 0. 

i-*0O 
Розглянемо далі додатно визначену матрицю 

(У + F{f (/ + / > , ) - / + ЯІ, / / , = F? + F, + F:Fh 

в якій lim = 0 і скористаємося тим фактом, що будь-яка додатно 
визначена матриця має розвинення (див. метод квадратного кореня, 
п. 1.2.2) 

I + H t = R i ~ R h 

де Ri є верхньою трикутною матрицею з додатними діагональними еле-
ментами. При цьому зазначимо, що множник /?* залежить неперервно 
від матриці / + Ни тому 

lim Rt = /. 
І-+оо 

Матриця 

$ , - ( / + F , ) ЯГ1 

е унітарною, бо 

Q'Qi = (ЯГ1)* (/ + (/ + Ft) RT1 - (ЯГ1)* (/ + Я,) ЯГ' -

= ( * ? ' ) * ( * ; * , ) ЯГ1 ==/. 
Це означає, що матриця / + Ft має (^-розвинення 

/ + Ft = 
причому 

lim Q, = lim (/ + Fj) RT1 = / , lim Я, =* / . 
І-ЇОС . t->oo 1-+00 

Тому з (50) маємо 

А1 = (QxQdiRiRxD'Ry), 

де матриця QxQt є унітарною, а матриця RiRxD'Ry — верхньою три-
кутною. З іншого боку, з леми 4 випливає; що матриця А1 має також 
QÄ-розвинення 

А1 = PiUif Pi = Q1...Qh Di** Rt ... Rx. 
Оскільки Qfl-розвинення матриць єдине з точністю до деякої фазової 
матриці, то існують матриці 
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такі, що 

Pi=QxQiSt, Ut^S&RxD'Ry, />1, 
причому 

l i r a i s , = lim QxQi = Qx, 
і-»оо (-wo 

Qi = РТІїР, = S^iQr-tQ^;, SU&S, = Q'-iQ,, 
lim S?_iQ,S, = / , І-+00 

R, = UtU7h = StRtRxD'RY • ЯГ'Я-'+'Ях'&ІЗі-і = 

= ^ D t f j ' t f ^ i , lim S?/?,S,_i = 

ї оскільки At = Q*/?/, то 

lim SUAiSi-x = l i m S b Q ^ S ? / ? ^ = RxDRx1. 
oo l~>oc 

Матриця RxDRx1 є верхньою трикутною вигляду 

* 
о 

що і доводить теорему. 
Збіжність <?/?-алгоритму можна довести і при слабкіших обмежен-

нях, ніж в теоремі 9. Якщо, наприклад, 

І М > ••• > I M = I V + i | > ••• > \ к \ < (51) 
то для матриць At = (а% можна довести таку теорему. 

Теорема 10. Нехай із умов теореми 9 замість (48) виконується 
(51). Тоді 

а) lim а% = О V / , £ g {r, r -f- 1}, />k; /-»oo 
б) lim a f j = Kf для ]Ф r, r -f- 1; 

І-+оо 
в) матриці 

(сії «£+, \ 

WW I 
78 
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при і оо не збігаються, а їхні власні значення збігаються до К та 
Яг+ь тобто 

А,г_ і 
(•) (•) . 
(*) (*) 

0 К+2 

о о к п _ 

де збіжність має місце для елементів, які позначені Xj та 0, а також 
для власних значень (2 X 2)-матриць, позначених (*), які збігаються до 
Хг та Аг+і. 

Можна також довести, що коли матриця А зводиться до діагональ-
ного вигляду 

А = XDY, Y = )Г\ D = diag (*lf . . . , Хп), 
але Y не мае Lfl-розвинення, то Q^-метод все одно збігається, лише в 
граничній матриці діагональні елементи, які є власними значеннями 
матриці А, не обов'язково будуть впорядкованими за значеннями мо-
дуля. 

Звернемо увагу на такі недоліки Q/^-алгоритму в описаній вище 
формі: а) якщо матриця А повністю заповнена, то на кожному кроці 
АІ АІ+\ потрібно виконати О (л3) операцій; б) збіжність алгоритму 
невисока, якщо власні значення А/, Ї М > .... > | Хп \ погано розділе-
ні, тобто І Xj/Xk І « 1, і > k. 

Щоб усунути перший недолік, тобто зменшити кількість арифметич-
них операцій, матрицю А за допомогою перетворень подібності зво-
дять спочатку до форми Хессенберга (для матриць загального вигляду): 

•А, Ат = В, 

А^ТТ'Аі-ХТІ, В = Am = T~lAT, T = Tt 

В = 

або до тридіагонального вигляду (для ермітових, зокрема симетричних, 
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матриць): 

В = 

ê*i ß» о" 

ß2 • ßn 

.0 ßn 
Це можна зробити, використовуючи лише унітарні матриці ТІУ TT1 = 
= ТІ. Доведемо лему для симетричних матриць з дійсними компонен-
тами, якщо {А — послідовність матриць з ф?-алгоритму, тобто Ах = 
= A, Ak = QkRhi Ak+i^=RhQk, k = 1, 2 

Лема 4. Матриці A k мають такі властивості: 
1) Ak подібні до А, тобто А = QkAkQk , Qh Ç О (n); 
2) яяцо Л є симетричною, mo симетричними є і матриці Ak; 
3) якщо А е симетричною тридіагональною матрицею, то такими 

самими в і Ah, якщо Qk реалізуються за допомогою поворотів Гівенса. 
Д о в е д е н н я . 1) Це твердження доведене в лемі 3. 
2) Це твердження є наслідком властивості 1) і того, що для В ç 

Ç GL (n) 
(ВТ AB)7 = ВТАТВ = ВТАВ. 

3) Нехай А є симетричною тридіагональною матрицею. Реалізуємо 
Q за допомогою п — 1 поворотів Гівенса так, що QT = £2л-і,л ... 
Позначаючи через ® елементи, які виключаються, а через 0 нові не-
нульові елементи, дістаємо: 

* * ф 
» * ф 

АХ = А = 

• 

® 
• 
* 

• * 
® 

. Ф 
= Я = QTA, 

* ф • • ф 

• • • 
• • 

. Є 

* * 
* * 

Ф 
* Ф 

. . ф 
. * 

* * 

= RQ = QTAtQ = QTAQ. 
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За властивістю 2) матриця Л2 має бути знову симетричною, тому всі 
елементи, які позначені ® , в Л 2 насправді дорівнюють нулю. Отже, 
А2 Є тридіагональною. 

Вказаний вище недолік б) Q/î-алгоритму, а саме повільна збіж-
ність при І kj/Xh І « 1, } > k% можна усунути за допомогою так званої 
стратегії зсувів (Shift-strategy). Для цього на кожному ітераційному 
кроці і застосовується параметр зсуву аг і послідовність {А /} визнача-
ється таким чином: Ах = Л, Л/ — а г / = QtRi (QR-розвинення), А /+і = 
= RiQi + а і Л і ^ 1- Неважко довести, що для тридіагональних си-
метричних матриць (див. леми 3, 4) 

АІ+І = QtAtQf 
(А — otI) ... (А — охІ) = Qi ... QiRt ... Rv 

Послідовність {Л*} збігається до Л = diag (кІ9 ..., Яп) зі швидкістю 

пw djk 
kj — Oi bj — і 
Xft — ог 

... Ял — О(_І }>k. 

Параметри a t мають лежати якомога ближче до Kj . Вілкінсон 
запропонував такий метод вибору параметрів зсуву для симетричної 
тридіагональної матриці А: якщо 

Є , 
Є<'> 

то за at вибирається те власне значення (2 X 2)-матриці 

/ < Є , е!,0\ 

le»' é?) ' 
яке лежить ближче до dn. Крім методу явних зсувів для прискорення 
збіжності застосовується метод неявних зсувів, який, проте, виходить 
за рамки цієї книги. 

Для симетричних тридіагональних матриць потрібно виконати 
О (п) операцій, щоб відшукати кожне власне значення, отже О (па) опе-
рацій, щоб відшукати всі власні значення. 

Крім власних значень, нас цікавлять також власні вектори, які для 
симетричних матриць можна знайти таким чином: якщо Q £ £) (л), 
А « QTAQ, Л = diag(Ä1, ..., Яп), то стовпчики матриці Q апрокси-
мують власні вектори т\t матриці Л, тобто Q « ..., т)п]. 

Отже, для обчислення власних значень та власних векторів симет-
ричної матриці А можна запропонувати такий Qß-алгоритм. 
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1. Звести А до тридіагонального вигляду 

А-+Аг=*РАРт
9 Peß(n), 

Аг — симетрична і тридіагональна матриця; 
2. Знайти власні наближені значення за допомогою ф/?-алгоритму 

з поворотами Гівенса: Ä A, fie добутком поворотів Гівенса 
Qt 

3. Стовпчики QP є апроксимаціями власних векторів А: 
ЙР « [тії л J -

4 
Цей алгоритм потребує ~ — я3 множень для перетворення до три-

діагонального вигляду і О (я2) для виконання QR-алгоритму. Для за-
гальних матриць А спочатку виконується перетворення до форми 
Хессенберга, а потім за допомогою (?/?-алгоритму — до нормальної 
форми Щура (комплексної верхньої трикутної матриці). 

1.2.6. Розвинення матриці за сингулярними числами. Нехай A Ç 
£ Matm,n (IR) — прямокутна матриця з дійсними елементами. Наступна 
теорема доводить існування розвинення матриці Л, яке називається 
розвиненням за сингулярними числами і є корисним у багатьох практич-
них застосуваннях. 

Теорема 11. Нехай А £ Matm,n (IR) — довільна дійсна матриця. 
Тоді існують ортогональні матриці U ç £5 {m) та V Ç Ö (n) такі, що 

UTAV = 2 s diag (crlf . . . , (Tp) g Matm.n (IR), 
де p = min (m, n)9 ax ^ a a ^ ... ^ op ^ 0. Розвинення 

A = U2VT або = 2 
називається розвиненням матриці А за сингулярними числами аІ9 і = 
= Ї 7 р . 

Д о в е д е н н я . Досить довести, що існують U Ç О (m) та К £ 
£ £) (n) такі, що 

в)' 
і далі застосувати метод математичної індукції. Нехай а = | |Л|2 =» 
= max II Ах ||2. Оскільки максимум досягається, то існують вектори 
v £Rn, и £ Rm, для яких 

Av = ou та ||и||2 = | М І 2 = 1-
Розширимо {и} до ортонормованого базису {ü = ..., Vn} простору 

{и} — до {и = I/lf ..., простору ИГ. Тоді 

V — И » ] та £/ = [t/ l f . . . , t / J 
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є ортогональними матрицями, V Ç Ö (л), U Ç О (m), причому 
т (a wT\ 

Аг=иТМ = {0 В У 
де w Ç Щп 1. Оскільки 

то. 

- к 

0 а + і ш | +№î) -

^»/ÏKw. 
звідки дістаємо до = О, тобто насправді 

< sup і А гх g/| * І = \Аг % = И І = 0 і , 

UTAV 
- Г . в ) -

Розвинення за сингулярними числами матриці містить найважливі-
шу інформацію про неї, що випливає з таких наслідків теореми II. 

Н а с л і д о к . Нехай UTAV = 2 = diag (o l f . . . , ар) — розвинення 
за сингулярними числами матриці А, де р = min (m, п). Тоді: 

1) AV t = CiUi, A7 U і = Of Vi V і = 1, /7, де î /j та Vt — стовпчики 
матриць U та V відповідно; 

2) я/ш{0 оj ^ ... > ог > оу-н = ... = Op = 0, mo 
rang A = r, ker Л = span {Kr+i, . . . , Vn}, im Л = span {Uu ... t Ur}9 

де ker Л — ядро оператора A, im Л — доповнення ядра оператора 
A (span означає лінійну оболонку); 

3) К Л IIa = ои де ох — найбільше сингулярне число; 

(п Л1/2 

2 1 Л/1|2) , де Ai — стовпчики 
матриці А, маємо 

IIЛ IF = о? + . . . + «£; 
Б) числом обумовленості матриці А відносно евклідової норми | • |а є 

k2 (A) s cond2 Л = Oj/Op, 
де <JX — найбільше, a Op — наймениіе сингулярні числа; 

6) квадрати сингулярних чисел а?,..., о2
р є власними значеннями мат-

риці А7 А та А А7, які відповідають власним векторам Vlt Vp та 
U v Up. 
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Оскільки норма \ • |2 інваріантна щодо ортогональних перетво-
рень U та Vy розвинення за сингулярними значеннями матриці А при-
водить до зручного зображення псевдооберненої матриці А+, про яку 
йтиметься в п. 8. 

Ми бачили, що сингулярні числа матриці А пов'язані з власними 
числами матриці АТА формулою 

а, (А) = ] Л , (А7А). (52) 
Оскільки А7А є симетричною матрицею, то задача обчислення її влас-
них значень добре обумовлена і тому, здавалося б, формула (52) дає 
зручний метод обчислення сингулярних чисел. Наступний приклад 
показує, що такий шлях все-таки непридатний. 

Прикладе. Користуючись гіпотетичним комп'ютером, що оперуе десятковими 
чотиризначними числами, дістаємо 

Т /1.005 0,995\ 
=(о ,995 1,005/' * = = -0 ,01, 

« мТ /2,000 2,000\ , Л II (А А) = ^ооо г'.«»)' J"*' ^ = 

Тому доцільно знайти алгоритм обчислення сингулярних чисел, який оперуе лише 
a матрицею А. Для цього потрібно знати, які перетворення матриці А зберігають 
ЇЇ сингулярні числа. 

Лема 5. Нехай A Ç Matm,„ (R), R ç fî (n), Q ç Ö (m). Тоді матриці 
A та В = PAQ мають однакові сингулярні числа. 

Доведення очевидне. 
Ідея алгоритму обчислення сингулярних чисел тепер полягає в то-

му, щоб за допомогою ортогональних перетворень такого вигляду, як в 
лемі 4, звести матрицю А до бідіагонального вигляду 5 , а потім до три-
діагональної симетричної матриці ВТВ застосувати ф/?-алгоритм. Для 
визначеності вважатимемо т^п. 

Лема 6. Для будь-якої матриці A Ç Matm.n (IR), m^n, існують 
ортогональні матриці Р £ (т) та Q ç fî (л), які е добутками мат-
риць Хаусгольдера, такі, що 

~~ * # ~~ 

* 
0 ... 0 

_ 0 . . . 0 -
де В — квадратна бідіагональна матриця. 

м 



Д о в е д е н н я . Покажемо схематично перетворення за допомо-
гою матриць Хаусгольдера: 

А = Pf 
* 

0 • 

0 • 

•Qt 
• * 0 . . . O l 
О * * . . . * l / v 

о * » . . . * J 

• • о 
О * * 
о о • 
0 0 * 

Як видно, 

JV-1-

Со) 

* 
* * 

о 

о 

/>„_, . . . P ^ Q ! . . . Qn-2-

* 
* 
О 

Со) 

Щоб спростити Q/î-алгоритм для тридіагональної симетричної матриці 
BTBt намагатимемося знайти таку його версію, яка оперує лише мат-
рицею/?. Для цього виконаємо перше виключення за допомогою матри-
ці Гівенса в матриці С = ВтВ: 

С Q^Ö^-ßS^ = (BQ\2)T BQI29 

вт в 
де 

Ъ = 5Й12 = 

Є * 

і на місці ф утвориться новий ненульовий елемент. Продовжуючи цей 
процес виключення в матриці С = ВТВ помічаємо, що він відповідає 
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такому процесу виключення в матриці В\ 
• • 23 

* * Ч 
z4 * * z7 

%2п—6 • • • %2п—3 
22л—4 . • 

%2п—2 * 
бо виключення г2 (множення на матрицю Гівенса зліва) приводить до 
появи г3, виключення z3 (множення на матрицю Гівенса справа) до поя-
ви zA і т. д., нарешті, виключення Z2n-3 (множення на матрицю Гівенса 
справа) приводить до появи елемента ггл-2, який виключається мно-
женням на матрицю Гівенса зліва. Образно кажучи, ведеться «переслі-
дування» нових елементів г2, г3, .... вздовж діагоналей і ці елементи 
виключаються поступово почережним множенням на відповідні матри-
ці Гівенса зліва і справа (англійською мовою цей процес називається 
chasing). Зрештою матриця знову має бідіагональний вигляд і ми, та-
ким чином, ітераційний крок Qfl-алгоритму для В 7В (він полягає в 
переході ВТВ ->• R s Ві = CQT і далі в множенні RQ = ВТ\ВJ звели 
до операцій лише над В. Із теорем про збіжність Qß-алгоритму маємо 

В І В к ^ A = diag(oî, о„) = 2 2 при k ^ o o . 
Звідси випливає, що послідовність {Bh} збігається до діагональної 
матриці сингулярних значень матриці В (а також А): 

Отже, ми дістали такий QR-алгоритм обчислення сингулярних зна-
чень матриці А. 

1. За допомогою ортогональних перетворень (наприклад, перетво-
рень Хаусгольдера) Р £ Ö (m), Q ç О (ri) звести матрицю А до біді аго-' 
нального вигляду 

де В £ Matn (R) — верхня бідіагональна матриця. 
2. Виконати Q/^-алгоритм для застосувавши chasing-метод 

для В. Визначати таким чином послідовність бідіагональних матриць 
{ВА}, яка збігається до діагональної матриці сингулярних значень 2 . 

Якщо m = пу то кількість арифметичних операцій становить: 4 
~ п3 множень на кроці 1 та 0 (п2) множень на кроці 2. 

B h - + 2 при k оо. 
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1.2.7. Розв'язування систем лінійних алгебраїчних рівнянь з пря-
мокутною матрицею. Розглянемо таку задачу: знайти x £ R n такий, 
що для заданих fr £ та матриці А £ Matm,rt (Д) 

Якщо такий вектор х Ç IRn існує, то система лінійних алгебраїчних 
рівнянь (53) називається сумісною (тоді залишок г в і — Ах = 0) в 
іншому разі — несумісною. 

Нехай ранг матриці А дорівнює г, що стисло запишемо так: rang А = 
= г. З лінійної алгебри відомо (критерій Кронекера — Капеллі), що 
система (53) сумісна тоді і лише тоді, коли ранг r матриці А дорівнює 
рангу т розширеної матриці А = (А, fr). При m = n = r система 
(53) має єдиний розв'язок, методи відшукання якого ми розглянули ра-
ніше. Слід лише зазначити, що при великому числі обумовленості не-
виродженої матриці А її можна трактувати як вироджену і розв'язува-
ти за допомогою алгоритмів, що спираються на розвинення матриці А 
за сингулярними числами. 

Якщо m < пу r = r ^ m, то розв'язок системи (53) існує, але не є 
єдиним. Він визначається через n — r невідомих, які називаються 
вільними, бо можуть набувати довільних значень. Іншими словами, 
розв'язок визначається з точністю до елементів підпростору ker А с= 
с= IRn розмірності п — г, що утворюється множиною розв'язків одно-
рідного рівняння Ах = 0. Як відомо, існують n — r лінійно незалеж-
них розв'язків цієї системи, що утворюють базис в ker А. Цей підпро-
стір називається ядром оператора А : IR" ->• IRm. 

Для розв'язування системи (53) і в цьому разі можна застосувати 
алгоритм Гаусса. Неможливість вибору ненульового головного еле-
мента з пошуком по всій матриці на (г + 1)-му кроці означає, що 
rang А = г. Зауважимо, що перевірка на «нуль» максимального за 
модулем елемента (тобто головного елемента) має виконуватися його 
порівнянням з машинною точністю eps. В результаті алгоритм виклю-
чення Гаусса з вибором головного елемента по всій матриці зупиниться 
на кроці 

Ах = fr. (53) 

(Л, fr)->(#, fr), Я = 0 
• 

0 
t 

r + l 
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де Rr — невироджена верхня трикутна матриця, Ап-г — вироджена 
(n — r) X (п — г)-матриця, В — прямокутна г х (п — г)-матриця. За-
уважимо, що в результаті перестановок стовпчиків робиться перейме-
нування (перенумерація) невідомих. Після цього невідомі хг+и •••» *п 
оголошують вільними і розв'язки системи (53) задають формулою 

* = (х{г\ 
де 

xir)=R7l (b{r)-Bxin-% 

xir) = (xl9 . . . , xr) ç IRr, = {xr+u . . . . хп)т Є ПГ~Г, 

a вектор b(r) £ IRr складається з перших г компонент вектора "Ь. 
Якщо система (53) сумісна, то це означає, що існує принаймні один 

вектор x Ç IRn, для якого г(х) єз b — Ах = 0, 
тобто (J r (x) J s J r (х) lb = 0. Якщо ж система несумісна, то це означає, 
що в IR" не існує вектора х, для якого \\r (jt) 1 = О.Але доцільно сфор-
мулювати таку задачу: знайти такий вектор x Ç lRrt, що для заданих 
b Ç Rm, A Ç Matm,n (IR) 

IIг (х) II = II ^ — Ах\= min. (54) 
Вказаний вектор х і вважатимемо за розв'язок системи (53) в смислі ме-
тоду найменших квадратів. Така постановка задачі має такий практич-
ний зміст. Відомо, що деяка фізична величина, яку можна вимірювати, 
змінюється за законом 

<р(/; хг, xn) = a1(t)x1 + ... + an(t)xn, (55) 
тобто лінійно залежить від невідомих параметрів хІ9 ..., xnt а функції 
aj (і) відомі. Оскільки кількість вимірювань може бути довільною, ви-
мірювання на практиці завжди містять деяку похибку і, крім того, ви-
гляд функції (55) нам відомий лише наближено, то система лінійних 
алгебраїчних рівнянь 

(56) 
<*i (Ux і + ••• + a n ( t j x n ^ b m 9 

яку стисло записуватимемо у вигляді 
Ах « Ь9 А = (at!) Є Maіт.п (R), ац = а, (/,), 

як правило, несумісна. Задача полягає в тому, щоб знайти вектор х9 
якиЯ у певному розумінні (наприклад, у розумінні (54)) якнайкраще 
задовольняв рівність (56). З цієї причини задачу (54) називають також 
лінійною задачею вирівнювання (вирівнювань). Як приклад найпрості-
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шої фізичної залежності вигляду (55) мо-
же служити закон Ома ф = xt, де / — сила 
струму, ф — напруга, х — опір провідни-
ка. Такий вигляд функція ф (напруга) має 
лише для певних (а саме середніх) темпера-
тур. 

Зауваження. Якщо замість нор-
ми 1 • Р2 у постановці задачі (54) взяти | • ||„ 
то дістанемо стандартну задачу лінійного 
програмування, яка відіграє важливу роль 
в математичній економіці. Можна вибрати і норму (| • !<*, але далі в 
цьому параграфі розглядатимемо норму (| « |2, зокрема тому, що вона 
природно зв'язана зі скалярьим добутком і припускає наочні геомет-
ричні інтерпретації. 

Далі обмежимося випадком m ^ п. 
При розв'язуванні задачі (54) шукаємо точку г = Ах з множини 

образів R (А) оператора Л, яка лежить найближче до заданої точки 6. 

При m = 2, п = 1 маємо A ç Mat2.i (IR), R (A) ç IR2. Нехай A -= (p). 

Тоді Ах = Ip^J і в площині (х9 у) маємо у = JC, тобто R (А) являє 

собою або точку (0,0), якщо А = [jjj, або ж деяку пряму, що проходить 

через початок координат (рис. 12). Помічаємо, що — Ах\\ буде мі-
німальною, якщо X = X*, де X* — число, для якого Ах* є ортогональ-
ною проекцією вектора Ь на підпростір R (Л). Сформулюємо цей резуль-
тат в абстрактній формі. 

Теорема 12. Нехай V — скінченновимірний евклідів простір із 
скалярним добутком ( •, • ), U — деякий підпростір, U а V і 
U1 = {V ç V І (v, и) = 0 V и Ç Щ — його ортогональне доповнен-
ня до V. Тоді для норми Ц f 1 = V(v, и) і для всіх v ç V співвідношення 

\u — v\ = mini a ' — vi (57) 

та и — v ç U1 еквівалентні. 
Д о в е д е н н я . Нехай и ç U — елемент (єдиний), д ія якого 

v — и є U1. Тоді для будь-якого u* Ç U маємо | о — и' Iа e {v — и\ v — 
— и'} = (v — и 4- и — и\ V — и + и — u') = \v — uf + 
+ 2 ( v - u , u - u ' ) + \\u-ufr = l v - u f + \ u - u ' f > \ v — u f 4 
причому рівність має місце тоді і лише тоді, коли и' = и. 

Теорема 12 дає єдиний розв'язок и Ç U задачі (57), який називаєть-
ся ортогональною проекцією елемента v на U. Відображення 

P:V-*U, v^Pv, 
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яке виражається рівністю 
\v — Pv\ = minflc; — 

«€ U 
є лінійним і називається ортогональним проектором з простору V на 
підпростір U. 

Теорема 12 залишається вірною, якщо U замінимо деяким афінним 
підпростором W = w0 + U er V, де wQ Ç V, a U є паралельним до IP" 
підпростором. Тоді для будь-яких v £ V w ç W матимемо 

Іu — w\= min Iv — w'l&v — wÇU1. 
w'£W 

Відображення 
P : V IT, v Pu, і Ü — Pu J = min || v — w | 

wQW 
є афінним лінійним відображенням, яке також називається ортогональ-
ною проекцією V на афінний підпростір W. 

За допомогою теореми 12 можна тепер довести існування та единість 
розв'язку лінійної задачі вирівнювання. 

Теорема 13. Вектор х ç lRn е розв'язком задачі (54) тоді і лише то-
ді, коли він задовольняє таку систему нормальних рівнянь: 

АТАх = АгЬ. (58) 

Цей розв'язок єдиний тоді і тільки тоді, коли ранг матриці А е макси-
мальним, тобто rang А = п. 

Д о в е д е н н я . Застосовуючи теорему 12 до V = IRm та U =» 
= R (А), маємо 

II & — Ах\\ = min <=> (b — Ах, Ах') = О V 6 Ш" « 

<*(АТ(Ь — Ах), х') = O V J c ' e l R n » ^ r ( f t — Лх) = 0 » 

<=> А тАх = АТЬ% 

тобто дістаємо перше твердження. Друге твердження випливає з того, 
що АТА тоді і лише тоді має обернену матрицю, коли rang А = п. 

Як випливає з доведення, геометрично нормальні рівняння вира-
жають те, що & — Ах є ортогональним до R (A) cz Rm, звідки і похо-
дить назва. 

Розглянемо задачу чисельного розв'язування нормальних рівнянь 
за умови однозначного розв'язку, тобто rang А = п. Оскільки матриця 
АтА є симетричною додатно визначеною, то природно застосувати ме-
тод квадратного кореня (метод Холецького). При цьому для обчислення 

А7А потрібно ~ -у n2m операцій (множення), а для факторизації АТА — 

ще ~ -д- п3 операцій. Отже, в цілому кількість операцій становить 
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1 2 ~ -2-/zam при m > ri та ~ -g- л3 при я « m. Недоліком такого методу 

є те, що вже ЛГЛ вимагає обчислення п2 скалярних добутків і це при-
зводить до додаткових похибок заокруглення. Тому краще було 6 по-
будувати алгоритм, який оперує лише матрицею А. Іншим недоліком 
вказаного вище підходу є те, що число обумовленості матриці АТА 
значно більше, ніж число обумовленості матриці Л, про що йдеться в 
наступній теоремі. 

Теорема 14. Для будь-якої матриці A Ç Matm A (R) рангу р = 
= min (m, п) 

cond2(АТА) = \ АТА LI(АТА)"11 = [conda(А)]*. 
Д о в е д е н н я . Використовуючи розвинення за сингулярними 

числами матриці А 

А = UZV7, 2 = diag(<7 l t . . . , <тр)gMatm.„(R), f /ÇO(m) , 
^ Є О ( л ) , < т х > 0 а > ••• > o p > 0 , 

дістаємо таке розвинення за сингулярними числами матриці А7 А: 
А7 А = {UVV7)7 UVV7 = VWTU2VT = У221/г, 

де 
P = diag(o? ^ ) € M a t m n ( R ) , 

тобто 

cond2 (АТА) = о? / o j = [conda (Л)]2. 
Хоча через те що матриця А7А та права частина АІ зв'язані і тому 

обумовленість матриці А7А та розв'язку задачі (54) (відносно вхідних 
даних Л та Ь) не однакові, все ж згадані вище міркування вимушують 
шукати інші методи розв'язування, бо на практиці вже сама матриця 
Л, як правило, є погано обумовленою. 

Розумною альтернативою методу квадратного кореня можуть бути 
методи, що грунтуються на ортогональних перетвореннях (див. п. 6) 
та (^-розвиненні матриці Л. Нехай для Л Ç Matm/l (R) відома ортого-
нальна матриця Q € О (/я), для якої 

QTA = # 

0 . . . 0 

0 . . . о 

(59) 
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де R — верхня трикутна матриця. Матрицю будемо називати верх-
ньою трикутною формою для прямокутної матриці А. Основою методу 
ортогональних перетворень для задачі (54) є така теорема. 

Теорема 15. Нехай A (j Matw,n (IR), m > n, мав максимальний ранг 
n, b £ lRm, Q Є Ö (m) — матриця, для якої 

де Ьг ç IRn, b% £ Rm rt, R ç Matn (IR) — невироджена верхня трикутна 
матриця. Год* де = R~xbx в розв'язком задачі (54). 

Д о в е д е н н я . Оскільки ортогональні перетворення зберігають 
норму J • |2, то для будь-якого x £ IR" маемо 

1 b - Axf « |Qr(b -Ax)f = |( 01 )[ = 

причому для x = R~xbx І b — Ах (І2 = Il b% f . 
Для зведення матриці A до вигляду (59) (ф/?-розвинення), тобто 

для побудови матриці Q, можна застосувати вже відомі нам повороти 
Гівенса та відображення Хаусгольдера (див. п. 4). Неважко підраху-
вати, що при застосуванні поворотів Гівенса на QÄ-розвинення потріб-

п2 4 л3 
но ~ -g- операцій добування квадратного кореня та ~ —— операцій 
множення, якщо m « п\ ~ тп операцій добування квадратного коре-
ня та ~ 2тп2 операцій множення, якщо т^> п. 

Застосовуючи теорему 15, для розв'язування задачі | b — Ах | = 
= min можна запропонувати такий алгоритм з використанням відоб-
ражень Хаусгольдера. 

А л г о р и т м 4. Розв'язування задачі (54) за допомогою відобра-
жень Хаусгольдера. 

1. А = QR, де Q == Qi-.Qp, p = min (m — 1, л), 
(h-1 0 \ 
\ о Q J 

Ik-1 6 MaU_i (IR) — одинична матриця, Qk Ç ß (m — k + 1) — матриця 
Хаусгольдера. 

2- (bu b2)T = QTb, де Ьг € Г , b2 e IRm~n. 
3. Rx =bx — зворотна підстановка з верхньою трикутною матри-

цею R. 
Обчислювальні затрати: ~ 2п2т операцій множення, якщо m о 

> п\ ~ -у п9 операцій множення, якщо m œ п. 
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1.2.8. Узагальнена обернена матриця. Ми бачили вище, що роз-
в'язок задачі 

\\Ь — Ах\\ = тіп (60) 
у випадку A ç Matm>n OR), m > /і, rang A = n9 є розв'язком системи 
нормальних рівнянь 

АТАх= АТЬ 
і лінійно залежить від Ь9 що ми формально можемо записати 

х = А+Ь, 

де А+ = (АТА)~~1АТ. Оскільки А+А = / , то А+ називається псевдо-
оберненою матрицею для A Ç Matm n (IR). Поняття псевдооберненої 
матриці можна поширити на матриці A (j Matm,„ (IR) довільного рангу. 
В цьому разі розв'язок задачі (60), взагалі кажучи, не єдиний. Нехай 

P:Rm-+R(A)c: IRm 

— ортогональний проектор простору IRm на множину значень оператора 
(матриці) Л, тобто | и —~Ри || = min || и — и ||V и ç R"1, PuqR (A). 

v£R{A) 
Тоді з теореми 12 випливає, що розв'язки задачі (60) утворюють афін-
ний підпростір 

L (b) = {х £ IR* 11 b — Ах II = min} ={x£Rn\Ax = Pb}. 

Якщо X £ L (b) є деяким розв'язком задачі (60), то всі розв'язки визна-
чаються формулою 

L(b) = x + N(A), 
де N (І4) — нуль-простір (ядро) оператора А. Щоб визначити єдиний 
розв'язок, виберемо з множини L (b) вектор X, який має найменшу нор-
му )| • U, і позначимо його 

х = АЧ. 

Неважко помітити, що х є ортогональною проекцією початку коорди-
нат 0 Ç IR" на афінний підпростір L (b) (рис. 13). Зрозуміло, що най-
менший розв'язок X має бути ортогональним до у 
N (Л), тобто X — однозначно визначеним вектором _ 1 

x ç N (Л)1 , для якого І b — Ах\\ == min. Звідси 
маємо таке означення псевдооберненої матри-
ці А+. 

Означення. Псевдооберненою матрицею 
для деякої матриці А £ Matmtn (IR) називається 
така матриця g Matп,т (IR), що для будь- рИс, 13 
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якого заданого b Ç 1RW вектор x = A+b є найменшим за нормою розв'яз-
ком задачі (60), тобто 

A+b£N(A)L, \\Ь —А А+Ь\\= min. 
Для наочності доцільно використовувати таку діаграму, в якій t 

означає включення: 

Р = А+А ft і, І\\Р =АА+. 
R(A+) = N(A)l R(A) 

За означенням ортогонального проектора Р = IRm R (А) 
Р = Л Л + , 

а Р = Л + Л є проектором з lRn на ортогональне доповнення N (Л)1 

(fl x — А*Ах J = min (І x—у ||, x Ç IR" за означенням). Із властивостей 
УЄН(А)1 

проектора випливає, що 
Л + Л Л + = Л + , ЛЛ+Л = А. (61) 

Будь-який ортогональний проектор Q : X Y с X є симетричним, 
бо 

(х-Рх, = OVxtX, y £ Y ^ ( x , y ) -
— (Л:, Рту) = 0<а(х, у—Рту)= 0, PT:Y-+X. 

Таким чином, 
(А+А)т = Л + Л , (ЛЛ+)Г = Л Л + . (62) 

Властивості (61), (62) однозначно визначають псевдообернену матрицю, 
що стверджує така теорема. 

Теорема 16. Псевдообернена матриця Л + ç Matrt w (IR) для довільної 
матриці A Ç Matmrl (IR) однозначно визначається умовами (61), (62). 

Д о в е д е н н я . Для псевдооберненої матриці Л4" з означення 
умови (61), (62) виконуються, бо Л+Л та ЛЛ4" являють собою ортого-
нальні проекції на N (Л),1 = R (Л+) та R (Л) відповідно. Навпаки, 
умови (61), (62) визначають ортогональні проектори Р = Л + Л та Р = 
= Л Л + , бо РТ = Р = Р2, Р 7 = Р = Р2, і з (61) випливає, що Р та 

Р є ортогональними проекторами на N (А) та /? (Л) відповідно (тобто 
R (Р) = N (Л), /? (Р) = R (А) і проектори Р та Р умовами (61), (62) 
визначені незалежно від Л + ) . З умов (61), (62) випливає також єдиність 
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А+, бо якби існували At. At, At Ф At, що задовольняють (61), (62), 
то ми мали б 

P = AtA = AtA, Р = AAt — AAt, 
At - At AAt = ЛЇ" ЛЛ^ = . 

Теорему доведено. 
Умови (61), (62) також можна було б взяти за основу означення 

псевдооберненої матриці Л + . Ці умови називаються аксіомами Му-
ра — Пенроуза, а матриця Л4" називається також псевдооберненою мат-
рицею Мура — Пенроуза. Якщо за основу означення взяти лише 
частину аксіом Мура — Пенроуза, то мова йтиме про узагальнену обер-
нену матрицю. 

Зупинимося далі на алгоритмі обчислення х = А*~Ь з означення 
де використовується Qß-розвинення. Нехай р = rang Л ^ min (m, n). 
Припустимо додатково, що матрицю Л за допомогою ортогональних 
перетворень (наприклад, відображень Хаусгольдера) без перестановки 
рядків можна звести до верхнього трикутного вигляду, тобто існує Q Ç 
6 ß (m) така, що 

« Н о « ) • < М > 
де R £ Matp (IR) — невироджена верхня трикутна матриця, S £ 
ç Matршп-р (IR). Вектори х та Qb подамо у вигляді 

Звернемось до леми, яка дає характеристику розв'язків задачі | b — 
— Ах І = min. 

Лема 7. Вектор х Ç lRrt тоді і лише тоді е розв'язком задачі / b — 
— Ах І = min, коли 

хл = R - \ — R-lSx2. 
Д о в е д е н н я . Евклідова норма інваріантна відносно ортого-

нальних перетворень, тому 
І b-Ах f - И Qb - QAx p = II RXl + Sx% - bt ||2 + 1 b2 f . 

Останній виразе мінімальним тоді і лише тоді, коли Rxx + Sx2 — bx = 
= 0. 

Випадок p = rang Л = n відповідає перевизначеній системі ліній-
них алгебраїчних рівнянь максимального рангу9 для якої 
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дістаємо розв'язок х = хг = R }bv Розв'язок при р <п ^т дає 
така теорема. 

Теорема 17. Нехай р<п, V == /?~~lS Ç M a t ( I R ) , u = £ 
Ç IRP. Tod* єдиний розв'язок задачі | b — Ах || = min, який мае міні-
мальну норму, визначається за формулами 

* = * i ) € R p x 
(/ + VTV) х2 = VTu, хх=и — Vx2. 

Д о в е д е н н я . З попередньої леми випливає, що для розв'язку 
x = (хІ9 х2) задачі J ft — Ах Ц = min, маємо хг = и — Vx2. 
Тому 

= [ u f — 2 (и, Vx%) + {Vxt, Vx%) -f- (xt, xa) = 
= I " P + <*»,(' + VTV) x% - 2VTu) s ф (*,), 

причому 
ф' (x,) = - 2VTu + 2(1 + VTV) xit ф" (xa) = 2(1 + VTV). 

7* 
Оскільки матриця / V V є симетричною і додатно визначеною, то 
при х2 такому, що <р' (x^j = 0, тобто (/ + VTV) х2 = VTu9 функція 
Ф (*2) набуває мінімуму. Теорему доведено. 

Для розвинення матриці / + VTV на трикутні множники доцільно 
застосувати метод квадратного кореня, і тому для обчислення розв'яз-
ку x = A*b задачі || ft — Ах || = min з найменшою нормою можна 
запропонувати такий алгоритм. 

А л г о р и т м 5. Обчислення х = А+Ь для A Ç Matm/l (IR)f Ь ç 
ç IRm за допомогою QR-розвинення. 1. Qß-розвинення (63) матриці А рангу р. 

2. Обчислення V £ Matp.„_p (IR), RV = S, V = RTlS. 
3. Трикутне розвинення методом квадратного кореня 

/ + VTV = LLt
9 

де L £ MatЛ_п (IR) — нижня трикутна матриця. 
4. (6ь ft/ - Qb9 bx Є IR", fta 6 ИГ" ' . 
5. Обчислення u £ IRP з = b t . 
6. Обчислення jc2 ç !Ra"p з LLTx2 = VTu. 
7. Обчислення JCx = и — Vx2. 
Тоді маемо x = (xl9 x2)T = A+b. 
Тепер розглянемо обумовленість задачі вирівнювання в найпрості-

шому випадку A Ç Matm.n (IR), m ^ п 9 rang А = п. Як ми вже бачили, 
за цих умов розв'язок задачі || ft — Ах Ц = min дається формулою 

x = A4, Л+ = (АТАГ1 Ат. 
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Якщо за вхідні дані вважати лише вектор b ç IRm, а матрицю А вважати 
сталою, то задача (/, b)f f (ft) == A*b мае аналогічно до систем лінійних 
алгебраїчних рівнянь відносне число обумовленості (за нормою) 

и __ Н+1ІИН _ IA+ЦЫ 
\A+b\ ~ 1*1 

та покомпонентне відносне число обумовленості 

М + U&lloo ІІОО ІІ̂ ІІоо kc = 
М+*1оо 11 

Нехай тепер елементи матриці А розглядаються як вхідні дані задачі. 
Розглянемо відображення f (Л) = A+b : Matmtrt (R) Rn і обчислимо 
його похідну за Гато (похідну за напрямом С ç Matm§n (IR)). За озна-
ченням 

Г(Л)С-lim f « + **-t<*> , i h = /-»0 1 0 1 

s lim КЛ + tcf (A + tor1 (A + tC)T - (ATA)-{ AT 

t-+о i 

e jim [/ + і (ATA)-] (ATC + CTA) + О (t*)rl (ATA)~X (AT + Crt) - Л+ 
/->o t 

Оскільки t 0, то при достатньо малих t матимемо (| G | < 1, де G = 
=s t \АТАГХ (ATC + CTA) + 0 (tz)9 і тому можна скористатися роз-
виненням 

( /+ -G) - 1
 = / - G + ( ? - G ' + | G | < 1 . -

Матимемо 
Г(А)С-

= jim [/ - і (АТА)~] (АТС + СТА) + О (/»)) (ЛГЛ)-' (Лг + ІСТ) - А+.ь = 

/-»о ' 
= Г— Д+СЛ+-+ (і4Г/4)-1 С г (/ — ЛЛ+)] Ь. 

Для розв'язку де = f (Л) г з задачі | b — Лл: | = min знаходимо 

f (А) С = — Д+С* + (ЛГЛ)_1 Ст (b — Ах). 
Звідси для відносного покомпонентного числа обумовленості маємо 

. І / ' М ) | , И и , II А+ L і A a JX L + Д (Л Г Л)~' t » Л IL lb — А х I , 
0 üJZ 1*1. 

Як бачимо, до числа обумовленості лінійної задачі вирівнювання поряд 
в відомим уже з розгляду лінійних алгебраїчних рівнянь складовим 
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1 Л + 1 » 1 Ліво IIл:НОР ВХОДИТЬ залишок (нев'язка) г = b — Ах. Хоча з нор-
мальних рівнянь випливає, що Л Г / , = 0» проте|| Аг||00||г|00 дорівнює нулю 
лише в спеціальних випадках. Таким чином, якщо залишок «досить 
великий», то лінійна задача вирівнювання поводить себе по відношен-
ню до помилок вхідних даних (в матриці Л) суттєво по-іншому, ніж 
задача розв'язування системи лінійних алгебраїчних рівнянь. З цієї 
причини у випадку «великого» залишку r = b — Ах, m ^ л, rang Л = 
= n, після відшукання х із системи нормальних рівнянь рекомендуєть-
ся виконати одну уточнюючу ітерацію для перетвореної системи нор-
мальних рівнянь з симетричною матрицею 

в якій г розглядається як змінна. 
Якщо відоме розвинення матриці А £ Matm rt (IR) за сингулярними 

числами, то легко знайти і матрицю А+. Дійсно, нехай UTAV = 2 — 
розвинення за сингулярними числами, rang А = ру 

Тоді псевдообернена матриця Л + Ç Mat„,m (IR) для А має вигляд 

бо, як легко помітити, 2 + є псевдооберненою до 2 і з урахуванням 
рівностей VTV = / , UTU = І неважко переконатися, що Л + =а 
= К 2 + [ / г задовольняє всі аксіоми Мура — Пенроуза. Систему 

Ах = Ь, пг^п, 
у цьому разі можна переписати у вигляді 

Ez = d, 

де z = VTx, d = итЬ. Оскільки 

||г|| = [ Л * - & | | = 1{/г ( A V V T x - b n = № - d i 

то координати вектора zf який мінімізує Jrfl, можна визначити так: 

Тоді І r J2 = 2 d/» де підсумовування виконується за тими /, для яких 

Oj < т або / > р. Величина т дорівнює відносній похибці вхідних да-
них або ж якщо вхідна інформація задана точно, то т = Ô = шах ôif де 
6 < eps. 

2 = diag(à l f Op, 0, 0). 

Л + = VZ+UT, 2+ = diag (аГ1 o j \ 0), 

d(/oi9 0| > т, 
довільне значення, якщо 
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Якщо rang А < п, то розв'язок, що мінімізує | r не єдиний. Щоб 
виділити єдиний розв'язок, беруть вектор r мінімальної довжини 
(тобто І! r II = min). У цьому разі покладають zt = 0, якщо at ^ т. 

Якщо rang А = п, то розв'язок єдиний. 
1.2.9. Методи розв'язування нелінійних рівнянь. Нелінійні рів-

няння, як і лінійні, мають характеристику розв'язку, яка апріорі оці-
нює міру невизначеності при неточних вхідних даних. Це число об-
умовленості кореня, про яке йшлося в п. 2 вступу. 

Розглянемо рівняння 
/(*) = о, (64) 

де f (х) — неперервна функція. Виникають одразу запитання: чи має 
рівняння (64) корені, скільки і на яких інтервалах вони розміщені? 
Якщо на перше запитання часто буває відповісти просто, то на друге 
і третє — лише в окремих випадках. Універсальним методом визначен-
ня інтервалів, на яких розміщені корені (або кажуть відокремлення 
коренів), є побудова графіка за допомогою ЕОМ, тобто графічне відо-
кремлення. Коли корені відокремлені, застосовують один з ітераційних 
методів. 

Найпростішим методом розв'язування рівняння (64) є метод ділен-
ня навпіл, який називають також методом дихотомії, або бісекції. 
Цей метод дає змогу також довести існування кореня на відрізку U0 , 
Xj], якщо відомо, що / (*„) / (*і) ^ 0» тобто неперервна функція на кін-
цях відрізка набуває значення різних знаків або перетворюється в 
нуль. Обчислення виконують за такою схемою: визначається f (х2)> де 
х2 = (х0 + хг)/2 і за х3 береться те із значень х0 чи хІ9 для якого / (х2) X 
X f (х9) < 0, далі обчислюється / ( x j , х4 = (ха + *3)/2, і т. д. Цей про-
цес продовжується доти, доки довжина відрізка, який містить корінь, 
не стане меншою ніж 2е. Середина останнього відрізка дає значення 
кореня з заданою точністю е. Такий ітераційний процес, очевидно, збі-
гається зі швидкістю геометричної прогресії із знаменником 1/2, тобто 

t і 
|*Л — V i K ^ y f \xt — х0\. 

Неважко помітити* що кількість ітерацій, потрібних для виконання не-
рівності І хп — ХП+\ І ̂  е, є logj (І Х\ — х0 |/е) -f 1,. Основний недо-
лік^ цього методу — повільна збіжність. 

Запишемо рівняння (64) у вигляді 
X = ф (*). (65) 

тут ф (x) = x + р (*) / (*), р (х) — довільна функція, яка не має коре-
нів на відрізку la, Ь]9 де розміщено корінь рівняння (64), (65). 

Метод простої ітерації визначається формулою 
*л+і = ф Ы п = 0, 1, 2, . . . , (66) 
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де n — номер Ітерації; х0— початкове наближення. З принципу стис-
куючих відображень дістаємо таке твердження. 

Теорема 18. Нехай функція <р (*) у деякому околі А = {х : | х — 
— х0 і ^ 6} задовольняє умову Ліпшиця 

із сталою Ліпшиця q Ç (0, 1), причому 

І*о — Ф ( * о » К ( І - 9 ) в. 
Тоді рівняння (65) має в околі А єдиний корінь х*, який в границею пос-
лідовності {хп}, що визначається за формулою (66). 

Для похибки гпл.х == хп+\ — х* маємо оцінку 
\zn+l\ = \q>Xxn)-v(x*)\^q\xn-x*\=q\zn\^qn+> |z0|, 

тому кажуть, що метод простої ітерації збігається зі швидкістю гео-
метричної прогресії із знаменником q. Число ітерацій, при якому вико-
нується нерівність 

\хп — х*Ю|*0 — x* І, 

дорівнює п ^ п 0 (е) = + 1» де І а І — найменше ціле, яке 
більше або дорівнює а. 

Якщо функція ф має похідну на А, то умова Ліпшиця виконується, 
коли І ф' (x) І ^ qf x £ А, бо тоді 

І Ф ( * ' ) - Ф ( * ' ) І = І Ф ' 
Більшу швидкість збіжності для рівняння (64) має метод Ньютони. 

Якщо у розвиненні 

о = f (x*) - f ( X j + (** - X j Г (*n) + 4 - <*• - *n?r (Ê), 

l = xn + B(x*-xn), 0 < e < l , ' (67) 
де x* — точне значення кореня, відкинути останній член і замінити 
x* на хп+1: 

о = f(xn) + f'(xn)(xn+i-xn) (68) 
або 

xn+i = x n - - j ^ 9 Г(хп)ф0, / і » 0 , 1 , 2 , . . . , (69) 

то дістанемо метод Ньютона, який ще називається методом лінеаріза-
ції (бо в (67) залишено тільки лінійний член), або методом дотичних 
(бо (68) є рівнянням дотичної до кривої у = / (х) в точці xnt а хп+і — 
точка її перетину з віссю абсцис). 

/ (х) Записавши рівняння (64) у вигляді (65), де ф (x) = x j, ^ , 
помічаємо, що метод Ньютона є методом простої ітерації для (65). При-
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пустимо, що відрізок [a, b] містить єдиний корінь X* рівняння f (х) = 0 
{функція / (х) має неперервні похідні / ' (х), /" (де), які не перетворюють-
ся в нуль на la, b]. Тоді 

« • » - і - , , г * ' 7 . / ; ; ; г ' * . 

причому <р' (х*) = 0. Це означає, що існує окіл точки х*, в якому 
І <р' (х) І < 1» і якщо початкове наближення х0 взято з цього околу, 
то за теоремою 18 послідовність {хп}, знайдена за методом Ньютона, 
буде збігатися до х*Ч 

Розглянемо теорему, яка конкретно вказує на вибір початкового 
наближення для одного класу функцій f (х). 

Теорема 19. Нехай f (a) f (b) < 0, функції f (x), f" (х) неперервні 
і відмінні від нуля на la, b1 або, що те саме, зберігають знак на [а, Ь]. 
Тоді якщо початкове наближення х0 Ç [а, Ь\ задовольняє умову f (х0) X 
X Г M > 0, mo послідовність {xn} методу Ньютона збігається до ко-
реня X* ç la, Ь]. 

Д о в е д е н н я . За умов теореми рівняння / (х) = 0 має точно 
один корінь X* на [а, Ы. Розглянемо випадок / (а) < 0, f (b) > 0, 
f (х) > 0, f (x) > 0, X 6 la, Ы. У цьому разі точка x0 £ la, b), яка 
задовольняє умову / (хо)/" (х0) > 0, міститься, очевидно, справа від 
тобто х0 > x*, f (х0) > 0. Розглянемо хх = х0 — f (х0)//' (х0). В силу 
умов теореми, очевидно, маємо хх < х0. Застосовуючи формулу Тейло-
ра, дістаємо 

0 = f(x*)=f(x0) + f'(xo){x*-xo)+ 4-ПШ**-*о)а. 6ЄСЛ хо)> 

= — f'\x ) = X* g l ^ j *о)2 

тобто Xj £ [х*, х01 є [а, 61. Припустимо, що хл Ç [x*, xfe_il £ la, b], і до-
ведемо, що в такому разі x*+i Ç Ix*, xk] (метод математичної індукції). 
Дійсно, за формулою Тейлора 

0=3f(x*)=*f{xk) + Г (xk)(x*-*k) ^A) 

1 звідси далі 

**+, = xft - /(xfc)//' (xft) = xh-xk + x* + -Lr m <**)(**-

— XÄ)2 > X*. 

Сскільки за припущенням xh £ [x*, x*_i] d [a, b1, то f (xh) > 0, і тому 

Xk+\ = xÄ / [**} < * * • 
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Таким чином, дг*+і ç [х*, xk]f що і треба було довести. Останнє означає, 
що послідовність {xk} монотонно спадає і обмежена знизу, тобто існує 
границя lim xk = X. Перейшовши до границі в (69), переконуємося, що 
^ k-+oo 
X = X*. Для повного доведення теореми досить аналогічно розглянути 
інші можливі випадки розміщення знаків/(а) , / (6) , / '(*), /"(*)• Теоре-
му деведено. 

Для оцінки похибки припустимо, що 
max І /* (х) І = М2> min | / ' (х)\ = т. 

Тоді за теоремою Лагранжа 

/ (*k) = /(**) + <** - X*) Г ©, Є 6 ta, **) 
або 

1 / Ы 1 
m 

За формулою Тейлора 

(V V. Л f f r . . л _l _ f (**) = î (Xk-l) + (*k - Xk-Ù Г (*A+I) + І R (TL) (Xh - xk-x)\ 

r\£(xk-i, xk)t 
звідки 

\ f ( x k ) \ ^ ± M 2 ( x h - x k ^ 
і тому 

I Xk -X* I < -^jjj- {xh — **_,)». 

Ця оцінка є апостеріорною, а тому зручною для практичного застосу-
вання і свідчить про високу швидкість збіжності методу Ньютона. Не-
доліками методу є те, що на кожній ітерації потрібно обчислювати 
значення функції та її похідної, а також складність вибору початкового 
наближенні!. 

Першого з указаних недоліків позбавлений метод січних, в якому 
замість / ' (хп) використовують різницю 

л—і *п лп—1 

тобто замість (69) беруть 
_ (Xn-*n-l)f (*п) 

Зауважимо, що така зміна цілком природна, бо при хп-і 
f [Xn-U хп] /' (хп). 
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Ті самі ідеї переносяться на нелінійні операторні рівняння 

F (х) = 0, (70) 
де F (х) — нелінійний оператор з областю визначення D (F) в банахо-
рому просторі X із значеннями у банаховому просторі Y. Оператор 
F називається диференційовним у точці х0 в розумінні Фреше, якщо 
існує лінійний обмежений оператор А : X Y такий, що для всіх х 
з деякого околу S точки х0 

F (x) — F (х0) = A(X — X0) + <Ù(X — х0), 

Причому І со (х — х0) З = 0 (І * — х0 І) при x х0. Оператор А на-
зивається похідною Фреше оператора F в точці x0 і позначається F' (х0). 
Отже, при близьких значеннях х та х0 

F(x)-F(x0)&F (х0) ( х - х0) 
і рівняння (70) можна наближено замінити на 

F(xJ + F(xJ(x — x,) = 0, 
звідки знайдемо деяке наближення до розв'язку рівняння (70): 

*і = *о — IF' (x0)rlF(xо). 
Розглянувши ітераційний процес 

x f t+1 = - [F (xh)rl F (xk), k = 0, 1, . . . , (71) 

Дістанемо деяку послідовність {jtfe}, яка за певних умов, накладених на 
оператор F, збігатиметься до розв'язку х* рівняння (70) у нормі про-
стору X. Ітераційний процес (71) називається ітераційнам процесом 
Ньютона. Його обчислювальну схему частіше записують у вигляді 

F (xh)z* = F (xk)9 (72) 

XK+i = xh— z \ £ = 0, 1 , 2 (73) 

тобто накожному кроці розв'язують лінійнеоператорне рівняння (72) 
і за формулою (73) знаходять наступне наближення. 

Переваги процесу (72), (73) — в його швидкій збіжності при вдало-
му виборі початкового наближення. Недоліки — в складності вибору 
початкового Наближення та у великому обсязі обчислювальної роботи 
в зв'язку з необхідністю на кожному кроці обчислювати F (xfc) і F' (xh). 
Тому застосовують також модифікацію методу Ньютона 

Xk+i = xh — [F' (х0)Г{ F (xh)9 k = 0, 1, . . . , 

в якій обернений оператор [F' (x0)F l обчислюється один раз. Швид-
кість збіжності цього ітераційного процесу менша, ніж у методі Нью-
тона. 
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Окремим випадком рівняння (70) е система нелінійних рівнянь 
/ і . . . , * „ ) = 0, 

/п(*1 * « ) = 0 , 
тобто X = (хъ ..., хп) — елемент п-вимірного евклідового простору, а 
F (x) =(Ji ( j t ) ) / e^. Похідною Фреше від цього оператора в точці х 

У цьому разі кожен крок ітераційного методу Ньютона зводиться до 
розв'язування системи лінійних алгебраїчних рівнянь 

та відшукання наступної ітерації за простою формулою 
*<*+і> = fe = 0, 1, . . . . 

Обчислення можна припиняти, наприклад, при виконанні нерівності 

де е — наперед задане число. 

1.3. Відомості з теорії лінійних просторів 

Нагадаємо лише деякі означення та твердження з теорії лінійних 
просторів, зосередивши основну увагу на їх значенні для теорії чисель-
них методів та на прикладах. 

1.3.1. Лінійні простори, нормовані простори та простори із скаляр-
ним добутком. Збіжність, повнота. Якщо існує деяке максимальне 
число лінійно незалежних векторів лінійного простору / / , то це число 
називається розмірністю простору Н. Простір, який містить нескін-
ченну множину лінійно незалежних векторів, називається нескінченно-
вимірним. 

Приклад 1. Розглянемо простір функцій однієї змінної х (/), у (0. г М» •••» зада-
них на відрізку [а, Ь]. Вводячи природним чином операції додавання г (/) = * (/) + 
+ У M (ПРИ кожному фіксованому t — це додавання чисел) і множення на число 
и (t) = ù) (0, t 6 [a, b], дістаємо лінійний простір функцій однієї змінної (перевірте 
аксіоми лінійного простору). Цей простір нескінченновимірний, бо функції 1, 
іг

у ... лінійно незалежні (чому?). 

є матриця Якобі 
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Приклад 2. Розглянемо простір сіткових функцій, заданих на скінченній сітці 
= {h : 1 = 0» Вводячи аналогічно до попереднього прикладу опе-

рації додавання г (0 = х (0 + і/ (0 і множення на число и (t) — Я* (/), / 6 <•)/*, дістаємо 
ЛІНІЙНИЙ простір СІТКОВИХ функцій. Функції yW (/j) = à { j = {J'^y, t j Ç iùh, 
і = 0, W, лінійно незалежні (це видно, якщо встановити відповідність між сітковою 
функцією yW (tj)f та вектором (у^ (/0), тому простір таких 
функцій е (N + 1)-вимірним. Простір сіткових функцій, заданих на нескінченій 
сітці = {tj, j = 0, ±1, ±2 , ..., /у < є нескінченновимірним. 

Простір Я називається нормованим, якщо кожному x Ç / / ставиться 
у відповідність дійсне число, яке позначається || х| | (або | х jj//) і нази-
вається нормою елемента {вектора), що задовольняє такі аксіоми: 
1 ) ! х | > 0 при х ^ 0 ; | | х ! = 0 тоді і лише тоді, коли х = 0; 
2)1 * + У К 11 * 1 + 1 УII (нерівність трикутника); 3) | Сх 1 =*= | С | ||х||, 
де С — число. Якщо замість аксіоми 1) виконується аксіома || x | 0 
при x Ф 0, II 0 (І = 0 (тобто з того, що ( x І = 0, не обов'язково випли-
ває x = 0), то це число називається напівнормою і позначається | x | 
(або І x 1я). 

Дві норми ] • 1(і) і 1 • |(2) у просторі H називаються еквівалентними, 
якщо існують сталі Сх > 0, С2 > 0 такі, що 

CAxh)<\\xh)<C2\\x\\{{) 

для всіх x ç Н. Із цього означення випливає, що всі оцінки для ( х |(і) 
мають місце і для Ц х Ц ^ а л е з іншими сталими множниками. Якщо ж 

де С > 0 — стала, але протилежна нерівність || x |](2) ^ Сх || х |(і) 
не має місця, то кажуть, що норма || • |) <2) сильніша, ніж || • ||о), а 
нормаЦ • її) слабкіша, ніж|| • ||(2). У цьому разі кажуть також, що 
нормаЦ • |(і) підкорена нормі II • |(2). 

Нормований простір H називається строго нормованим, якщо з рів-
ності І] хг II + И х21 = (І хх + х2 II випливає, що х2 = axlf де а — до-
датна стала. 

Простір H називається простором із скалярним добутком, якщо 
кожній парі його векторів x, у ставиться у відповідність дійсне число 
(х, у), яке називається скалярним добутком елементів x, у, причому 
виконуються такі аксіоми: 1) (x, у) = (У, JÇ) (симетричність); 2) (хх + 
+ У) = (*і. У) + У) (дистрибутівність); 3) (%х, у) = Я (x, у), де 
k — довільне дійсне число (однорідність); 4) якщо х ф 0, то (х, х) > 0. 

Скінченновимірний дійсний простір H із скалярним добутком на-
зивається евклідовим. 

Скалярний добуток породжує в H норму 

(1) 
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У просторі із скалярним добутком має місце нерівність Коші — Буня-
ковського — Шварца 

І(*. У) l a<(*> x)(V, V). (2) 
або 

Маючи такі «інструменти», як норма і скалярний добуток, можна 
вводити поняття збіжності 

послідовності Хіу ^2, ... елементів нормова-
ного простору, чи простору із скалярним добутком. 

Послідовність {хп} елементів нормованого простору H збігається 
в H, якщо існує елемент х0 Ç H такий, що |) хп — х01| 0 при п оо. 
У цьому разі кажуть, що послідовність {хп} збігається до х0 в нормі 
H (або сильно збігається до х0) і пишуть х0 = lim хп (або хп х0). а->оо п->оо 

Розглянемо нормовані простори R0 раціональних чисел та дійсних 
чисел — і?, в яких норма вводиться за формулою \\х\\ = | х |. З ма-
тематичного аналізу відомо, що не всяка послідовність {хп} £ R0 має 
границю в R0. Наприклад, послідовність раціональних наближень до 
У2 з недостачею х1 = Г, х2 = 1,4, х3 = 1,41, ... не має_в R0 границі, 
бо У2 g R0. Та сама послідовність в R має границю ]/~2, тобто є збіж-
ною. Чи існує критерій збіжності послідовностей в нормованому про-
сторі? Для простору R відповідь на це запитання відома — це крите-
рій Коші: для того щоб послідовність дійсних чисел була збіжною, 
необхідно і достатньо, щоб вона була фундаментальною, тобто щоб V е > 
> 0 існував номер N = N (е) такий, що V п > і Для всіх натураль-
них р виконувалась нерівність | хп+р — І < е. Можна довести, що 
це еквівалентно умові | хп — хт | 0. Для R0 відомо, що коли послі-л.т-»оо 
довність {xn} с : R0 збігається в /?0, то вона фундаментальна, проте 
існують фундаментальні і не збіжні в R0 послідовності (прикладом є 
наведена вище послідовність 1, 1,4, 1,41, ...). Справедливість критерію 
Коші в R означає, що вся дійсна вісь R заповнена точками (дійсними 
числами) і на ній немає «дірок», тобто вона «повна». Ідея фундаменталь-
ності послідовностей лежить також в основі поняття повноти нормова-
ного простору. 

Послідовність {хп} нормованого простору H називається фунда-
ментальною, якщо для довільного є > 0 існує N= N (е) таке, що для 
всіх п> N і для будь-яких натуральних р виконується нерівність 
J Хп+р — Хп І < Є. 

В п р а в а 1. Довести, що наведене означення еквівалентне такому: 
І х п — х т II -*» 0 при т% оо-

Зауважимо, що, як і у випадку числових послідовностей, має місце 
таке твердження. 
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Лема 1. Будь-яка збіжна послідовність нормованого простору H 
фундаментальна. 

Проте не в кожному нормованому просторі фундаментальна послі-
довність збігається. Саме тому нормовані простори розподіляються на 
повні і неповні. 

Нормований простір називається повним, якщо в ньому будь-яка 
фундаментальна послідовність збігається. 

Повний нормований простір називається банаховим, а повний про-
стір із скалярним добутком — гільбертовим. 

З цього означення випливає, що гільбертів простір е банаховим з 
нормою І де II = V(Xf х). 

Повнота простору має важливе значення для здобуття закінчених 
математичних результатів (про збіжність), зокрема, в теорії чисель-
них методів. По суті, лише для таких просторів можна доводити збіж-
ність багатьох наближених методів, в чому ми переконаємось далі. 

ПрикладЗ. Нехай ß = (a, b), Q = [at Ь]. Розглянемо простір функцій однієї 
змінної, визначених на відрізку [а, Ь], які мають на ньому неперервні похідні до 6-го 
порядку включно. Простір таких функцій з нормою 

^ - ' » і с - І й ^ ^ (3) 
позначається Ck (Q). Зокрема, нормований простір С° (Q) sa С (Q) — це простір 
неперервних функцій з нормою 

l « u - l « l c - д а і - w i . (4) 

яка ще називаєтеся чебишевською нормою. Аналогічно вводиться простір Ck (Q) 
функцій п змінних, заданих в області Q п-вимірного евклідового простору R n . 

В п р а в а 2. Перевірити, що для (3) і (4) виконуються аксіоми норми. 
В п р а в а 3. Довести, що збіжність в Ck (Q) — це рівномірна збіжність на Q 

послідовностей функцій {uS^ (fl), г = 0, k. 

Простір С* (Q) є повним, а отже, і банаховим. Це є наслідком відо-
мої теореми математичного аналізу, яка стверджує, що з рівномірної 
збіжності послідовності неперервних на [a, b] функцій до функції f (х) 
випливає неперервність f (х) на [а, Ь]. 

Приклад4. Нормований простір W™ (Q), p > І, m > 0 — це простір неперерв-
них функцій, заданих на Q, які мають неперервні похідні до m-го порядку включно, 
інтегровні разом з їхніми /7-ми степенями, норма в якому визначається за формулою 
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де 
ь 

К г г - К г ' < 5 > = s J і « w o f л . и и і ̂ т—і л 

(в) 

» 

а 
(7) 

При р = 2 норма (5) породжується скалярним добутком 
/П 

(и, V) = f 2 "(il (0 f<0 (0 dt, 
і і-о 

m 
(8) 

тобто (ß) є простором із скалярним добутком (8). 
В п р а в а 4. Перевірити, чи виконуються для (8) аксіоми скалярного добутку, 

а для (5) — аксіоми норми. Переконатись, що (7) визначає напівнорму. 

При m = 0 простір Wp (Q) має спеціальне позначення Lp (Q). 
Простори (й) не є повними. В наступній вправі, наприклад, 

стверджується, не є повним і простір Щ (Q) = L% [д, Ь]. 

В п р а в а 5. Довести, що послідовність функцій 

де x (/) — задана функція, що мае в точках k = 1, /, розриви першого роду і не-
перервна в інших точках відрізка [а, Ь], причому х (/*) = (х~~ (fa) - f 
х± Ok) = Ііпі x (/), (/*) Ф Х~~ k = ГТі, є фундаментальною в La (а, Ь), 

проте граничний елемент* (/) нее елементом простору неперервних функцій L2 [а, 61, 

/ Ô ô \ 

не існує також іншої функції x (f) Ç La [а, 6], для якої Ц — JC И— при п < 
La-+0 

В п р а в а 6. Довести, що послідовність неперервних функцій хп (0 
L,-* 0 

оо. 

Хп (0 6 С [0, 2], фундаментальна -в нормі простору 
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неперервних на [0, 2] функцій Lx [0, 2] яв L [0, 2] і визначається формулою 

| и | - = ( І и (О І dt, крім того, | * * ( 0 — - j j f - — 0 , але , - ^ Г І ' 
0J і Vt -[02] Vt 

g r I 1 [ 0 , 2], бо є розривною. 

Часто на практиці використовують простори Q* la, b], які склада-
ються з функцій, що мають похідні до k-ro порядку всюди на [a, b], за 
винятком скінченної кількості точок, де ці похідні мають розриви пер-
шого роду. 

Щоб ввести простір Wp (Q) заданих в fi с : IR" функцій, введемо 
позначення х = (хи ..., хп), 

, (9) 
àx* 

П 
Xа =Xil ...x"*, | a | = a = ( a i > <*n)' <Zj >0* / = If n, 

i=i 

a — мультиіндекс, c^ — цілі числа. Тоді простір W™ (Q) — це 
простір неперервно диференційовних в fi функцій, що мають інте-
гровні з /7-м степенем похідні до т-го порядку, в якому норма вводиться 
за формулами 

f m \\/р 
- І и і і у - I « ! U s = ( J К , . « ) . (10) 

- ( J U ^ M ' * ( ї ї ) 

m a x J f(x) |, p = oo. 
(12) 

Якщо p = 2, то цей індекс у позначеннях пропускають. Неважко пе-
ревірити, що (11) визначає напівнорму в просторі (Û). 

Зазначимо, що в просторі Ck (fi) можна ввести еквівалентну норму 

1 и \\ck = 1 и = max шах | D«u (x)\= max | / \CS{^ 

| / ц й = m a x m a x | D ^ W | . (13) 
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В п р а в а 7. Довести еквівалентність норми (13) і норми 
k 

Приклад 5. Розглянемо простір //д сіткових функцій, задания на скінченній 
рівномірній сітці ©а =» {/| = /0 + ihr і = 0, 

У ньому можна ввести скалярний добуток за формулою 
N 

GУ, «0 = S У ('/) О ltd h^ ^ у (t) V (t) h, (15) 

що € аналогом скалярного добутку в просторі L2 [at b]: 
ь 

(У. v) = ^y(t)v(t) dt. 
a 

Простір сіткових функцій, заданих на сітці ю^, із скалярним добутком (15) позначимо 
через La (^л). Норма в цьому просторі вводиться таким чином: 

11*11^ УЇЇГїї-
Простір H h з нормою 

Hf lL- s II ̂ 1 ^ = 0 1 3 X 1 ^ ( ^ ) 1 = max 1 ^ 1 

позначимо через С (щ). Він є сітковим аналогом простору С [а, Ь]. 

Якщо сітка (оА = {JC4 = а + ih : і = 0, Nf h = (b — a)/N} по-
криває відрізок [a, b] і у (.X), v (х) — сіткові функції, що задані на 
[a, b \ M — деяка підмножина вузлів сітки о>Л, то іноді зручно кори-
стуватися позначенням 

(*Л v)M = 2 hy (х) v (х). 

Зокрема, якщо позначити 
coä = = а + ih : і = 1, N 1 , h = (b — a)/N}, 

сojt = {Xi = a + ih : і = 1, N, h = (b — a)/N}9 о>Г = {x t = a +ihi 
і = 0, N— 1, h = (b — 

го використовуються також позначення 
(у, v) = (y, v)%, [у, v] = (y, (у, и] а 

= 0/. [у. — (ÛA tDfc 
Підпростір простору С [а, Ы неперервних функцій, заданих на Га, 

Ы і таких, що перетворюються в нуль в точках a, ft, позначається 
С [а, М. 
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Важливу роль в теорії наближень відіграє поняття щільної підмно-
жини. 

Лінійний многовид L (тобто підмножина, що має всі властивості 
лінійного простору), який міститься в нормованому простррі Е (L а 
а Е), називається щільним в Е, якщо для будь-якого х £ Е і будь-яко-
го е > 0 знайдеться елемент и Ç L такий, що | х — и || < є. 

Якщо множина L щільна в Е і х Ç то для кожного еп = 1 In 
можна знайти ип g L такий, що ( х — ип || < l/n, п = 1, 2, ... . Таким 
чином, якщо множина L щільна в Я, то для будь-якого x Ç Е існує 
послідовність {ип} с : L така, що ип х при n оо. Це означає, що 
замикання L щільної множини L, яке складається з множини L і гра-
ниць всіх збіжних послідовностей, збігається з простором Е. 

Прикладом щільної в С [а, b] множини є лінійний многовид много-
п k 

членів рп (t) = 2 aht і я = 0, 1, ... (друга теорема Вейерштрасса). 
ь о 

Множина раціональних чисел щільна в тобто в просторі дійсних 
чисел. 

Якщо L — лінійний многовид у просторі із скалярним добутком, то 
сукупність всіх елементів x £ Я, які ортогональні до L (тобто (xf и) = 
= 0 для всіх и ç L), називається ортогональним доповненням до L і 
позначається L 1 . 

Лінійний многовид L щільний в гільбертовому просторі Я тоді і 
лише тоді, коли L 1 = {0}. Звідси випливає, що коли x ç Я і (х, и) = 
= 0 для всіх v із щільної в Я множини, то x = 0. 

Нехай {хА} — скінченна чи нескінченна система елементів лінійного 
п 

простору Е. Множина L ВСІХ МОЖЛИВИХ ЛІНІИНИХ КОМбІНаЦІИ 2 CfrXД 
k=l 

при різних п називається оболонкою системи {xh}. 
Нехай {фй} — ортонормальна послідовність у гільбертовому прос-

торі Я, тобто (фА, ф;) = де 6/7е = j = jjf» — символ Кронекера. 
Числа ch = ^фдр > k= 1, 2, ...» називаються коефіцієнтами Фур'е 

оо 
елемента x за ортогональною системою {фл}, а ряд £ chqk — рядом k=i 
Фур'є. Цей ряд збіжний, якщо існуєх 0 £ Ядакий, що [|sn — х0Цп->» 

ri 
0, де sn = 2 ЭДРл — часткова сума ряду Фур'є. 

Ортогональна система {фл} гільбертового простору Я називається 
повною, якщо для будь-якого x Ç Я ряд Фур'є, утворений для X, збі-

оо 
гається до x, тобто ^ = х- Критеріями повноти ортогональної 

А=1 
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системи елементів {фЛ} можуть бути такі твердження: а) для того щоб 
{Фь} була повною, необхідно і достатньо, щоб виконувалась рівність 
Парсеваля — Стеклова 

J» Iе* ПФЛРНІ*!2;. 
б) ортогональна система {фЛ} гільбертового простору H повна тоді і 
лише тоді, коли її лінійна оболонка L щільна в / / , тобто L = Н. 

Множина M нормованого простору X називається компактною, 
якщо з кожної послідовності {jtn} cz M можна виділити фундаменталь-
ну підпослідовність. 

Множина M банахового простору X називається бікомпактною, 
якщо з кожної послідовності {xn} a M можна виділити збіжну підпо-
слідовність, границя якої належить М. 

Зазначимо, що коли X — банахів простір, то фундаментальна послі-
довність в силу повноти X збігається до деякого елемента х0 Ç X, але 
необов'язкового 6 Му якщо{*а} с : М. Таким чином, поняття компакт-
ної множини слабкіше-поняття бікомпактної множини. Очевидно, що 
для замкненої множини M з банахового простору X поняття компакт-
ності та бікомпактності збігаються. 

Два лінійних, простори X та X називаються ізоморфними, якщо 
існує функція (відображення, оператор) x = J (je), / : X X, яка 
здійснює лінійну взаємно однозначну відповідність між X та X, тобто: 
1) J (Хх -f (Jiy) = KJ (x) + jnJ (у) для всіх*, y ç X і чисел X, р,; 2) як-
що J (хг) = J (х2), то х1 = х2; 3) для будь-якого x Ç X знайдеться x ç X 
такий, що x = / (х). 

Два нормованих простори Е і Е називаються лінійно ізометрични-
ми, якщо існує функція J (.x), яка здійснює ізоморфізм Е та Е як лі-
нійних просторів, і така, що \\J (*)| = | |х| . Ізометричні простори, оче-
видно, нічим не відрізняються за властивостями, зв'язаними з операція-
ми додавання, множення на число, а також з нормою (наприклад, якщо 
послідовність xnÇE збігається в то {хп} збігається в Е і т. п.). 

Найпростішими прикладами компактних множин (компактів) є від-
різок [a, b\ a R та замкнена область Q на площині (хъ х2) (в останньо-
му прикладі хп = (х\„, х2п), 1 xn І = Vx\n + х\п). Як відомо, непе-
рервна функція / (x), задана на компакті [а, 6], набуває на ньому най-
більшого і найменшого значень (теорема Коші). Аналогічні властивості 
мають компакти в функціональних просторах. v 

1.3.2. Поповнення нормованих просторів і просторів із скалярним 
добу t ком. Будь-який нормований простір можна перетворити в бана-
хів, застосувавши так звану процедуру замикання. При цьому, якщо 
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йдеться про нормований простір звичайних функцій дійсної змінної, 
нам доведеться ввести до розгляду деякі нові математичні об'єкти — 
класи функцій, що і будуть елементами нового повного нормованого 
простору. Ідея такої побудови була застосована ще французьким мате-
матиком Коші при створенні теорії дійсних чисел, які він розглядав як 
класи еквівалентних фундаментальних послідовностей раціональних 
чисел. Наводимо теорему, яка ілюструє також конструкцію замикання 
(поповнення). 

Теорема 1. Будь-який нормований простір Е можна розглядати як 
' Л 

лінійний многовид, щільнйй у деякому банаховому просторі Е, який на-
зивається поповненням простору Е. 

Д о в е д е н н я . Розглянемо множину всіх фундаментальних по-
слідовностей простору Е. Дві такі послідовності {хп} і {х'п} назива-
тимемо еквівалентними, якщо \\хп — хп\ 0 при п оо. Якщо {хп} і 
{х'п} еквівалентні, то позначатимемо це {дсЛ} ~ {хп}. 

Множину всіх фундаментальних послідовностей розіб'ємо на класи, 
що не перетинаються, таким чином. Дві такі послідовності {хп}- та 
{Х'П} ВКЛЮЧИМО ДО ОДНОГО класу ТОДІ І лише ТОДІ, КОЛИ {ХП} ~ {Х'П}. 

Множину всіх класів позначимо через Е, а самі класи позначатимемо Л Л /ч 

через x, у, .... Якщо{л:п} входить до класу х, то позначатимемо це так: 
Л л 

{•К/Л Є х і називатимемо послідовність {jtn} представником класу х. 
Введемо в Е операції додавання і множення на число, тобто пере-

Л л 

творимо його в лінійний простір. Операцію додавання класів х та у 
Л Л Л А 

означимо так: якщо {хп} ç x, {уп} ç у, то сумою класів x + у називати-
мемо клас, що містить {хп + уп} (неважко довести, що послідовність 
{хп + уп) фундаментальна, якщо фундаментальні і {уп}). Щоб 
ця операція додавання була коректною, треба довести, що означення 

Л л л л 

суми x + у не залежить від вибору представників класів х та у. Дійс-
t Л / л 

но, візьмемо інших представників {хп} £ x, {уп} Ç {Л З означення кла-
сів випливає, що {*'„} — {хп}, {Уп} ~ {уп}, а тому {хп + у'п} ~ , , г* 
~ іхп + Уп}- Це означає, що {хп + уп) 6 х + У» тобто сума класів не 
залежить від вибору представників. 

Операцію множення класу х на число X введемо аналогічно: класом 
Л л 

Хх називатимемо клас, який містить {Ал^}, де — представник х, 
тобто {xn} Ç x. Коректність цього означення випливає з таких твер-
джень, що легко доводяться: 1) якщо {хп} фундаментальна, то та-
кож фундаментальна; 2) якщо {хп} ~ {хп}, то {Ххп} ~ {А,хд}; 3) озна-Л л 
чення класу Хх не залежить від вибору представника класу х. 
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/ч 

Оскільки ці означення операцій в £ зводяться до операцій над еле-
ментами лінійного простору Е9 ТО ДЛЯ Е виконуються всі аксіоми ліній-л 
ного простору, тому Е — лінійний простір. Роль нуля в Е відіграє клас 
0 з представником {0, 0, ...}. 

л 

Перетворимо Е у нормований простір, вводячи норму за формулою 

І*ІЙ = ІИП 1*ЛІІ£> (16) с П-+ОО А 
Де {хп} £ x. Ця границя існує, оскільки числова послідовність {||*л|} 
збігається. Дійсно, {| |хп |} — фундаментальна послідовність, бо 
1 II *n II — II II І < 1 *п — І 0 При П, ШОО, І В СИЛу Критерію 
Коші вона є збіжною. Неважко також помітити, що границя (16) не 
залежить від вибору представника класу х: якщо {х'п} £ х, то 
І І*п I — Ц ХП 1 | < \\Х'П — ХП II 0 при П ОО, тобто lim |f ХП \\Е =• П->оо 

*= lim J хп |я- Для остаточної впевненості в коректності формули (16) 
п-> ОО 

залишається перевірити виконання аксіом норми. 
Таким чином, ми побудували нормований простір елементами 

якого є нові об'єкти — класи фундаментальних еквівалентних послі-
довностей. Для доведення теореми 1 про поповнення нам тепер потріб-
но довести такі три твердження: А) Е можна ототожнити з. деяким 

Л А 

лінійним многовидом в Е\ Б) Е — щільна в £ в смислі вказаного ото-
тожнення; В) Е — повний, тобто банахів простір. 

Почнемо з доведення твердження А). Елемент x Ç Е ототожнимо 
з класом, який містить послідовність {x, x,..., }, що називається стаці-
онарною. Позначимо цей клас через х. Означимо he як клас, що мі-
стить стаціонарну послідовність {Але, кх9 ...}, a x + у— як клас, що 
містить {х + у9 x -f у, ...}. Таким чином, множина всіх класів, які л 

містять стаціонарні послідовності, є лінійним многовидом в Е, для 
якого ми залишимо позначення Е. Доведемо тепер твердження Б). Як г 
що клас x £ Е, то 

| * | L = l i m № = № 
як границя сталої. 

Нехай x ZE. Доведемо, що існує така послідовність класів ^ 
для якої І) хп — x Ця 0 при п оо. Це і означатиме щільність Е в 
Е. Для доведення розглянемо {хп} як представника класу х} {жп} Ç х. 
Із фундаментальності {хп} випливає: для будь-якого е > 0 існує такий 
номер N = N (є), що для всіх п9 т> N виконується нерівність 

I * » — * m U < e . (17) 
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Зафіксуємо п > N і спрямуємо m до нескінченності, внаслідок чого 
дістанемо 

l im| |*n — *ш||Е = | | * Д — Î F C » ( 1 8 ) 
m-* оо 

А. 

де хп Є £ — клас, що МІСТИТЬ стаціонарну послідовність {хп, хп, ... 
...,jcn, ...}. Переходячи в (17) до границі при m о о {враховуючи (18), 

Л • 

дістанемо нерівність || хп — х L ^ е при п> N, а це означає, що Е 
Хп-+ X при п —> оо. 

А 
І нарешті, доведемо В). Нехай дано послідовність {хп}, яка є фун-

даментальною вЕ.В силу Б) знайдеться послідовність класів {хп} с 
с Е така, що 

І і Я і - в 

А 
Послідовність класів {лг„} буде також фундаментальною в Е, бо 

Оскільки в смислі А) кожен клас хп Є £ містить стаціонарну послідов-
ність {хЛ, ...} елементів хп вихідного нормованого простору Я, то 
послідовність класів визначає також послідовність {хЛ} з просто-

А 
ру £ . В силу фундаментальності послідовності класів {*п} в Е послі-
довність {хп} буде фундаментальною в £ , бо 

\xn—xmy^\xn — xm\s. 

Але тоді існує клас я, який має представника {хп}. Доведемо, що хп Л А 
-*• X в Е при п -*- оо. Дійсно, 

_ 
Представником класу х — хл є послідовність {хт — хп}т«і і за озна-
ченням 

I I * — * п І І £ = l i m \ \ * т — 
с т-їоо 

Звідси випливає, що в силу фундаментальності послідовності елементів 
у вихідному просторі Е 

lim \х — хп |U = lim lim \\хт — хп Je = 0. 
п-+<х> D п-юо m-*оо 

115 



А 
Тепер з (19) випливає, що клас х є границею послідовності класів 
{хп}9 що і треба було довести в В). Теорему повністю доведено. 

Нехай тепер вихідний простір Е є простором із скалярним добутком 
(,). Поповнюючи Е як нормований простір з нормою ||лс|| = \/"(х9 х)9 

Л Л 

дістанемо банахів простір Е9 елементами якого є класи х еквівалент-
них фундаментальних послідовностей {jcn}. У просторі Е можна визна-

Л Л А 

чити скалярний добуток будь-яких двох елементів x, у £ Е за форму-
лою 

(х9у) = \іт(хп9уп)9 (20) 
П-*оо 

л л 
де {*„}, {уп} — представники відповідно елементів X, у, причому 

(x, х ) = lim ( * „ , * „ ) = lim 1лспр = II*І2-
П-+оо П-*оо 

Неважко помітити, що виконуються всі аксіоми скалярного добутку. As 
Отже, в силу повноти простір класів Е із скалярним добутком (20) є 
гільбертовим простором. 

Якщо тепер повернутися до прикладу 4, то стає зрозумілим, як зро-
бити простори Wp (Q) повними (поповнити їх). Такі простори назива-
ються просторами Соболева і позначаються Wр (Й), р ^ 1. .Поповнення 
простору W°p (Q) в Lp (£2) позначається через Lp (Q), і його елемента-
ми є не звичайні неперервні функції, а класи фундаментальних і екві-
валентних в нормі Lp (Q) (або фундаментальних і еквівалентних у се-
редньому) послідовностей неперервних в £2 функцій. Розглянута в 
попередньому пункті послідовність {хп (t)} — це представник деякого 
класу, який є елементом повного простору L2 (а9 Ь)9 і цей клас можна 
ототожнити з розривною функцією X (/). 

Відносно простору L (Q) можна довести таке твердження: нехай 
x (t) визначена на Q і має на Q скінченну кількість точок розриву/при-
чому збігається інтеграл 

(Old/; 
Q 

тоді існує фундаментальна в нормі L (Q) послідовність неперервних 
на Q функцій {хп (0} така, що 

К — = $\xn(t)-x(t)\dt-+09 п-* оо 
n 

(інтеграли треба розуміти як невласні), і тому х (і) £ L (£2). 
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Аналогічно всі неперервні і деякі розривні на Q функції можна ото-
тожнити з деякими класами в L p (Q), p > 1. 

В силу повноти в класах Соболева УҐЦ (Q) можна здобувати завер-
шені математичні результати і процедура поповнення показує, що будь-
який елемент цього простору можна як завгодно добре наблизити не-
перервно диференційовними функціями, що свідчить про зручність 
використання цих класів і в чисельному аналізі. 

1.4. Відомості з теорії лінійних операторів 

1.4.1. Лінійні оператори в лінійних просторах. Нехай Я, V — дея-
кі ЛІНІЙНІ простори, D — підпростір Я . Якщо кожному вектору JTÇ D 
за деяким правилом поставлений у відповідність єдиний вектор у = 
= Ах £ V, то кажуть, що задано відображення або оператор А : Я 

V. Множина D cz Я називається областю визначення оператора А 
і позначається D (Л). Множина всіх векторів вигляду у = Ах, x Ç 
É D (А) називається областю значень оператора А і позначається R (Л). 
Якщо V = /?, де R — множина дійсних чисел, то відображення А на-
зивається функціоналом. Якщо D (А) = Я, то кажуть, що оператор А 
заданий на Я. Найчастіше розглядатимемо оператори А : Я Я, які 
діють у просторі Я. 

Оператор (функціонал) А називається лінійним, якщо виконуються 
умови: 1) А є адитивним, тобто А (хг + х2) = Ахг + Ах2 для будь-
яких хи х2 € D (А); 2) А є однорідним, тобто для будь-яких k і x Ç 
Ç D (А) має місце рівність 

А(Хх) = ХАх. (1) 
Умови 1), 2) еквівалентні умові А + k2x2) = XxAxx + Х2Ах2 

для будь-яких чисел Х2 і для будь-яких векторів x l9 X2£D (Л). 

Прикладі. Нехай H е лінійним простором неперервних на [а, Ь] функцій f (х) 
і x* — фіксована точка у проміжку [а, Ь]. Поставимо кожній функції / (х) € # у від-
повідність дійсне число у за правилом 

y=F(f)af(x*), 

чим задамо на H лінійний функціонал F : H R. Ту саму відповідність можна роз-
глядати як оператор в Я, якщо областю значень F вважати множину функцій, які є 
сталими на [а, о]. 

В п р а в а 1. Перевірити лінійність оператора (функціонала) F. 
Приклад 2. Нехай H — множина неперервних на [a, b] функцій, D (А) — під-

множина в H функцій, які мають неперервні похідні до k-то порядку включно. Тоді 
в H можна задати лінійний оператор за правилом 

d 4 
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Якщо зафіксувати **, то відображення А : H - * - R 

ЛІ dkf(#) y ~ A f 

є лінійним функціоналом. 
Приклад 3. Нехай Я — множина заданих на lßt b] інтегровних функцій; К G 

с: Я — множина функцій, заданих на [a, b], які е сталими. Тоді лінійний оператор 
на Я можна задати правилом 

ь 
у = Ахшз §x(t) dt. 

а 
Тут D (А) = Я, R (Л) = К. Цей оператор можна розглядати також як функціонал. 

Приклад 4. Нехай H œ R; f (*) — задана на [a, b] cz R функція. Тоді формула 
у Ах (х), х£\а Ь] 

задає в H оператор А : H -+Н, причому D (Л) = [a, b\9 R (Л) <= Я. Очевидно, що в 
цьому випадку оператор А буде лінійним лише тоді, коли f (,x} = ах, де а — стала. 

Приклад 5. Нехай Я — простір неперервних на [а, Ь] функцій; D (Л) œ Я — 
множина k разів неперервно диференційованих функцій у (х), які задовольняють 
умови у (а) = у0, у' (а) = уІ9 y{k~~l) (а) = yk_{, де yt% і = 0, k — 1,— задані чис-
ла. Тоді в Я можна задати такий лінійний оператор з областю визначення D (А): 

и = Ау sa а0 (x) фк) (x) + (x) у<*~1> (*)+...+ akmml (x) у (х) + ак (*), 

де at (х), і = 0, /ї,— задані неперервні функції. Операторне рівняння Ау = /, де 
f — задана неперервна функція, у 6 D (Л) — невідома функція, являє собою відому 
в теорії диференціальних рівнянь задачу Коші. 

Приклад 6. Замінивши в попередньому прикладі область визначення на множи-
ну D (А), яка є множиною k разів неперервно диференційовних функцій у (*), що за-
довольняють умови у{і) (а) =?= уа і , і = 0, ./ — 1, у^ (Ь) = уь у, / = 0, k — І — 1, 
де уа і, ybj — задані числа, дістанемо ще один лінійний оператор в Я. Операторнд 
рівняння Ау = /, де / — задана функція з Я, являє собою крайову задачу. 

Оператор А, який діє в лінійному нормованому просторі Я, нази-
вається обмеженим, якщо існує така стала M > 0, що 

\ А х І < М \ х \ \ ґ х £ Н . (2) 
Точна нижня грань множини чисел М, які задовольняють (2), назива-
ється нормою оператора А і позначається \\ А ||. Очевидно, що 

М * І < И І И - , (3) 
Норму оператора А : H ->• V, де / / , V — нормовані простори, можна 
визначити також формулою 

M II = sup = (4> 
ІИІя^о » "II// М//=і 

Звідси випливає нерівність 
\Aufr<\A\\uUt. (б) 
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У скінченновимірному просторі будь-який лінійний оператор обмеже-
ний. 

Нехай X, Y — нормовані простори і А : X ->• Y — лінійний опе-
ратор (функціонал), D (А) = X. 

Оператор (функціонал) А називається неперервним у точці х0 £ X, 
якщо Ах Ах0 при x х0і тобто | Ах — А х 0 0 при | х — х0 Ц * 0 . 

Для лінійних операторів поняття неперервності та обмеженості 
випливають одне з одного, тобто, для того щоб лінійний оператор А 
був неперервним, необхідно і достатньо, щоб він був обмеженим. 

Якщо / (де) — дійсний неперервний функціонал, визначений на бі-
компактній множині Q, то існують такі х0 £ Q, х° £ Q, що 

f(x0)=inif(x), /(*°) = sup/(*) 
x£Q x£Q 

(порівняйте з теоремою Коші для неперервних функцій). 
Якщо кожному у Є Я відповідає лише один вектор x Ç Я, для якого 

Ах = у, то цією відповідністю визначається оператор А~~\ який на-
зивається оберненим, Л"1 : Я Я. З цього означёння випливає, що 

А(Ах) = х9 А (А~~ху) = у для всіх x, у 
Очевидно, що А"1 є лінійним оператором, якщо лінійним є оператор А. 
Має місце таке твердження: для того щоб лінійний оператор А : Я ->• 

Я мав обернений, необхідно і достатньо щоб рівняння Ах =0 мало 
єдиний розв'язок x = 0. Оператор D, який діє за правилом Dx = 
= А (.Вх), називається добутком операторів А і В і позначається D = 
= AB. Оператор І називається одиничним (тотожним), якщо їх = х 
для всіх x £ Н. Якщо існує А~~\ то А"1 А = А А"1 = І. Оператори 
А і В називаються перестановочними, якщо AB = В А. 

Часто буває кррисною така теорема. 
Теорема Банаха. Якщо X — банахів простір і v — лінійний опе-

ратор v : X —>• X, то за умови | ^ q <. 1 оператор І — v мае не-
перервний обернений, причому І (/ — v)~l II ^ \ {—q' 

Якщо Я — простір із скаілярним добутком і А — лінійний опе-
ратор у ньому, то оператор Л * : Я Я називається спряженим до 
А : H Я, якщо 

(Ах,у) = (х,А*у) 
для всіх х9 у £ Н. Оператор А називається самоспряженим (симетрич-
ним), якщо А == Л* (або (Ах, у) = (х, Ау)). Називатимемо лінійний 
оператор А додатним, якщо (Ах, х) > 0, невід'ємним, якщо (Ах, х) > 
^ 0, і додатно визначеним, якщо (Ах, x) > ô (х, х) м 6 | x f для всіх 
x Ç Я, x Ф 0, причому ô — додатна стала. 

Довільний оператор А можна подати у вигляді суми А = А0 + 
+ Л ь де Л0 = -і- (Л + А*) — самоспряжений (симетричний) опера-
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тор; Ах = — (Л— А*) — кососиметричний оператор, для якого в 
дійсному просторі (А гх , х) = — (х, Ахх) = — (Агх, х), і, отже, (Ахх, 
х) = 0. Таким чином, для довільного оператора А в просторі H вико-
нується рівність (Ах, х) = (Л0*, *) Для всіх х£Н. 

Якщо виконуються нерівності (Ах, х) 0, (Axf х) > 0, (Ах, х) > 
> ô I X F для всіх X Є Я, JC 0, то відповідно записуємо Л ^ 0, А > 0 
і Л > 6/ . Нерівність В ^ аЛ означає, що ß — аЛ > 0, тобто ((В — 
— аЛ) JC, х) > 0 для всіх х Є Я. Якщо в дійсному просторі Л ^ Л*, 
то нерівності Л > 0, Л > 0 еквівалентні відповідно нерівностям Л0 ^ 
> 0 , Л о > 0 . 

При Л > 0 існує оператор А"1 : H H, причому А"1 > 0, а при 
Л = Л * має місце рівність (Л -1)* = Л""1. Дійсно, А"1 існує лише тоді, 
коли рівняння Ах = 0 має лише тривіальний розв'язок. Припустивши, 
що А~1 не існує, ми мали б Ах = 0 для деякого х Ф 0, і тоді 0 = 
= (Ах, х) П£)И X Ф 0, що суперечить умові Л > 0. 

Нехай Л'— самоспряжений лінійний оператор в Af-вимірному про-
сторі H із скалярним добутком. Задача про власні значення оператора 
Л ставиться таким чином: знайти значення параметра X, для яких 
рівняння Ах = Хх має нетривіальні розв'язки xt. Числа Xt називають-
ся власними значеннями оператора Л, а елементи (вектори) xt — його 
власними векторами. 

Наведемо основні елементи з лінійної алгебри для задачі про власні 
значення в ^-вимірному просторі із скалярним добутком. 

1. Самоспряжений оператор Л має N власних значень і = 1, N, 
0 ^ І І ^ .... ^ І Хд/1, яким відповідають ортонормовані власні 

2. Якщо Л > 0, то 0 < А,! < ... < 
3. Довільний вектор X Ç H можна розкласти за власними вектора-

ми самоспряженого оператора, тобто подати у вигляді 

причому І ДС І2 = 2 ck, де ck = (х, lh)— коефіцієнти Фур'є вектора X, 
k=\ 

4. Якщо Л = Л* > 0, то розв'язок рівняння Ах =/f можна пода^ 
ти у вигляді 

некера. 

N 

N 

де fk =» ( f , lk) — коефіцієнти Фур'є вектора / . 
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5. Норма самоспряженого оператора дорівнює максимальному 
8 модулів його власних значень, тобто | А | = шах | kh \ = | |. 

л—uv 
6. Якщо А = Л*, то 

| | A | | = s u p | G 4 * , * ) | . 
ІММ 

7. Якщо А = А * > 0, то V < А < %NI або 

8. Якщо оператор А в ЛГ-вимірному просторі Я додатний, то він і 
додатно визначений, тобто існує стала Ô > 0 така, що з умови А > 0 
випливає нерівність А б/ . 

9. Якщо існує оператор Q~\ то операторні нерівності С ^ 0 та 
Q*CQ ^ 0 еквівалентні, що є наслідком тотожності 

(ІQ*CQx, х) = (CQxf Qx) = (Су, у), 

№ у = Qx, x = Q~lу. 
10. Якщо Л ь А2 — лінійні- самоспряжені додатні і перестановочні 

оператори в Я , то оператори Л ь Л2, Ах + Ла, ЛіЛ2 мають спільну си-
стему власних векторів причому 

X (Л х + Л2) = Я (А,) + К (Аа), А, (ЛИа) = M A J ^ Ma). 

де через X (5) позначаються власні значення оператора В. к 

11. Якщо А = Л* > 0, то існує оператор А~~\ який є самоспря-
женим, додатно визначеним, має ті самі власні вектори, що й оператор 
Л, і власні значення X (Л""1) = АГ1 (Л). 

1.4.2. Різницеві оператори в лінійному просторі сіткових функцій. 
Позначимо через Q^+i простір сіткових функцій, які задані на сітці 

о 
сом = {/ : і = 0, N}, а через йдч-і — підпростір — простору Qjy-ц, що 
складається з функцій, заданих на <оN, які перетворюються на нуль у 
граничних вузлах сітки <ол/, тобто у0 = ум = 0. Функції з простору 
О о о 

QAT-̂ I позначатимемо yt = у (і). Розглянемо приклади найпростіших 
різницевих операторів. 

Для оператора правої різниці Ayt = yw — уи і = 0, N — 1, об-
ластю визначення є D (А) = Qw+i» а областю значень—простір Q^ функ-
цій, заданих на сітці со^ = {і : і = 0, N — 1}. Простір ß ^ має роз-
мірність N. 

Для оператора лівої різниці Vyt = yt — уі—и * = U областю 
визначення є D (V) = Qn+i, а областю значень — ^-вимірний під-
простір Q̂ v функцій, заданих на сітці о*н = {і : і = 1, N}. 

Оператор 
А% = А (А = A ( V y j = — 2 у t + уі-л 
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визначений для сіткових функцій з Qjv+i і відображає Q^+i у простір 
функцій, визначених на сітці со* = {t : і = 1,JV — 1}. Опера-

тор 
А У І = ЬІУС+І — СІУІ + ОМІ-1 = ЬІ Д (YYT) — (ЬІ — AF) VYT — 

— (СІ — аь — Ьі) y и і = l,N — 1, 

також відображає QN+\ в тобто Л : Qjv+i і • 
Розглянемо операторне рівняння 

Ауі = — f i , і = 1, N — 1; 

#0=1*1» = (6) 
дé fi, і = 1, N — 1, и-1» Иг — задані числа і yt — шукана сіткова функ-
ція. Задача розв'язування рівняння (6) називається також різницевою 
крайовою задачею. ї ї можна записати в матричному вигляді 

Ау = Ф, (7) 

де Ф = (fx + аг\1ъ f2, ..., fiï—2> ÏN-! + &лг-ііг2) — Відомий, a y = (y l f . . . 
yN-1) — невідомий вектори розмірності N — 1; A — квадратна 

тридіагональна матриця розмірності (N — 1) X (N — 1) вигляду 

— Сі 0 0 0 . . . 0 0 0 

«а — 0 0 . . . 0 0 0 

0 аз — с3 0 . . . 0 0 0 

0 0 0 0 0 . . . а^-2 —cN-2 &JV-2 

0 0 0 0 0 . . . 0 aN-1 —cN-І 

Порівнюючи (6) та (7), помічаємо, що 

ЛУі=-Ч>і, і= UN-1, (9) 

де АУі = — cßx -f ф! = Л + fliiii, Äf/i = ф,. = Л, і = 
= 2, Af — 2, A^yv-i = — cyv-il/^-i, Фл/-і = /лл—і + bN-і(іа. Різ-

~ ~ о 
ницевий оператор Л відображає Qn-\ В причому Ауі = Ауі, 
тобто замість (9) можна записати 

АУіГ= — Фь t = 1, Л^— 1. / (10) 

Введемо оператор Л, який відповідає матриці (8), покладаючи 

Ауі = — Ауі = — Луь і = 1, W — 1. 
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Тоді замість різницевої крайової задачі (6) дістанемо операторне рів-
няння 

Ау = Ф, 

де А : ßw-i ->• Ф € Очевидно, що А є лінійним оператором, о 
причому оскільки Ау =? — Лу, то можна також вважати, що Л відоб-
ражає Qyv-i в 

Простір H = £2дг-_і можна перетворити на простір із скалярним 
добутком, ввівши останній за формулою 

N—1 Л/—1 
(y,v) = N 2 

f=l 1=1 
Зауважимо, що аналогічно записуються в операторному вигляді друга 
( х 1 = х2 = 1) і третя ( х х ^ О , 1; х2 =т>̂  0, 1) крайові задачі. У цьому ра-
зі матриця А має розмірність (N + I) X (N + 1), а оператор А визна-
чається формулами 

Ауі = — Ауі= — (ЬіУі+І — СІУі + аді-1), і = 1, tf — 1, 
(Ау )0 = — (ХіУіL — I/o), ( A y)N = — {yN — 1) 

і відображає Q/v+i в £2л/+ь 
1.4.3. Різницеві формули Грі на. Умова самоспряженості різнице-

вого рівняння другого порядку. Неважко помітити, що матриця А з 
попереднього пункту симетрична лише за умови 

= * = 1 , Л Г - 1 , (11) 
тоді Ауі можна переписати у вигляді 

ЛУї = ЬіУі+і — оді + йіУі^х = at+\y(±i — С^І + і = 
= йі+і (уі+і —у і) — ai (у І —ус-1) — (с-, — аг — йі+1) у і = 

= — а^уі — (ct — а, — аІЛ.х)уі = (12) 
= Д (а^Уі) — (Сі—йі — а і + х ) у и 

Нехай сітка щ {xt = ih : / = 0, N, h = 1 IN) покриває відрізок [0, 1]. 
Розділимо (12) на h2 = l/N2 і скористаємося позначеннями 

У І = У ( * І ) = У (і), Ух.С = АУ І!К 

У-хЛ=ЧУІ!К y-xxi = b(Vyi)lh\ 
Дістанемо різницевий оператор 

ЛУІ ят Ау І/Н2 = (ay-)Xtl — dtyi% 

di = (ci — a t — a w ) /A 2 , / = 1, W — 1. 
Іноді зручно те саме записати в безіндексних позначеннях 

Ау = — d y s (а (х)у- (х))х —d(x)y (*), л: Є сол, 
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де 
(0Л = {xt = ih : і = 1, M— 1, ft = UN), . 

V-x (x) = (ä (*) —У (х — h))!K Ух (x) = (у (x + Л) - у (x))/h. 

Користуючись цими позначеннями, формулу підсумовування частина-
ми (див. 1.1.2) 

N-1 N 
2 у t До, = — 2 чЧУі + (yvh — (yv) о 

і=0 і=\ 
можна переписати у вигляді 

ЛГ—1 N 
2 Уіи*А = — S + ( Л — И > ) (із) 
(=0 t=\ 

або 

S hy (x) vx (x) = — S hv {x) y- (x) + y (xN) v (.xN) — 

—y(Xo)v(x0)9 

де 

Öft+ = (ÖAÜ {xN = 1}, Сùh = Cûfc U {*o = 0}-

Іноді буває зручно в лівій частині (13) підсумовування вести від і = 1 
др і = N — 1. Перенісши доданок при і = 0 з лівої частини (13) в пра-
ву, дістанемо формулу 

N-1 N 
£ •ytVx.iH = — 2 иіУ» ih + — уоуі> (14) 

І=\ І=\ 

або 

% hyvx = — S hy-v + (yv)N—y0vх. (15) 

Підставляючи в (14) vt дістанемо першу різницеву формулу 
Гріна 

N-1 N 
S Уі = — S A + (аУгХ — Уо(м;)і- (16) 

ш ' ' 
Поміняємо в цій формулі місцями у та г: 

N—1 N 
S (wdx ih e — S Л ih + (azy$N—г* (аУі)і-

Віднявши це співвідношення від (16), дістанемо другу різницеву фор-

124 



мулу Гріна 
/V—і /v—і 

2 у І (a zx)x th = S г< W x і* + 

+ aN (yz- — zy-)N — (y0 (az-)t — z0 (ayJJ. (17) 

ЯКЩО y0 = ZQ = yN = ZN = 0, ТОбТО y = y, Z = Z, y, 2 Ç Й//4-1, то з 
(17) випливає, що 

Y Л Л = 2? W* Л (18) 
/-і м 

N-\ о о 
Віднімаючи у (18) від обох частин суму 2 ^ І У Р І К дістаємо другу 

м о 
різницеву формулу Гріна для різницевого оператора Ayt = (ay-)xj — 

— dtyti /V—І о о N—\ о о о о о 

J ytAZih= £ £ W (19) 

Введемо скалярні добутки N—l 
(у. v) = Ау,^ = S Ay 

= j ] ftyiu* =» 2 ftf W * (*)• 

yv-i 
[y. f ) = S = S hy(x)v(x), 

/=0 „ -х£щ 
N 

ly> v] = 2 нум = 2 Ay W я W 

і зв'язані з ними норми 

*у\ = {у>у)и\ Ы = (у,у]и\ \[у\ = \у>у)х,\ m = [у. у]1/2-
Позначимо через H = ß ^ - i простір сіткових функцій із скалярним 
добутком (,). У цих позначеннях формулу (15), наприклад, можна запи-
сати таким чином: 

(У> <>х) = — (У-х> v] + (yv)N — y0vv 

Якщо оператор А задати формулою 

Ау = -Ау9 у£Н$ (20) 
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то другу різницеву формулу Гріна (19) можна записати у вигляді 
(у, Аг) = (Ау, z), 

що означає самоспряженість оператора А (і, отже, А* = А). Якщо 
о о о 

У, г € Йдг+і, то з першої різницевої формули Гріна знаходимо 

*«= 1 • О при умовах у і ф 0, ах > 0. Враховуючи означення оператора Л, маємо 
МУ. У)= n + W . 1)>0. 

і ' • г=»і 
якщо at > 0, > 0. Таким чином, різницевий оператор Л, визначе-
ний формулою(20), є самоспряженим і додатним за умов ах > 0 , dt ^ 
> 0, і = 1 , W — 1, aN > 0 . 

Відомо, що умова bt = є достатньою для самоспряженості 
оператора Aух = btyi+1 — ад* + і. Покажемо, що вона є і необ-
хідною, тобто випливає із самоспряженості А. 

Дійсно, подамо А у вигляді суми Ау{ = АІУІ + А2УІ, Де 

АІУІ = 1 (УІ+і — У*) — я* (Уі — У / - 0 — fa —ЙІ — bt) У І = 

= — dtytl 

Оскільки Ai в силу викладеного вище є самоспряженим у просторі 
N-1 

H == ßtf-fl, а б° ^ = ІЗ скалярним добутком (у, и) = Sfy/i^i» т о 

І=1 
(h"2Ay, 2) - (у, А~2Л£) = (hT2Axy, v) -

— A""2AxÜ) + (Л-2Л^, Ü) - (£, /Г2Лаи) = 

N-l _ 2 

= 2 л — (У'+і^ — У/fl'+i) А. 

Звідси випливає А = А* лише за умови, що 

2 A (bt — ас+1) — урі+1) Л = 0 
ДЛЯ ДОВІЛЬНИХ у, V € Н. Виберемо yt = ô/.r0+i, t)t = ô/(;0, де i0 — до-
вільний фіксований вузол сітки, — символ Кронекера. Тоді 
УІ+IVI — урі+1 = bitf> і остання умова набере вигляду К — Я/о-н = 9» 

що і треба було довести. 
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Зауважимо, що рівняння 
Ауі = ЬІУІ+І — СІУІ + щуі-і = — f t (21) 

вавждн можна звести до вигляду 

АУі = Д (А І Vyt) - йіУі = - F и (22) 

де Л — самоспряжений оператор. Дійсно, помножимо обидві частини 
(21) на |А| Ф 0: 

Ауі = ііївіуі-1 — |І|С|УІ + МіУм-і = — 
Умова самоспряженості буде виконана, якщо 

ЬіРі = (|ів);+і = |if+laH-l = ^<+1-
Звідси ^ 

Н'+і = Ні = Ні П - г 1 " 

і дістанемо (22), де At = од, D, = (cf — ai — bt)f Ft = p ,^ . Ін-
шими словами, якщо матриця (8) не є симетричною, то її можна звести 
до симетричного вигляду множенням зліва на діагональну матрицю 

/Ні 0 
М=1 

\ о " fî v-1 
1.4.4. Власні значення різницевого оператора другого порядку. 

Розглянемо різницеву задачу на власні значення 

(аУх)х.і — аіУі + ^ 1 = 0. f = 1, ЛГ — 1, у0 = у„ = 0 
або 

Ау = Ху, у (J QAT_I, 
9 О О 

де Ау = — (ay^)xj + d i y t i у ÇQ^+i. Оператор А е самоспряженим 
і додатним, тому він має N — 1 дійсних власних значень і відповідних 
їм ортонормованих власних векторів (функцій). 

У найпростішому випадку at = 1, dt = 0 їх можна знайти в явно-
му вигляді. Тоді рівняння 

Ухх.{ + tyi = 1 = !» N— 1, у0 = yN = 0, 

можна переписати таким чином: 
у w — 2 cos ayt + у і—і = 0, 

де 2 cos а = 2 — ЛА2, h = 1/ЛЛ Загальний розв'язок має вигляд 
yt = сх cos іа + с2 sin ih. 
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З крайових умов знаходимо у0 = сх = 0, yN = r2 sin Na = 0. Ос-
кільки потрібно знайти нетривіальний розв'язок, то с2 Ф 0, і тому має 
бути sin Na = 0, тобто Na = тп, m = 0, 1, 2, .... Звідси а = ат = 
= mn/N= mnh. З рівності 2 cos а = 2 — W знаходимо АЛ2= 2 (1 — 
— cos а) = 4 sin2 -у , X = km = sin2 Цьому значенню X 
відповідає власна функція ут (і) = с sin mnxt, с Ф 0, хх = ih, і = 
= 0, W, яка визначається з точністю до сталого множника. Неважко 
помітити, що 

yN (у) = с sin Nnxj = с sin я / == 0, / = 0JV, 

y^+i (у) = csin(N -f- 1) ял^ = csin(Mru:^ + nxj) =« 
= с sin n x j • cos я / = (— l ) ^ (/), . . . , 

Є/лН-m+l (/) = (—і/Ут (/)> m = UN — 1. 
Отже, лінійно незалежні лише функції (і), m = 1, /V — 1. Виберемо 
множник с так, щоб норма функцій ут (і) дорівнювала одиниці. Поз-
начаючи а = 2я/пЛ і користуючись формулою cos 2я mxh = cos ka = 
= Re (cos ka + і sin ka) = Re (eika), де і = —1 — уявна одиниця, 
матимемо . 

II Ут (І) II2 = Y h sin2 mnxh =-- -Ç 2* Л (1 - cos 2/яя**) = 

2 2 2 

сЧ p е
/а —еШа c*(N — 1)/і g2A7i = с' 

2 К Є 1—е'а 2 2 2 2 е 

Звідси знаходимо с = і, таким чином, ортонормована (у просторі 

із скалярним добутком (у, о) = £ hytVi) система власних функцій має 

вигляд 
(0 = 1^2 sin mnxt. 

Власні значення Xs зростають із збільшенням s, бо sin s < 

< sin Щ- (s -f 1) С 1 при s ^ N. Найменше і найбільше власні зна-
чення мають вигляд 

і 4 СІ«2 я* і 4 сіп2 ( ^ - і ) _ Лі = - f i r Sin4 - у - , Ajv-1 = -jp- s l n 2 
яЛ 
"2 
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Записавши Хг у вигляді = я а (sin £/£)2, де £ = яй/2 ^ я/4 (най-
більше, яке мае зміст, значення h = 1/2), і враховуючи, що функція 
/ (І) = (sin £)/£ спадає і має мінімум при | = я/4, дістанемо 

Для маємо оцінку Ядг-і < 4//і2, і тому 

8 < X f t < 4 / / i 2 , é = 1, N — 1. 

В п р а в а 2. Довести, що розв'язком задачі + %у = 0, * 6 Щ, У (а) = 

— У (Ь)=* 0, де Щ= {хі= а + ih: і = /V — 1}, є власні значення kh = 
4 . e knh # . , v і Г 2 knx 

= " F s i n 2 (6 — аУ k== N ~~ 1 власн1 ФУНКЦ11 ^A W = Г S ^ â sin 

які ортонормовані y просторі із скалярним добутком 

(У* v) = 2 ^ (*) * <*)• 

1.4.5. Одно- та багатокрокові операторні схеми. Нехай H — ^-ви-
мірний лінійний простір із скалярним добутком (,); Л, В — лінійні 
оператори в ньому. Розглянемо деяку обчислювальну схему (алгоритм) 
для знаходження послідовності уІ9 ... £ Я, яка задається рекурент-
ною формулою 

ук+\ = F(yk, yk-1. . . . . . Ул-m+l), k = tn— 1, m, . . . , (23) 
деУо» Уі» — задані елементи Я; У7 — деякий лінійний оператор. 
Таку схему називатимемо /тг-кроковою схемою або (m + 1)-ярусною 
схемою. Найчастіше на практиці зустрічаються лінійні однокрокові 
схеми 

уь+1 = Ayk, ÄJ = 0, 1, . . . (у0 задано). (24) 
Як ми переконаємось далі, важливу роль відіграє запис лінійної двох'-
ярусної схеми в канонічному вигляді: 

Вк
 yk+l~yh +Ahyh = <pft, h = 0, 1, . . . f (25) Ä-J-l 

де лінійні оператори : Я H мають обернені BJX ; т*+і > 0 — 
деякі параметри. Такий запис неоднозначний, і, наприклад, можна 
покласти 

Ah = — Bk ' <РА=°> 

де / — одиничний оператор. Далі розглядатимемо такі двох'ярусні 
схеми: 

В + АУь = Ф*. Ä = 0 , 1, . . . . (26) 
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Якщо Tfe+i = т, тобто не залежить від k, то схему (26) називатимемо 
стаціонарною. 

Якщо В = / , то схема (26) називається явною; тоді yk+i визнача-
ється через yk за явною формулою 

yk+{ =yh — Tk+i (Ayh — q>Ä). 
Якщо ß Ф / , то схема (26) називається неявною, бо для визначення 

треба розв'язати операторне рівняння 
ß^H. , = = Byk — Tft+i — фЛ). 

Неважко помітити, що послідовність {yh}, яка задається формулою 
(26), можна побудувати як суму двох послідовностей, що задаються 
формулами 

В Ук+*~Ук - f -Ay k = 0, Ä = 0 , 1 , . . . (j/o=Uo — задано) (27) 

та 

д = £ = 0 , 1, ....Уо = 0. . (28) т*+і 
Звідси випливає доцільність таких двох означень. 

Схема (26) називається стійкою за початковими даними, якщо для 
задачі (27) виконується оцінка 

\ У Л і > < М , \ Й . 1 а ь (29) 
Де 1 • Id) — деяка норма в просторі Н\ МГ — абсолютна стала (не за-
лежить від TKF K). 

Схема (26) називається стійкою за правою частиною, якщо для роз-
в'язання задачі (28) використовується оцінка 

\УьЬ)<Мшітх\<рку>, (ЗО) 

де М2 — абсолютна стала; || • |<і), || • |(2) — деякі норми в Н. 
Іноді користуються також поняттям р-стійкості, коли означенням 

передбачається виконання для (27) нерівностей 

\УнЬ<рПо)< ••• < Р * Ы < і ь 
де р > 0 — деяке число. 

Нехай D = D* > 0 — самоспряжений додатний оператор в H. Тоді 
в H можна ввести норму 

111/ Id =\У\\о = VjDyTy). 
Простір H з такою нормою позначатимемо HD- Користуватимемося 
також таким означенням стійкості за початковими умовами: схема (26) 
називається стійкою в Но, якщо 

\Vk+i\p<\yh\p. (31) 
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Записавши (26) у вигляді 

yk+1 = Sfjjb, sk = t — T/H-i B"] A, (32) 
де sÄ — оператор переходу на наступний ярус, помічаємо, що умова 
(31) еквівалентна умові 

VÄ. (33) 
У свою чергу, (33) еквівалентна умові 

JD = \\yfD-\\shy& = (Dy9y)-(Dskytsky)^0 Vy£H9 W k. (34) 
Отже, три умови стійкості в HD9 а саме (31), (33), (34), еквівалентні. 

Теорема 1. Якщо А = А* — самоспряжений додатний оператор і 
існує В"1, то для стійкості стаціонарної схеми (26) за початковими 
умовами (тобто при тк = т, sk = S) в НА необхідно і достатньо, щоб 

{By, у) \(Ау,у)>0, Vi/Є Я , (35) 

що записуватимемо так: 5 -у А. 
Д о в е д е н н я . Досить переконатися в еквівалентності виразів 

(34), (35), або, точніше, в еквівалентності (35) нерівності 

JA = (АУ, у) — (ASy, Sy) = (Ау, у) — (Ay -ХАВ'\Ау,У — 

- т B ~ l A y ) = 2т (А ВГхАу9 у) - т2 (А В~1А у, В"хАу) > 0 \ / у £ Н. 

Позначивши В"1 Ау = х9 Ау = Вх9 дістанемо 

JA = 2т [(Вх9 x) - ^ (Ах, х))>0 V * Є Я, (36) 

звідки випливає, що нерівність (35) обумовлює нерівність (34) при D = 
= А, ЩО І Є доведенням достатності умови (35). 

Доведемо необхідність, тобто, що із стійкості стаціонарної схеми 
(26) випливає (35). Дійсно, якщо схема стійка в НА9 ТО виконується 
нерівність (34) (при %k = т, sh = S9D = А), а (36) вказує, що JA > 0, 
звідки випливає (35). Теорему доведено. 

Приклад 7• Розглянемо рекурентну послідовність чисел 

Ь + а у = 0 , А = 0, 1 
т л 

Де У* Ь9 т, а — задані числа, а > 0 , b > 0, т > О.Ъ формули = (1 — тalb) yh 
випливає, що умова стійксісті 

\yk+l\<\yh\<: ••• 
виконується при І 1 —xalb Розв'язуючи цю нерівність, маємо 

та 
— 1 < 1 — ха/Ь < 1 , — . 

що цілком відповідає твердженню теореми 1, 
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Теорема 2. Якщо А = А > 0, 5 == В* > О, то для стійкості ста-
ціонарної схеми (26) в HB (тобто || ||в ^ || yh ||в) необхідно і до-
статньо виконання умови (35), тобто В ^ у А. 

Д о в е д е н н я . Запишемо схему (26) у вигляді (32) і покажемо, 
що умова (33) еквівалентна умові (35). 

Нехай у — довільний вектор з Н\ — власні вектори задачі 
At h = XkBth, X k > 0 9 (37) 

причому 

(Bik, и = 6^ = 1 ' • * = 
[О, 1гФт9 m = 1,ЛЛ 

Враховуючи, що Slh =lk — т B T x A \ k « (1 — тХА) ßSg f t = (1 — 
N 

— xXft) ß£Ä і розкладаючи вектор у за системою тобто у = 2 

(W — розмірність Я), маємо 

у) = £ al, (Ау, у) = § 

(BSy, St/) = vK? < 15 ffl 2 <4 = Il S lb (By, у), 

де 

||SF ß = m a M l - т Ч ) 2 . 

Звідси випливає, що нерівність | S ß || ^ 1 еквівалентна умові 
т Я Л < 2 , Л = ГГ 

яка в силу рівності 
(ßy, у) - -f (Ау, у) = J j а* - -т*-)' 

еквівалентна умові (35). Теорему доведено. 
Теорема 3. Я/сцо /1 = Л* > 0, ß = ß* > 0, /по необхідною і до-

статньою умовою р-стійкості стаціонарної схеми (26) за початковими 
умовами з будь-яким р > 0, тобто \yk+\ ||D ^ р \ yh ID, D =.А, В Є 
виконання операторних нерівностей 

в ^ А В-. (38) T T 4 ' 
Д о в е д е н н я . Нерівності (38) еквівалентні умовам 

(39) 

де %ь — власні числа задачі (37). 
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Доведемо спочатку достатність умов (38), (39). Нехай D = В і маємо 
нерівності (38), (39). З умови (39) випливає, що —р ^ тХк — 1 ^ р, 
І 1 — хкк І < р і в силу (37) І S \\в < р, тобто 

що і доводить достатність. 
Нехай тепер має місце р-стійкість, тобто \\ук+\ їв ^ р \ук IIв- Тоді, 

оскільки f S ||в — найменша стала, для якої виконується нерівність 
\ук+х І % = (Byk+l9 yk+x) = (BSyh, Syk) < M СByk, yk) = M\yhfB, 
то І S І в ^ p. Тому в силу рівності (37) маємо | \ — тЯА | ^ р, тобто 
виконуються (38), (39). Необхідність доведено. 

Аналогічно доведемо теорему при D = А, коли врахуємо , що 

(ASy, Sy) = V alkh (1 - т < max (1 - тЯ*)2 (Ay, У)-
k=Tl l^k^N 

Теорему доведено. 
На практиці важливу роль відіграє р-стійкість при р < 1. Умови 

такої стійкості дає наступна теорема. 
Теорема 4. ЯКЩО А = А * > 0, В = В* > 0, УгВ < Л < У2В29 

2 Vi > 0, т ^ т0, т0 = у .f то має місце оцінка 

\УшІр<Р\УнЬ> (40) 
де YK+I знаходять за стаціонарною схемою (27) при %K+\ = т, D = А, В, 
р = 1 — ху1 < 1. 

Д о в е д е н н я . Для доведення досить оцінити норми 1S ||в = 
= І) 5 J a = шах I 1 — тХк І за умов ух ^ Xk < у2, 0 < Vi = К ^ ••• 

... ^ kfii = 72. Для цього розглянемо величину 

Ф* = ( 1 - т ^ ) 2 - (1 - тЯ,)2 = 2т ( К - Ях) (і - -J- (ЯЛ + Я,)) . 
Неважко помітити, що фА ^ 0, коли 

1 - - f (К + К) > і — \ (V. + ТІ) > 1 - ^ t (VI + V2) = О, 

тобто max | 1 — тЯЛ | = 1 — туї при г ^ т0 . Це і доводить теорему. 
l^k^N 

Розглянемо тепер стійкість за правою частиною стаціонарної схеми 
(28), тобто з'ясуємо, за яких умов для послідовності {YH}, що визнача-
ється співвідношенням 

В Ук+1~У* +Ayk = ерь, £ = 0, 1, . . . ; г/0 = 0, (41) 

має місце нерівність (ЗО). 
Теорема 5. Нехай А = Л* > 0, В = В* > 0 і виконується умова 

В > ^ А . (42) 
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Тоді для послідовності {ук}, яку знаходять за схемою (41), має місце 
стійкість за правою частиною, а саме 

1 Ы в < Е ^ І Ф і І г - і - (43> 
1=0 

Д о в е д е н н я . Запишемо (41) у вигляді 

ykM = Syh + тВ-!фк, Ä = 0, 1, — ; S = / — хЕГ1А, у0 = 0. 
З нерівності трикутника маємо 

II yk+l ID < II Sy h lb + T II Я-'ф* b<|5bl№b+T| BTl<ph |D. 
З теореми 2 випливає, що за умови (42) 

| S ( | B < і , | в - ' Ф * & = = 

і з попередньої нерівності знаходимо 

ІУк+іІв<\Ук\в + *1<Рк\в-ь 
Враховуючи, що у^ = 0 і застосовуючи рекурентно цю нерівність, ді-
стаємо (43). Теорему доведено. 

Доведемо ще одну оцінку, яка виражає стійкість стаціонарної схе-
ми (26) за правою частиною та початковими умовами. Крім самої оцінки, 
важливим е метод її доведення, який є досить загальним і називається 
методом енергетичних оцінок. 

Теорема б. Нехай А = А* > 0 і послідовність {yk} визначається 
за стаціонарною двох'ярусною схемою 

В + Ayh = фд, * = 0, 1, у0 = и0. (44) 

Тоді за умови ß > ^ А при Ф* = 0 має місце нерівність 

\\yk+\U <112/л IU» (45) 
тобто схема стійка за початковими умовами в НА. 

Якщо виконується більш сильна нерівність 

В ^ г І + ^ А , (46) 

де е > 0 — довільне число/ то мав міцне нерівність 

І^І&^ІІУоіл + ^ ї т І Ф і І 2 , . (47) 
м 

яка виражає стійкість схеми (44) за початковими умовами і за правою 
частиною. 

134 



Д о в е д е н н я . Підставляючи в (44) вираз 

маємо 

(в — І л ) IBL-Л. + - і - л +yh) = q v 

Помножимо цю рівність скалярно на 2 (г/*+і — yh) і врахуємо, що 
{А (ук+1 + yh), yk+i — yk) = (Л«/А+1, + f/jfe+i) — 

— Ун) — (Ayh, y*) = (Лг/t+i, yé+1) — (Ayh yh), 
бо в силу самоспряженості А 

(Ауп, уп+і) = (Ауп+1, 
Як наслідок дістанемо так звану «енергетичну тотожність»: 

= (АУн> У h) + 2 (<pft, f/Ä+i — У ід- (48) 
Звідси при В > Y А маємо нерівність (45), тобто першу частину 
теореми доведено. Перетворимо другий доданок в правій частині (48), 
тобто 

2 (Фа, ук+і-Ул) = 2т ( ф к , J ^ ± L p L ) . 
За допомогою е-нерівності 

\ab\ = (\Ґ2е а) Ь) < еа' + Ь\ 

де а, 6, е — будь-які додатні числа, знаходимо 

2 (ФА. уш - Уи) < 2т І <pft fl j j < 

Підставляючи цю оцінку в «енергетичну тотожність» (48), матимемо 

2 т ( (ß _ е / — 1 - A) , J t t ^ j + 1 у к + і ft < - • 

звідки за умови (46) 

і далі рекурентно дістаємо (45). Теорему доведено. 
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Для дослідження стійкості багатоярусних операторних схем зручно 
користуватися прямою сумою просторів. 

Простір Нт = H (В H ® .. .© H (пряма сума m просторів Н) ви-
т 

значається як множина векторів вигляду 

x = (x1, x2, . . . , хт), X а а = 1, т, 
в якій додавання і множення на число визначаються покоординатно. 
Нульовим елементом простору Нт е вектор (0, 0, ... t 0), кожна компо-
нента якого — це нуль простору Я. Якщо H є простором із скалярним 
добутком (,), то в Нт можна ввести скалярний добуток за формулою 

m 

а=1 
де У = (Уі, Уш\ V = (v19 vm), у, v£Hm, у", Üa Ç H, а = ІТIn. 
Нехай задані оператори Саз : / / - > / / , а , ß = 1, т . Тоді оператор 

( Сп ... С\т \ 

с" с" о/пі • • • у~>тт / 
діє в просторі Нт за правилом 

Сх = {(Сдс)р}р=ПЙ = І £ С&ху\ 
lv=l J ß=l./T» 

де де = (JC1, хГ1) 6 Я"", ха £ H, а = 1, m. Неважко помітити, що для 
таких операторних матриць справедливі звичні правила додавання 
матриць і множення матриці на число. Нульовим є оператор 

А = (Лар)а.М>» ЛаЗ = 0 , а , ß = 1, ГП, 
a одиничним — оператор 

А = (Лаз)а р = 3^, = » 

де Saß — символ Кронекера; І — одиничний оператор простору Н. 
Зберігається і правило множення матриць: якщо А = (Аа$)л р^г^, 
В = (ßaß)aeß==i^, ТО компоненти оператора С = i 4 ß = ( C a ß ) a ß = ^ ви-
значаються формулою 

m 
С aß = 2 ^av^Vß-

v=i 

З'ясуємо умови самоспряженості операторів, які діють у Н"1. Нехай 
^ = :Нт-+Нт,у = (у\ ут), V = О - е л е -
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менти Нт. Тоді 

a , ß = l 
m 

a , ß = l 

Лелея Нехай & = і Нт Нт. Тоді спряжений оператор 
= для якого (&у9 и) = (у, л«ае компоненти 

= ^ßa, a, ß = 1 7 m , 
зокрема, для самоспряженості оператора & необхідно і достатньо, 
щоб 

= а, ß = 1, m, (49) 

de ̂ aß — оператор, спряжений до в Н. 
Д о в е д е н н я . Маємо 

w *> = S e 2 с/. -
a , ß = l a, 5=1 

= f (y*, = {y, v), 
a.ß=l 

що і доводить лему 1. 
Н а с л і д о к . ДЛЯ самоспряженого оператора & : НТ Яш 

ведлива тотожність 
m 

у) = 2 </*) + 2 S <5°) 
а=1 l^a<ß<m 

У випадку m = 2 співвідношення (49), (50) мають вигляд 

&11 = ^21 = ^12, ^22 = (51) 
X) = (^п^1, X*) + 2 я1) + (&22х2, х2). 

Розглянемо ірі 4- 1)-ярусну операторну схему. 
втуп+т + Вт-іу"1*"1-1 + ••• + ВіУ

п+1 + В0у" = (52) 

де Ç Я, ß a : Я Я, а = 0, m. Можна розглянути сітку (іноді 
її називають часовою) 

Ют = = пі, п = 0, 1, 2, . . . } 
і вважати функцією дискретного аргументу tn = /іт із значеннями 
в просторі Я, тобто уп = у (іtn) Ç Я. Будемо припускати, що елементи 
у°у У1, ...» Утзадані й існує оператор Вщ1. Розв'язком схеми (52} 
в момент tn = лт називатимемо вектор уп = {(Д |/п+1, ..., 
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компоненти якого задовольняють (52). Неважко помітити, що (52) 
можна записати у вигляді 

уп+і = Syn + <рп, 
уп+т-1), ф п = (0, о, .. 

(53) 

де уп = (у", у"4"1, о , ßrn V ) , 

s = 

0 1 0 0 
0 0 / 0 
0 0 0 • • • / 

—вт
1в0 — Вт By — Вт В% • • . — Вт Вт— 1 

Таким чином, кожну (т + 1)-ярусну схему можна розглядати як 
двох'ярусну в просторі Н т . Відповідно стійкість ( т + 1)-ярусної 
схеми (52) можна визначити як стійкість еквівалентної двох'ярусної 
схеми (53). 

Означення 1. Схему (52) називатимемо стійкою, якщо для її 
розв'язку уп = (у", у*1*1, ..., уп+т~1) при будь-яких початкових 
даних у0 = ( у у 1 , ..., ут~~1) і будь-яких правих частинах q/1 Ç Я вико-
нується оцінка 

І ^ І п ^ л У м І м + л д е » [ф], 

де ІУк 1(1 H) — деяка норма у просторі Нт\ Qn [ф] = Qn [ф°, Ф1, ..., ф"-1] — 
функціонал від ф = (ф°, ..., ф*"1) з властивостями норми; М х > 0, 
М2 > 0 — сталі, які не залежать від п (отже, і від т; якщо Я = ЯА — 
простір сіткових функцій, заданих на сітці а)Л, то сталі Мь М2 не по-
винні залежати від h, т). 

Так само, як і у випадку двох'ярусних схем, можна розрізняти 
окремо стійкість за початковими умовами і стійкість за правою части-
ною багатоярусних схем, тобто коли виконуються відповідно оцінки 

ІУп І!(1п)^МіІІІ/о1<1о> при Ф = 0 
і 

« У п ! ( і п ) < ^ п [ ф ] при у0 = 0. 
У двох'ярусних схемах достатні умови стійкості виражалися у 

вигляді операторних нерівностей типу А ^ 0 або А — В ^ 0, де Л, 
В — деякі оператори в Я. У просторі Нт такі нерівності записувати-
муться для матричних операторів виду & = * н а м в а ж " 
ливо знати, за яких умов, накладених на оператори вони мають 
місце. 

Розглянемо випадок простору Я2 і оператора 9 : Яа Я2: 

V a i 
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Доведення грунтуються на приведенні тотожності (51) до вигляду 

У) = (РІУ\ У1) + Р*У2> У2)» ( 5 4 ) 

де у1, у2 — деякі елементи простору Я , a Dl9 D2 — оператори в Я . 
Таким чином, питання про додатність чи невід'ємність оператора & 
в Я2 зводиться до аналогічного питання для Dx і Z)a в Я . 

Нехай СІ9 С2 — оператори в Я такі, що існують оператори (І — 
— С2CJ"1 , ( / — QCa)"1 . Виконаємо в (51) заміну 

x1 = у1- Сгу\ у1 = (/ - С А Г 1 (JC1 + С2*"), 
x2 = у2 — СіУ\ у2 = ( І - С А Г 1 (С^1 + А 

яка перетворює (51) в рівність 
(&х, х) = (Di/, у), 

де 
У = (У\У2), ö = ( A x ß ) , 

D u = ^ ! — 25Р12СХ + С і » (55) 
D12 = D21 = & и — &пС2 + СГ^ГаС, — Сі> 2 2 , 

D22 = ^22 — 2С 2 ^ 1 2 + С2^ЦС2. 
Оператори Clf С2 підбиратимемо так, щоб 

^12 = ^12 - ^ ц С 2 + С,>;2С2 — С > 2 2 = 0. (56) 
Лема 2. Нехай існує оператор С2 : Я Я такий, що 

= ^ ц С 2 . (57) 
Тоді невід'ємність самоспряженого оператора & = (^aß) : Я2 ->• Я2 

еквівалентна умовам 

P u > 0 , ^ 2 2 > C 2 V n C 2 . 
Д о в е д е н н я . Покладемо в (56) Сх э 0 . Тоді з урахуванням 

(57) матимемо D12 = 0 і рівності (55) набирають вигляду 

D n = ^ l x , D22 = ^22 — C 2 ^ n C 2 . 
Тому за умов леми 

( 5 % *) = &ігу\ у1) + ((^22 - С 2 > п С 2 ) *2, *2), 
де у1 = JC1 + CjjJt2, звідки і випливає твердження леми. 

Наслідок 1. Нехай існує оператор ^Гї1, тоді для невід'ємнос* 
ті 9 = (^aß) необхідно і достатньо, щоб виконувалися умови 

Для доведення досить переписати (57) у вигляді С2 = і скори-
статися лемою 2. 
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Н а с л і д о к 2. Нехай існує оператор 9*22 > тоді для невід'ємності 
& = (^aß) необхідно і достатньо, щоб 

Аналогічно можна довести й інші ознаки знакосталості операторів 
в Я2 . 

Перейдемо до розгляду триярусних схем вигляду 

+ ß ^ «+1 + ВоУ" = ф", n = 0, 1, 2, . . . , у0, у1 задано, (58) 

де уп+а = у (/*+«) Є я , = (/І + а) т, ф " Є Я , В а і Н ^ Н . 
Якщо покласти ф = ф", у = у о = (уп+2 — уп)/(2т), 

У и = - S y ^ 1 + у") т- 2 , Л = В, + В, + ß0 , 

ß = x ( ß 2 - ß 0 ) , tf = 0,5(ß2 + ß0), ß ^ J - ß + Я, (59) 

ß x = Л — 2Ry ß 0 = _ J - ß - j - t f , 

то схему (58) можна записати в такому канонічному вигляді: 
By о + %2Rylt + Ау= Ф, у\ у1 задано. (60) 

При дослідженні двох'ярусних схем ми використовували норми 
просторів НА чи Яв, пов'язаних з операторами А та В схеми. У три-
ярусних схемах вибір норм не такий очевидний, але метод енергетич-
них нерівностей залишається ефективним. Проілюструємо його на схе-
мі (60) при ф = 0, тобто дослідимо цю схему на стійкість за початко-
вими умовами. 

Нехай Я — простір із скалярним добутком (у, v) і нормою || у\ = 
= V (у, у)у à оператори А та R схеми (60) самоспряжені. Помножимо 
рівняння (60) при ф = 0 на у о скалярно: 

(By о, у о) + т 2 ( % , , у о) + (Лу, у о) = 0. (61) 

З означень y j t i a y o випливає, що 

(Ry-tv У f ) = ~ Уд + (Ryt* УІ) — №УЪ УІ% 

a в силу самоспряженості R 

(^Уи Уі) — (ЯУї> УІ) = 0, 
звідки 

= 0 , 6 ( ^ , ^ ) 1 . (62) 
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З тотожності 

= 4г (А (у + у), у -,у) - 0,5т (Ау„ yt), у = у»+2, у = «/"+' 

і самоспряженості А випливає рівність 
(Ay, yt) = 0,5 (Ay, y)t — 0,5т (Ayи yt). 

Аналогічно знаходимо 
(Ay, = 0,5 (Ay, y)-t + 0,5т (Ayp y7). 

Тому 
(Ay, у » ) = 0,5 (Ay, yt) + 0,5 (Ay, = 

= -J" y) + lf))t — "T" Mb Уі)о У = Уп-

Використовуючи тотожність 

(Ay, у) + (А у, у) = 0,5 (А (у + у), у + у) + 0,5 (А (у -у)<У~У) = 

= 0,5 (А (у +у), у + у) + 0,5т2 (Ауь Уі), 
дістаємо 

(Ау, У°) = -^(А (у" + уп+% у" + уп+\ - (Ay-t, УЦг (63) 

Підставляючи (62), (63) в (61), знайдемо енергетичну тотожність 

(By о, у о ) + 4" ((# - Т А) Уь 4 + 4" (А (уп + 

уп + у п + i ) t = Q. ( 6 4 ) 

Нехай В 0, тоді з останньої тотожності випливає нерівність 

де квадратична форма 9 п визначається рівністю 

»» = [У\ Уп+І) = +.(/"+'), у» + + 

+ ( ( я - - г л ) - f")» - f" ) • 

Неважко помітити, що при 

А > 0 , R > ± - A (65) 
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вираз Y"9 n [t/n, yn+ i ] визначає норму в H2 . Тому нерівність 
В > 0 (66) 

разом з (65) забезпечує стійкість схеми (60) в нормі 

\УПІА = V*N[УПГУП+І] = V-RLУ" + УП+1 FT +1УП+1 - У П І * - ± - Л - ( 6 7 ) 

4 

Отже, ми довели таке твердження. 
Теорема 7. Нехай в схені (60) А = А* > 0, # = /?•> 0 —сталі 

оператори. Тоді умови 

B = B(t)^0 У/Є©x, R>-j-A 

в достатніми для стійкості схеми (60) за початковими умовами, тобто 
для виконання нерівності 

\\уп+ІІА<\\уп\\а> 
де уп = (*/\ У+1). 

Такий самий результат можна дістати за допомогою теорії стій-
кості двох'ярусних схем, записавши схему (60) у вигляді 

3$Уі + = Уо — задано, (68) 
де Г = ( Л f2) 6 Я2 , yt = (yn+1 - УпУ*> Я: H2-* H2 

(зазначимо, що запис багатоярусної схеми у вигляді двох'ярусної не 
єдиний). Якщо ввести оператор 

Л = (Ао * - ± А ) <69> 

і вектор 

Уп = ( - f w + Уп*')• У п М - У п Ч • (70> 

уп Ç Я2, то неважко помітити, що 

<*ЛУ\ Ул+11 = (сАуп,уп). 
Знайдемо оператор & = (öa,ß) : Я 2 - * Я2, щоб схема (68), де уп та 
s i визначаються формулами (70), (69), була еквівалентною схемі (60). 
Оскільки 

Уг = ІУпї\ wp1), 
t " 

то (68) можна записати у вигляді системи 

ß i i / f + * B l t y p l + 4 - А ( у " + *"+») - U, (71). 

i W f * + + ( * - . і - А) = / , . (72) 
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Виберемо оператори так, щоб рівняння (71) було еквівалентне рів-
нянню (60), а ліва частина рівняння (72) перетворювалася тотожно 
на нуль. Для цього, враховуючи формулу 

УГ-УТ-ОЇГУІЇ1' 

запишемо (72) у вигляді 

[ ß 2 1 + т [r - -L а)]у о + т[в2% - 0,5т ( * - - J - А)] у-и = 0 . 

Звідси випливає, що рівняння (72) перетвориться на тотожність, якщо 
вибрати /2 = 0, 

в 2 1 = _ т ( я — і - л ) , ß M - - J - л ) . 

Оскільки 

то рівняння (71) еквівалентне рівнянню 

(Вп - 0,5т А) у о + т2 + 4 - a ) yh + Лу = 0. 

Порівнюючи це з (60), дістаємо 

Отже, триярусна схема (60) еквівалентна двох'ярусній (68), де опера-
тор А визначений формулою (69), вектор уп — формулою (70) і 

/ 8 + 0,5тЛ • ( « — 

\ - i R - U ) т ( « ~ И / 
Неважко перевірити, що коли А = А*, R = /?*, то оператор jé : H2-* 

H2 самоспряжений, а оператор ЗВ — несамоспряжений, причому 
jé > 0, якщо А > 0 і R > 4 А. Умова стійкості двох'ярусної схеми 
в Н2 

еквівалентна умовам 

ß = ß ( 0 > 0 V/6©t , # > 4 ' А 

і при цьому мае місце твердження теореми 7. 
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Розглянемо тепер стійкість схеми (60) за правою частиною. Поклав-
ши у0 = у1 = 0, ми замість енергетичної тотожності (64) матимемо 

2т {By v y t ) + \y f j t = І y fjt + 2т (ф, у о ), (73) 
Л 

де у = 0Я+1. У = Уп = (!ґ> Уп+Х)у ф = фл. За допомогою е0-нерів-

ності ab І ̂  Єо̂ 2 -f -ji— й2 j маемо 

•2т(Ф, 0;Хте0 | |г /о|р + -^- | |ф| |2 , 

де е0 > 0 — деяка стала. Припустимо, що 
ß > e / , в = const > 0 , 

і покладемо е0 = 2е. Тоді з (73) матимемо 

Звідси, враховуючи, що у0 = 0, у1 = 0, тобто у0
 = 0» дістанемо таке 

твердження. 
Теорема 8. Нехай А = Л* > 0, R = R* >0 — сталі оператори. 

Годі за умов 

В ^ є/ , Л, e = c o n s t > 0 

схелш (60) стійка і має місце нерівність 
і п , 11/2 

При у0 = 0 .фі нерівність означає стійкість за правою частиною. 
Норма, яку ми використовували вище, має не очевидну структуру 

і залежить від розв'язку задачі (60) на п-му та (п + 1)-му ярусах, що 
можна пояснити залежністю розв'язку на кожному ярусі від розв'яз-
ку на двох попередніх ярусах. Можна знайти оцінки і в простіших 
нормах просторів НА, ЩО проілюструємо на триярусній схемі 
вигляду 

(/ + т2Я) уъ + Вуо + Ау = ф, у у 1 — задані. (74) 

Ця схема формально утворюється з (60) заміною R на R = R -+- т~ 2 / . 
Беручи до уваги цю заміну, дійдемо висновку, що схема (74) стійка 
при R > -j- Л, і зможемо записати відповідні оцінки. Триярусні схеми 
також можна записувати у вигляді 

Dylt + Вy°t + Ay = q> (0, 0 < 16 (ÛT, У0, y°t- задано, (76) 
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де У = У, У и = т - 2 (уп+1 - 2уп + уп~\ y.t = («/"+' - іГ"')/(2т). ф » 
= ф" = ф (/гт), п = 1,2, . . . ,D = D (О, Л = Л (О, ß = B(t) — лінійні 
оператори. Зокрема, для схеми (60) D = т2R, а для схеми (74) D = = / 

Розглянемо також задачі 
Dy-tt + Byt Ay —0, у° = у (0),- y°t=yt (0) задано, (76) 

Dyjt + Byt +Ay=<v(t), у® = = 0. (77) 

Для оцінок у просторах НА, Нц будуть потрібні двосторонні 
оцінки для норми \УпїАр = X Bf" + УП+1 f* + (('0 - У') ' 

Лема 3. Нехай виконуються умови 
А = А*>0, D = D*>0, ß ( Q > 0 , £ > > - і ± і _ т М , (78) 

де е > 0 — довільна стала. Тоді 
II Уп IU.D ^ II Уп IU + II У? |о. (79) 

І У п 1 . о > У ^ ^ І У п + і и . (80) 

І ^ і У ^ Ц ^ и + МЬУ Уп=(Уп, уп+\ (81) 
/ч 

Д о в е д е н н я . Позначимо у = уп
9 у = f/**1, 

/ - - г IIУ + У й + {{D - А ) У t. yt). 
Запишемо величину / у вигляді , 

+ Ы|л) + (ö«/„ f/ t) = (Лу, y) + lt/t|É>- (82) 
В силу самоспряженості А вираз (82) можна подати також у вигляді 

J = (Ay, y) + \ytÇ>. (83) 
л «. 

Підставимо у => у +tyt у (82) 

14-е Використовуючи умову — — T 2 А 9 маємо 
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отже, 

J^iyrA + - ^ = l y h y t b + lytVD<QyU+y,lD)*. 
м т ® 

звідки і дістаємо (79). А Підставивши в (82) у = у — тy t, матимемо 

J = (Ау, у) —t(Ay, yt) + lytt}. 
л /ч 

Звідси і з нерівностей Коші — Буняковського іАу, у і) ^ II у \\а 1 yt U 
1 І с та D ^ — т А випливає 

J > \ y t i - ^ y M y t b + \yS> 

^ ^ - - ^ y U l y t l D + lytù-

Застосуємо далі нерівність | ab | ̂  ôa2 + b2. Тоді 

j x i - б) і ; f A + ( і - Г ( г Ь г ) 1 У і ^ ( 8 4 ) 

Поклавши ô = -т-J-—, знаходимо 1 —р 8 

що і доводить (80). Щоб дістати оцінку (81), виберемо ô за умови рів-
ності коефіцієнтів при І у $ і в (84), тобто 

J — 8 

К і + в ' / 1 + 8 1 + е + И + Є 

Оскільки Vl + e < l + e V e > 0 , т о ї — ô > 2 ^ ^ , і тому 

J > J Ô T W + > 4 ( п Ь г ( І ^ В а + | l y t l h r > 

що повністю доводить лему. 
Враховуючи, oto оператор R в схемі (60) пов'язаний з оператором 

D в схемі (75) рівністю D = т2R, маемо \YN\JT = |1 Уп 1 A.D і з теореми 8 
знаходимо оцінку 

Гп—1 -11/2 
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або з урахуванням (79), (80) 

ІІУ+11л < У Щ \ * и + І У ° , Ь + у ї Г [ ї ^ ф / р ] ' ' 2 } . (85) 

Отже, ми довели таке твердження. 
Теорема 9. Нехай B^el9 D > тМ, Л = Л * > 0, R = R*> 

> 0. Тоді схема (75) стійка, тобто має місце нерівність (85). 
Нерівність В ^ е / можна послабити. Для цього розглянемо окре-

мо задачі 
Dy h + Bu\ + A y ^ f f ( t ) 9 0 < / ç o ) T , f/° = */? = 0, (86) 

та 
Dyb + Ay* + Ay = 0, 0 < / 6 Û)t, у0, ф задано. (87) 

Користуючись теоремою 7 (з урахуванням, що D = x2R) та нерів-
ностями (79), (80) за умов 

Л = Л * > 0 , D = D* > 0, В> 0, (®8) 

для задачі (87) маємо 

< + І ^ И - (89) 
Це означає стійкість схеми (75) за початковими умовами. 
. Для оцінки розв'язку задачі (86) скористаємося принципом су-
перпозиції, згідно з яким шукатимемо цей розв'язок у вигляді 

У п = t л = 1, 2, . . . ,г/° = 0, 
s=l 

де як функція від п при будь-якому фіксованому s задовольняє рів-
няння 

D (g% + В ( e f t + Ag» «= 0 (90) 

і початкові умови 

(0,5rß + D) = q>s, gl - 0. (91) 

Тоді, як неважко помітити, 
ГІ+1 п п—1 0*4-1 ̂  2 » J Tg«,... tf^1 « 2 TfiTj-Ч 

5 = 1 
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y°t = 0,5т-1 0/«+' - «Г-') = 2 * + (2т)-' (Tgfti + < + ' ) = 
S=1 

«=i 

У it = S ' т + +
 2хЮ = S 1 x (g$h + 

S = 1 S = 1 

Dyh + By°t + Ay = т-Wg,J+> + 0,55^+' = ф». 

В силу умов (88) для розв'язку w рівняння 
(0,5tß +D)w = ф 

маємо 

і w ß <0,5т(Вш, w) + (Do;, w) = (ф, Dl/2D~l/2w) = 
= (£)~|/2ф, D,/2a>) < J D-{% \ f Dmw | = 

= V(D-*<f, ф)(Dw, w)' = JфBD_iIw 
Тому з (91) дістаємо 

\ (б9*. |о< |Ф а |о -1 . 
а застосовуючи оцінку (89) до задач (90), (91), маємо 

І Я ц < / І ± І і од, ь < У Ц І - 1 Ф' »ß-i. 

Користуючись нерівністю трикутника, для розв'язку у задачі (86) зна-
ходимо оцінку 

I I y n U < £ = К - ^ ї ^ і ф - І ^ І . 
s»l 8=1 5=1 

Сформулюємо знайдені результати у вигляді наступної теореми. 
Теорема 10. Нехай виконуються умови (88). Тоді схема (75) стійка 

за початковими умовами і правою частиною, а саме, має місце оцінка 

І У » И < У Щ ^ И + + | І ' Т І Ф ' | 0 _ 1 ) . (92) 

H а с л і д о к. Нехай D = І + т 2 / ? > / , D~l < У, тоді і ф* ^ І і < 
^ 1 <PS U і для (86) правильна оцінка 

I R T ^ / ^ F ^ S W T (93) 
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Для рівняння 
Dy-it +Ay = <p, 0 < / = nr<t0, 

(94) 
У( 0) = { Л Уі(0)=у° 

можна дістати більиі сильні оцінки. Для цього припустимо, що 

А = А*> О, D = D * > 0, D > - L ± i - X M , (95) 

де e — абсолютна позитивна стала. Поклавши x=Dxny, С = 
= £T1/2/1D~1/2, перетворимо (94) 

xh + Сх = ф, X (0) = *о, xt (0) = хй. (96) 

Застосувавши до (96) оператор С~~\ дістанемо схему 

С'лхъ + X = С" ф, X (0) = Xq9 xt (0) = х0. (97) 

Порівнюючи (97) зі схемою (75) і встановлюючи відповідність 
С"1 ~ D у І ~ А ~ С- ! ф ~ ф, помічаємо, що це схеми одного класу. 

1 + 8 Умова D > ^ т2А набирає вигляду 
с _ , _ 1 + е _ т 2 / 

4 
або 

Скористаємося тепер оцінкою (92): 

1 К " І ^ - 1 ! ^ ( І •* (0> Ч + » * ' <°> 1с-' + т II Icj . (98) 

Враховуючи, що X = Dl/2y, <р = D~1/2ф, 

\xt (0) іс-і — (C~lxt (0), xt(0)) = (Dl/2A-lDl,2Dl/2yt(0), Dl/2yt(0)) = 

= II Dyt (0) lÇi-ь 

ЦСГ'фїіс = (С~'<р, Ф) = ( D ' ^ - ' D ' ^ Z ) - 1 ^ , D " " 1 » ) -

= (Л- 'ф, Ф) = ІФСі-Ь 
«апишемо (98) у попередніх змінних: 

+ T | V t » - 0 . (99) 
. 6 = 1 

Таким чином, доведено наступне твердження. 
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Теорема 11. Якщо для схеми (94) виконуються умови (95), то мав 
місце оцінка (99), яка означає стійкість цієї схеми за початковими умо-
вами і правою частиною. Зокрема, для схеми (94) при D = / , у0 = у0 =• 
= 0 вірною в нерівність 

s—1 \ir\<V-

Приклад 8. Дослідити на стійкість схему з ваговими коефіцієнтами 

УЬ + А (ау + (1 — 2а) у + ay) =«<p, (100) 

де А* = А > 0/, Ô > 0, у = у (0, у = у (/ + т), у = у ( / - т ) . 
Р о з в ' я з а н н я . Неважко помітити, що 

о У + 0 — 2<т) у + ау= у + <п2У-іГ 

тому схема (100) запишеться у вигляді (94) з D = І + атМ. Умова стійкості (див. 
теорему 11) 

D ^ - ^ L x M 
або 

виконується при 
14-е 1 

а > — - 1 W (101) 

Для явної схеми (а = 0) звідси маємо таку умову стійкості: 

T < T ü Г Ш ' { т 

де е > 0 — будь-яке число. 
Приклад 9. Дослідити на стійкість схему 

# + XX*у-и + Ау=*0 (у0, уі задано), 

де А = А* > 0. 
Р о з в ' я з а н н я . Порівнюючи цю схему з канонічною схемою (60), помічаємо, 

що R = х / , В =* / . За теоремою 7 схема буде стійкою, коли R > А Л, тобто х/ > 
4 

> _ L Л або 
4 

1.4.6. Стаціонарні ітераціині методи розв'язування лінійних опе-
раторних рівнянь. Розглянемо операторне рівняння 

, (103) 
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де А : H H — заданий лінійний оператор у скінченновимірному 
просторі H розмірності N із скалярним добутком (,) і нормою || и || =* 
= У (м, м), f — заданий елемент простору / / , и — шуканий елемент 
з Н. Головна ідея ітераційних методів для рівняння (103) полягає в 
побудові послідовностей елементів {Уь)> яка в певному розумінні 
збігається до точного розв'язку рівняння (103). Член цієї послідов-
ності ^ називається k-ю ітерацією, a k — номером ітерації. Послідов-
ність ітерацій можна будувати, наприклад, за лінійною формулою 
(схемою): 

Bhyk+x = C?yk + Сі1 V i + • • • + С^уь-rn + Fk, (104) 

де Bh, Ök — задані лінійні оператори в H,Fk£H — елементи заданої 
послідовності. Спочатку задаються елементи у0> уІ9 ..., у т , а потім за 
формулою (104) послідовно знаходять ут+.и Ут+2, . . . . Щоб за відо-
мими yk-m, Ук з (104) можна було визначити yk+u слід припусти-
ти, що існують ДГ1- Формула (104) і задає лінійний ітераційний метод. 
Якщо при обчисленні уь+1 використовується лише попередня ітерація 
yh> то ітераційний метод називається однокроковим або двох'ярусним. 
Аналогічно дається означення двохкрокових або триярусних методів 
(схем) і т. д. 

Ітераційний метод називається збіжним, якщо для деякої норми 
lim II yh — и ||(і) = 0. (105) k-+oo 

Щоб зупинити обчислення, задають деяке число є > 0, яке є харак-
теристикою похибки, і обчислення ( припиняють, коли виконується 
нерівність 

ІУп-иІ!(і) <е№о-" ! !< і ) . (106) 
Елемент уп вважають наближеним (з точністю є) значенням для точ-
ного розв'язку и, Оскільки и — невідомий елемент, то часто переві-
рити умову (106) неможливо. Тому на практиці обчислення припиня-
ють, коли 

\\Ayn-fh)<*lAy0-fhh (107) 
де Ауп — / = Ауп—Au = гп — нев'язка, яка завжди може бути об-
числена. Критерієм зупинки (107) слід користуватися обережно, ос-
кільки можна навести приклади рівняння (103), для яких виконується 
(107), але не виконується (106). Підкреслимо, що в загальному випад-
ку умова зупинки ітераційного процесу не є тривіальною. Часто 
норму І • ||(і) вибирають за формулою 

| n | f l , - l / ( 5 5 T î ô e (108) 
де D = D* > 0, D : H H. Елементи простору H з нормою (108) 
утворюють нормований простір який називається енергетичним 
простором оператора D. 
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Розглянемо лінійний однокроковий ітераційний метод 
Bkyk+x = Ckyk + Fk9 k = 0, 1, . , . , (109) 

в якому початкове наближення (нульова ітерація) Уо задане. Для 
зручності формування теорем збіжності і перевірки умов цих теорем 
метод (109) записують у канонічній формі: 

в Ук+х-Ук + А у U ft = 0, 1, . . . , (110) 
A-J-1 

де тл;4_і > 0 — деякі числові параметри. Покажемо, що це можна 
зробити. 

Дійсно, зазначимо, що природно вимагати, щоб точний розв'язок 
рівняння (103) (а він не залежить від k) задовольняв (109) для будь-
яких k: 

(Bh-Ck)u=Fh. 
Порівнюючи це з точним рівнянням (103), покладемо 

Fh=%k+\f, A = x^(Bk-Ck). (Ill) 
Підставляючи (111) в (109), дістанемо (110). 

В ітераційному процесі (110) в нашому розпорядженні маємо 
Bh та т*+і. Якщо yh вже відоме, то уь+\ знаходимо як розв'язок 
операторного рівняння 

Вьу к +і=Ф А , (112) 
деФ* = Bkyk — тЛ+і (Ayk — /). Якщо Bk = / , то метод (109) нази-
вається явним, бо в цьому разі маємо явну формулу для (k + 1)-ї 
ітерації: ук+\ = Ф*. При В Ф І метод (109) називається неявним. 
Якщо Bh = ß , xk+\ s s т, тобто не залежать від k, то метод (110) на-
зивається стаціонарним, в іншому разі — нестаціонарним. Зрозумі-
ло, що свободою у виборі Bht треба скористатися так, щоб, по-
перше, рівняння (112) розв'язувалось простіше, ніж (103), і за міні-
мальну кількість арифметичних операцій, по-друге, щоб швидкість 
збіжності ітераційного процесу була максимальною. У цьому і поля-
гає головна задача теорії ітераційних методів. Якщо n = п (є) — най-
менше з чисел, для яких виконується (106) або (107), то число арифме-
тичних дій для визначення наближеного розв'язку дорівнює Qn (е) = 
= n (е) q0, де q0 — число дій при обчисленні одного yk (однієї ітера-
ції). Задача полягає в побудові такого ітераційного процесу (110), тоб-
то виборі Вк% {тЛ}, щоб Qn (є) було при заданому е мінімальним. 

Ітераційний процес (110) можна записати також у вигляді 
yk+\=yk — Т*+іША, 

де wh = BkX (Ayh — f ) s BkXrh — поправка. 
Неважко помітити, що похибка zk = yk — и задовольняє умови 

Bk Zk^~~Zh +Azh = 0, £ = 0 . 1 , 2, (113) 
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Де = У о — и. Якщо Bk = В, тобто Hfe залежить від k9 то поправка 
wk = також задовольняє однорідні співвідношення 

+ = £ = 0, 1, . . . . (114) т/г+І 
Дійсно, діючи на рівність yk+\ — yh = — о п е р а т о р о м Л і 
враховуючи, що 

Ayk+1 — = — /) — (АУн — ї) = — rk9 

rk+1 — rh=B (B"lrk+1 — В"ЧЛ) = В (wk+l — wh), 
дістаємо рівняння (114). 

Bp 
маємо 

Враховуючи, що ук+\ — yk = А 1 (r*+i — rÄ), з виразу (110) 

В А - 1 J - г - О 

і якщо ßA = / , то звідси дістаємо рівняння для нев'язки 
rk+l-rk +Ark= 0. 

Теорема 12. Нехай А = А* > 0 і виконується умова 

ß > - f A (115) 

Тоді стаціонарний ітераційний метод 

В Ук+1ГУ* +АУь=ї (116) 

збігається в енергетичному просторі НА, тобто | zh |]л = 1 yk — и Іл 
- v 0 при k оо. 

Д о в е д е н н я . Застосовуючи до задачі для похибки (113) першу 
частину теореми 6, дістаємо ланцюжок нерівностей 

0 < | г ж и < < | | z 0 I U , 

тобто послідовність {( zh І]}І4 незростаюча і обмежена знизу. За теоре-
мою Вейєрштрасса існує границя lim 1 zh ||А = z. Доведемо, що г = 0. 
Оскільки оператор Р = В А додатниіГ, то він і додатно визначе-
ний (див. 1.4.1), тобто існує стала ô > 0 така, що 

(Ру, У)>ЧуїЧУ£Н. 
Тому з енергетичної тотожності (48), записаної для zh9 маємо 

^ И Н І - ІР + » Рл < І їй' 
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Переходячи в цій нерівності до границі при k оо і враховуючи, що 
І Zk+1 и II zk IU Z, дістаємо 

ш в і ^ - ^ І - О . ( 1 1 7 ) 

З рівняння (113) знаходимо 

Azh -L.В (zk+l - zh), zh = L A~lВ(**+1 - z h ) , (118) 

(Azk, zh) = (В (zk+1 - zh), A~lB (zk+1 — zh)), 

Звідси із (117) випливає lim 1 zk \\A = 0, що і треба було довести. &->оо 
На практиці велике значення має швидкість збіжності. Розгляне-

мо один з випадків, коли можна визначити швидкість збіжності іте-
раційного процесу (116). 

Теорема 13. Нехай А = Л* > 0, В = ß* > 0, yß < А < v2ß, 
Ї2 ^ Vi > Тоді за умови 

т < т 0 = — І — (119) 0 Yi+Ya / ' 
виконується нерівність 

І Ayn-f < pjf J Ау0 - f \ r U (120) 
яка характеризує швидкість збіжності ітераційного процесу (116), 
причому 

Ро = 0 - Ю / ( 1 + € ) , 6 = Ті/?.- (121) 
Д о в е д е н н я . Для поправки wh маємо рівняння (див. (114)) 

Wui t — Wm I 

ß _ * ± L — - + Awh = 0, fc = 0, 1, . . . , w0 = B-l(Ay0 — f ) . (122) 

З теореми 4 і рівняння (122) при т < т0 дістаємо 

де р = 11 — туї |. Мінімум р досягається при т = т0, причому 

Р > Р о = 1 —ЧУі 1+6 ' 
Врахувавши, що || wk їв = II В lrk ||в = [ rk Цд-ь дістанемо твердження 
теореми. 

Зауваження. На практиці задають число е й ітерації припи-
няються, коли J Ауп — / Ря-і < е U Ау0 — f (з—і, що буде при вико-
нанні нерівності 

р 5 < е а б о ( - 1 - ) п > 4 - . (123) 
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Звідси знаходимо оцінку для числа ітерацій 

За умов теореми 13 цю оцінку можна знайти через вихідні величини 
Ті. Va. е. Дійсно, функція ф (І) = In (1 + £)/(1 — І) — 2g додатна 
для всіх І Є (0, 1), оскільки ф' (і) = 2£2/(1 — І2) > 0, ф (0) = 0. 
Тому In - 1 < -Jr і умова (124) буде виконана, коли 

Ро 

п>п0( 8) = - 1 - 1 п 4 - Л = ( 1 2 5 ) 

Зазначимо, що п0 (е) е оцінкою знизу для числа ітерацій і не обов'яз-
ково має бути цілим. Оцінка ро <1 е, очевидно, виконується, якщо 
Яо (е) ^ л < п0 (є) + 1 . Тому за п (тобто достатню для виконання (123) 
кількість ітерацій) досить взяти цілу частину числа п0 (є) + 1 . 

Розглянемо тепер деякі конкретні ітераційні методи для СЛАР 
Au = f, (126) 

де А = — квадратна матриця, / = {ЇІ)І=Щ — заданий 
вектор, и = — шуканий вектор. 

Метод простої ітерації. Цей метод має вигляд 

F W * » +Ayh = f , £ = 0 , 1 , . . . , (127) 
т 

де уо вибирається довільно. Порівнюючи (127) з (110), помічаємо що 
метод простої ітерації для CJIAP є явною двох'ярусною (однокроко-
вою) стаціонарною схемою зі сталим параметром xh = т. У коорди-
натній формі (127) має вигляд 

( І - > 1 = га 
Існують і інші варіанти простої ітерації, наприклад, 

ч+t t 
Підставивши сюди 

S auyf = Î *uäf - аиУ? = (Ay,)« - (DyjW, 
» 

це D = diag (äu)i=TN — діагональна матриця, дістанемо 

(128) 

(129) 

Iff t t = у ( ? — ^ ( î w v - ^ j . (130) 
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або в канонічному вигляді 

D + Ayk=f, Ь О , 1, т = 1 . (131) 

Формально ця схема є неявною (В = D Ф /), але оскільки D — 
діагональна матриця, то yk+1 визначається за явними формулами 
(129). 

Щоб з'ясувати умову збіжності методу простої ітерації (127), за-
стосуємо теорему 12 при' В = / . Враховуючи, що / ]> Л, маємо 

1 1 при -jpq- 2" > 0. Отже, метод простої ітерації для А = А* > 0 
збігається, коли 

( 1 3 2 ) 

Якщо відомі границі спектра самоспряженого оператора А > 0, тобто 
Yi / ^ А ^ УгА то Д л я оцінки швидкості збіжності можна застосува-
ти теорему 8. 

В п р а в а 3. Враховуючи, що В = / = ß* > 0, Л = Л* > 0, знайти умову 
збіжності методу простої ітерації з теореми 3. 

Метод Зейделя. Цей метод досить поширений на практиці і засто-
совується в одній з двох форм: 

2 ^ = / ( 0 , анФ09 i = T7N, (133) 
/=і /=і+і 

або 

S + 2 = ^ 7 = ^ ( 1 3 4> 

На відміну від методу простої ітерації, де кожна компонента (k -f 1)-ї 
ітерації визначається лише через компоненти k-i ітерації (тому всі 
компоненти можна обчислювати паралельно), в методі Зейделя щойно 
знайдена компонента (k + 1)-ї ітерації застосовується для знаходжен-
ня наступних компонент (k + 1)-ї ітерації, тобто компоненти вектора 
уь+1 знаходять послідовно за формулами 

^ - М 1 " ' ' !*"*"')• 
і / n (-і \ (135) 

«8-і = - S M P - S " и У і ї Х і = 2 , N, 
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для варіанта (133) і за формулами 

<=l j (136) 

U \ /» 1 /=1+1 / 
i = N—\, N — 2, ... , 1, 

для варіанта (134). Запишемо ц^й метод у матричній формі. Для цього 
подамо матрицю А у вигляді 

А = Л " + D + Л + , 
де Z) = diag (ак)*»глг — діагональна матриця, Л~~ — нижня трикутна 
(піддіагональна) матриця з нулями на головній діагоналі Л~~ = 
= (а*/)/./н"> 

[aih / < / , 
10. / > / , 

А+ = {atj)i I=YN — верхня трикутна (надді атональна) матриця, 

\aih />*. 
За допомогою цих матриць рівняння (134) можна записати таким чи-
ном: 

«Л+ + D)y*+i) (0 + ( A ' U k f = f \ і = K N , 
або в матричному вигляді 

(А++ D) у k+x + A~~yk = /. 
Після очевидних перетворень 

(Л + + D) yk+l + A~yk = + D) (*/*+, - yfe) + (Л" + Л + + D) = 

= (Л+ + Z?) + 
запишемо метод Зейделя (134) в канонічному вигляді: 

(D + A+)(yk+i — yh) + Ayh = Л Ä = 0, 1 (137) 
Порівнюючи (137) з (110), помічаємо, щз метод Зейделя відповідає 
однокроковій стаціонарній неявній схемі з 5 = 0 + Л + , T f t a l . 
Але хоча схема неявна, в силу того, іцо В = D -f- Л + — трикутна 
матриця, ітерацію 1 знаходять за явними формулами. Аналогічно 
записується і варіант (133) методу Зейделя: 

(D + A') (yk+i - y h ) + Ayh = r, ft = 0, 1, ..., (138) 

де D -f Л — нижня трикутна матриця. 
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Умови збіжності методу Зейделя можна знайти з теореми 12. Дійс-
но, якщо А = А* > 0, то ця теорема має місце і умова збіжності 
для (138) при В = D + Л~~, т sa 1 після перетворення 

B--La = D+A--±(A- + D + A+) + 

має вигляд 

= -R(DY , У ) > 0, 
тобто D > 0. Але ця умова є наслідком умови А > 0. Дійсно, якщо 
А > 0 і І = ( f \ 0, ...0), то Ш , І) - (Dg, g) = ац ( 6 ( 1 ) f > 0, тобто 
ßn > 0. Аналогічно переконуємося, що ац > 0 , і = 2, N. Отже, 
має місце така теорема збіжності методу Зейделя. 

Теорема 14. Якщо Л = Л* > 0, то метод Зейделя збігається. 
Зазначимо, що умови збіжності методу Зейделя і методу простої 

ітерації перетинаються лише в тому розумінні, що можна побудувати 
СЛАР, для яких збігається метод простої ітерації і розбігається метод 
Зейделя, і навпаки. 

Для оцінки швидкості збіжності методу Зейделя теорему 8 не мож-
на застосувати, бо В Ф В*. Але таку оцінку можна дістати за умови 
строгого діагонального переважання матриці А = Л* > 0, тобто 

І \ а ц \ > я \ а ц \ у i = T T N , q < h (139) 

& 
Тоді для похибки zh = yk — и матимемо (для варіанту (133), (138)) 

atiz(k\.і = — S e,/zj$.і — 2 anzf, 
i<t f>l 

К І і г & і К З і ац 11 zf+, I + S |в//М4л|. 

Яйцо max | zi+i | досягається при деякому і = t0, то 
|zjM-i Цс = I zk'+i |, 

| а м . І І г * + « І к < £ UJ | | |ZH-I |C + S l a u l | | z Ä | | c . 

| f t + i l c < [ 2 \a>ui y[ \ <*ioi. I — 2 К / | ) ] К 1 с 
и><* \ i<h JJ 

і далі в силу умови (139) 

2 \atj\<q\ai9t,\- 2 K / K t f f l S ! і ) ' ( 1 4 0 > 
/ > / . К * . \ К ' о 1 
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Остання нерівність означає, що при А= А* > 0 і виконанні (139) метод 
Зейделя збігається зі швидкістю геометричної прогресії із знамен-
ником q С 1. 

Метод релаксації. З метою прискорення ітераційного процесу вве-
демо в метод Зейделя деякий параметр со: 

(D + соЛ-) yk+XJyh + Ayk = f , k = 0, 1, . . . , (141) 

тобто дістаємо неявну стаціонарну однокрокову (двох'ярусну) схему 
виду (110) з В = D + с т = со. 

Для того щоб ітераційний процес (141) мав смисл, тобто щоб можна 
було знайти yk+1 при відомому yk, треба щоб існував оператор В"1 = 
= (D + <*>Л"~)~~1. Достатньою умовою існування В_І є додатність В. 
При А = А * > 0 маємо 

(By, у) = ((D + ®А~)у, у) = (Dy, у) + со (А'у, у), 

(А~у, у) = (А+у, у), (Л+)* = Л -

(Лу. y) = (Dyf у)+ 2 (А'у, у), 

(А'у, = У>-
Підставляючи останню рівність у першу, знаходимо 

(By, = + У) 

і помічаємо, що умова (By, у) > 0 виконується, коли 
со ç (0 ,2) . (142) 

Саме при таких значеннях параметра релаксації CD І розглядатимемо 
метод релаксації. При CD £ [0, 1] цей метод називається методом ниж-
ньої релаксації, а при CD Ç (1, 2) — методом верхньої релаксації. 

Для СЛАР із самоспряженим додатним оператором А з теореми 
12 дістаємо достатню умову збіжності методу релаксації: 

(By, у ) - \ - (Ау, у) = ( 1 - (Dy, у) + ^ (Ау, у) > 0. 

Звідси випливає, що достатньою умовою збіжності є умова А = А* > 
> 0 . 

Параметром CD можна регулювати швидкість збіжності методу 
релаксації. 

1.4.7. Нестаціонарні ітераційні методи розв'язування лінійних 
операторних рівнянь. Для рівняння (103) розглядатимемо ітерацій-
ний метод 

в .Уи+х-Уь + A y k = f f £ = о , 1, (143) 
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Де Уо — задане початкове наближення, тЛ — змінні параметри. Похиб-
ка zh = yk — и та поправка wh = В"1 (Ау к — /) задовольняють рів-
няння 

В 2k+x~Zh .+Агк= 0, £ = 0, 1, z0= у0-и. (144) 
ТА+1 

Ітерації припиняються за умов 
| 2 А | о < в | 2 Ь | о 

або 

|w„ |d '<8 | i v 0 | d 9 w0 = B~l(Ay0—f), 
де D — додатний самоспряжений оператор, є — задане додатне число. 
З (144) знаходимо 

zk+1 = s*+iZA, sk+1 = / — tÄ+iß-U, (145) 
де sÄ+i — оператор переходу з яруса k на ярус k + 1. Звідси 

| 2 п | = 7 \ а , Тп = snsn-i ... sl9 (146) 

де Тд — розв'язуючий оператор схеми (145). Із (146) маємо 

Звідси випливає, що умова припинення ітерацій виконується, якщо 
Я „ = І Т п Ь ^ г . (147) 

Розв'язуючи цю нерівність відносно п = п (е), знайдемо оцінку кіль-
кості ітерацій, необхідних для виконання умови припинення ітера-
ційного процесу. 

Чебииіевська ітераційна схема (метод Річардсома). Розгляне 
мо далі явну схему 

Ун+х-Уь 

за умов 

+ Ayh = f , А = 0, 1, (148) 

Д = Л * > 0, Y i > 0 (149) 

і виберемо параметри i h так, щоб мінімізувати кількість ітерацій п (е), 
необхідних для виконання умови виду (147). Для нев'язки rk = 
= A y h — / виконується рівняння 

' * + ! - ' » + A r = 0 > = 1, Г0 = Л ^ 0 - / 
TÄ+1 

або 
Гк+\ = Sk+\rh, = / — TÄ+іЛ . 
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Звідси 
rn~ TnrQ, Tn = sts2 ... sn = 

= ( / - M ) ( / - v 4 ) . . . ( / - M ) , 
тобто Tn Є ПОЛІНОМОМ степеня n ВІДНОСНО Л, який ми позначимо 
рп (Л) = Тп. Коефіцієнти цього полінома залежать лише від xv ... 
..., т„. Для нев'язки маємо оцінку 

Ігп\<\Тп\\г,\-\ря(А)1\г,1 
Якщо за умову припинення ітераційного процесу (148) вибрати не-
рівність 

і к ю і а (150) 
де є — задане додатне число, то вона виконується при 

І Р » М ) І < в . (151) 

Параметри хІ9 т2, ..., тш при заданому m в (148) виберемо так, щоб нор-
ма І р т (Л) І була мінімальною, і покажемо, що, збільшуючи m, 
можна добитися умови (151). 

Поліном 

рт(А) = П (/ - M ) = с0 + СіА+ . . . + стАт, с0 = 1„ рт{0) - 1 
k=\ 

є самоспряженим оператором. Нехай (s = 1, W) є відповідно 
власними функціями та власними значеннями оператора /4, тобто 

s = TTNy (Êe, È J = 

Оператор Ак має ті самі власні функції і власні значення Тому 

Pm(A)h = S CkAkls = £ = RM IS, 
fe=0 k=0 

тобто оператор pm (Л) має власні функції ge, s = 1, N t і відповідні влас-
ні значення І3 (рт (Л)) = рт (А,а). В силу самоспряженості оператора 
рт (Л) його норма дорівнює найбільшому за модулем власному значен-
ню: 

ІІАпИ)|| = т а х \рт(К)\. 

Оскільки за умовою власні числа оператора А розміщені на відрізку 
І?і. Yal. то 

шах І р т (К) І = max \ р т ( х ) \ . 
l ^ N *€[Vi ,Vi] 

Отже, задача найкращого вибору параметрів тх, т2, %т звелася до 
задачі відшукання 

min max | рт (х) [. 
*€[Vt.V.l 
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За допомогою заміни 

* = 4 ~ YaH + Ya + Vil 

відобразимо відрізок x Ç. [уі, Yal н а відрізок [—1, 1] і позначимо р т (*)= 

= рт ( т I(YX — Ya) t + Ya + Vil) = Pm (0- Умова нормування pm (0) = 
= 1 набере вигляду 

pm(Q = l, /0 = - ^ . Po = 4 т т ' І = ( 1 5 2 ) 

Оскільки параметри т1э іт цілком визначають поліноми рт (Л), 

Pm W» Рт (0і то нам треба знайти такий поліном рт (/), який міні-
мально відхиляється від нуля на відрізку [—1, 1] (тобто має найменшу 
величину шах | рт (t) |) і задовольняє умову нормування (152). 

'€[-1,1] 
Таким поліномом є 

< 1 5 3 > 

де Тт (t) — поліном Чебишева першого роду (див. п. 1.6, 2.4. 2), який 
має вигляд 

cos (m arccos t), 11 ( ^ 1, 
Tm(t) = 

±W + Vt*-\)m + { t - V t * - \ n |/|>1. (154) 

Неважко помітити, що поліном Т т (/) має m нулів на відрізку [—1, 1] 
і вони визначаються формулою 

4 2і — 1 . і 
1 = C 0 S 2m Я> 1 = ' т % 

а поліном рт (х) = (1 —тхх) ... (1 —тпх) має нулі xt = - 7 - . Полі-сі 
ном pm (*) має нулі 

І = 2*і Уі + Yt_ 
Yi - Va Vi — Y* 

і він збігатиметься з поліномом Тт (t)!Tm (*0), якщо вони матимуть 
однакові нулі, тобто 

t = 2 Yi + Ya = 2/т< - ( Y l + Y2) 
' ъ (Yi — Y2) Yi — Ya , Yi - Yi 

Звідси 

- ( Y i - Y a ) ^ +(Yi + ЪУ 
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Yi + Ya — (Va — Yi) U Ya П + 6 - 0 - 6) '/1 ~ 

= Va О + 0 1 1 — p^J = 1 - p<A ' ( I 5 6 ) 

я е t _ q _ 2 2 
Ya ' 1 + 6 • Y. (1+6) Yi + Ya ' 

Зазначимо, що коли m = 1, то xt = т0 (оптимальний параметр 
методу простої ітерації). 

Якщо позначити (при заданому наперед т ) через 

= {— cos 21 я , і = TTrnJ 

множину, що утворюється з нулів многочленів Чебишева Тт (де) = 
= cos (m arccos x), a через {|iA} — будь-яку послідовність елементів 
цієї множини, то min Ц рт (Л) || (а це означає, що і мінімальне число 

ітерацій m (є)) досягається при значеннях параметрів 

ть = , , Т в — , k = 1, m, 
1 + p # f t o s e ) 

' T 2 о - 1 —5 t - Л . ' 
Vi + Y» ' 1 + 6 Y» 

Знайдемо тепер 
?т = І А п ( Л ) І = max \ р т (дг)1 = шах | р т ( 0 | = 

*€[VI.YI] <6(-1.1] 

= max І 1 = 1 

/€[—1.1] І ('<>) І І ^ т M І 
Неважко ПОМІТИТИ, що t0 > 1. Тому, користуючись формулами (162), 
(154), маємо 

- ( l i K S f O - l ) - 1 - - ^ ^ . 

h + V J ^ Î V ü ^ l - ft. px = , 

T (t \ 1 ( 1 J. n«\ 1 + P » m 1 

_ 2p? 
9 m ~ 1 + p f ' 
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Отже, ми довели, що для схеми (148) з ітераційними параметрами 
(156), яка називається чебишевською ітераційною схемою, після m 
ітерацій виконується оцінка 

\Aym-f\^qm\\Ay0-fl 
2р| і _ уГ^ 

^ = Р і = Т + 7 Г < 1 

(157) 

і вибором m = m (е) завжди можна досягти виконання нерівності 

II АУт — ЛІ ^ е II АУо — /1V е > 0 . (158) 
Вимога qm ^ е або 2рі < в (1 + piw) виконується, якщо р? ^ е/2 
або 

< 1 5 9 > 

Зазначивши, що 

In — = In - Ш З - > 2 / І , 
Pi і - Уі 

замінимо (159) зручнішою для перевірки умовою 

m (е) > т0 (є) = In - f . (160) 

Маючи Yx, 7а, за формулою (160) знаходимо найменше ціле т% для якого 
виконується (160), визначаємо параметри (156) і виконуємо m ітера-
цій за формулою (148); після чого справджується умова (158). Набір 
параметрів (156) називають чебииіевськин. Чебишевський ітераційний 
процес іноді називають також методом Річардсона. Він має, однак, 
одну особливість, яка до недавна заважала його практичному вико-
ристанню. Ця особливість — збільшення проміжних значень, що при-
зводить до автоматичної зупинки ЕОМ та накопичення похибок зао-
круглення. Це явище називається обчислювальною нестійкістю. Річ 
у тім, що при реальних розрахунках на ЕОМ завжди присутні похиб-
ки заокруглення, які при переході з /м до (k -f 1)-ї ітерації, очевид-
но, множаться на норму оператора переходу || s*-fi 5 = || / — А Ц. 
З умови ух1 < А ^ 72 і випливає, що 

(tä-hY! — 1) / < та+іЛ — / < (Tä+172 — 1) / . 
Підставляючи сюди вираз для і враховуючи, що 1 — т07г = т0 y2 — 
— 1 = Po» дістаємо 

1 + PoHft + 1+PoM* 
Якщо припустити, ЩО нерівності ухІ ^ А ^ 72 / точні, тобто існують 
Уі Є я , у2 е H такі, що ух \ уг Iа = (Ауі9 (Ау2, yj = 7а IJ у2 f , то 
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із самоспряженості оператора випливає, що 

(Sä+І І = \*h+\A — Я ! = 

Ро (і + Hfc) » 

1 + PôAft » Г А ^ 
т о б т о II sk+{1 < 1 д л я M-Ä > 0 і I 1 > 1 д л я \хк < — (1 — Ро)/(2ро). 
О с к і л ь к и 

і при великих m значення cos близьке до 1, то для великої кількос-
ті номерів k маємо jj || > 1. Тому якщо на багатьох ітераціях під-
ряд використовуються багато параметрів тЛ, для яких \ Sk+i > 1, то 
відбувається накопичення похибок заокруглення, що і призводить 
до обчислювальної нестійкості. 

Щоб послабити цей ефект, природно розмістити параметри тА в 
послідовності ть ..., Tm так, щоб після параметра, для якого норма 
оператора переходу більша за 1, розміщався параметр, для якого 
вона менша 1. Такий набір параметрів {т*} називається стійким. Іс-
нують різні стійкі набори. Як приклад наведемо один з них. Нехай 
m = 2", р > 0 — ціле (існують набори для довільних т ) . Параметри 
Tä однозначно визначаються нулями многочлена Чебишева цк, тому 
можна говорити про впорядкування Стійкий набір нулів |nft має 
вигляд 

^ ; = {-cosßl., ß i = JL.0P, і =17mJ, m = 2Р, 
де 0/m) — одне з непарних чисел 1, 3, 5, ..., 2т — 1, тобто задача 
зводиться до впорядкування множини m непарних чисел 

= {©r, ... , ей0}. 
Це виконується рекурентно: виходячи з множини 0Х = {1}, будується 
множина 0т = 0*р за формулами 

е?Д, = в'/', eg" = 4/ - eg* „ f = / = Т7ЇГ 1 . 
Якщо, наприклад, п = 16 = 24, то послідовно знаходимо 
Є і = {1}, 0 а = {1, 3}, 0 4 = {і; 7, 3, 5},-08 = {1 ,15,7 ,9 ,3 ,13,5 , 11}, 

®ів = {1 . 31, 15, 17, 7, 25, 9, 23, 3, 29, 13, 19, 5, 27, 11, 21}. 
Здобуті вище результати для явної нестаціонарної схеми перенося-

ться на неявну схему вигляду 

В H X ~ x
y h + А У к = и A s = 0 , 1, . . . (у . - задано) , (161) 
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де 
А = А*> О, В = В*>0, ъВ<А^у2В, yt>0. (162) 

Зведемо цю схему до еквівалентної явної схеми. Оскільки В = В* > 
> 0, то існує В112 = (В1'у > 0. Подіявши оператором В~і/2 на (161), 
дістанемо 

+ Cxk = 0, k = 0, 1, ... ; x0 = Bl/2w0, (163) 

де xk = Bl/2wk, С = £Г , /2ЛВ~1/2, = ß -V f t = ß - 1 ( Л ^ —Л-
Визначимо границі спектра оператора С. Для цього розглянемо функ-
ціонал 

J = ((Л - у, і/) = (Лу, у) - Y (By, y) = 

= (Сх, x) — Y (*, *) = ((C - yi) x, x), x = Bl/2y. 
Оскільки y (a значить і x) — довільний елемент з Я, то з попередньої 
рівності випливає, що оператори А — уВ і С — у І мають однакові 
знаки, тобто 

УгКС^у21. 
Тому задача вибору оптимальних параметрів в (161) розв'язується 
за допомогою (156), а з (157) знаходимо оцінку 

| C * m | < 9 m | * o | . 
Підставляючи xh = Bl/2wh = B~x,2rk = ß~"1/2 (Ayk—/), маємо 

II Ay m — f U-I < II Ay0 — / ||fl-b 
^ = = = ( l 6 4> 

Зрештою зазначимо, що перехід до неявних схем часто буває виправ-
даним, бо швидкість збіжності ітераційного процесу зростає. Оскільки 
вибір неявної схеми (а отже, і В) залежить від нас, то постає запитан-
ня: як це робити? Як вже зазначалося, основною є вимога, щоб число 
арифметичних дій Q (є) для відшукання розв'язку з точністю е було мі-
німальним. А це число Q (є) залежить від двох факторів, які і форму-
ють вимоги до вибору В: І) число ітерацій, яке залежить від {тк) і 
В, має бути мінімальним; 2) визначення наступної ітерації з рівняння 

Byk+1 = Fk 

має виконуватися застосуванням мінімального числа арифметичних 
операцій (це вимога економності оператора В). Далі розглянемо при-
клад неявної схеми з економним оператором В. 
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Поперемінно-трикутний метод. Зазначимо спочатку, що коли в 
схемі (161) оператор В е добутком скінченного числа економних 
операторів, то він також економний. Наприклад, якщо В = BIß2, де 
В\, В2 — нижня і верхня трикутні матриці, то В — економний. Дійс-
но, розв'язування СЛАР Byk+1 = Fk зводиться до розв'язування двох 
систем: 

BjW=Fk1 B2yk+\ = w, 
кожна з яких розв'язується за явними формулами за кількість ариф-
метичних дій порядку 0 (N2) (відомо, що оптимальний алгоритм роз-
в'язування СЛАР включає О (N2) арифметичних дій, а це означає, що 
для будь-якого алгоритму розв'язування СЛАР загального вигляду 
існує СЛАР, на який він витрачає О (N2) операцій). 

Розглянемо ітераційний метод (161) з оператором (оператор такого 
виду називають ще факторизованим) 

В = (D + о / ? ] ) D " 1 ( D + (ÙR2), (165) 

D = D* > 0, R] = /?2, R1 + R2 = R, /? = # * > 0, CD — параметр. 
Такий метод називається поперемінно-трикутним (назва стане зрозу-
мілою пізніше). 

Покажемо, що оператор В є самоспряженим і додатним. Справді, 
(BY у v) = ((D + CD/?,) D- 1 (D + (ÙR2) y y V) = 

= ((D + (ÙR2) Y, D " 1 (D + сÙR2) V) = 

= (yу (D + (ÙRi) D " 1 (D + сOR2) V) = (y, BV), 

тобто В = В*. Звідси 
(By у у) = ((D + со R2) y y D-1 ( D + со R2) y) = | ( D + сùR2) y ||Ü>-i > 0. 

Це означає, що В = В* > 0. 
У скінченновимірному просторі оператору R відповідає матриця 

R = (ГЦ){ y^jjv, причому якщо R = /?*, то ця матриця симетрична, 
тобто Гц = Гц. Тому якщо взяти 

= (rli)it!=\tN> ҐЦ = 

#2 = (rtj)iJ=\.N, rtf = 

Tiil 2, / = / , 
rth ' > / . />*, 
r^/2, ї = /, 
ff/. / > / , 

0, / < t , 
то /?a = R\. Нехай D = — діагональна матриця. Тоді 
матриця D -}- (ùRi буде нижньою трикутною, а D + (ÙR2 — верхньою 
трикутною і, таким чином, визначення кожної наступної ітерації з 
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рівняння Btjk+1 = Fh зводиться до почережного обертання нижньої 
та верхньої трикутних матриць, тобто до розрахунків за явними форму-
лами (звідси і назва методу). Дійсно, вказане рівняння має матрицю 
В = (D -f- со/?х) D""1 (D -f (ùR2) та праву частину Fh = Byk — 
— тk+\Ayh Позначивши D""1 (D +cùR 2 ) yk+ï = yA+l, ді-
станемо дві системи з трикутними матрицями 

(D + <ùRt)yk+1 = Fh9 (D + соR2)yk+[ = Dyk+U k = 0, 1, . . . , (166) 
які при кожному k розв'язуються послідовно. Оскільки 

y) = (R2y> !/) = (%, у)/2, D > 0 , с о > 0 , tf>0, то 
((D + с о R J y , у) = (Dyt у) + со (Riy, у) = 

- [[° + іН)^ у) =((D + ö*«> 
тобто існують (D -f со/?!)"1, (D -f (ÙR2)~~l і системи (166) мають роз-
в'язок. 

Щоб скористатися загальною теорією, розвинутою вище для неяв-
них стаціонарних методів, треба визначити сталі yv у2.ь нерівності 

(167) 
яка в силу обмеженості і додатності операторів Л, В має місце. Але 
спочатку виберемо «найкраще» значення параметра 

Лема 4. Нехай оператор В визначається за формулою (165), де 
00 > 0 i , R задовольняє умови 

R>6D, Ô > 0 , RXD-LR2^^-R9 Д > 0 , ( 1 6 8 ) 

тоді мав місце оцінка 

Y 1 ( © ) ß < Я <Y°a (<•>)*. 

T I H = 1 + Û)0 + Q> 2 5 g ) 2 ô a , Y. N ( 1 6 9 ) 

» о 
причому відношення І (О ) = Уі (CO)/Y2 (О ) набував найбільшого значен-о о 
ня g = І (о) при 

0) = ш = - t L - (170) 

1 це найбільше значення дорівнює 

g Vi _ 
Ya 1 + / V (171) 

_ 6 ° ô ° 6 
1 — Г ' V i - 2 ( 1 + р ^ . ^ Т р Г ' 
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Д о в е д е н н я . Нерівності (168) означають, що 

(Ry, y)>6(Dy, у), (D-'tf^, R i y ) ^ ( R y , 

Подамо оператор В виразом 
В = (D + cotf J D" 1 (Z) + <а/?2) = D — ©(/?! + # 2 ) + о) 2 /?^ - 1 /? , + 

+ 2© (і?! + Я2) = (D — Û)/?i) £>_1 (Z) — aRt) + 2<ÙR 
і визначимо 

(By, у) = (Z)"' (D — <ùR2)y, (D — (o#2)#) + 2<o (/?г/, y) = 

= I (D - ©tf 2) y fD- i + 2ü» j,) > 2<a (Ry, y), 

тобто B > 2 a R або Y°3 (<») = . 

Враховуючи умову (168), маємо 

В = D + (ÙR + (ùiR1D~lRa -R + &R + ^ - R = 

тобто знаходимо оцінку зверху для В: 

Y, (©) Я < Я, 

V1(co) = ô ( l + ( o ô + ^ ) - 1 

Як ми бачили раніше (див. (164)), число ітерацій, необхідне для роз-
в'язування рівняння Ry = / методом (161), залежить від відношення 

!(*» = 4 ^ = 2(06(1 - K o ô + ^ Ц - 1 

V» (w) V 4 / 
і тим менше, чим більше і (со). Виберемо (0 з умови максимуму S (©). 
З рівняння 

г (со) = 26 (і - (1. + »0 + 0 

знаходимо 
о 2 

CÛ = 0) = —т=- , 

причому при цьому значенні дійсно досягається максимум | (©), бо о о о о 
(©) < 0. Підставляючи © в формули для (со), у2 (ю), | (о>), дістає-

мо твердження леми. 
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До методу (161) з оператором В вигляду (165) належать і знайдені 
вище результата відносно найкращого вибору параметрів {тЛ}, який 
визначається формулами (156). Розглянемо теорему про швидкість 
збіжності такого поперемінно-трикутного методу з чебишевським набо-
ром параметрів. 

Теорема 15. Нехай оператор А = А* > 0 представляється у ви-
гляді суми А = А1 + А2, А2 = А] І виконуються умови 

А > Ô D , АХ D~~LA2 < Л , ô > 0 , Д > 0 . ( 1 7 2 ) 

Тоді для поперемінно-трикутного методу (161) з оператором (165), 2 
в якому D = D* > 0, CD = y = - , R = Л, Rx = Av R2 = A2 з чеби-

шевським набором параметрів 

т ; - то т - 2 о - 1 - Е і Yi 

(173) 

2 ( 1 + V ï ) ' ї а = Л = ^ ^ 

де — множина нулів многочлена Чебишева Тп (х), досить п (е) 
ітерацій, щоб виконувалась оцінка 

\\Ayn—f ||в-і < в Ми«, — / [в-и 

де 

л в ( в ) < я ( в ) < л в ( е ) + 1 , п0(в) = . (174) 
2 у г] 

Д о в е д е н н я . Поклавши в попередній лемі R = A, RX = АЪ 
R2 = А2 І скориставшись оцінками (164) та (160), дійдемо твердження 
теореми. 

Приклад Î0. Записати розрахункові (Ьормули поперемінно-трикутного методу 
(ПТМ), явного методу простої ітерації (ЯГИ) і явної чебишевської схеми (ЯЧС) для 
розв'язування СЛАУ (невідомі и*, / = 1, W — 1) 

Uj , — 2ut -4- и,, « . : 
" Ь . і ^ — ла

 + ' = 1, N — 1, и0 = % = 0 , (175) 

д е А = - L , N та it задані, а також порівняти кількість ітерацій, які потрібно затра-

тити в цих методах, щоб домогтися виконання нерівностей 

ЫУп-S I I b - . < 8 ІАуь-f I I b - , (ПТМ), 
І * л » - / К * М л - / І (ЯПІ, ЯЧС). 
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Р о з в ' я з а н н я . Нехай \v = и»^ і и — сіткова функція, яка задана на сітці 

щ = [xi = ih : і = 0, W} і перетворюється на нуль при і = 0, N (простір таких о 
функцій позначимо через Позначимо через H = j простір сіткових функ-
цій, заданих на сітці о/ь = {JЦ = ih: І = 1, W — 1} із скалярним добутком 

N— 1 
(У, hytvt. 

Ввівши матрицю А розмірності (N — 1) X (N — 1) 
1 0 0 . . . 0 0 

1 —2 1 0 . . . 0 0 
0 1 —2 1 . . . 0 0 

Л = -
1 
/і2 

—2 
1 —2 _ 

0 0 0 0 . . , 
0 0 0 0 . . , 

і вектори и = («І, / = (/і,.»., задачу (175) можемо записати в мат-
ричному вигляді 

Аи = f , 
причому 

Av = — Лі\ о 6 = t>°6 

Підсумовуючи частинами, неважко показати, що (Ау, і>) = тобто А = Л*. 
Неважко також знайти власні значення оператора А (див. п. 1.4.4), звідки 

(v, v) > (Av, v) > ô|cr р , ö - Яг - - р - sin2 - Ç - , 

4 я/i 
IM II = V - i = -£т c o s 2 ~ 

(176) 

Покладемо Dy = у, тобто D = I, 

(АІУ)І s - ^ - Уі-Уі-1 
/І /і» 

(Л2у) = (Rty) = - J^L = - y'+l
h2

 Уі , Л = ^ + 

випливає, що А\= Аг. Дійсно, оскільки üx = і>0 + 
+ hv- j = hv- то, підсумовуючи частинами, маємо 
З рівності 

N—1 N-l 
(Алу, v) = - 2 Ух.і^ = - ÄA Т 2 V = 

7V ЛГ—1 W—1 
! + S WPS* = £ = h % у і = (£/, Л^), M 
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Обчислимо сталу Д: 
J N-l I N 

(АхА2у, У) = САгУ, ^У) = " Т г 2 fe^b-rrj; h < 

j W j JV—1 j 
< "P* S л "IT S л УІ =-тг(Ау, у), 

і 
4 

тобто Ä = • 

Ітерації (1 — номер компоненти, k — номер ітерації) в ПТМ визначаються 
за формулами 

( ( В + (ОЛ) + j^ÏLzl— = / f \ 

u{k+l) __ ЛА+1) 
<(£ + û)i42) = ^ - ® „а

 Уі = Й*™ -пл 

F<*> = (ßt/*» - тM+lAj*> + тА+1/)і. 
Перепишемо це так: 

З Л Г _ . . й « » _ 0 ; я ' + <0 
(177) 

, і = JV — 1, N— 2 1; = 

Отже, кожна ітерація обчислюється за явними формулами (177): спочатку 
послідовно для / = 1, 2, N — 1 і потім y f ^ послідовно для і = N — 1, ЛГ — 
— 2, 1. 

Враховуючи (176) і теорему 15, маемо при малих h 
ô яЛ. я2Л? я / _ яй 

Л = — = 8 і п 2 — » 4 , уг) , 

S — 2|/тї/(1 + 1 / п ) ж 2 | ^ « я Л , 
і оцінка для числа ітерацій ПТМ набирає вигляду 

Запишемо формули явного методу простої ітерації! 

„<*+' ) = + -£-<- 2у\» -f - ft Vx). 

l/lk+l> = У(/> + - р г - + é t h - Wt), і = 2, ЛГ-2, (17») 

= «В2-, + і г (УІЇи-^-г - ">/„_,), 
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j e згГдно з (119) 
і 2 2 h* h1 

Vi + Ye ~ + V ! ~ nh (nh л nh \ 
sin2 — - f c o s 2 - ^ ] 

Враховуючи (125), (176), маемо таку оцінку кількості ітерацій ЯПІ: 
nh я2Ла 

tg 2 -ö- « —7— , 
(180) 

/ Ч 1ц Q/s) 2 __1_ 
По (в) = 2g ^ 10Л2 l n е • 

Розрахункові формули явного чебишевського методу мають вигляд (178), де замість f 
стоїть т ^ р Відповідно до (160) маємо таку оцінку кількості ітерацій ЯЧС? 

п ^ г ) = 2 < і 8 і > 
Вибравши е = 10""4, 100 і враховуючи, що h = -jj-, для ПТМ, ЯПІ, ЯЧС 
відповідно матимемо такі значення п0 (е): ЗО, 20 000, 340. Отже, з розглянутих нами 
методів ПТМ виявився найкращим. 

Варіаційно Атераційні методи. Для ефективного використання 
розглянутих вище нестаціонарних методів треба було знати YI та Y2 (гра-
ниці спектра оператора А). Часто буває так, що знайти чи оцінити ці 
границі неможливо. Тоді застосовують методи, які в явному вигляді 
не використовують Yi, У2' Далі розглянемо деякі з них, а саме три ме-
тоди варіаційного типу: метод мінімальних нев'язок (ММН), найшвид-
шого спуску (МНС) та спряжених градієнтів (МСГ). 

Розглянемо метод мінімальних нев'язок для явної схеми 

У» + Ayk=f, 6 = 0 , 1 (182) 

Неважко бачити, що нев'язка rh = Ayh — f задовольняє рівняння 

'*t'~~r* + Ark = 0, k = 0, 1, ... , r0 = Ay0-f. xk+\ 
Параметр т^+і вибирається з умови мінімуму норми нев'язки (звідси 
і назва): 

Il Р — |rA — Tk+\ArhIP = II rÄII2 - 2T*+f(rft, Ark) + т | + 1 \\Arhв 

З рівняння 
<p' (TÄ+j) = - 2 (rh, Ark) + 2т*+1 II Ark f = 0 

знаходимо 
- _ (Arh, rh) у Л I 
%M+l ~~ [ Ar h J2 ' — h 
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причому оскільки <р* (Tfc+i) = 21 Arh |і2 > 0, то це значення парамет-
ра мінімізує норму S rk+1U. / 

Якщо А = А* > 0, то легко оцінити швидкість збіжності ММН. 
Дійсно, якщо ітераційний параметр т0 не збігається з (182), то j 

II Г = II rÄ - т*+, Arh Г < I r - T0 Ark P < I / - T0A f I г , f . 
Нехай відомо, що ухІ ^ А ^ у2Іу причому ці границі точні, тобто 
існують yv у2 £ H такі, що 

(Ау» У і) = Vi (Уі> Уі)> (АУі, У2) = Ya (і/а. Уг)-

Тоді при т0 < 

Є —т0А)у, у) = (у, у) — т 0 (Ау , 0)<(1—то Т і ) |0Р, 
причому 

( ( / - Т о A ) y v f/1) = ( l - T 0 Ï 1 ) | | i / l f , 

що означає 
J / — т0А II = 1 — T0yj. 

Неважко помітити, що мінімум цієї норми досягається при 
__ 2 

Т ° " Vi + Ye 
і дорівнює величині (див. доведення теореми 13) 

Ро " 1 + 1 ' 6 Y. ' 
Отже, для ММН при А = А* > 0, Yi' ^ А < у2А маємо 

II'VmIKPoII'J 
і, порівнявши з теоремою 13, дійдемо висновку, що в цьому разі ММН 
збігається з такою самою швидкістю, як і метод простої ітерації. 

Неявний метод мінімальних нев'язок, або метод поправок, має ви-
гляд 

В yk+l~yh + Ayh = /, ft-0, 1. . . . . V^G^-

Поправка wh = BTlrh% wQ = (Ay0 — f ) задовольняє рівняння 
ДО. , , — Wh 

В - î ± ! + Awk = 0, fe = 0, 1, , 

де згідно з тією самою ідеєю, що і в ММН, знаходимо 
(Awk, wk) ь Л . 

= . r t Л = О, 1, . . • , (Д^Ло;*, »ft) 
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а за\умов А = Л* > 0, ß = ß* > О замість (183) дістаємо оцінку 
\ II Ауп — Л І в - і < PS II АУо — / І в - і -

Я&ий метод найшвидшого спуску (В = £) застосовується при 
А = Л* > 0 і відрізняється від (І82) вибором xk. 

За умови, що на кожній ітерації мінімізувалася норма похибки 

і \\zk+i |ß = \\yk+\ — U |ft = {Azk+u Zk+i) = 
= (Azk — тА+1Л2гл, — Xk+\Azh) = — tk+\Ark, 

zh— ik+xrk) = (rk, zh) — 2xk+x(rky rh) + 4+1 (Arh, rh)t 

дістаємо 
_ (rk. rk) 

Для похибки маємо оцінку 

| 2*+11 ft = II (/ - TÄ+1 Л) ZÄ ft < | (/ - Т0Л) 2Ä (А < 

<1У-т 0 >і |Р | | г , |З і<р 2 о | | гЛл, 
тобто 

\\Zn+l I = \gn+l —иІА< PS+1 ІІА/о — " U. 
і МНС збігається з швидкістю методу простої ітерації. Більш швид-
кі методи можна знайти в класі багатоярусних схем. Метод спря-
жених градієнтів належить до класу триярусних схем виду 

Byk+1 = а*+і (B — Tk+iA)yk + (1 — а*+і) Byk-i + ал+іт*+і/, 
1, 2, . . . , 

ß*/! = (ß - + ї ї / . V i / o f f l , 
Де 

_ ('ft. w») „ = /1 T*+l ^ft) 1 
Tf t+1 ~ (Ли*. • = ( r ^ p wk_x) • l ^ J » 

Л = Л* > 0, ß = ß * > 0, г В ^ А ^ у % В , * = 1, 

> 0. Формули для а*+і знаходимо за умови мінімуму норми 
\ z h U - При цих оптимальних значеннях ітераційних параметрів спра-
ведлива оцінка 

2р? 

1+РГ 
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тобто швидкість збіжності МСГ не менша, ніж у чебишевського д£ох' 
ярусного методу. Тут можна використати факторизований one 

В = (D + <оАі) D~~x (D + соі42), 

Аг + A2 = A>0, ЛГ = Л2, D = D * > 0. 
(При такому виборі, як показують розрахунки, МСГ виконує менше 
ітерацій, ніж чебишевський двох'ярусний метод.) 

1.5. Вкладення нормованих просторів та оцінки 
лінійних функціоналів у них 

1.5.1. Теореми вкладення. Важливим інструментом для вивчення 
різних математичних об'єктів у нормованих просторах є так звані те-
ореми вкладення. 

Кажуть, що нормований простір X вкладений в нормований про-
стір X, якщо всюди на X задана лінійна функція (відображення, опе-
ратор) J (x) : X X, причому існує стала ß > 0 така, що 

для будь-якого x Ç X. Якщо, зокрема, X та X визначаються введенням 
різних норм відповідно в лінійному просторі Е та в його лінійному мно-
говиді (підпросторі) D і за J вибирається відповідність, яка ототожнює 
елементи X та X як елементи Я, то говорять про природне вкладення 
Х в І 

Приклад / . Покажемо, що нормований простір W™ [а, Ь] вкладений в нормова-
ний простір Cm~l [a, b]t m ^ 1. Оскільки [я, b] а Ст~1 [а, b1, то за У можна ви-
брати таку відповідність: кожній функції и (0, що розглядається як елемент простору 
W™ [а, Ь\, відображення J ставить у відповідність ту саму функцію, але вона розгля-
дається як елемент простору С т ~ 1 [а, Ь]. Це означає, що йдеться про природне вкла-
дення W™ [а, Ь] в С " - 1 [а, Ь]. 

Внаслідок неперервності (0, 1 < і < т, існує точка £ 6 й = la, b] така, 
що 

ПТМ 

а 
Тому має місце тотожність 

а 
j u(i~l> (s) ds, і = 1, т. (1) 
ь 
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Зауважимо, що для и Ç W™ [a, b] Існування інтеграла £ a ( m ) (s) ds випливав s 

нерівності Коші — Буняковського 
t f t v 1/2 

I «(m> (s) ds ^ j [ и ^ " 0 (S)]2 âsj . 

За допомогою нерівності Коші — Буняковського з (1) дістаємо 
t . ь 

I и ( ' - І ) (t) I < J I a w (S) 1 DS + j I и«- 1 ) (S) I DS < 
I 

< Q [u<'> (s)Ja ds j + v ± — a ^ J W l8 Л J . 

Застосовуючи елементарну нерівність Va-f- Vb < | / 2 Va + Ь, a > 0, b > далі 
маємо 

I «('-1> W I < К? * < | И(0 I* , _ + | " а У 2 , t - О Т . (2) 
W^Q) Wl

2 (0) ' 

де К = шах fï^fr — a, — ^ , \ u \ 2 „ , = \ [a ( 0 (s)]2 ds — квадрат напів-
V V fr — a / iTo(û) J 

норми в просторі U?2 [a, 6]. 3 нерівності Коші — Буняковського для сум із (2) маємо 

• • "с« - . , , « - x да,' «"' « і < л ' V « + 

/ m-1 Г m—I 

VJ® Г M У itО (О) V£<Q» 

m i l , « + " Е М 2 - * - . 

• m \1/2 
Оскільки 

I 

то з останньої нерівності випливає 

" 4 , - w , ( 3 ) 

Де 
M = 2 Kmmax ( j / f c - a , (4) 

Нехай тепер послідовність {ип (x)} <z W™ [a, b] фундаментальна в нормі Ä ^ J a , 6]. 
Тоді з (3) матимемо 

I « . - «mlcm-U^j < M|« n -
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при m, n oo. Отже, послідовність [ип (*)} фундаментальна в розумінні рівномір-
ної збіжіюсті в С™""1 [а, Ь] і за критерієм Коші вона збігається до и (х) £ С т ~ х la, Ь]. 
Тим більше ип (де) -»• и (х) при п -*• оо в середньому. Отже, в класі L2 (a, Ь), що міс-
тить {нп (*)} як представника, є неперервна функція и (х) і цей клас можна ототож-
нити з и (*). Ототожнимо елементи простору Wg1 (a, Ь) з (m — 1) разів неперервно ди-
ференційовними функціями. Нехай {мп} и (*). Переходячи в нерівності 

до границі при п оо, дістаємо нерівність 

Таким чином, доведено таку теорему вкладення. 
Теорема 1. Нормований простір W? (йУ Ь), вкладений у простір 

Ст~ї [a, b], m ^ 1, причому для всіх и Ç В^Г (ß, b) має місце нерівність 
J и ICM-I < M І и Iwm{a b)y de стала M визначається формулою (4) і 

залежить від області Q = [а, 6], m, але не від и. 
Це приклад однієї з найпростіших теорем вкладення. Перш ніж 

сформулювати загальнішу теорему вкладення для просторів Собо-
лева, введемо поняття просторів Соболева (ß) з нецілим показни-
ком m, які називаються також просторами Соболева — Слободецького. 

Нехай m > 0 — не ціле число, 1 < р < +_оо і область_Й с /?' 
Число m можна представити у вигляді m = m + К де m — ціле, 
Я, Є (О, 1). Простір Соболева W™ (Й) складається з функцій и(х)£ 
Ç W™ (Q), які мають скінченну норму 

= + wfm* <б> 

де 

— напівнорма простору (£2). 

Приклад 2. Нехай п = 1, Q = (0, 1). Розглянемо в Q функцію 

/ 1 . x < 0,5, 

' « M û . * > 0 , 5 . 
Оскільки 

п 

її І* — + р 
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1 0 . 5 1 

0 . 5 0 0 , 5 

і останній інтеграл збігається при р к < І, то / (*) 6 ^ (Û) для Я ç (0, 1/р), 
РЄ( 1, оо). 

Не вдаючись до подробиць (з ними можна детально ознайомитись 
у спеціальній літературі), зауважимо, що можна означити слід функ-
ції и (X) £ Wp (Q), m > 0, на границі Г області Й, для якого має місце 
таке твердження. 

Теорема 2. Нехай границя Г області Q £ Rn належить до класу С1. 
Якщо и £ W™ (Q), то її слід на границю v = и\Т належить простору 
W™~~x,p (Г) і виконується оцінка 

Il v W w r n - \ / р ( Т ) < К11 и l w m ( Q ) . (7) 

Навпаки, якщо v Ç W™~Up (Г), mo існує функція и £ W^ (Q) така, що 
v = и |г і виконується оцінка 

II и II^Q) ^ К2 II V W^m-l/ р(Т), (8) 

де сталі КЇУ К2 не залежать від и, v. 
Можна також означити слід функції и (х) Ç W™ (Q) на /С-вимірну 

область О*, яка визначається перетином Q з fe-вимірною гіперплоіци-
ною в IR*, k = 1, n(Qn s Q ) . В наступній теоремі вкладення Соболева 
формулюється загальний випадок вкладення класів функцій різних 
просторів і різних вимірів. 

Теорема 3. Нехай Q — відкрита область в Rn з неперервною заЛіп-
шицем границею і нехай Qk — k-вимірна область, означена вище. Не-
хай далі m ^ 0 — дійсне число, р £ [1, <х>1. Тоді мають місце такі 
вкладення: 

1) якщо тр с п і п — тр < k ^ /і, то 
Wp с= Lq (Q*), p < q < kp/{n — mp), 

зокрема, для k = n має місце оцінка 
Il и hq(Q) < с II и I I p < np/(n — mp)\ 

2) якщо тр = n, то для довільного k, k £ [1, n]9 

W?(Q)c:Lq(Qk), p^q< oo, (9) 
зокрема, для k = n має місце оцінка 

1U ILq(Q) < СIIи Iwrn{Qy P<q<oo. 
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Якщо р = 1 і m = я, то вкладення (9) має місце для q = оо, тобто 
справедлива оцінка 

3) якщо тр > п, то 

коли тр > n > (m — 1) р, тоді 

W?( £2) с : С°'х (0), 0 < X < m - - £ - ; 

якщо n =* (m — \) р% то 

W?(Q)cz(?-x(Q)9 0 < Х < 1 
(/ш/m через С позначено різні сталі, які не залежать від u, Loo (£2) — 
простір класів функцій з нормою І и Ці^ц = vrai max | f (x) I; 

C71' (Q) — простір функцій, що мають неперервні в £2 похідні до по-
рядку m включно, які задовольняють умову Гьольдера з показником К, 
тобто функцій, для яких 

|a|=m x ,y£Q * * ~~ У • 

де І л — у І — нижня грань довжин кривих, які сполучають точки 
x, y£Q; норма в С"1'1 (£2) вводиться за формулою 

І /1Uû) = m a x m a x І D<*/ W I s m a x І Лс*(2)ї K } ІОСІ ̂ m ^ Q OSA^m w 

I/ llc«.*<3) = і / Ic^û) + I f 

вкладення Wp (£2) cz С (£2) означає, що будь-який клас и § W? (Q) міс-
тить стаціонарну послідовність [и (x), и (x),...}, де и (x) Ç С (Q)). 

Як бачимо з теореми 3, властивості вкладення різних просторів 
залежать не лише від параметрів цих просторів, але і від розмірності 
простору незалежних змінних Rn. З теореми 1, наприклад, випливає, 
що при п = 1 W\ (£2) с : С (£2), але вже при n = 2 це вкладення не має 
місця. З теореми 3 бачимо, що у випадку п = 2 має місце вкладення 
WÎ (£2) с і С° ' \ 0 < k < 1. Зокрема, W\ (fi) с : С°' \ де К Є (0, 1), £2 — 
двовимірна обмежена область. Це вкладення ми будемо використовува-
ти далі. Вкладення W? (£2) с= С(£2) виконується для п = 2 при m > і. 

Далі не заглиблюватимемося у теорію просторів Соболева. Заува-
жимо лише, що в одновимірному випадку, який далі найчастіше зу-
стрічатиметься, елементи класу Wl (a, b), k > 1, можна розглядати як 
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звичайні k — 1 разів неперервно диференційовні функції, £-та похідна 
яких інтегрована на (а9 Ь) з квадратом (можливо, інтеграл розуміємо 
як невласний). 

Розглянемо простір сіткових функцій, заданих на сітці із скінчен-
ною кількістю вузлів. Очевидно, цей простір є скінченновимірним. Ві-
домо, що в будь-якому скінченновимірному просторі всі норми екві-
валентні. Тому за умови даного вище означення, всі нормовані просто-
ри, дістані з деякого скінченновимірного простору сіткових функцій 
введенням в ньому різних норм, природно, вкладені один в одного. 
У цьому разі важливо мати оцінку для константи ß в нерівності вкладен-
ня (див. означення вкладення) 

причому особливу роль грають вкладення, де стала ß не залежить від 
розмірності простору сіткових функцій. 

Нехай, наприклад, W\ (<оп) — простір сіткових функцій у (і), 
заданих на сітці <ол = {де, = і : і = 0, п + 1}, в якому норма визна-
чається формулою 

= ІУ il2<ûn> + ІУ ( , 0> 

де 
п+1 - п+І /1+1 

l y ^ - s у2 (о, 1 w v (оі2 2 ^ w — f є — 1 )]2. 

ш+ = (о„\<0}. 

Простір тих самих функцій з нормою II • [|L>(- > позначатимемо L2 (й)л)-
Неважко помітити, що в просторі сіткових функцій, заданих на сітці 
©д, величина І • ] і + є напівнормою. У просторі сіткових функцій, w 2 ((ört ' 
заданих на соП9 які перетворюються на нуль, хоча б в одній із гранич-
них точок 0 чи п + 1 норма 1 • ) та напівнорма | • l^i^-f, екві-
валентні із сталими еквівалентності 1 та Y 1 + (n + І)2« 

Дійсно, якщо, наприклад, у (0) = 0, то 

0(0 = 2 ІУ(І+1)-У(І)1 
1=0 

а тому 

У2 <0 = ( s ІУ (/ + 1 ) - У (/)іТ < ' 2 IV с/ + - у (/)!• 
\/=0 / /-0 
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і далі маємо 
П+1 /1+1 1-1 

п 1 = 0 / = о 

< (п + І)2 Е [у (/ + 1) - у (у)]2 = (л + І ) 2 1 1 / ] 2 ^ . (12) 

Отже, 

І < l l f < VT + ÖHT ? к Ц ^ , (13) 

ідо й треба було довести. 
Простір сіткових функцій, заданих на сітці œn і таких, що у (0) = 

О І _ 

= у (п -f 1) = 0, з нормою (10) позначатимемо W2 (<оп). 
Розглянемо також нормований простір W\ (coft) сіткових функцій 

у (х), заданих на сітці щ = = ih : і = 0t N, h = l/N}, з нормою 

( 1 4 ) 

де 

i2 r-i n «...2, 

' - 1 

cû^ = œÂ\{0}. 

Простір тих самих функцій з нормою Ц • позначимо La (<öÄ)f 
а лідпростір простору W\ (юл), який складається з функцій, що оберта-о . _ 
ються в нуль_при x = 0,1, позначимо W2 (соА). 

Нехай С (cah) — простір сіткових функцій, заданих на ооь, з нормою 
ї у ІІс^ ) = max І у (х) |, а С (cdJ — простір функцій, заданих на h 

Ъп, з нормою ft у ||С(5 j = шах | у (і) |. Через С (соА) s С (юА) по-
п f=0,n+l 

значимо підпростір функцій з С (œh), які обертаються в нуль при х = о _ 
= 0,1. Аналогічно введемо підпростір С (соп) = С((оп). 

Кожну функцію у (х), задану на сітці сол, можна розглядати і як 
функцію у (xt) sa у (і), Xi £ о)А, і = 0, N, задану на сітці m = {І : і = 
= 0, N}. 
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Оскільки 

| ^ < 4 ) = ( | fr < 0 - i f е - o r ) " " -

( \ 1 / 2 

Д . % ! ( * ) ) V-h=Vh\»\wV4), 

cet = 
о І _ 

то з (12) випливає (для функцій з W2 (wft)) 

Ь 1 М 5 а > - I IУ iït,(a>„) = h 1 ' 2 1 y k , < 5 N > < 

о J 

Тому аналог нерівності (13) для функцій з W2 (щ) набирає вигляду 

\у] і + <|у\\ і - < 1 ^ 2 1 ^ 1 і +>. (16) 

тобто в просторі Т2 (<йн) норма | • та напівнорма | • 

еквівалентні, причому сталі еквівалентності не залежать від А. 
Простори La (юЛ), L2 (ЮП) Є СІТКОВИМИ ^налогами простору І 2 (Q) 

неперервних функцій, заданих на області Й з нормою 

Простори w\ (соЛ) та W\ (<ол) є сітковими аналогами простору Щ (Ö) 
неперервно диференційовних функцій з нормою 

Зауважимо, що в силу скінченновимірності простори La (©J, La (ti>A), 
(о)д), W\ ((ùh) є банаховими. 
З очевидних нерівностей 

У к і ^ ^ М с і ^ 
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випливає, що простори С (©„) та С (сой) вкладені відповідно в простори 
! , ( © „ ) та L2 (©„). •А і — І© 

Покажемо, що простір Р 2 (<»п) вкладений в С (ол), а простір о j О 
(соЛ) — в простір С (щ). Відображення J (див. означення вкла-

дення) виберемо природним чином, тобто воно кожній сітковій функ-
о j - О j , 

ції у Ç W2 (соп) (у Є W2 (соЛ)) ставить у відповідність ту саму сіткову о _ о 
функцію у, але як елемент простору С (©„) (С (юА)). Нерівності вкла-
дення даються наступними двома лемами. 

Лема 1. Для будь-якої сіткової функції у, заданої намітці (ùn і та-
кої, що перетворюється на нуль при і = 0, і = п -f 1, має місце 
нерівність 

Д о в е д е н н я . Запишемо тотожність 

(п + 1 ) у2 (X) = (п + 1 - X) у2 (X) + ху2 (X). 

Оскільки у (0) = у (п + 1) = 0, то 

У2 W - f t V * ( * ' ) Y . У2 ( * ) = ( Х ? vy ( * ' ) Y . 
\*'=1 / \x'=x+l ) 

де VI/ (*') я У •(*') — У (х' — 0- 3 попередньої тотожності маємо 

U'=l / \*'=*+1 / 

Звідси за допомогою нерівності Коші — Буняковського маємо 

(П+ 1)у*(х)^(п+1-х)х £ [Vy(*')]a + 
л+1 

+ * ( Л + 1 - Х ) £ [Vl/(Ar')P = 

"•H 
= X {N + 1 _ Д ) 2 [ Vy (X'))2 ШШ X (n + 1 - x) I 

Максимального значення вираз x (n + 1 — x ) досягає при x = 1 , 
a тому 

звідки і випливає твердження леми. 
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Оскільки 

Ivlcfi^ — I^ COIccw* ^ = 

то з леми 1 випливає таке твердження. 
Лема 2. Для будь-якої функції у (х), заданої на сітці юА = {xt 

= ih : і = 0, N> h = l/N) і такої, що перетворюється на нуль в точ-
ках XQ = 0, XN = її справедлива нерівність 

В силу нерівностей І < II У ІЦй) . І </Ц«о+> < 1У Ц<5в> 
О . о _ 

з леми 2 дістаємо, що простір (соЛ) вкладений у простір С (щ), причо-
му в нерівності вкладення стала не залежить від Л. Лема 1 дає величи-

О І О . 

ну константи в нерівності вкладення простору (соп) в Сч (оп). 
Зауваження. Нерівність вигляду (17) неважко дістати і для 

сіткових функцій, заданих на сітці со*- = {xt = а + ih' : і = 0, Nr 
h' == (b — a)!N}, яка покриває довільний відрізок [a, bі. Для цього тре-
ба виконати заміну змінних x' = (b — а) х + а. Тоді х' змінювати-
меться на відрізку [а, 6], a х Ç [0, 1], причому 

h' = (b — a)h, ft = 1/W, уГ' = Ух/(Ь — а). 
Підставивши у£= (Ь — a) y;>, h = ftV(6 — а) у вираз для | 

дістанемо (у Є Wl2 (CDÄ)) 

ItfFrVh- S S ф-а)*у\,{Ъ-аГхК -
2 H x£<ù+ x'£<ù+ 

Таким чином, для сітки о*', яка покриває відрізок [а, Ь]9 замість (17) 
має місце нерівність 

У підпросторі сіткових функцій, які перетворюються на нуль на 
границі, вираз | також є нормою, яка еквівалентна нормі 

IIУ І 
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Покажемо, що має місце таке твердження. 
Лема 3. Для будь-якої функції у (х), заданої на рівномірній сітці 

<ùh' = {xi = а + ih' : і = 0, N, h' (b — a)/N}, яка обертається на 
нуль при x = a, x = b справедливі оцінки 

Д о в е д е н н я . Розкладемо у (*) по власних функціях оператора 
Аг/ = у-х: 

<><*><*), Ck = (у, ц<*>) = S h'y(x)^(x), 
k=*\ x€<ùh' 

і = ы г = v r a = s ' c i k=\ 

З першої формули Гріна дістанемо 

(-Ау, у) = = ( - А £ (*).</«) -

(JV--1 Л/—1 \ Л/—1 

S U S Kd. k=\ k=\ ) k=l 

<ми врахували ортонормованість власних функцій (*)). Звідси 

Д« 

І у и*(Щ') < І у Vi(û)+) ^ II У lk«ûA')» 

і 4 . 2 я/і' 
~ /ТРТг s m (h')20" 2(b—a) 9 

* 4 . a я/і' (/V— 1) __ 4 g я/t' 
= (P)2Sin 2(6-а) - (FT2 2(Ь-а) • 

Позначивши а = яЛ7(2 (fr — а)), дістанемо = ^ ^ j 2 . 

Оскільки А' ^ 0 , 5 (Ь — а), то а змінюється на інтервалі |о, -^-j . 

Неважко перевірити, що мінімум функції sin а / а на цьому інтервалі 
досягається в точці а = л/4, тобто ^ (h') має мінімум при h' = 0,5 (6 — 
— а). Звідси випливає, що ^ > 8 f (b — а)2. Враховуючи також, що 
Ял^-і ^ 4/(Л')2, дістаємо твердження леми. 

Оскільки 
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то з леми 3 для функції з Wl2 (юл') випливає еквівалентність норми 
\y\w\{iùh,) т а 1 Якщо функція обертається на нуль лише в 
одній з граничних точок, то справджується нерівність 

» « / І с ^ ^ К Г ^ І у Ц ^ , (20) 

яку можна довести аналогічно до леми І, використавши представлення 

» ' М Х ^ ' < < - > ) ' • - L i , ' * • > ) ' • 
о . « 

Очевидно, ЩО ДЛЯ у (х) Ç W2 (о)Л')» 

» у < Vb=Ta II у ^ < 1 y]wl((ùt)9 

а тому 

І < I f l r j t V + а ) 2 / 4 ] , / 2 1 у ] ^ , (21 ) 

що означає еквівалентність норми |j у І^іф > т а напівнорми I 

і для функцій, які обертаються на нуль на одному з кінців сіткової 
області. 

1.5.2. Формула Тейлора. Нехай / (*) Ç W? (Q), Q = [a, b]. Інте-
груючи послідовно частинами, дістаємо рівність 

-çs^r- |(х - о-1 Г (0 dt = (015 + 

vtfl-l 
a * 

+ таг S (* - Т * Г - " (0 Ä = - (a) + (m-2) ! J ^ 4 ' ^ (ю-1)1 

a 

(* — 1 c(m-i) 
(m — 1)1 

лт—2 

Г " " (a) -

Звідси знаходимо, що для будь-якої функції / (*) Ç [а, 6] справед-
лива формула Тейлора 

/ ( * ) - / ( * ) + - f T l £ - / ' ( e ) + ••• + ( ( ~ - Г ) Ґ Г ~ " (<*) + #„,(*) (22) 
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аз залишковим членом в інтегральній формі 

Rm(x) = Rm(x-, f)= ( / n l , } , S(x-Om-' f™(t)dt. (23) 

Якщо ввести функцію 
( um-\ 0, 

то вираз для залишкового члена можна записати ще у вигляді 
ь 

Rm(x)= ^ l i ) , JKa(x-t)P>(f)dt, (24) 
а 

éo Кт (x — f ) при будь-якому фіксованому x дорівнює нулю, якщо / 
змінюється від X до Ь. 

Виконавши в (23) заміну х _ а = s » t = x + (а — х)s, ds = 

= , знайдемо ще одну форму запису залишкового члена 
ІВ інтегральній формі 

а 

— " j ( * + . ( « - * ) > & -

J ^ j s - r U x + sla-x))*. (25) 

Користуючись теоремою про середнє, з (25) дістаємо таке зображення 
залишкового члена в формі Лагранжа: 

i m - п Т Г ( * + Є ( а - * ) ) ^ - ' < & д 0 

- Г ( * + Є ( а - * ) ) , 86(0 ,1 ) . 

Виконаємо в (25) заміну s = 1 — /: 
і 

ft = ^ Ç j d - О"1"1 Г (a + t(x-a))dt. 
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Користуючись знову теоремою про середне, знайдемо звідси вираз 
для залишкового члена в формі Коші: 

R m ( r , f ) = ( < ~ a ( I - ö , 9 ) f " ~ ' Г ( а + 8 ( * - а ) ) , Є6(0 , 1). 

1.5.3. ЛемаБрембла — Гільберта. Теорема Соболева про еквіва-
лентне нормування. Нехай Q = (0, 1), и G ЇИГ (й). 
Запишемо формулу Тейлора у вигляді 

и (x) = Qmu (де) + Rmu (x), 
де 

dxf 

Rmu (X) = m ( x - f r J ^l~lDmu (x + s (y — X)) ds. 

k=0 
1 

Лема Брембла — Гільберта формулюється таким чином. 
Лема 4. Нехай лінійний функціонал І (и) обмежений в W? (ß), тоб-

то І І (и) І ^ M II и і перетворюється на нуль на множині 

лш_і многочленів степеня не вище m — 1, тобто І (р) = 0 V p Є я т _ ь 
Тоді існує стала M = M (m, ß) така, що 

\1(и)\^ММ\и\#п{Ъг 

Л , = ( 1 +
 / 5 — 2/ — 1) [(m —/ — 1) !]a j • 

Д о в е д е н н я . В силу умов леми 
\1(U)\ = \l(u-Qmu)\ = (26) 

Неважко ПОМІТИТИ, що для j ^ m — 1 
т"~1 ь / 

D[ (Rmu {x)) = Di (a (x) - Qm (л:)) = <*) - 2 w = 

« - / - і l 

W) = D? (a (x) - QTO (x)) = D?u (x). 
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Тому 

/ m \ 1/2 

/m-І 41/2 = . (27) 
Але для / < m — 1 маемо (у Ç (0, 1)) 

J Rm-iD'u = j | j J — ^ L (m ~J)j gn-l-tETu (x + 

2 ] l / 2 ( l « 1 

+s(y~x))ds\dx\ < flgi^n^-»** 
' l0 0 

X j[Omtf (x + s (y — *)) j dsdx^ ш 

f 1 , . » И/2 

F 2m — 2/ — 1 [ У - * ) \ V m » W d t d x \ < 

< # — \Dmu\~ 
"K2/n — 2/ — I ( m — / — 1)! 1 *LM 

Таким чином, 

(m—1 \ 1/2 

1 + S (2m — 2/ — 1) [(m — / — l)!]2 j І ^ M ) . 
що разом з (26), (27) і доводить лему. Зрозуміло, що ця лема справед-
лива і для просторів Соболева W? (я» Ь). 

У багатовимірному випадку лема Брембла — Гільберта формулю-
ється таким чином. 

Лема 5. Нехай Q — відкрита обмежена множина в Rn з неперерв-
ною за Ліпиіицем границею і лінійний функціонал має властивості: 
а) І (и) обмежений в Wp (£2) для деякого цілого числа m і деякого p Ç 
€11, оо), тобто | / (и) | < M || и |vm (ö ); б) І (и) перетворюється в 

нуль на многочленах степеня m — І по змінних хІ9 ..., хп, тобто І (р) = 
= 0, якщо р (х) = 2 auxа, а = (ах, ..., а п ) , Xа = я?1, ..., х*п. Тоді 

let і < m 
існує стала M = M (£2) така, що 

\l{u)\^MM\u\wrn{^ 

де І • \wm{Qi — напівнорма в просторі (£2) . 
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Зауважимо, що аналогічна лема має місце і для нецілих т. Іноді 
буває зручно замість норми 

Dau = дши/дх\1дх2*9 а = (alf а2), |а| + а2 
простору W\ (й) використовувати яку-небудь еквівалентну норму. 
Якщо It (и), і = 1, M,— лінійні обмежені в Wk2 (£2) функціонали, які 
не перетворюються одночасно на нуль на жодному відмінному від 
тотожного нуля многочлені степеня не вище k — 1, то має місце така 
теорема Соболева 

Теорема 4. Норми 
[ с M u/2 

LLA K f o Т А {І (° К И > 2 D X + 2 І Z < M І2} 
еквівалентні. 

1.6. Ортогональні многочлени та функції 
гіпергеометричного типу 

1.6.1. Загальні властивості ортогональних многочленів. Нехай 

Ро M» Pi (*)> •••—ортогональна в L2,P la, b] система многочленів, 
тобто ь 

(Phf Р і ) = lp(x)p h (x)p l (x)dx = 09 к ф і . 
a 

Розглянемо загальні властивості таких многочленів, що випливають 
з цього означення, під яке, зокрема, підпадають многочлени гіпергео-
метричного типу. 

Теорема /. З точністю до сталих множників система ортогональ-
них многочленів для заданого р (х) єдина. 

Теорема 2. Нехай р0У рІ9 ...— ортогональна в І2.9 la9 Ь] система 
многочленів. Тоді справедливе рекурентне співвідношення 

апрп+1 (X) + фп — X) рп (X) + спРп-1 (*) = 0, п > 1, (1) 
де 

Сп = (xPn-U Р пПРп-І f - і Рп ІР/К-І f , 

h n ч Лі n M _ kl.nk0.n+l — /і * ^n = Wn» РпЩРпТ = £ 1 t ( П 
k 

an = д,+і)/| Ац-i f = . 0,n , я0л-Н 
kiji — коефіцієнти при степенях xf1*1 многочлена pn (x). 
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Зауваження. Якщо покласти р-\ {х) = 0, то формула буде ма-
ти зміст І для п = 0. 

Теорема 3. Для системи ортогональних многочленів p0f ри ... справ-
джується тотожність Крістоффеля—Дарбу 

Vi n r-2n t*\n /,л _ k°'n " ^Г2 Рп+х (x) Рп ІУ) - Рп (x) Рп+{ (у) 
Рі Г Pi (x)Pt (У) - Чп+1 — . 

Теорема 4. Кожний многочлен рп (х) мав на відрізку [а, Ь] рівно п 
різних коренів. 

Теорема 5. Нехай х[п) < ... < х{п —нулі многочлена рп(х). Тоді 
а < . . . <x%-i)<x(l?)<b> 

тобто нулі многочленів ра-\ (х) і рп (я) чергуються. 
Теорема 6. Нехай вагова функція р (х) задовольняє диференціальне 

рівняння p' (jc)/p (х) = (а + bx)/(c + dx + ех2), причому в точках 
а і b вираз p (x) (с +dx + елг2) перетворюється на нуль. Тоді кожний 
многочлен ортогональної системи р0 (x), рх (х), ... задовольняє диферен-
ціальне рівняння 

(c + dx + ex*) р"п (x) + [(a + d) + (b + 2е) х] р'п (х) - спрп (х) = 0, 
де сп — стала. 

1.6.2. Многочлени гіпергеометричного типу. Нагадаємо деякі 
властивості розв'язків рівняння гіпергеометричного типу 

o(z)y" +ч{г)у' + Ху=0, (4) 
де a (z) — многочлен не вище другого степеня, т (z) — многочлен не 
вище першого степеня. Розв'язки рівняння (4) називаються функціями 
гіпергеометричного типу. 

Теорема 7. Похідні будь-якого порядку від функцій гіпергеометрич-
ного типу також є функціями гіпергеометричного типу. 

Теорема 8. Поліноміальні розв'язки рівняння (4), які називаються 
многочленами (поліномами) гіпергеометричного типу, визначаються 
формулою 

У (*)252Уп (t) = -р7іГ^л (г)Р(г)1(л), n - 0, 1 , . . . , (5) 

однозначно з точністю до нормуючого множника, де р (г) є розв'язком 
рівняння 

(<тр)'=тр, (6) 
Вп —сталі, 

Bn = -z-y™(z), л п = ( — і у » А> = 1, "я . 
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Ці розв'язки відповідають значенням = О, тобто 

X = Хп = — пт' п ^ о", п = 0, 1, . . . . 

Співвідношення (5) було виведено Родрігом в 1814 р. для окремого 
випадку многочленів гіпергеометричного типу — многочленів Ле-
жандра, для яких а (z) = 1 —z2, р (z) = 1. Тому (5) називається фор-
мулою Родріга. 

Розв'язуючи рівняння (6), дістаємо залежно від степеня многочлена 
о (г) такі можливі значення функції р (z) (з точністю до сталого множ-
ника): 

(b — z)a (z — af при о (z) = (ft — z) (z — a), 
P (z) = (z — а)ае$г при g (z) = z — fl, 

ea2*+ßz ПРИ o(z) = 1, 
де a, ô, a , ß — деякі сталі (взагалі кажучи, комплексні). Лінійною за-
міною незалежної змінної вирази для a (z) і р (z) можна привести до та-
ких канонічних виглядів (з точністю до сталого множника): 

(1 — Z ) A ( 1 + 2 ) 0 при o(z)= 1 —Z2, 

p ( z ) = z^e - 2 при a ( z ) = z , 

t е~2в при a (z) = 1. 
При такій заміні рівняння (4) перейде в рівняння того самого вигляду, 
а відповідні многочлени гіпергеометричного типу уп (z) залишаться 
многочленами відносно нової змінної і будуть, як і раніше, визнача-
тися формулою Родріга (5). 

Залежно від вигляду функції p (z) дістаємо такі системи многочле-
нів. 

1) Якщо p (z) = (1 — zf (1 + z)ß, a (z) = 1 - z2, тот (z) = 
= —(a + $ + 2 ) z + ß — a i відповідні многочленам yn (z) при B n = 

/ n* 
= ^ ^ (такий вибір нормуючого множника Вп склався історично і, 

взагалі кажучи, є довільним) називаються многочленами Якобі і позна-
чаються p* (z): 

JC ß ) W - - ^ Г (1 - г)-« ( 1 + z)-P [(1 - Z)«+« (1 + Z)*+ß]. 

Важливими окремими випадками многочленів Якобі є такі: 
а) многочлени Леотндра рп (z) = р{0,0) (z); 
б) многочлени Чебииіева першого і другого роду 
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де 

Г (г) — гама-функція Ейлера. 
Нагадаємо, що 

Г ( г + 1 ) - г Г ( 2 ) , Г ( / г + 1) =/г!, Г ( л + ^ a f f i ' -

2) Нехай р (z) = гаегг, с (z) = z. Тоді т (z) = —г + а + 1 і відпо-
відні многочлени уп (z) при Вп = -j- називаються многочленами Лагер-
ра і позначаються L® (г): 

Ln (г) = e'zr* (2°+»е-Ч 

3) Нехай p (г) = е~~г\ о (z) = 1. Тоді т (г) = —2г. Многочлени 
уп (z) при Вп = (— 1)п називаються многочленами Ерміта і позначають-
ся Нп (z): 

Теорема 9. Нехай функція p {z) задовольняє на кінцях деякого інтер-
валу (а, Ь) умову 

o(z) p(z)z*|2s=fl,b = 0, Ä = 0 , 1 (7) 
Тоді многочлени гіпергеометричного типу уп (;г), які відповідають різ-
ним значенням кПУ будуть ортогональні на інтервалі (а, Ь) з вагою 
p (z), тобто 

ь 
J p (z) yn (z) ym (z) dz = 0, %m Ф kn. (8) 
a 

Многочлени гіпергеометричного типу, для яких функція p (z) задо-
вольняє умову (7), називаються класичними ортогональними многочлена-
ми. Ці многочлени розглядаються за додаткових умов p (z) > 0, 
о (г) > 0 на інтервалі (а, Ь). Переліченим вимогам многочлени Якобі 

(z) задовольняють при а = —1, b = 1, а > —1, ß > —1 много-
члени Лагерра (z) — при b = + оо, а = 0, а > —1, многочлени 
Ерміта — при а = — оо, b = -foo. Зауважимо, що в цих випадках у 
(8) умову Хт Ф Хп можна замінити еквівалентною умовою тФ п. 

ь 
2 С 2 

Для квадрата норми dn = ) p (z) уп (z) dz і коефіцієнтів ko>л і 
а 

k\9n в зображенні класичного ортогонального многочлена 
*/*(*) = KnZn + KnZ«-1 + . . . 
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Таблиця 1. 

4а ,Р) (г) <а > - 1. Э > - 1) L * (z) (a > - 1) «n <2) 

(в. b) 
Р(г) 
о (г) 
т(г) 

Вп 

Таблиця 2. 

( - 1 . О 
(1 - г)а (1 + г)р 

1 — г* 
р - а - ( а + р + 2)г 
n(e + « + ß + I ) 

( - 1 ) " 
2nnl 

(0, оо) 
z a e- z 

г 
1 + a — г 

n 
1 
ni 

(—oo, oo) 

1 
—2z 
2/i 

( - 1 ) " 

kOtn 
Г (2/1 + о + ß + 1) 

2"nl Г (л + а + 0 + 1) 
( -D a 

fil 2n 

Кп 

äl 

( а - ß ) Г (2п + . а + ß) 
2" (л — 1)! Г (я + а + ß + 1 ) 

2<x+f4-ir (n + a + I) Г (л + Р + 1) 

( - 1 ) " - 1 X 
n + a 

X (n — 1)1 
Г(/і + а + 1 ) 

0 

2лл! 

Кп 

äl /»І ( 2 я + а + Р + 1 ) Г ( п + а - Ь Р + 1 ) m 

0 

2лл! 

<*п 

Ьп 

сп 

справедлив; 

h,n 

(Вп — норм 

2(я + 1) (я + a + ß + l ) - (n + 1) 

2n + a + 1 

- ( « + a) 

— a 0 = 

» 

1/2 

0 

n. 

= B0, 

<*п 

Ьп 

сп 

справедлив; 

h,n 

(Вп — норм 

(2n + a + ß + l)(2/» + a + ß + 2) 
Р2 — а* 

- (n + 1) 

2n + a + 1 

- ( « + a) 

— a 0 = 

» 

1/2 

0 

n. 

= B0, 

<*п 

Ьп 

сп 

справедлив; 

h,n 

(Вп — норм 

(2п + а + р) (2л + а + р + 2) 
2 (п + а ) (» + Р) 

(2rt + a + ß ) ( 2 / i + a + ß + l ) 

і формули 

k=0 4 

[уюча стала в формулі Родріга) 

- (n + 1) 

2n + a + 1 

- ( « + a) 

— a 0 = 

» 

1/2 

0 

n. 

= B0, 

Кп =
 тп-\ (0) 

V . (0)* ' 

dl = ( - 1)"л! ko.nBn j a " ( z ) p (z) dz. (9) 
a 

Інтеграл в (9) можна виразити через гама-функцію Ейлера Г (z). 
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Основні характеристики для класичних ортогональних многочле-
нів зручно записати у вигляді таблиць (табл. 1, 2). 

В п р а в а . Виражаючи значення гама-функції через факторіал, записати основ-
ні характеристики для многочленів Лежандра, Чебишева першого і другого роду, 
Лагерра. 

Г Л А В А 2 

ІНТЕРПОЛЮВАННЯ 

2.1. Задача інтерполювання та системи Чебишева 

2.1.1. Постановка задачі інтерполювання. Нехай С (Й) —банахів 
простір функцій, заданих на компакті й з нормою (її часто називають 
рівномірною або чебишевською) Ц / ||с = || / IU = max | f (х) |. Нехай 

_ x£Q 
задано різні точки xt Ç й , і = 0, п, і значення f (jtJ функції / (л:). І и-
шими словами, задано сітку (нерівномірну) соа = {xt : xt Ç Й, i = 0, n. 
XI Ф XJ} і сіткову функцію / (л:), X £ о п . Нехай {<p,v (*)} с С (Й) — 
система лінійно незалежних функцій, а МП+\ — підпростір розмір-

ні 
ності п + І узагальнених многочленів виду (x) = 2 ЯІФІ M степе-

і=0 
ня (порядку) п з дійсними коефіцієнтами а*. Задача інтерполювання 
ставиться таким чином: за заданим х Ф хІУ і = 0, п, знайти наближе-
не значення функції / (*) як значення в точці х узагальненого многочле-

ні 
на p (x, f ) = 2 ЯІЧ>І (х) такого, що p (xit f ) = f (xt), і = 0, n. Много-

г о 
член p (x; /), який задовольняє останню умову, називається інтерпо-
ляційним для функції f (jt). Таким чином, щоб розв'язати задачу ін-
терполювання (або інтерполяції) потрібно: 1) побудувати інтерполя-
ційний многочлен; 2) обчислити його значення в точці х Ф xit і = 0, п. 
У розглянутій постановці маємо справу з лінійним інтерполюван-
ням, бо у p (x; f ) параметри ah які і визначають конкретний многочлен, 
входять лінійно. Якщо ж p (x; f ) = p (х, ав, ..., a n , f ) нелінійно зале-
жить від параметрів, то інтерполювання називається нелінійним. 
Де ж на практиці зустрічається задача інтерполювання? Наведемо та-
кі приклади: 1) в дискретні моменти часу /0» ^спостерігаються 
значення функції f (t) (наприклад, f (t) — висота літака і потрібно від-
новити її при будь-якому ЬФ tt)\ 2) на ЕОМ потрібно багатократно 
обчислювати одну і ту саму складну функцію в різних точках. В остан-
ньому випадку доцільно обчислити раз і назавжди її значення в фік-
сованих точках x0,xit хп> а в інших точках обчислювати її Наближе-
ні значення, використовуючи її інтерполяційний многочлен, який е 
«простішим» для обчислень. 
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2.1.2. Система Чебишева. Необхідна і достатня умова однозначного 
розв'язку задачі побудови інтерполяційного многочлена. У випадку 
лінійного інтерполювання для однозначного визначення інтерполя-
ційного узагальненого многочлена на систему функцій {<pf} доводить-
ся накладати додаткові обмеження. 

Означення L Система функцій {ф, (*)}, і = 0, п, називається 
системою Чебишева (порядку п) на компакті £2, якщо будь-який уза-
гальнений многочлен по ціїи системі, в якого хоча б один коефіцієнт 
відмінний від нуля, має на Q не більш ніж п різних коренів. 

У цьому випадкупідпростір Мп+1 з базисом <рг (х), і = 0, п, нази-
вається підпростором, що задовольняє умову Хаара. Очевидно, будь-яка 
система Чебишева є лінійно незалежною, але не навпаки. 

Теорема 1. Для того щоб для будь-якої функції f (x) Ç С (£2) і будь-
якого набору з п + 1 різних точок xt £ £ 2 , і = 0, п> існував узагальне-
ний інтерполяційний многочлен, необхідно і достатньо, щоб система 
функцій {ФІ (*)} була системою Чебишева на £2. При цьому узагальне-
ний інтерполяційний многочлен — єдиний. 

Д о в е д е н н я . Очевидно, для справедливості теореми необхідно 
і достатньо, щоб система лінійних алгебраїчних рівнянь відносно at 

п 
2 АІФІ <*;) = /(*;). / = 0, л, (1) і=0 

мала розв'язок при будь-якому виборі різних точок, хь і — 0, я, і 
будь-яких числах / t o ) , j = 0, п. Це можливо тоді і лише тоді, коли 

ФОF*?) . ' 

Покажемо, що, в свою чергу, для виконання (2) необхідно і достатньо, 
щоб система функцій {<рг- (*)} була системою Чебишева на £2. 

Необхідність. Нехай Ф Ф 0 V Ê £2 to Ф XJ П Р И ІФІЇ- Покажемо, 
що тоді {ф,- (х)} — система Чебишева. Припустимо від супротивного, 
що система {фі (*)} не є системою Чебишева на £2. Це значить, що іс-
нує набір чисел tf , серед яких хоча б одне не дорівнює нулю, і набір 
різних точок Xjt j = 0, n, таких, що 

Î J ЬІФІ to) = о : (3) 
i=0 

Останнє означає лінійну залежність стовпчиків визначника Ф і рів-
ність його нулю, що суперечить початковій умові. Це і доводить її не-
обхідність. 

Достатність. Припустимо, що система {ф,- (*}} утворює систему 
Чебишева на £2, і покажемо, що тоді Ф Ф 0. З означення системи 
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Чебишева маемо, що не існує набору чисел ЬІ , і = 0, я, серед яких хоча б 
одне було відмінне В ІД нуля, І набору різних ТОЧОК Xj, j = 0, /і, для 
яких виконувалась би рівність (3). Це означає лінійну незалежність 
стовпчиків визначника і, отже, те, що він відмінний від нуля. Теорему 
доведено. 

Легко помітити, що узагальнений інтерполяційний многочлен для 
функції / (х) за системою Чебишева можна подати у вигляді 

р{х; f)m*Pn(x\ /)= S f(xi)litn(x), 
i=0 ( 4 ) 

де li,n (x) — фундаментальні узагальнені многочлени інтерполяції, 
які будуються за системою {<pf (*)} і мають такі властивості: 

(0, іф\, 
кп (xj) = 6tu і* І = 0, n, би = j j 

(ôi j — символ Кронекера). Неважко також помітити, що коли 

Фо(*о) •• • Фп(*о) 

Ф *(*) = 

<р0 (ХІ-І) . . . Ф П 

Фо (х) . . . Ф п (х) 
ф 0 ( * * + і ) • • • Ф п 

• • Ф п(хп) 

( 5 ) 

Фо (хп) 
то litn (х) = Ф\ (х)/Ф. Величину 

R(X\ f) = Rn(*. Л-Ж*) = /(*>-*(*; f) 
називатимемо залишковим членом інтерполяційного многочлена. 

2.1.3. Умови, за яких система функцій є системою Чебишева. 
Розглянемо питання про те, які системи функцій і на яких компактах 
можуть бути системами Чебишева. 

Означення 2. Система трьох неперервних відображень ft: 
[0, 1] ß (і = 1, 2,3) таких, що/< (t) Ф const, 
U (0) = а 6 Й і U <0 Ф fi (О V U ' > 0, ІФи на-
зивається триподом. 

Для двовимірного компакту Q область зна-
чень триподу показано на рис. J 4 . 

Теорема 2. Якщо компакт Q містить образ 
Рис. 14 деякого триподу, то в С (Q) немає підпростору 
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розмірності більшої або рівної двом, який би задовольняв умову Ха-
ара, тобто для такого компакту не існує системи Чебишева. . 

Д о в е д е н н я . Визначник Ф = Ф (х09 хІ9 ..., хп) неперервний 
за всіма змінними х0, хІ9 х2, ...» хп- Зафіксуємо точки х2, х3, х4, ..., хп 
і розглянемо функцію ф (alt а2) = Ф (älf а2, х2, х39 ..., хп)у де аг = 
= /і (*о)» û2 = /а Виконаємо неперервно таке переміщення: 
1) точку ах перемістимо на місце а3 : / j (/х ) /г (0) = а ->- /3 (/3); 
2) точку а2 перемістимо на місце ах :/2 (tt) /2 (0) = а (/J; 
3) точку а3 перемістимо^на місце а2: (/3 (t3) f3 (0) = а /2 (/2). В ре-
зультаті у визначнику Ф поміняються місцями два рядки і тому він 
змінить знак. Отже, існують проміжні точки aj9 а2, для яких ф (аІ9 
а2) = Ф (аІ9 а2, ха , . . . , = 0, тобто система ^ (х)) не може бути си-
стемою Чебишева. 

Теорема 3. Нехай Q — компактна множина в IR"1. Підпростір 
Мп а С (Q) розмірності n ^ 2, що задовольняє умову Хаара, існує тоді 
і лише тоді, коли Q гомеоморфна замкненій частині кола 1. 

Теореми 1 і 2 говорять про те, що у випадку Q с: IR"\ m ^ 2, систе-
ми Чебишева існують на досить «екзотичних» компактах Q. 

Нехай її є відрізком числової прямої. Виявимо достатні умови 
того, щоб система функцій {ф* (je)}, і = 0, /г, була системою Чебишева. 
Наведемо без доведення теорему, яка належить Прюферу і є однією 
з достатніх умов. 

Теорема 4. Нехай р0 (x) > 0, г0 (х) і q0 (x) — дійсні неперервні 
функції, що визначені на обмеженому відрізку [а9 6]. 
Нехай Х0 < < ... — деякі числа і кожне рівняння 

О М * ) " ' ) ' + [q0(x) + К,г0(х)]и = 0, і = 0, 1, . . . , 
має дійсний розв'язок и{ (x), x Ç [а, Ь]9 який'на [а, ft 1 має і нулів і такий, 
що існує lim Uj (x)/и0 (x) прих а та х b. Тоді система функцій 
щ (х), і = 0, я, при будь-якому п утворює систему Чебишева на [а, ft]. 

Наступна теорема дає достатню умову того, щоб система досить 
гладких функцій була системою Чебишева. 

Теорема 5. Якщо фf- (x) g Ç(ri+1) [а9 ft], і = 0, п9 і ßponcbKian W [ф0, 
..., ф*1 Ф 0 для всіх k = 0, п та всіх х ft], то система {ф* (*)}, 
і = 0, п9 є системою Чебишева. 

Перш ніж перейти до доведення теореми 5, доведемо таке узагаль-
нення теореми Ролля. 

1 Гомеоморфізм — взаємно однозначна відповідність між двома топологічними 
просторами, при якій обидва взаємно обернені відображення, що визначаються цією 
відповідністю, є неперервними. 
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Лема 1. Нехай f (x) ç C(n+,) [a, b] і має на [a, b] n + 2 корені. Tod/ 
mowca g g [a, 6], в якій вираз 

Ln+1 (х\ f ) = W [ф0, Ф І , . . . , Ф Л , f]/W |<р0, Ф І , . . . , фп] 
перетворюється на нуль. 
, Д о в е д е н ы я. З умов лемн випливає, що для диференціального 

рівняння відносно функції ф 
Lk+l (х\ ф) = W [ф0, . . . , Фь, ф]1W [ф0, . . . , фА] = 0, 

k = 0 , 1, . . . , L0(x\ Ф) = Ф (x), 

функції ф; (х)у і = 0, утворюють фундаментальну систему, причому 
коефіцієнт при старшій похідній в цьому рівнянні дорівнює одиниці. 
Покажемо, що можна знайти такі функції ft0 (х), Ьг (х), ..., Ьп (.х), що 

Lk+i(x\ Ф) = Ф) — bhLh(x; Ф). 

Дійсно, розглянемо лінійний диференціальний оператор порядку 
k -f 1 з коефіцієнтом при старшій похідній, що дорівнює одиниці: 

d 
d W [фо W ІФО ф) 

Ч І L * ( * ' Ф ) = Y M F F ^ J 

d 
w [ф0 , . . . , ф] " 5 7 ї^ ІФо Ф*_1І 

bi(x)Lh(x; ф). игЧФв. . . . . Фл—il 
Цей диференціальний оператор задовольняє умови 

^ Lk (*; Ф і) - (x) Lh (х; Ф,) S 0, і = о, k— 1. (6) 

Визначимо (JC) так, щоб рівність (6) виконувалась для j = k. Для 
цього досить покласти 

А ( * ) = ~bLh(x'> Ф а У М * ФЛ). 

причому в силу умов леми Lk (х\ фЛ) ^ 0, і тому ftÄ (х) є неперервною 
функцією. При такому виборі bk (х) система (*)}, і = 0, k, є фун-
даментальною для рівняння 

dx 

а це означає, що 

- j - Lk (х; ф) — bh (x) Lh (х\ щ) = 0, 

Lk+і(дс; = Lh(x; <p) — bh(x)Lh{x; Ф). 
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Розглянемо тепер функцію 

(*) = / (X) ехр -\b0(x)dx = L0 (х\ f ) ехр — j b0 (x) dx , 

що як і / (jt) перетворюється на нуль л + 2 разів на [a, ft]. Тому її 
похідна 

* 

— j b0 (x) dx j = 

= Lj (x; f ) exp - J M * ) 

І, отже, Lt (x',f) перетворюється на [a, b\ на нуль принаймні n- f 1 разів. 
Далі вводимо функцію 

а|з2 (*) = L i (де; f) ехр Ь\ (x)dx 

і аналогічно доводимо, що L2 (х\ f ) перетворюється на нуль принаймні 
п разів. Продовжуючи цей процес, дійдемо висновку, що знайдеться 
хоча б одна точка g £ їа, 61, для якої 

L„+i(g; f)= 0. 
Д о в е д е н н я т е о р е м и 5. Припустимо, що твердження 

теореми не справджується. Тоді знайдеться лінійна комбінація з 
дійсними коефіцієнтами^, серед яких хоча б один відмінний від нуля 

t=0 
така, що / {х) перетворюється на нуль принаймні в п + 1 різних точ-
ках відрізка [а, Ь]. В силу щойно доведеної леми вираз Ln (х\ /) має 
перетворюватися на нуль хоча б в одній точці £ Ç [а, Ь]. Але 

, А _ ИПфо, ФІ ф„-і, /1 _ ИНфо, ФЬ • • - , ФП1 
Л Л ~ ^ [фо. Фь . - . , Ф„-і1 - С п W [ф0. Фь . . . . Ф*_1І • 

Оскільки за умовами теореми 5 вирази W [ф0, ..., ф*] при всіх k = 
= 0, п не перетворюються на нуль на fo, ft], то сп = 0. Значить, зна-
йдеться п + 1 різних точок відрізка [a, ft], в яких 

/=0 
перетворюється на нуль. Тоді, знову застосовуючи узагальнення те-
ореми Ролля, знайдемо, що Ln-1 (х\ /) = 0 принаймні в одній точці 
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I Ç la, 61. Проводячи ті самі міркування, що й вище, знайдемо 
Сп-1 = 0. Продовжуючи цей процес, дійдемо висновку, що всі коефі-
цієнти СІ дорівнюють нулю всупереч нашому припущенню. Теорему 
5 доведено. 

Означення 3. Система функцій {ф* (*)}?=о, що утворюють 
систему Чебишева на [а, Ь] і для яких виконується рівність ф{ (а) = 
= фі (6), і = 0, n, називається періодичною системою Чебишева. Чис-
ло п називається порядком системи Чебишева, а точки а та & вважа-
ються за одну точку. 

Лема 2. Нехай а = х0 < хх < ... < хп < b = Хп+\* Тоді функ-
ція 

Фо(*) Фі (* ) • • • ФЛ (*) 
Ф(Х)Ш*Ф(Х*І9 . . . , Хп) = Фо(*і) Фі(*і)- . . Ф»(*і) 

Ф 0 ( * п ) Фі ( * « ) . " Фа ( * п ) 

де {фй (х)}/ядря — система Чебишева, зберігав знак на кожному з ін-
тервалів (xj, 1), і = 0, пу причому знаки Ф (х) в послідовних інтер-
валах чергуються. 

Д о в е д е н н я . Оскільки Ф (х) є узагальненим многочленом за 
системою Чебишева, який обертається на нуль в точках хІУ і = 1, п, 
то в жодній іншій точці відрізка [а, Ь] він не може перетворюватись 
на нуль. Зауважимо також, що знак Ф (х) не зміниться, якщо як зав-
годно неперевно переміщувати точки х, xlt ..., хп на відрізку І а, Ь], 
не змінюючи їх взаємного розміщення. 

Розглянемо два послідовних інтервали (xh, jt*+i) та Xk+2) і 
нехай £ Ç (xky Л 6 В силу висловленого вище заува-
ження знак Ф (І, хъ ..., *п) залишиться незмінним, якщо І перемістити 
в положення a — в положення Т), тобто 

sign®(£, * lf . . . , Xk9 Xk+u . . . , xn) = sign®(x f t +u xlf . . . 
. . . , xk9 T], Xk+2, . . . . xn) = — sign Ф (T), . . . , xh9 -

Xk+\, Xk+2» . . . » 

Але визначникиФ xlt ..., tj, xn) та Ф (t), x1% ..., xh9 
Xk+\, ..., x j відрізняються лише знаками. Таким чином, sign Ф (£) = 
= — sign Ф (ті), що і треба було довести. 

Теорема 6. Порядок п періодичної системи Чебишева на відрізку 
[а, 61 має бути парним числом. 

Д о в е д е н н я . З леми 2 випливає, що ири зростанні х від а 
до b визначник Ф (х, хІ9 .,., хп) змінює знак п разів і Ф (а) = Ф (6), 
a це можливо лише при парному п. 
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Теорема 3 показує, що власні функції багатьох диференціальних 
операторів утворюють системи Чебишева і за ними можна будувати 
узагальнені інтерполяційні многочлени. Грунтуючись на цій теоремі, 
наведемо приклади простіших і найчастіше вживаних систем Чеби-
шева. 

Приклад 1. За допомогою теорем 4, 6 при р0 (де) = 1, г0 (де) = 1, q0 (де0) = 0, кп = 
= я2, а = 0, b = 2я неважко перевірити, ідо система функцій 1, sin де, cos де, ... 
. . . , sin kxt cos kx, є періодичною системою Чебишева на [0, 2я]. 

Приклад 2. Поклавши р0 (де) = x2,j70 (де) = 0, г0 (де) = 1, А,п = — (t + 1) (і + 2), 
дістанемо, що система функцій де', і = 0, л, утворює систему Чебишева на будь-якому 
відрізку [а, Ь] 6 (—оо, оо). 

В п р а в а 1. Перевірити, що система функцій 1, e t t l*, еа"*, де а / — різні числа, 
утворює систему Чебишева на будь-якому відрізку [а, Ь] 6 (—оо, оо). 

В к а з і в к а . Через визначник Вандермонда явно обчислити вронськіан 
W [фо> ••'» ФАІ І скористатися теоремою 5. 

П г оо 
В п р а в а 2. Чи є системою Чебишева система {де '}/=о, де л/ — різні цілі не-

від'ємні числа? 

2.2. Побудова інтерполяційного многочлена 

Ми довели, що у випадку, коли система функцій фt (jt), і = 0, я, є 
системою Чебишева, існує єдиний інтерполяційний многочлен виду 

п 
Ф M = X аіФі M- Як випливає з результатів п. 2.1, система функ-

і=0 
цій фі (x) = і = 0, я, є системою Чебишева на будь-якому скінчен-
ному відрізку [а, b] с : (—оо, оо), а тому згадане вище твердження 

п 
справедливе і для неї. Інтерполяційний многочлен виду ф (л:) = 2 я**'» 

(=о 
тобто алгебраїчний інтерполяційний многочлен, найчастіше викори-
стовується на практиці. Існують різні форми запису цього многочлена. 

2.2.1. Інтерполяційний многочлен у формі Лагранжа. Неважко 
помітити, що у випадку системи функцій фг- (x) = x1 фундаментальні 
многочлени інтерполяції в формулі (4) (п. 2.1) можна записати у ви-
гляді 

_ (X — Х0) . . . (X — х{_х) (де — xw) . . . (де — хп) 
~~ (хі — *о) • • . (*і — (*і • • • (хі — *п) 

Отже, інтерполяційний многочлен за системою функцій Xі, і = 0, п, 
набирає вигляду 

р(х\ f)^Ln{x\ f)^Ln{x) = 
" (де — де0) . . . (х (X — де,+і) . . . (де - хп) 

"" à o - (*< - *Ж> *л> • ( ' 

203 



Інтерполяційний многочлен, записаний у вигляді (1), носить назву 
інтерполяційного многочлена в формі Лагранжа. Така форма запису 
не завжди зручна. Одним з її недоліків є те, що для обчислення Ln (х) 
при фіксованому х потрібно виконати О (я2) арифметичних операцій. 
Далі побачимо, що запис того самого многочлена в формі Ньютона дає 
зробити це за О (п) операцій. 

2.2.2. Розділені різниці. Інтерполяційний многочлен у формі 
Ньютона. За означенням розділена різниця нульового порядку / (*f) 
від функції / (JC) по одному вузлу ХІ збігається із значенням функції 
f ( X i ) . Різниці першого порядку по вузлах xit x j визначаються рівні-
стю 

різниці другого порядку — рівністю 
гг і flxj,xh]—flxi9xj] 
f[xh xh xk] = » (2) 

xk l 
і т. д. Розділені різниці k-го порядку f lxl9 Xk+\] визначаються че-
рез різниці (k — 1)-го порядку за формулою 

/ 1 * . . . . . Х М - П Х І ' - - . ( 3 ) 

Іноді замість f [xl9 xh] використовують позначення (/) (хг\ ...; xh) 
або Ixù 

В п р а в а l . a ) Довести справедливість формули 

* К*? 
fl*u . . . , *АІ = 2 J П (Xj — x.) ' № 

/ - 1 /# / 
б) Довести, що розділена різниця є лінійним оператором від функції /, тобто 

(осJt + а*/*) [хи . . . , xk) = a j x [xlt . . . , xk] + aJ2 [хъ . . . , xk\. 
в) Довести, що розділена різниця є симетричною функцією своїх аргументів 

*і» •••» xk> тобто не змінюється при будь-якій перестановці їх. 
В к а з і в к а . Для доведення (4) застосувати індукцію по k. Інші дві властивос-

ті є наслідком (4). 
Якщо функція задана на сітці соп = {хі : і = 1, л, хі Ф х\ при і Ф /}, то таб-

лицю 
/ (*і> 
f(x%) f\Xl9 х2] 
f (*з) / [*2, *ЗІ f ІХі, х2> ХШ] 

f ( x n ) f [ X n _ l f хп 1 П*л_2. 

називають таблицею її розділених різниць, 
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В п р а в а 2. Побудувати алгоритм обчислення розділених різниць f [хх, ... 
..., і = 1, п, який використовував би лише два масиви розмірності л, один з яких 
спочатку містить значення xj, і = 1, я, а інший значення — / (дг/), і = 1, я. 

Нехай & (x) — многочлен степеня п. Розглянемо його розділені 
різниці, віднімаючи від & (х) константу & (лг0), яка, очевидно, не впли-
ває на розділені різниці, дістанемо многочлен & (х) — & (*0), що пе-
ретворюється на нуль при x = х0 і тому ділиться на х — х0. Отже, пер-
ша розділена різниця многочлена л-го степеня 

? І*; х0] = (*о) — & (x)V(xо — x) 
є многочленом степеня п — 1 відносно X. Із формули (2) видно, що чи-
сельник другої р і зниці^ \х, х0і хх\ перетворюється на нуль при X = хг 
і, значить, націло ділиться на x — xv Це означає, що &\х> JC0, JCJ, Є мно-
гочленом степеня п — 2. Продовжуючи ці міркування, дійдемо вис-
новку, що різниця & [х\ Xq\ ...; хп- \ ] є многочленом нульового степеня, 
тобто стала, а розділені різниці більш високого порядку дорівнюють 
нулю. 

З означення розділених різниць випливає 
& (x) = 9> (х0) + (х — х0) [х, х0], 

Pix, Х0]=&[х0і x^ + ix—xj&yx, Х0, ДГх], 

& [X, х0, = ^ [JCO, хи х2] + {х — х2) ? [*, х0і ХІ9 х2] 

т. д. Звідси для 9 (х) дістаємо формулу 
& (X) = & (*0) + (X — *0) ^ 1*0» + (X — х0) (х — ХХ) X 

X 9 [х09 хи х2] + • . . + (X — *о) (X — Xi) . . . 
. . . (де — хп-і) & [х0, хІ9 х2, . . . , x j . (5) 

Якщо & (х) — інтерполяційний многочлен для функції / (х) за систе-
мою Чебишева Ф,- (jc) = Xіу і = 0, л, то його значення у вузлах сітки 
о = {X0j Хі9 ..., хп} збігаються із значеннями функції / (jt), а отже, збі-
гаються і розділені різниці. Тому інтерполяційний многочлен за систе-
мою Чебишева фг (х) = Xі для функції / (х) можна записати у вигляді 

Рп(х\ f ) = p(x; f ) = f ( x 0 ) + (x — x0)f[x09 Xi] + (x — дс0)(jc — x 
X / [ x 0 , xl9 x2]+ . . . + {x — x0)(x — x1)... 

. . . (x— xn-\)l [x0, X i r . . . , xnl (6) 
Такий запис інтерполяційного многочлена називають інтерполяцій-
ним многочленом у формі Ньютона, а формулу (6) — інтерполяційною 
формулою Ньютона. 

Якщо відомі розділені різниці (таблиця розділених різниць), то 
обчислювати многочлен Ньютона зручно за схемою Горнера 

Р(Х\ / ) = ( . . . ((0 - (X — Хп) + / [Х0> . . . , Хп])(Х— Хп-\) + 

+ /[*0> . . . » *«-il)(* — * я - 2 ) + ••• + /[*о. *il)(* — x0)+f(Xt). (7) 
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Обчислення р (х\ f) ДЛЯ КОЖНОГО X за цією схемою потребує п множень 
і 2п додавань та віднімань у той час, коли для обчислення значення 
цього многочлена, записаного в формі 

<?(Х)=ипХп +Un-iXn~l+ +и1х+и09 ипФ 0, 

або в формі Лагранжа, потрібна кількість арифметичних дій порядку 
О (я2). Неважко помітити, що коли покласти 60 = 0. Ьк = (х — 
— Xn-k+1) X bk-1 + f U 0 ; . . . ; Xn-k+\ І, то pn (x\ f) = bn+1. Ц е ре-
курентне співвідношення першого порядку легко програмується. 

В п р а в а 3. Записати алгоритм, який за заданим х і масивом розділених різ-
ниць / Іх0, де/], і = 0, п, обчислює рп (х\ f) за О (л) операцій множення і додавання. 

Зауваження]. За точністю розрахунків зручно слідкувати, 
оцінюючи швидкість спадання членів суми (6). Якщо вони спадають 
повільно, то на хорошу точність наближеної формули / (х) « p (х; f) 
розраховувати важко (це стане зрозуміло далі). Якщо спадання швид-
ке, то залишають лише ті члени, які більші, ніж величина допустимої 
похибки; тим самим визначають, скільки вузлів треба для розрахун-
ку. Якщо потрібно контролювати точність розрахунків і залежно 
від цього вибирати кількість вузлів, то зручніша форма запису (6). 
Якщо ж число вузлів задане, то многочлен Ньютона зручніше обчис-
лювати за схемою Горнера (7). Формула Ньютона зручна також тим, 
що в ній (байдуже, в якому порядку) перенумеровано вузли інтер-
поляції, тому при підключенні нового вузла до старого результату 
просто додається новий член. 

Зауваження 2. Якщо хг = xQ + hy х2 = xQ + 2 /1, ..., хп = 
= х0 + nh, де/г називається кроком таблиці, іноді використовують 
скінченні різниці, які визначаються так: 1) скінченні різниці першого 
порядку Afi = f-(Xi+1) — f (jiff), і = 0, n — 1; 2) скінченні різниці 
k-ro порядку Л k f i = — Д k~ x f l 9 Очевидно, що A k f t = 
= k\ hkf [хІУ ..., Х(+ь 1. Однак це скоріше данина традиціям, бо розділені 
різниці не менш зручні при розрахунках, ніж скінченні різниці. 

З а у в а ж е н н я 3. Є багато інших форм запису інтерполяційного 
многочлена; Гаусса, Грегорі, Стірлінга, Лапласа — Еверетта та ін. 
Ці форми запису розраховані на певні окремі розміщення вузлів 
і ті переваги, які вони мають, часто не суттєві при розрахунках на 
ЕОМ. 

Приклад. Побудувати інтерполяційний многочлен для функції y=*f (х), зада-
ної таблицею: 

X 0 І 

1 

1 1 2 з і 

1 0 і і 1 
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Р о з в ' я з а н н я . Оскільки кількість вузлів дорівнює 5, інтерполяційний 
многочлен буде мати степінь 4. Складаємо таблицю розділених різниць:( 

хі ïixjt fix і* xk) xk, хп] /1*,. *nJ 

0 1 
1 0 — 1 
2 2 2 3/2 
3 1 — 1 — 3/2 — 1 
5 4 3/2 5/6 7/12 19/60 
За таблицею розділених різниць складаємо інтерполяційний многочлен у фор-

мі Ньютона: 

Р* (х) = 1 + ( - О 4 " * < * - ] ) + < - * (* - О - 2) + ' 

+ -щ-х(х-1) (х — 2) (X—3) = \-X + ' y x ( x - \ ) - x ( x - \ ) (*-2) + 

2.3. Розділені різниці тз інтерполювання 
з кратними вузлами 

Нехай потрібно побудувати многочлен p s - i Î) степеня s—1, який 
задовольняє умови 

Ps—i (Хї, / ) = / (*), . . . . /Єг1) / ) = Г1'1) (*і). 

(1) 
(хп\ / ) = / ( * „ ) , . . . . / C r V * ; П = Г » - 1 ) М 

де Xj — різні вузли, s =*= тг - f . . . + m n . Такий многочлен називають 
інтерполяційним многочленом з кратними вузлами, або многочленом 
Ерміта, а числат ІУ . . . , тп — кратностями вузлів . . . , хп відповідно. 

Теорема 1. Інтерполяційний многочлен, який задовольняє умови 
(1), єдиний. 

Д о в е д е н н я . Припустимо від супротивного, що є два многочле-
ни степеня S — 1, ЯКІ задовольняють умови (1). Тоді різниця ЇХ Qs-l (х) 
має властивості 

= Q £ r 1 ) ( * i ) = °> : . . , Q s - i ( x n ) = • • • = 

= O r ! ) W = о , 

тобто точки xlf х п є нулями многочлена Qs-i (х) кратності тІ9 . . . 
..., тп відповідно. Це означає, що многочлен Qs_і (х) степеня s — 1 має 
S нулів, отже, Qs-1 (jc) s 0. 

Теорему доведено. 
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Далі припускатимемо, що / (х) неперервно диференційовна s разів. 
Побудуємо явно многочлен ps-i (х; /)» доводячи тим самим і його існу-
вання. 

Розглянемо ПОСЛІДОВНІСТЬ ТОЧОК JC?/, І = 1 , Я, / = І , /П/, причому 
ВСІ ТОЧКИ Хц різні, Xt ^ хп < ХІ2 < < Âw < x\j Xt При 
е 0. Зокрема, можна взяти х% = xt + (/ — 1) е. Побудуємо інтер-
поляційний многочлен і (х; /) степеня s — 1, ркий збігається з 
f (х) в точках хвц, використовуючи при цьому таблицю розділених різ-
ниць 

f(*Î2> П*?, . *?2Ь 

/(*?«,) / К п , - . . • (2) 

/ (* | | ) /І*?».. 111. 
. . . . . • • 

] ••• № 
Запишемо інтерполяційну формулу Ньютона з розділеними різницями 

pui(x; п = аъ + а\(Х-х\\) + а1(Х-х\х){х-х\2) + . . . + 

+ as-i (х — хп) . . . (X — 

ДЄ 

ABo = f(xb), Ai=f[xï 1, *?2Ь л 2 = / и ї і , XÎ2, *із], 

1 = / [ x î l , Xntmn]. 
Подамо розділені різниці з кратними вузлами через похідні від функ-
ції /. Для цього скористаємося формулою (4) (п. 2.2): 

f[x, *lf . . . , хп] = ( x _ x i ) ( x j x 2 ) . . . (х-хп) + 

+ ш _ + . . . + 
(*і — х) (*і — х2) . . . (хж *п) 

+ / w 

Звідси 
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де 

(х Хі) ... (д? х'п—І ) 
^ ' У п > {хп-хо . . . (*„-*„_ , ) 

— інтерполяційний многочлен у формі Лагранжа, побудований по вуз-
лах Хі, ..., хп, ч 

Rn-i (x) = f (x) — Ln-i (х) =: (X — хх)...(х — xn)f[x9 xl9...9 хп] (4) 
— залишковий член. Покладемо 

Ф (Z) = / (2) — Ln-1 (2) — K(ùn (z), 
де ü)n (z) = (z — Хі) ... (z — хп). Виберемо к з умови ф (х) = 0, де 
x Ç [уІУ у2] — точка, в якій оцінюється Rn-1 (x) =f(x) — Ln-\ (x), 
де Ф хІ9 і = 1, я, Уі = min ta, хп)9у2 = max fo, xn). Очевидно, 

K=[f(x)-Ln-1 (*)]/<ön (x), 
причому при такому виборі К функція ф (z) перетворюється на нуль 
в п + 1 точках: х9 хІ9 ..., хп. Застосовуючи послідовно теорему Ролля, 
переконуємось, що існує точка g Ç [ylt у2] така, що 

<Р<ПЧЇ)=Ґ(Ї)-Кп\=09 

звідки 

п\ 

Співвідношення ф (jc) = 0 тепер можна записати у вигляді 
п\ 

/?»-! 00 - / (X) - W = ^ < 6 ) ° ' (Х) , І Є [Уі, Уі\. (5) 

Порівнюючи (4) і (5), дістаємо формулу 

/ 

Таким чином, 

f(rt) (5) f[x9 xl9 xJ = -L-j— t У.1. (6) 

f<mrl)(x*ilm> 
flXil9 . . • , Xfm] = __ » (7) 

де xiim міститься В найменшому проміжку, що МІСТИТЬ ВСІ ТОЧКИ ХА, 

..., xfm. Перейшовши в (7) до границі при є —• 0, дістанемо 

/<"-<> (X.) 
j іЛх/, . . . » л/mj = l i m / * ? « ! = . (8) 
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Це означає, що всі різниці таблиці (2) вигляду f [хвц9 ..., xfm] при є 
0 мають границі, які природно позначити 

/[хі9 . . . , JCj], 
m—/-fl раз 

причому з (8) випливає 

/[*! . *ІІ V Р - W 
p-fl раз 

Покажемо, що всі різниці, які входять в таблицю (2), мають границі. 
Для цього застосуємо індукцію по порядку різниць. Для різниць ну-
льового порядку, що збігаються із значенням функції, твердження 
очевидне. Нехай воно доведене, для різниць порядку q — 1. 

Подамо кожну з різниць порядку q через різниці порядку q — І: 

flXii, ..., Х/р] = е T / » f i t f i » 

YZ — УЄ XjP Xil 
, (10) 

де для визначеності розглядається випадок К т і 9 р > 1, і Ф \ . 
При / = і існування границі різниць порядку q випливає з (8). При 
j Ф / границя знаменника в правій частинЦІО) дорівнює xj — х% ф 0, 
а границя чисельника існує за припущенням індукції. Отже, існує і 
границя лівої частини в (8), яку позначимо так: 

/ [xh . . . , хі9 хі+и •••> 
mi—l+\ ті+1 

Xj, . . . , Xj]. 

Твердження індукції доведено. Аналогічно розглядаються інші випад-
ки. Після переходу до границі таблиця (2) переходить у таку: 

/to), 
/ t o ) /[*!, x j ; 

"Il і / t o ) / [X b X j / [* l f * l e 

/ t o ) / t o . * J 
/ t o ) f l^ l î *2І /[*!» *2> *2І» 

(10') 

f fan) flXji* il / ^n» • • • / • • • » • • • > • • • yXn], 

Вона заповнюється за допомогою формули (9) і рекурентного співвід-
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ношення при І Ф ] 

f[Xh •••» •••» Xjf •••» Xj] = 

ml—l 

ml-l+1 
P 

P 
p-1 

/ • • • » • • • » X j , . . . » — / [Д̂  » • • • * • 

(11) 
яке випливає з (10). Звідси бачимо, що коефіцієнти Al при е - * - 0 
мають границі A k , де 

Г(хх) 
A»—f (*i)> - / (-"-і)» ^а ~ 2 ' " 

ŝ—І ~ / ['-̂ х» • • • • • • • » • ' • > ^пІ* 
(12) 

Таким чином, многочлени р*-і (де; /) прямують при е -> 0 до деякого 
многочлена 

Ps-i(x; f ) = A0 + A1(x — xJ + АшІх — *і)г + ••• 

• . . •+ (X - Хі)т' . . . (Х - ЛГа-.Г»-' (X - Хп)тп~1 = 

= / ( * і ) + П * і . *»]<* — *і) + / І* і , *і, — •••• (13) 
Враховуючи (12), многочлен (13) можна записати у вигляді 

Ps-i (*; / ) = S f
( i _ l ) , l } (x - x j ' - 1 + ( x - X l ) m 'F ( x - х 2 , х - х 3 , . 

i=l 
. . . , X — xn)9 

де F ..., tn-\) — деякий многочлен ВІД tu ..., /п-1. Звідси випливає, 
ідо він задовольняє умови, які задані в точці xv В силу єдності інтер-
поляційного многочлена він не зміниться при перепозначенні хг на 
xj і xj на хг для довільного /. Тому граничний многочлен буде задоволь-
няти задані умови в будь-якій точці x j і, таким чином, він є шуканим 
многочленом 

P {х\ f ) = Ps-\(Х\ f ) . 
Приклад. Побудувати інтерполяційний многочлен, який задовольняє умови, 

подані в таблиці 

X /(*) Г (x) Г(х) 

0 3 1 
1 0 
2 1 2 1 
3 5 
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Р о з в ' я з а н н я . Як випливає з таблиці, вузол хх = 0 має кратність 2, х2 = 
= 1 — кратність 1, х3 = 2 — кратність 3, х4 = 3 — кратність 1; отже, степінь много-
члена буде 6. Складаємо таблицю розділених різниць вигляду (ІО7)-

0 (ЗІ* (1), 
1 (0) - з - 4 , 
2 (1) 1 2 З, 
2 (1) (2) - 1 / 2 - 7 / 4 , 
2 (1) (2) (1/2) 0 7/8, 
3 (5) 4 2 3/2 1/3 — 13/72. 

За таблицею записуємо інтерполяційний многочлен 
7 

Р,(х; f ) = 3 + 1 . х - 4 * 2 + 3 * М * - 1) — X2 (х — 1 ) (х — 2) + 

7 13 
-b"F* 2 (*— 0 (* -2 ) а —-^Г *2 ( * - 1 ) (* —2)3. 

Дані, які згідно з формулою (9) беруться з вихідної таблиці, взято в дужки, інші — 
обчислюються за формулою (11). 

2.4. Аналіз похибки інтерполяційних формул 

При обчисленні / (х) за інтерполяційним многочленом, тобто за фор-
мулою/(х) « р (х\ /), існують три джерела похибок: 1) похибка методу, 
за умови, що всі обчислення проводяться точно, ахФ Хі \ 2) неусувна 
похибка за рахунок того, що значення / (xt) виміряні або обчислені не 
точно; 3) похибка заокруглень, яка виникає при обчисленні p (х\ f ) 
на ЕОМ через скінченність розрядної сітки. 

2.4.1. Похибка методу для функцій з класу С1 [а, Ь]. Нехай функція 
/ (х) визначена в k вузлах інтерполяції xt £ la, Ь], і = 1, k, a T (х) — 
її інтерполююча функція з кратними вузлами (не обов'язково много-
член), тобто 

/<*(*,)= Г(/)(jtf), i=\7k, j = 0, mt — 1, S m , - * . (1) 

Теорема 1. Нехай f (x) £ Cn [a, M, Г (JC) — її інтерполююча функція 
з кратними вузлами інтерполяції, причому T (х) la, Ь]. Якщо 
існує функція g(x) £ С1 la, b] така, що 

g{I)(xt) = 0, i = ~k, j = 0, /71, -1 , ^п)(х)ф0 vxa*,n (2) 

то для будь-якого хф xt залишковий член інтерполяційної формули 
визначається співвідношенням 

, R(x) = f(x)-T(x)= 8(х), (3) 
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де I — деяка точка з відрізка [ylt у21, уг = min (JC, xv xh), y2 = 
= max (x, xv ..., xh). 

Д о в е д е н н я . Розглянемо функцію 

=f (0 — T(t) — Xg (t). (4) 
Неважко помітити, що F (0 Ç С(л) [a, ft], F(y) (xj = 0, j = 0, m* — 1, 
і = 1, Ar. Виберемо Ä, з умови F (JC) = 0, тобто 

Тоді функція F (t) перетворюється на нуль в п + 1 точці (з ураху-
ванням кратності) відрізка [yv у2]. За допомогою узагальненої теореми 
Ролля знаходимо, що існує точка І £ [уІ9 у2], для якої F(n) (£) = 0, 
звідки з урахуванням (4), (5) дістаємо твердження теореми. 

Розглянемо окремі випадки формули (3): 1) нехай всі вузли прості 
п 

(не кратні) і g (JC) = (ûn (x) = П (x — JC,), тоді якщо T (x) є алгебра-
їчним інтерполяційним (n — 1)-го степеня многочленом (у формі Ла-
гранжа, Ньютона чи іншій), то дістаємо вже відому нам формулу (5) 
(п. 2.3); 2) нехай T (JC) = ps-\ (x; f ) — інтерполяційний алгебраїч-
ний многочлен (s — 1)-го степеня з кратними вузлами і 

£(*) = П ( * - * , f V 

тоді 

r - i x V- *i) (6) 

3) якщо хг = x2 = ... = xnt то в попередньому прикладі T (x) — мно-
гочлен Тейлора (відрізок ряду Тейлора), а формула (6) — залишковий 
член формули Тейлора в формі Коші. 

2.4.2. Мінімізація похибки методу за рахунок вибору вузлів інтер-
полювання. Многочлени Чебишева першого роду. Якщо / (JC) Ç С"+1 [a, 
b]y то похибка методу для інтерполяційного многочлена за п + 1 вуз-
лами (однократні вузли) має вигляд 

*n(*) = ff^ff (* —*о) . . . ( * - * » ) . S€ l* . b} (7) 

і її величина, очевидно, залежить від положення точки х і розміщення 
вузлів інтерполювання JC0, хп. Покладаючи тут =» 
= sup І / (л+1) (х) |, дістанемо 

M 
I ^ W K - ^ f r y r 1 ^ - ^ І- <8> 
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Як правило, для величини Мп+і маємо лише оцінку, але величину 
(ûrt-j-l (х) = (х — х0) ... (х — хп) ми можемо змінювати вибором вуз-
лів інтерполювання. Природно вибрати х0, xlt ..., хп так, щоб величина 
sup I con+i (л) І була мінімальною. Скористаємося для цього деяки-

х&а.Ь] 
ми властивостями многочленів Чебишева першого роду, які визнача-
ються співвідношеннями 

Тп(х) = cos[narccosjc], І д с | < 1 , л = 0 , 1, . . . , 
або 
Tn+i(x) = 2xTn(x) — Tn-i(x)9 п= 1 , 2 Т0(х) =* І, Тг (х) = х. 

Зазначимо, що коефіцієнт при хпу Тп {х) дорівнює Я1"1. Неважко по-
мітити, що нулі многочлена Тп (х) визначаються формулою 

xm = cos 2 т + 1 я, т = 0, 1, п— 1, 

а максимум | Тп (x) | на відрізку [—1, 1] дорівнює одиниці і досяга-
ється в п + 1 точках 

/71 «і і» л хш = cos —— , m = 0, п. 

Звідси випливає, що коли за відрізок інтерполювання взяти [—1, 1], 
а за вузли xh і = 0, я,— корені многочлена Чебишева Тп+1 (х), то 

(ort+1 (x) = 2 - n T n + l (х), sup j con+1 (x) t = 2-Л. 

Покажемо, що має місце така лема. 
Лема 1. Серед всіх многочленів степеня п із старшим коефіцієнтом 

1 многочлен 
Тп(х) = 2-іп-1)Тп(х) 

найменше відхиляється від нуля на [—1, 1] (Тп (х) називаються много-
членами, що найменше відхиляються від нуля). 

Д о в е д е н н я . Покажемо, що для будь-якого многочлена рп (х) 
із старшим коефіцієнтом 1 справедлива нерівність 

sup І р п { х ) \ > 2 - { п ' х \ 
*€[—1,1] 

Справді, в іншому разі різниця 2~~іп~1) Тп (х) — рп (х) була б много-
членом степеня п — 1, який набуває в точках х т =» cos m = 0, n, 
позмінно додатних і від'ємних значень, а це означало б, що цей много-
член має п нулів. Дійшли суперечності. Лему доведено. 

З леми 1 безпосередньо випливає така теорема. 
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__ J _ xm— 2 

Теорема 2. Нехай відрізком інтерполювання є [—1, 1]. Тоді величина 
sup І й)я-}-і (x) І набуває найменшого значення, якщо за вузли ін-

терполювання взяти корені многочлена Чебишева Тп+\ (х)у тобто 

Хі = COS Щ І = = 

а оцінка (8) у цьому випадку набирає вигляду 

1 71 2* (л + 1)! V 9 

Якщо інтерполювання проводиться на довільному відрізку [а, b], 
то заміною 

-Yl(b-a)z + (b + a)l х-Ь-а] 

він переходить в [—1, 1], при цьому корені Тп+1 (х) перейдуть в точки 

( f t - f l ) c o s ^ + ji + (ft + a ) ] , m = 0 — . (10) 

Многочлен T[na'b](x) = (b — a)n2l-2nTn із старшим кое-
фіціентом 1 найменше відхиляється від нуля на [a, fr], a оцінка (9) має 
вигляд 

І * , ( * ) ! < ' Х € І а ' 6 1 -

Зазначимо, що 

шах ІРп (х) І > max І Т * ^ (*) | = (b - а)п 21~2л. (11 ) 
[a.b [a.b 

Зауваження L Вузли многочлена Чебишева розміщені по-
рівняно рідко в середині відрізка і згущаються біля його кінців, 
а за межами відрізка многочлен (o„+i (я) швидко зростає. За допомогою 
інтерполяційного многочлена можна обчислювати значення / (х) та-
кож і для точок x, які лежать за крайніми вузлами інтерполяції. 
У цьому разі говорять про екстраполювання, а термін інтерполювання, 
як правило, вживають для що лежать між крайніми вузлами інтер-
полювання. Таким чином, у випадку екстраполювання вибір вузлів 
у вигляді (10) мало що дає. Більше того, інтерполювання з вузлами 
(10) досить громіздке, а виграш у точності невеликий. Тому цей спосіб 
інтерполювання частіше використовують для спеціальних цілей, на-
приклад, при побудові різних апроксимуючих формул. 

2.4.3. Поведінка залишкового члена (при фіксованих вузлах) за-
лежно від вибору точки інтерполювання. Розглянемо тепер випадок, 
коли вузли інтерполювання фіксовані і треба відповісти на запитання: 
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для яких проміжків зміни X залишковий член R (х; f) набуватиме біль-
ших значень, а для яких — менших. Щоб відповісти на це запитання, 
зауважимо, що многочлен О)„+І (JC) перетворюється на нуль в точках 
х0, ..., хп і десь між ними набуває поперемінно максимального і міні-
мального значень, причому абсолютні значення цих екстремумів до-
рівнюватимуть один одному лише при виборі вузлів у нулях много-
члена Чебишева Тп+і (х). В інших випадках на більшу похибку інтер-
полювання слід сподіватися біля більших за абсолютною величиною ек-
стремумів. Далі обмежимося розглядом рівновіддалених вузлів, тобто 

х1—х0=х2 — х1= . . . =-хп — Хп-і = h. (12) 

Якщо позначити t = А""1 (х — х0), то 
соп+І (X) = cort+1 (х0 + th) = hn+xt (t - 1) (t - 2) . . . (/ - n). 

Зауважимо, що функція < p ( / ) = / ( / — 1 ) ... (/ — n) є парною чи не-
парною відносно точки t = - у залежно від непарності чи парності 
/і, що випливає із співвідношення 

<p(0 = ( - i ) r t + 1 < p ( " - 0 , 

Ф(*+ 1)в(/+ !)/(<-1) . . . (t + 1-n) 
Якщо розбити відрізок [0, п] на частини [0, 1], [1, 2], ..., [п — 1, я], 
то видно, що на кожному такому відрізку значення ф (t) знаходять мно-
женням відповідного значення на попередньому відрізку на Цей 
множник завжди від'ємний при t Ç (0, /і), тому знаки функції ф (£) 
чергуються при переході від інтервалу до інтервалу. Абсолютна вели-
чина множника менша за одиницю на проміжку j 0, Таким чи-

ном, екстремальні значення ф (t) 
спадатимуть за абсолютною вели-
чиною до середини відрізка [0, п] і 
потім в силу симетрії знову зроста-
тимуть. За межами відрізка [0, п] 
функція ф (/) швидко зростає за аб-
солютною величиною. Приблизний 
вигляд многочлена <Ö„+I (Х) при 
п = 5 зображений на рис. 15. 

Таким чином, можна дійти та-
ких висновків: 

1. При екстраполюванні слід 
чекати великої похибки. 

2. При інтерполюванні для зна-
Рис. 15 чень X, які лежать не близько до 
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вузлів інтерполювання, точність буде більшою для середніх відрізків 
і меншою для крайніх. 

3. Вигідно вибирати вузли так, щоб точка х попадала ближче до 
центра даної конфігурації вузлів, що забезпечить більшу точність. 

2.4.4. Оцінка похибки інтерполяційного многочлена л-го степеня 
у випадку / (x) £ СЛ+1 [0, 1] і рівномірного розміщення вузлів. Нехай 
вузли інтерполяції ХІ = х0 + ih, і = 0, я, розміщено рівномірно на 
[0, 1]. Запишемо інтерполяційний многочлен у формі Лагранжа 

Рп / ) s L n w = J / (*,) П • <]3) 
f=0 * J 

1=0 п х х 
де ІІ (x) = П ~ фундаментальні інтерполяційні многочлени хі — Х3 1=0 1 3 

ІФі 
Лагранжа. Як було показано, якщо / (JC) Ç С"4- [0, 1], то для x Ç U0, 
JCJ можливе таке зображення залишкового члена: 

Rn(x)mmRu(x; = = (14) 
n 

де g Ç (x0t Xn)t a>a+i (x) =11 (X — Xi). 
/=0 

Оцінимо Rn (JC) через степінь я. Насамперед зауважимо, що для 
ю2 W — (* — хо) (х — х і ) максимальне значення модуля на відрізку 
[jco, хг] досягається в середині відрізка і дорівнює А2/4, тобто 

|(Û2W|</I2 /4, х£1х09хг]. 
Доведемо, що 

І ю/-н (*)І ^ — j — . *€ [* . . (15) 

Застосуємо метод математичної індукції. Для І = 1 ця нерівність до-
ведена. Припустимо, що вона має місце для І = k — I i доведемо її 
для І = kІ 

Якщо 1*0* то 
^ » і , , ч ,, hk(k — \)\ ии hA+lk\ 

І ©4+1 (X) І = I (Oft (х) І\х — хк |< ^ — - . kh = -4— 

і (15) доведено. У випадку JC Ç UA-I, хк] очевидні нерівності 
А2 

| х —Ха- І І І* — X j k K - J j - , — — 0 Ä . / = 0, k — l . 
Тому 

|®*+і (X)І = (лг — *0)(* — Хі) . . . (X — *а- І ) |* — Х А | < 

k(k—\) . . . 2 . — = — 5 — , 
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що і треба було довести. Тепер з (14) дістаємо 

f / (X) - Рп (*; /) І - І / (*) - Ln (*) І < 4 к о . і ] , X Ç <*„ *„). 
(16) 

2.4.5. Оцінка похибки інтерполяційного многочлена л-го степеня, 
у випадку / (x) Є [0, 1 ], 0 < Л < л, і рівномірного розміщення вуз-
лів. Доведемо справедливість наступного твердження. 

Теорема3. Нехай / (х) g С*+1 [0, 1], 0 < k < я, modi 

I f ( x ) - p n ( x ; / ) | - | / W - t n ( x ) | < 

< + 0 !/llc*+i[0iir * (17) 

Д о в е д е н н я . Запишемо Ln (x) у вигляді 

Розглянемо (x) — Lj-1 (JC). Використовуючи (3) (п. 2.3), дістаємо 
Lj (x) — (x) = (x — x0) (x — Xj) ... (x — xj-1) Lj [xy x0 

Оскільки Lj (x) — многочлен степеня /, то розділена різниця /-го по-
рядку Lj U, Х09 ..., ДСГ/—1 ] є сталою, причому Lj[x, -ХГ/—ІJ = U0. 
jq, ..., xjb 3 іншого боку, оскільки многочлен Lj (х) є інтерполяційним 
для функції / (*) по вузлах Х0і ..., X/, то 

• • • » •*/] = f[xо, . . . » 
тобто 

M * ) — L / -1 W = ^ W /1*0» . . . . пя-
тому 

+ I Ln (x) - £,„_, (x) I < 

x|co*+i(x)| + ... +|/[*o. ••• > xn]\(ùn(x)\. (18) 

Методом математичної індукції доведемо, що для функції / (х) £ 
є [0, 1] і для будь-якого І = k + 1, ..., п виконується нерівність 

1/1*«. ••• » * « ] l < - ^ + î = 7 r l / l c * + W / r С19) 

Якщо / = Ä -f 1, то, як відомо, 
/<А+І) (g) ' ~ f[x0, ... , xk+x] = 1)t , І **-и! 

і оцінка (19) виконана. Припустимо, що вона має місце для цілого 
І > k + 1 і доведемо її справедливість для І + 1. 
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Нерівність 

1 / 1 * 1 * / + l 1 1 < 2k+\-ІЛ K / ^ + W z + i l 

є наслідком нерівності (19) для функції / (х +Ji) s s g (*), бо 
jjA+l - / 

| / [ X l t . . . , Х/+1 ] I = I g [Хо. •••• « l l l < 2*+ |- '/ l ^ 

За означенням розділеної різниці 
. л f Ui> . . • » */+il —f іхо* • • • » * J 
/[*о> *ЖІ = * / + 1 - * о ' 

звідки 

IM і » ^ h**-1-* ^ W W z + n + ' / W w , ] ^ 
l/l*o> • • • » */+lJI^ 2k+l~U\ ( / + 1)/| ^ 

^Н-І-(Ж) 

і оцінку (19) доведено. 
Продовжимо оцінку (18), використовуючи (19) і (15): 

hk+l hk+]k\ 
1 / ( * ) - М * ) 1 < 4 ( ^ + 1) І/ІС*+1[0.1]+ 4 ( * + 1 ) 1 І/ІС*+1[0,1] + 

/І-1 ft*+2 (fe + l)l n . . 
2-1 (* + 2)1 5 1 ' 

/і"2 (6+2)1 , , 
+ 2-2 <*+3)! 4 П/М+1Г0.1]+ ••• + 

, hk+l~n hn{n- 1)1 „ д , 
+ ••• y b 4 1/ 

^-^"ї—ll^llcÄ+ito.11 ("FTT" + + + ^—п—)< 
hk+i 

— ІІ/Ь+ifo.nT 

що і треба було довести. 

—4 I/Ilc^+I[0.n 2—1 ^ (k + 1) 2*~л+2 Ч̂  
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2.4.6. Оцінка похибки інтерполяційного многочлена л-го степеня 
у випадку / (x) ç W% (Q), û = (0, nh), 1 ̂  m, і рівномірного розмі-
щення вузлів. Перш ніж перейти до оцінки залишкового члена, доведе-
мо таке допоміжне твердження. 

Лема 2. Длях 6 [х0, хп] виконується нерівність 
п 

0 
П — — і * X. X 
/=0 
ІФі 

< 2 Л . 

Д о в е д е н н я . Зробимо заміну t = [x — x0)/h, тоді t Ç [0, п], 
причому 

• J L U f l . 11 X. — X * 
/=0 
M1 

п 
і=о 
m 

*0 + th— Xj 

Xq + ih + x0 — ih П 
/=o іФі 

Xq +th — X0— jh 
(i-j) h 

11 
/=0 
M' 

/ ( / - 1 ) . . . p — f + !)( /—j — i) . . . (t^n) 
i(t-l) ... (/ —t + D (і— і - D ... d-n) 

— 1) ... (n—i— 1) t (t — 1) ... (/ — /+ \)(t—i — 1) ...-(/—я) 
~~ il n (n — 1) . . . (n — і — 1) (n — t) . . . 1 

/(/ — 1) ... (t—i + \)(t— i— 1) ... {t — n) 

Неважко помітити, що дріб не перевищує одиницю, а тому П ҐІ п X — X, 

f=0 1=0 1 1 і=о 
m 

Лему доведено. 
Теорема 4. Нехай / (х) Є W? (Й), m > 1, Q = (0, nh), n — 

фіксоване, незалежне від h, nh ^ 1 і Ln (х) — інтерполяційний много-
член степеня п, побудований по вузлах xt = ih, і = 0, п. Год/ справджу-
ється 

де 
f m, якщо m ^ . n 

k = { 
l/i + 1, якщо m > n ' 

M (m, /г) — д&я/са стала, що залежить від m та п, 

(20) 

Ol \ 1/2 
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Д о в е д е н н я . За допомогою лінійної заміни | = snh відобра-
зимо il = 10, nh] на відрізок Е = [0, 1], І ç Q, s ç причому £ = 
= (0, і). Тоді інтерполяційний многочлен Ln (де) запишеться у вигляді 

п п 
Ln (x) = Ln (s) = £ f (ih) h (x) = 2 / ( 4 " ) h W. 

X— Xj 

x, —— x* де ~f (S) = f (g) = / (snh), lt (де) = П ~7—T~~ • Залишковий член 
/=0 1 7 

(де) н Rn (.x; /) = /(де) - L» (де) = / (s) - L n (5) - Rn (s; /) прифік-
сованому де є лінійним функціоналом від / в просторі W? (Е). Спершу 
покажемо, що він обмежений у W? (Е). В силу леми 2 і теореми вкла-
дення маємо 

|ЯВ(*; /)І H я» te / ) І<ІЛс[о. і ] ( і + | о і / і + і) | /1с[о.і]< 

^ 2 (2а -{- 1) ІІ/ІІ^іф 1} ^ 2 (2а + 1) II ЛІ^т(0 

З побудови інтерполяційного многочлена випливає, що Rn (де; р) = 
= Rn (s; p) = 0 для довільного многочлена р не вище я-го степеня. 
Тому в силу леми Брембла — Гільберта маемо 

I f ) \ = \Rn(s-, f)\<M(m, я ) | | / І ^ ( £ ) 1 (21) 

де £ та ЛІ (m, n) мають той самий смисл, що й раніше. 
Переходячи знову до змінної і , дістаємо 

/ І _ \ 1/2 nh \ 1/2 

звідки і дістаємо тверджёння теореми 4. 
Зауваження 2. З доведення теореми 4 стає зрозуміло, як 

знайти оцінку залишкового члена у випадку, коли / (де) Ç С™ (Q), m > 
^ 1. У цьому разі маємо 

nh \ 1/2 

1/1,1 ( nh \ 1/2 

/ Г ' / Г 1 (я/І)2* j [ Г ' (*)12 <<ЯА )*|/ ІС*[О.«АГ 

що разом з (21) приводить до оцінки 

I Rnfr f)\<M(m, n) ( n h f l f y ^ . (22) 
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З означення норм просторів W2 (й) та С" (й) витікають оцінки 

l / lc*<*<l/ l<*S» 
і оцінки (20), (22) можна записати у вигляді 

{(nh)k-lJ2inm f£W?(Q), 
\Rn(x-, П\<М(т,п)\ 2<а) _ _ (23) 

{(nhfUlcnfr 
дет > 1. Звідси видно, що для функції / ç W? (й), тобто для функції 
меншої гладкості, ніж С71 (Q), порядок залишкового члена інтерполяцій-
ного многочлена по h менший на 1/2. Порівняючи цю оцінку з оцінкою 
залишкового члена (17), бачимо, що при / (x) Ç С 1 [0, U, 1 ^ m < п -f 
+ 1 порядок h в них однаковий, але сталий множник Мс = 2Л/(/п2т+І) 
в (17) менший, ніж множник Mw = M (m, n) гГ в нерівності (23). Як-
що точка x, в якій потрібно за допомогою інтерполяційного много-
члена рп (х\ f ) фіксованого степеня п наближено обчислити значення 
функції / (x) g С* [0, U (m фіксоване) за відомими її значеннями 
/ і = 0, /г, то при h 0 

|Яц(*; /)І = 0 ( А т > 1 . 
а д л я f(x)£W?(0, 1) 

ь и о ( m, якщо т^п, 
1 71 7 v 7 І п + 1 , якщо т>п. 

Таким чином, зменшуючи А при фіксованих m, n, за допомогою 
Рп (х> /)» можна обчислити / (лс) як завгодно точно. 

Оцінка (23) також показує, що при фіксованому х і фіксованій 
кількості вузлів п точність формули / (я) « рп (x; /) збільшується 
(по h) з ростом т% тобто з ростом гладкості функції, коли m ^ п. Якщо 
ж m . ^ п + 1, то зростання гладкості не приводить до збільшення 
порядку точності, який для всіх m ^ п + 1 залишається рівним п + 1 
для / (*) Є CT (Q) і п + 1/2 для / (x) Є W? (£2). 

Приклад 7. За таблицею значень функції / (х) = 1/*, користуючись лінійною 
інтерполяцією, знайти f (2, 718): 

X f (x) 

2,70 
2,72 
2,74 

0,3704 
0,3676 
0,3650 

- 0 , 1 4 
—0,13 
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Р о з в* я з а н н я . Для даного випадку виберемо х0 = 2,70, хл = 2,72, h 
= хх — х0 = 0,02. Інтерполяційний многочлен Ньютона першого степеня має вигляд 

P (*; f) = f (*0) + (* — *o) f (*o, *i)» 
тому 

1 

2 > 7 1 8 0,3704 — 0,14 * 0,018 = 0,3679. 

Оскільки f" (x) = 2/*3, то для залишкового члена 
Ri (x) = (x - *о) (* - *і) » 2,70 <1< 2,72 

1 далі 
0,018 • 0,02 , 

І Ri (2,718) І < ( 2 > 7 ) 3 < 0,2 - 10-4 , 

тобто в результаті всі знаки вірні, бо залишковий член може вплинути лише на п'ятий 
десятковий знак. 

П pu клад 2. Скільки вузлів таблиці з кроком h = 5° потрібно взяти, щоб обчис-
лити sin x для x = 20° з точністю до 10 

Р о з в ' я з а н н я . Скористаємося формулою (16). Маємо /і = 5° ~ 0,0873, 

sup sin \ х + (П + 1) -7Г = 1. З оцінки (16) дістаємо нерівність 
[-».оо) I L Z J I 

або 

(0,0873)" < 1 0-Зв 
4 n 

Неважко перевірити, що при n = 2 ця нерівність не виконується, а при n = 3 має 
місце, бо 

(0,0873)3 (0,09)з 
\ , ,3 < | 2 < 0,000061 < ю- 3 . 

Отже, трьох вузлів таблиці буде достатньо. Зауважимо, що насправді при n = 3 така 
таблиця дасть чотири вірних знаки. 

2.4.7. Стала Лебега. Оцінка відхилення інтерполяційного много-
члена від функції в нормі простору С [а, Ь]. Крім оцінок залишкового 
члена в фіксованій точці х, знайдених вище, в багатьох випадках важ-
ливо мати оцінку, рівномірну за всіма х, або, іншими словами, оцінку 
відхилення інтерполяційного многочлена р (х\ f ) від функції f (х) в 
нормі простору С [а, Ь]9 що ми і розглянемо далі. 

Розглянемо інтерполяційний многочлен у формі 

/>(*)-/>(*;/)-£/ (Xh) lktn-1 (x). (24) 
k=i 
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Ця формула визначає оператор Рп : С Га, b] Рп : f p {х\ /), 
де лп_і — лінійний підпростір простору С [а, Ь], який складається 
З алгебраїчних многочленів степеня не вищого ніж п — 1. 

Теорема 5. Норма оператора Рп обчислюється за формулою 

| | P J = шах V \1а.п-і(х)\. 

Д о в е д е н н я . Очевидно, 

Ір(х\ f)max \f(xj)\ t \tk.n-i(x)\, 
і Ä=1 k=\ 

тому 

| Pn II = sup U l X
f \ J ) h a M < max І І /*.„_, (x) |. (25) 

З іншого боку, нехай £ (a, b] — точка, де досягається максимум 
п 

функції i l І Ik.n-1 (х) |. Побудуємо функцію fo (x) Ç С [a, b] таку, що 

/о (•**) = sign (**), k = 1, /г, Il /о |ІС[0.61 = 1 (це може бути, напри-
клад, кусково-лінійна інтерполююча функція). Тоді 

п п 
Р (**; /о) = S h А-1 (**) /о (*а) = X І lktn—\ (**) І, 

ЗВІДКИ 

Il P (х\ fo) ІІСТа.61 V i і / \ і 
jrr-r = m a x 2 , I lktn-1 ( x ) I, 
lwollaa.61 £=1 

що разом з (25) доводить теорему. 
Норма II Рп І| називається сталою Лебега і позначається Лп . Стала 

Лебега не залежить від довжини відрізка інтерполювання [a, b], a за-
лежить лише від відносного розміщення вузлів на ньому. 

Дійсно, покладаючи х = д + (Ь — а) (у + 1)/2, у Ç 1—1, 11, xk = 
«= a +(b — a) (yk + 1)/2, k = 1, п9 дістаємо 

п п 
max S І lktn^\ (x) І = max £ I 1 (у) I, 

fei 0€[—U] fei 

ДЄ ÏK,N~X ( < / ) = F L V 

M* Ук У} 

Теорема 6 ( п р о я д р о ) . Нехай L — лінійне відображення, яке 
діє з нормованого простору В з нормою J • | в нормований простір G з 
нормою J • ||х і множина M міститься в множині ker z = {z Ç В : Lz = 
= 0}. Тоді для будь-якого х £ В 

І І ^ я Ц і ^ І ^ І inf і * — у \ . уем 
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Д о в е д е н н я . Якщо у Ç M ^ ker L, то L (JC — у) = Lx. Тому 
І Lx Ii ^ І L 11 x — y І, звідки в силу довільності у дістаємо твер-
дження теореми. 

Н а с л і д о к ( н е р і в н і с т ь Л е б е г а ) . Якщо / £ С [a, M, 
то 

І / ( x ) - р (JC; /) \\с[а,Ь] < ( 1 + A n) En-1 (/), _ ( 2 6 ) 

де Еп-1 (/) = inf Ii f (x) — q (x) \\с[а.ь) — величина найкращого рівно-
1 

мірного наближення функції / (JC) многочленами степеня не вищого 
п—1. 

Д о в е д е н н я . Покладемо В = G = С [a, b] і розглянемо опе-
ратор L = / — Pnt де / — тотожний оператор. Очевидно, що | L J < 
^ 1 -f Ап , a ker L = лп_і, тому нерівність Лебега є наслідком теореми 
про ядро. 

Величина Еп-\ (/) залежить від гладкості функції/ . Так, якщо / (JC) 
має похідні до г-го порядку включно, інтегровні з степенем р, причому 

VI/P 

< Af, 
/ V 
Ц і r w d x j 

то 

де Л, — стала, незалежна від M, п. 
2.4.8. Оцінка відхилення інтерполяційного многочлена від функції 

в нормі L2tp. Нехай L2lP — простір неперервних на [а, Ь] функцій із 
скалярним добутком 

ь 

(и, V) = J p (x) и (де) V (x) dx, (27) 
а 

де p (JC) > 0 — задана вагова функція. Нехай {рп (JC)) — система мно-
гочленів, ортогональних у розумінні скалярного добутку (27). Розгля-
немо інтерполяційний процес у випадку, коли за вузли інтерполяції бе-
руть нулі многочлена рп (JC), які позначимо JC*11, k = 1, п. Нагадаємо, 
що всі вони дійсні, різні і належать проміжку (я, Ь) (див. 1.6). Візьме-
мо інтерполяційний многочлен у вигляді 

п 
(x) шж U; f ) = q (*; /) = s / ( 4 ° ) / м - 1 (*)• (28) 

k=i 
Неважко помітити, що фундаментальні інтерполяційні многочлени 

'ІКп—і W можна подати у вигляді 
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Дійсно, при x — x f \ j Ф k, маемо 4,n-i (лг/я>) = 0, бо х)п) — корінь 
многочлена рп (де), тобто рп (х("') = 0. Якщо ж х = хТ\ то 

/ М _ , (4 П ) ) = lim = 
к 

і H m Р п ( х ) - Р п ( * У ) ___ Рп ( 4 " ' ) 

р'п (4П)) х~хТ M?) к 
Лема 3. Фундаментальні інтерполяційні многочлени lk%n-1 (x) І 

1/,п-\ (JC) при k Ф / ортогональні. 
Д о в е д е н н я . З формули (29) 

ь 

I Р W W <х) = P A ^ U i x f ) Х 

х $ Р ( * ) Л . ( * > - — ё г г — і (х—х%v){x — xy} ) 

Оскільки є многочленом степеня п — 2 (jtj^, X/1* — 

корені рп (JC)!), ТО останній інтеграл дорівнює нулю, що і треба було до-
вести. 

Лема 4. Має місце рівність 
п r r 

S ) p (*)[/*,„_! W l 2 ^ = і P W d*. 
1 a a 

Д о в е д е н н я. Побудувавши інтерполяційний многочлен для 
функції / (JC) S 1, дістанемо 

п 
S lktn-1 ( x ) = 1 . 
k=\ 

Піднесемо цю рівність до квадрата, помножимо на р (х) і проінтегрує-
мо від а до b. В силу леми 3 інтеграли від подвоєних добутків, знайде-
них при піднесенні до квадрата лівої частини, перетворяться на нуль 
і дістанемо твердження леми. 

У п. 2.4.7 розглядається оператор Рп : С la, f?] ->C[a, ft], який 
функції / (JC) Ç С [a, bj ставить y відповідність її інтерполяційний мно-
гочлен як елемент простору С [а, Ь]. Але цей інтерполяційний много-
член можна розглядати і як елемент нормованого простору L2 p la, 61 

/ b у/2 

з нормою [ / І) = (/, /)1/2 = І f p (a:) Z2 (;с) dx j . Отже, розглянемо опе-
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ратор Qn : С [a, b] L2tp la, b], який функції f (x)£ С [a, 6] ставить y 
відповідність інтерполяційний многочлен (п. 2.1) як елемент простору 
L2,P [а, Ь]. 

Лема 5. Має місце нерівність 

Д о в е д е н н я . Підносячи до квадрата обидві частини рівності 

Qnf = <7п-і (*'> Î) = t f («P) h.n-1 (x) k=\ 
і інтегруючи результат по la, b] з вагою р (лг), в силу лем 3 і 4 ді-
станемо 

8Qnf Ç~ p(e= gі tf (JC*,))a J p WWl2^< 
n Ь b 

< 1 î g j p (x)[/«_..ft (JC)]2 dx = J p (X) dx\ftia.bb 
a a 

що і доводить лему. 
Теорема 7. Для будь-якої функції f (х) £ С la, b1 справджується не-

рівність 
f b \ 1/2 

Д о в е д е н н я . Нехай pn-\ M — довільний многочлен степеня 
n — 1. Тоді очевидна тотожність 

/ •- о»/ = (/ - /й-0 + Qn (Рп-1 - f ) . (ЗО) 
Для першого доданку в правій частині очевидна нерівність 

/ b \ 1/2 

1 f - р І - ^ < ( J p (X) dx\ II / - p U Ida» 

Для другого доданку з леми 5 маємо 

Шх^ ' ІРп-І - / І а д 

) 
( b \ 1/2 

U - QJK р[а,Ь] < 2 ( j Р W d X ) M - P U x ^ 
звідки в силу довільності рп-1 дістаємо твердження теореми. 
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2.5. Неусувна похибка заокруглення. Обумовленість 
задачі інтерполювання 

2.5.1. Неусувна похибка обчислення інтерполяційного многочле-
на. Нехай у вузлах xh1 k = 1, п, похибка при обчисленні (або при ви-
мірюванні) / (xk) є eft, k = 1, п. Тоді, якщо використаємо інтерполя-
ційний многочлен p (х\ f ) для наближення функції / (je), то неусувна 
похибка дорівнюватиме 

ô = шах 
п 

2 гк1п-\.к (X) О) 

Якщо припустити, що І еА І « е, k = 1, /і, то при несприятливому збі-
гу знаків Eh матимемо 

6 « е Л п . (2) 
Ця нерівність, як і нерівність Лебега, показує, що вузли інтерполя-
ційного многочлена бажано вибирати так, щоб стала Лебега була яко-
мога меншою. Виявляється, що існує оптимальне розміщення вузлів, 
для якого константа Лебега набуває деякого мінімального значення 
An Точні значення цих вузлів невідомі, але розглянемо теорему, що 
вказує асимптотично оптимальні вузли, для яких асимптотика сталої 
Лебега збігається з асимптотикою AS. 

Теорема /. Константа Лебега інтерполяційного многочлена з вуз-
лами в нулях многочлена Чебишева Тп (х) визначається рівністю 

к = і г I r m + 1 - е - 0 ^ 9 » < 4 - » w 

причому 

К > ІП п + 1 - еп - 0,201 > \ In п + 0,549. (4) 

Для порівняння вкажемо границі сталої Лебега для рівновіддалених 
вузлів: 

2"-3 (п - 1 Г , у 2 (п - 3/2Г1 < Ап < 2 " - \ п > 4. (5) 
Із виразів (1) —(5) випливає важливий висновок: не слід використову-
вати алгебраїчні інтерполяційні многочлени високого степеня по рів-
іновідцалених вузлах. Як правило, такими многочленами користують-
ся для невеликих значень п. 

Якщо вузли інтерполювання збігаються з нулями многочлена Яко-
бі P(„a,0) (JC), то відомий такий результат про поведінку сталої Лебега: 

04-0,5 
п ^ сп • 

де с — незалежна від п стала, о > —0,5, о = шах (а, ß). 
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Якщо ж вузли інтерполяційного многочлена є нулями ортогональ-
ного на [а, Ь] з вагою р (х) > р0 > 0 многочлена рп (х)> то Ап = 0 (п). 

З виразу (2) і теореми 1 випливає, що з ростом п неусувна похибка 
зростатиме, причому швидкість росту визначається величиною ста-
лої Лебега Лп , тобто взаємним розміщенням вузлів. Константу Лебега 
Ап природно назвати числом обумовленості задачі обчислення інтер-
поляційного многочлена p (х\ f ) в точці х. Чим більша величина Ап, 
тим гірше обумовлена задача обчислення многочлена p (JC; f ) при за-
даному JC (див. приклад 5, п. 2 вступу). \ 

Розглянемо один з можливих підходів до аналізу похибок заокруг-
лення (прямий аналіз). 

2.5.2. Похибка заокруглення при обчисленні значення інтерпо-
ляційного многочлена Ньютона. Нехай відносна похибка представ-
лення чисел в ЕОМ та заокруглення є е. Нехай р (£, /) — результат 
обчислення значення інтерполяційного многочлена p (х\ f) в точці \ 
за схемою Горнера, яку запишемо у вигляді 

Яп = / MV • • • • ^ 
9/1—1 = (І — Хп-1) qn + / [х0\ ... ; хп-1], 

тоді p (l\ f ) = <70. 
Припустимо, що розділені різниці ak = f [х0; ... ; xk]9 k = 0, n, 

обчислені точно. Обчислення за схемою Горнера виконуються в такій 
послідовності: 

Яп = ап> Яп-1 = (І © *«-і) ® Яп ® ап-и 
Цп-Г = ( I Q Хп-г) ® Яп-Г+1 Ф ß r t - r . Г = 2 , 3 , . . . , п . 

Враховуючи формулу x® у = (х * у) (1 -f ô), | ô | ^ е (див. вступ, 
п. 2), дістаємо 

qn-r = {[(£ - * n - r ) (1 + 1Г) Яп-Г+1] (1 + Ог) + а^г) (1 + ô r ) , 

де І Tn К е, І ог є, І Ôr К е, е = Ь1~'/2. 
Тому 

qn-1 = (£ — х„_і) qn (1 + тх) (1 + ох) (1 + ÔJ + ал_і (1 + ÔJ, 
? п _ 2 = (g - *п- 2 ) (5 - a n ( l + Tg) (1 + а 2 ) (1 + ô2) (1 + x j X 

X (1 + ах)(1 + 6Х) + (g—x r t_2)(1 + т2)(1 + а 2 ) ( 1 + ô2)(1 + ÔJ + 
+ а„_2( 1 + 62), 

-= (S - Хп—з) (Ê - *п-2) (6 - Хп-і) а п (1 + т3) (1 + а3) (1 + ô3) х 
X (1 + т 2 ) ( 1 + о2)(1 + ô 2 ) ( l + + ах)(1 + ôx):+ (Ъ-Xn-з) X 
X (і — *„-2) (1 + т3) (1 + <т3) (1 + ô3) (1 + т2) (1 + o j (1 + Ô2) (1 + Ô!) + 

+ (I - Хп—з) On-2(1+ Т8) (1 + а3) (1 + ô3) (1 + ô2) + а д -з (1 + ô8). 
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Зрештою 

p( l ; f) = A n ( l — Хп-і) . . . (S — х0) + А,_і(£ — Xn-i) . . . 
. . . ( і — дс0)+ • •• + —дс0) + Л0, 

Де 
Ат = a r (1 + 6„_ r) (1 + 6„_ r +i) (1 + On—r-f-t) (1 + т„_ г + 1) . . . 

. . . ( L + Ô N ) ( L + A „ ) ( L + T „ ) , 

Аг = 1 + ô„_.) (1 + ôn) (1 + 0„) (1 + r n ) , 
A0 = a0(l + Ôn). 

Очевидно, що 

(1 - Є)ЗЛ+І <ЦГ S (1 + Ô„_ r)ri [(1 + Ôn-r-м) (1 + On-r+l) X 
1=1 

X (1 + т п _ г + , ) ] < ( ! + e ) 3 r + 1 . (7) 
Далі, оскільки In (1 + e) < e, то 

(1 + e)' = exp {fin (1 + e)} < exp (/є) = 1 + /e (l + - § - + 

« = l + / e - 1 
1 — /е/2 • 

Припустимо, що існує таке число h > 0, що 

1 + А 
тоді 

" Х - Т І Ь г . (8) 

< Ц — = 1 + А 
1 - 4 - 1 * 2 1 + h 

і тому 

(1 + е ) ' < 1 + / е ( 1 + А ) . (9) 
Доведемо за індукцією, що 

(1 — е ) ; > 1 — / е . (10) 
Дійсно, при І = 0 нерівність справедлива. Нехай вона справедлива 
при І = k. Доведемо, що нерівність виконуватиметься при І = k + її 

(1 — е)*+1 = ( 1 — є) (1 — е ) * > ( 1 — є)(1 — fee) = 1 — е — fee + fee2 = 
= 1— (fe + 1)б + f e ß 2 > 1— (fe + l )e . 
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З (7), (8), (9), (10) дістаємо, що при виконанні умови 

_ " е < Т Т 7 Г < И ) 

матимемо для всіх r = 0, п 
1—(3 г + 1) е (1 + А ) < 1— (Зг + 1 ) є < ц г < 1 + ( 3 r + 1)(1 + А)е. 

Це означає, що знайдеться таке число 6Г Ç [—1, 11, що для всіх r = 
= ÔTn 

р г = 1 + в г ( 3 г + 1)е(1 + А), (12) 
тобто справджується рівність 

Ar = ar(l + ег), 
де 

| в г | < ( З т + 1 ) ( 1 + Л ) в . 
Сформулюємо доведене у вигляді такої теореми. 

Теорема 2. Нехай m ^ 2Л/(1 + А), де h — деяке додатне число, 
е = ЬІ_//2 — оцінка відносної похибки представлення чисел в ЕОМ, 
b — основа системи числення, t — кількість розрядів у мантисі. Не-
хай p (È; /) — результат обчислення інтерполяційного многочлена в 
формі Ньютона р (£; /) в точці £ за схемою Горне pa (6) за умови, що 
розділені різниці ar = f [х0, ..., хГ] і вузли хТ представлені точно. Тоді 

Р(Б; /) = Л0 + (g — д:0) + . . . + 
+ Ап il -х0) а - *і) (6 - (13) 

Лг = д г ( 1 + е г ) , | е г | < ( З г + 1 ) ( 1 + Л ) е , г = 5Г7г. 
Які ж висновки можна зробити з доведеної теореми? По-перше, в дея-
ких випадках похибка заокруглення може бути значною. Наприклад, 
якщо £ — корінь многочлена р (£; /), а розділені різниці аТ = f [х0, ... 

хг1 великі, то похибка заокруглення має вигляд 

/>(£; Л = вов0 + (Б — *о) + + a r f i n { l — xо) . . . ( І — Х п - \ ) 
І при несприятливому збігу знаків Єг І ррзміщенні вузлів Хі може до-
сягти значних величин. Те саме стосується і обчислення многочлена в 
формі p (І) = ln+a1ln~l -f- ... + ап за схемою Горнера qn = 1, 
Цп-Г = Ь/п-г+і + Ял-r, r = 1, /г, q0 = р (І). У цьому випадку спра-
ведливе зображення 

р(Ю = (1 + Єд)Б п +а 1 (1 + е Л . 1 )Г"" 1 + ••• + < f e - i ( l + e 1 ) 6 + a l lf 

| в ^ | < ( 2 У + 1 ) в ( 1 + Л ) 
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за умови (2n + 1) e ^ h/( 1 + h). Для множини многочленів p (x) сте-
пеня n, які задовольняють на [0, 1] нерівність | p (x) | ^ 1, типова 

n 
оцінка суми модулів коефіцієнтів має вигляд 2 \ak\ ~ С1, де С > 

*=0 
> 1 — деяка стала (це пов'язано з переповненістю степеневого базису 
q>i (JC) = JC', і = 0, 1, як наслідку теореми Мюнца). Тому якщо много-
член p (JC) задано в явному вигляді своїми коефіцієнтами або розділе-
ними різницями (у формі Ньютона) і передбачається його багаторазове 
обчислення в різних точках, доцільно перейти до іншого представлен-
ня (до іншого базису), наприклад, через многочлени Чебишева, вико-
ристовуючи при цьому багаторозрядну арифметику. Тоді 

р{х) = % + (14) 
/=*=0 Z 

1 в силу ортогональності многочленів Чебишева з вагою ^ 1 ^ 

маємо 

Якщо на [—1, 11 виконується нерівність | p (x) | ^ Af, то звідси 
п 

2 І ау К с 1/"/і, де с — стала. Многочлени Чебишева задовольняють 
/ - о 
рекурентне співвідношення 

Тп (х) — 2хГп-і (X) + Тп-2 (X) = 0, п = 2, 3 
T0(x)=U Т1(х) = х. 

Тому (14) можна розглядати як окремий випадок суми 

sn (x) = 2 ahpk (x), (15) 
k=0 

де функції pk (x), k = 1, я, p-1 (JC) задовольняють рекурентні співвід-
ношення 

pk+1 (x) + ak (x) pk (x) -f ßh (x) pk-1W = 0, k = 0, n — 1, (16) 
Po (x) — задане. Для обчислення суми (15) можна застосувати таку 
узагальнену схему Горнера: 

i4j = aj-a^/+i-p/+ii4/+2, j = n, п— 1, 0, ^ 
і4п+І = Ап+2 = 0. 

Тоді 
sn{x) = A0p о (18) 
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(при oLj = —x, ß / = 0 дістаємо розглянуту раніше схему Горнера). 
Якщо попередньо обчислити OLj (х) І ß j (х), то для обчислення sn(x) 
потрібно буде виконати 2п множень і 2п додавань. 

Щоб переконатися в справедливості формули (17), проведемо ін-
дукцію по п. Якщо п = 2, то формула (17) очевидна. Нехай формула 
(17) правильна для k = п. Тоді 

п 
Sn+1 (X) = 2 bkph (x), k=0 

де bn = an— anOn+u bn-1 = an-1 — ßnön+ь bh = ak, k < n — 2. 
Побудуємо послідовність Ла+ь A n t ..., Л0 за формулою (17), застосо-
вуючи її для j = n + 1, n, ..., 0 і вважаючи Л„+2 = Л„+3 = 0. По-
будуємо також послідовність Вп, .f..y В0 за величинами Ьл, ..., Ь0. Тоді 
sn+1 (x) = ßoPo W . а з іншого боку Ап+1 = ап+и Ап = ап — оспап+і = 
= Ьп = ВПУ Ап-\ — ап-1 — осп-іЛ^ — ßn^n+i = &г7-і — ап-\Вп = 

і, отже, Aj = Bj при / < я — 1. Це означає А0 = ß0 , що 
і треба було довести. 

Аналогічно попередньому можна провести аналіз похибок заокруг-
лення при обчисленні (14) в точці x за схемою (17) і дістати подібний 
результат, який полягає в тому, що похибка результату визначати-
меться сумою модулів величин a j . Оскільки в (14) 2 | а7-1 то 

/ 
зрозуміло, що похибка в даному випадку буде набагато меншою, ніж 
при інших многочленах, і обчислення можна вести з одинарною точ-
ністю. 

Існують також інші підходи до аналізу похибок заокруглення, і це 
становить предмет значної і цікавої частини чисельного аналізу, яка 
виходить за рамки цієї книги. Можна також виконувати арифметичні 
операції на ЕОМ точно, бо після запису чисел в ЕОМ вже оперуємо з 
цілими або раціональними числами. Проте при цьому потрібно викори-
стовувати досить складні програми арифметичних операцій. Це за-
хоплюючий розділ арифметики, який частково викладено в книзі [13]. 

2.6. Апостеріорні оцінки похибки інтерполювання 

2.6.1. Оцінки для випадку, коли різниці (n -f 1)-го та (n -f 2)-го 
порядків зберігають знак. Оцінки, розглянуті раніше, можна дати без 
будь-яких попередніх обчислень, тому вони називаються апріорними. 
Існують також апостеріорні оцінки, якГ можна зробити лише після 
певних обчислень. Розглянемо деякі з них. 

Нехай відомо, що розділені різниці (п + 1)-го і (п 4- 2)-го поряд-
ків зберігають знаки на відрізку [а, Ы, що містить вузли. Запишемо 
рівності 

п 
/(*)= 2 (X — х0)...(х — xi-i)flx0, xv Хі] + Rn(x), 
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(*) = (* — x 0 ) . . . ( x — xn)f[xt x0 , . . . . xn]\ 
n+1 

f ( x ) = 2 ~xo)• • • (* — • • » *<] + /?п+і W; 
f=0 

/?n+i (x) = (x — x0)... (x — xn+i)f[x9 x0 , . . . , Xn+ll 

з яких маемо 

/?п ( x ) = (X — X 0 ) (X — X 2 ) . . . ( x — X n ) / [ X 0 , X l t . . . , Xn+]] + Rn+i (x). 
Для заданого x завжди можна підібрати хп+і так, що Rn (x) і /?п+і (x) 
матимуть різні знаки. Дійсно, якщо, наприклад, /[х, х0, . . . , хп] і fix, 
х0, . . . , JCn+il мають однакові знаки, то візьмемо хп+\ > х, в іншому ра-
зі Хп-f 1 < X. Тоді 

sign /?п (х) = sign [(* — Х 0 ) ( х — X j ) . . . ( x — Xn)/[X0, . . . , Х,Н-1І1 
і 

І Я» ( х ) К І ( х — х 0 ) (х — хг) . . . (х — х п )/[х 0 , хи . . . , хп + !]|. 
Таким чином, знаючи f (x„+i), можна оцінити Rn (х). 

2.6.2. Схема Ейткена. Позначимо через L&.k+i /) (х) інтерполя-
ційний многочлен з вузлами інтерполювання xft, . . . , xz, тобто 

/).(*/) = /(*/)». І = k + U . . . , I. 
Зокрема, (x) = / (xA) — многочлен нульового степеня. Справедли-
ва рівність 

f ,vv L(*-H /+1) (*> (* - - L(k /) (x) і*-*i+i> m <+1) w * / + 1 - ** • ( 1 ) 

Дійсно, права частина цієї рівності є многочленом степеня І — k + 1 
і збігається з f (x) у точках xhJ ..., х/+1, тому вона справедлива внаслі-
док единості інтерполяційного многочлена. 

На рівності (1) грунтується схема Ейткена обчислення інтерполя-
ційного многочлена 1(і л> (х). Ця схема полягає в послідовному 
обчисленні за допомогою формули (1) таких елементів: 

LM 

t<2 (х) £(1,2) (х), 
L 3 ( x ) L (2,3) ( х ) и 1,2,3) W , 

Ln(x)L(n-М)(х) . . . L(it2 n)(x). 
Позначимо інтерполяційний многочлен L(i m) (x) через L m (x), 
m = 1, n . Похибку можна подати так (див. формулу (4) (п. 2.3)) 

f ( x ) — Lm(x) = flxt xlf . . . , x j û > m ( x ) , 
rn 

<ùm(x)= Щ х - X F ) . 
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Крім того, 
/ (x) — Lm+l (x) = f(x) — Lm(x) — (x — Xi) ... 

. . . (X—Xm)f[Xx, JPm+llt 
ЗВІДКИ 

Lm+i(x) — Lm(x) =/Ult xm+\]<ùm(x). 
При малих I x — xk І і при достатній гладкості функції / {х) маємо 
(див. п. 2.3) 

fix, Хх, x j ^ /( ^ 

тому можна дати таку апостеріорну оцінку похибки інтерполяційної 
формули / (x) « Lm (x): / 

/ (x) — L m (x) « L m + 1 (x) — Lm (х). 

Схема Ейткена і ця оцінка лежать в основі алгоритму розв'язування 
такої задачі: за таблицею значень функції f (xh), k = 1, я, і за зада-
ним x обчислити / (x) із заданою точністю е або з найкращою можливою 
точністю при заданій інформації. 

Алгоритм будується так: 1) послідовно обчислюються значення 
Lo (х), ї ї (x), І Lx (x) — L0 (x) I, L2 (*), I L2 (X) — Z,! (x) |, ..., якщо 
при деякому m буде I Lm+1 (x) — Lm (x) | ^ є, то обчислення припи-
няють і покладають f (x) « Lm (х); 2) якщо ця нерівність не викону-
ється при жодному m, то знаходиться є т о = min | Lw+1 (x) — Lm (x) \ m 
і покладається / (x) « Lmo (х); якщо цей мінімум досягається при де-
кількох m, то вибирають найменше з них; 3) якщо величини | Lm+\ (х) — 
— Lm (х) |, починаючи з деякого m, мають стійку тенденцію до збіль-
шення, то з цього моменту обчислення значень Lm (x), | Lm+\ (х) — 
— Lm (x) І припиняється. 

2.7. Збіжність інтерполяційних многочленів 

За яких умов при інтерполяції похибка методу прямує до нуля? 
На практиці є два способи переходу до границі: 1) зберігаючи степінь 
інтерполяційного многочлена, згущувати вузли інтерполювання (сіт-
ку вузлів); 2) збільшувати число вузлів^ тобто підвищувати степінь 
многочлена. Розглянемо детальніше обидва способи. 

1. Зменшення кроку. Якщо / (x) Ç Ck+X [0, 1], 0 < k < л, і рп (х; 
/) — її інтерполяційний многочлен по рівновіддалених вузлах х% = 
= х0 + і = 0, Пу хх £ [0, 1], то, як було показано в п. 2.4.4, 

Г / (* ) - ;>» (* ; / ) І < ll/(*+"iiqo,i]- (1) 
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Звідси видно, що при h 0 і фіксованих л, х маємо 
l imрп (х\ /) = /(*). 

Для заданої похибки методу е і степеня п з нерівності (1) можна визна-
чити крок А, при якому 

2. Збільшення степеня многочлена (кількості вузлів). Розглянемо 
інтерполювання на [а, 6], коли число вузлів, які використовуються для 
побудови інтерполяційного многочлена, необмежено зростає. 

Для кожного натурального п виберемо на відрізку [a, b] п + 1 
різних точок х™ (і = 0, п\ п = 0, 1, ...) і побудуємо за цими наборами 
точок послідовність інтерполяційних многочленів рп (JC; f ) для функції 
/ (JC) £ С [а, Ь]. Інтерполяційний процес називатимемо збіжним, якщо 
lim рп (х\ f ) =* f (.x), JC £ [а, ft], і рівномірно збіжним, якщо ця збіж-

ність рівномірна по JC. 
Можна довести справедливість такої теореми. 
Теорема 1. Нехай / (х) — будь-яка ціла функція, тобто f (х) мож-

на подати у вигляді всюди збіжного степеневого ряду 

Тоді послідовність її інтерполяційних многочленів рп (JC; f ) по вузлах 
jcP £ [a, b], k = 0, nt п = 0, 1, ..., рівномірно збігається на [а, Ь] до 

Однак практична цінність цього твердження невелика, бо клас 
цілих функцій дуже вузький. А якщо навіть / (JC) має на І a, b] неперерв-
ні похідні як завгодно високих порядків, то це не гарантує збіжності 
при довільному розміщенні вузлів. Наприклад, візьмемо нескінченно 
диференційовну на [—1, 1] функцію 

і розмістимо всі вузли інтерполяції лівіше ВІД ТОЧКИ JC = 0. Очевидно, 
що тоді рп (х\ f ) = 0 і про збіжність не може бути мови. Правда, в 
цьому прикладі вузли були розміщені «грубо» нерівномірно. Проте, 
як виявляється, рівномірне розміщення вузлів також не завжди за-
безпечує збіжність. С. Н. Бернштейн в 1916 р. довів, що для функції 
f (x) = j x І на відрізку [—1, 1], покритому рівномірною сіткою, значен-
ня інтерполяційного многочлена рп (JC; f ) в точках між вузлами інтер-
поляції необмежено зростають при п - + оо, тобто збіжності немає. 
Швидкий ріст сталої Лебега у випадку рівновіддалених вузлів дає 
змогу припустити, що інтерполяційний процес у цьому разі збігається 

\f(x)-рп(х; / ) | < е . 

/ ( * ) = f ak(x-x,f. 

Ж . 

*Є[—1, 0], 
1] 
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лише для вузького класу функцій. Наприклад, показано, що навіть 
длгі таких гладких функцій, як 

де r — будь-яке натуральне число, /г Ç С""1, інтерполяційний про-
2£ цес за вузлами хк = —1 + —, k = 0, я, розбігається в усіх точках 

проміжку [—1, 1], за виключенням —1, 0, 1. 
Якщо розглядати рп (x\f) як оператор Р„ : С Іа, Ь] я п , дел^ — 

множина многочленів степеня не вищого я, лп сі С [a, fc]f то збіжність 
інтерполяційного процесу бзначає сильну збіжність послідовності опе-
раторів Рп до одиничного оператора /. Нагадаємо, що теорема Бана-
ха — Штейнгауза стверджує: для того щоб послідовність обмежених 
лінійних операторів Ап: N M (N а В, M с S, В — банахів простір) 
сильно збігалась до деякого обмеженого лінійного оператора Л (тобто 
І) Ап / — Af І 0 при п —• оо V / с IV), необхідно і достатньо, щоб: 
1) норми всіх Ап були обмежені в сукупності; 2) на всіх елементах всю-
ди щільної множини в N послідовність {Апх} була збіжною. 

Друга умова цієї теореми для операторів Рп виконана, бо за теоре-
мою Вейерштрасса множина многочленів щільна в С la, 61 і для будь-
якого многочлена z (х) при досить великих п буде рп (x; z) = z (JC). 
Однак перша умова, як випливає з оцінок (п. 2.4.7) для сталих Лебега, 
не виконується для жодного набору вузлів. Тому з теореми Банаха — 
Штейнгауза випливає таке твердження. 

Теорема 2. Для будь-якого набору вузлів x f ] Ç la, ft], і = 0, я, існує 
неперервна функція f (x) £ С [a, b], для якої інтерполяційний процес 
розбігається. 

Для конкретних наборів вузлів і функцій, які належать більш 
гладким підмножинам простору С [a, H оцінки сталої Лебега та вели-
чин Еп (/) і нерівність Лебега дають змогу формулювати теореми про 
збіжність інтерполяційного процесу. Друга теорема Джексона, напри-
клад, стверджує, що для функцій з класу la, b] (клас функцій, які 
мають неперервні похідні до k-ro порядку, причому похідна порядку 
k задовольняє умову Ліпшиця з показником 0 ^ X ^ 1) справедлива 

С нерівність Еп (/) < ПШГ- Ц е й Результат, і оцінки для Ап (п.2.4.7) 

приводять, зокрема, до наступного твердження. 
Теорема 3. Нехай f (x) Ç С*іХ 1—1, 1], k > 0. Тоді, якщо рп (х\ f ) — 

інтерполяційний многочлен по вузлах Чебишева (тобто по нулях много-
члена Чебишева Гл+і (х)), то 

\Рп(*\ f)—f\\c[a,b]< » 

і тому І рп (JC; f) — / |С[«.Б] 0 при n ОО. 

237 



З цієї теореми випливає, що коли для функцій f (х) = І х | , X 6 [-іЧ, 
11 або / (x) = fr (х), r 0, побудувати інтерполяційний многочлен/по 
вузлах Чебишева, то він рівномірно збігатиметься до / (х) при п ->/оо. 
Дійсно, І x І £ С0'1 [ - 1 , 11, ^ (x) Є С0'1 [ - 1 , 11, fr (х) Є С " 1 [ - 1 , 11, 
г ^ 2, тому 

fl|*l-,n(*; І * І ) 1с ̂  » 

ИМ*)- />„ (* ; 

І / , <*) - Рп (*: fr) lie < , Г > 2, /г 1 

де С — стала, що не залежить від п. 
Досі ми фактично розглядали збіжність рп (х; /) до / (х) в чеби-

шевський нормі. Збіжності в середньому для будь-якої функції f (x) Ç 
€ С la, 61 можна досягти вибором вузлів. 

Дійсно, нехай / (x) Ç С [а, 61. Тоді за першою теоремою Джексона 

• £ „ ( / ) < " ( / ; (2) 

де (D (/; t) = sup I / ( x j — / ( x j I — модуль неперервності функції 
/ (x), причому для / £ С [а, 61 со 0 0 при t 0. 

Виберемо за вузли інтерполювання точки k = 0, n, які є ну-
лями многочлена рп+\ (х) із системи ортогональних у просторі їг,р [а, 
61 многочленів, і побудуємо інтерполяційний многочлен qn (x; f). Тоді 
з теореми 2.4.8 і нерівності (2) дістаємо збіжність qn (x; f ) до f (x) Ç 
6 С І с, 61 в середньому (або в просторі Z,2.P і а, 61), тобто 

b 
Î P ( * ) № , ( * / ) - f ( * ) l 2 d x - > 0 
а 

при п оо. Теорема 7 (п. 2.4.8) разом з оцінками для Еп (J) дає і 
швидкість збіжності для більш гладких функцій f (х). 

Наведемо один з наслідків збіжності інтерполяційних многочле-
нів з кратними вузлами. Якщо / (x) Ç С [—1, 11 і за вузли інтерполю-
вання вибрані нулі многочленів Чебишева першого роду Тп (х), 
для будь-яких чисел СІП, шо задовольняють умову 

lim шах І Сіп In п/п | = 0, П-> оо і 
многочлен &2п-1 (х) = ^2/і-Ї (x; f) побудований за допомогою ін-
терполювання з кратними вузлами за числами / (xf), і = 0, я, СІЛ, 
І = 0, Я, тобто ßtf2п—1 (Xi) = f (xf), ^2пт-\ (*і) = Сіп р ІВНОМІрНО ЗбІ" 
гається до / (х) при оо. Очевидно, якщо f (х) має обмежену по-
хідну, то за Сіп можна брати значення похідної у вузлах, тобто 
On - / ' (х<). 
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, 2.8. Застосування інтерполювання. 
\ Обернене інтерполювання 

Інтерполювання застосовується не тільки для обчислення зна-
чену табульованої функції при будь-яких значеннях аргументу. 
За допомогою інтерполяційних многочленів розв'язуються задачі 
оберненого інтерполювання, будуються формули чисельного диферен-
ціювання, чисельного інтегрування, чисельного розв'язування зада-
чі Коші, крайових задач тощо. 

Задачею оберного інтерполювання називають задачу про знахо-
дження^ для довільного заданого у, якщо задана таблиця yt = f (JCJ), 
і = 0, п. Якщо функція f (JC) монотонна, то шуканё значення JC єдине. 
Вважатимемо змінну у незалежною, а х — функцією від у. Тоді, 
записавши за даними (yit xt) інтерполяційний многочлен, наприклад 
у формі Лагранжа 

, V Д (У — Уо) • - • (У — УІ-1) (У — Уі+1) • • • (у— Уп) 
К ~~ ho Хі (УІ " Уо) . . • (у і - у і-1) (У І ~ Уі+1) • . • (У і - Уп) 9 

за заданим у знайдемо х. Залишковий член у цьому разі утворюєть-
ся із залишкового члена формули Ньютона, якіцо в останньому помі-
няти місцями x і у, а похідні від функції / (JC) замінити похідними від 
оберненої функції. 

Якщо функція / (JC) не монотонна, то записуємо інтерполяційний 
многочлен рп (JC; f ) і розв'язуємо рівняння рп (JC; f ) = у відносно JC. 
Оцінимо похибку цього методу. Маємо 

/<л+и (£) 
f(x) —рп (r, f ) = ( я + 1 ) | (Х-Х0)...(Х — Хп). 

Нехай JC — розв'язок рівняння рп (JC; f ) = у, тоді 

/ (x) - p п (*; f ) = f Сх) - у = / (x) - f (x) = ®nW-

Застосовуючи теорему Лагранжа, маємо 
/<л+і) (?) 

(x-x)f'(4)= ип(х)9 

де г\ лежить між x І x. Якщо JC, x Ç [а, b] і min (JC)\ = тхФ 0, 

то з останньої рівності випливає оцінка 
~ м _ 

! * - * ' < mt ( „ + ! ) . І»»**)'-

Приклад 1. Розв'язати рівняння 

/ (*) в 0 + *) е°,5д? — 2,5 = 0, 
вастосувавши обернене інтерполювання. 
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P о з в' я з а н н я. Складемо таблицю значень функцій / М і , оскільки вона ^о-
іютонна, застосуємо перший із розглянутих методів: 

Уі х(Уг Уі+\> х(У0', УІ\ У2) 

- 1 , 5 0 - 1 , 5 
0,540 

- 0,574 0,5 
0,540 

— 0,076 - 0,574 0,5 
0,365 

— 0,076 

0,797 1,0 
0,365 

Далі знаходимо 
дг (0) « *0 + ( 0 - у0) x (у0; Уі) + (0 - у0) ( 0 - yL) x (у0; Уі; у2) ^ 0,744. 

Точним є розв'язок x (0) = 0,732. Для підвищення точності доцільно взяти нові 
вузли, розміщені близько до грубо знайденого кореня, а не збільшувати кількість 
вузлів. 

Приклад 2, Нехай функція / (х) задана таблицею 
X — 1 0 2 

f(x) — 4 — 5 — 1 

Знайти дг, при якому f (де) = —2. 
Р о з в* я з а н н я. Як видно з таблиці, функція не монотонна, тому засто-

суємо другий спосіб. Знаходимо 

Рг(х\ /) = - 5 -
(* + 1) ( л - 2 ) 

— 1 

1 ( - 2) 
х(х + 1) 

2 - З 

x {х — 2) 
( - 1 ) ( - 3 ) 

*2 — 5. 

Розв'язуючи рівняння x2 — 5 = —2, знаходимо x = ± У~3. 

2.9. Чисельне диференціювання 
Задача чисельного диференціювання формулюється так: за зада-

ними значеннями функції / (t) в точках хи і = 0, я, і заданими х, 
k знайти наближено f* (лг), k > 1, і оцінити похибку. Одна з ідей 
побудови формул для наближеного обчислення похідних від функ-
ції / (*) така. Якщо функція q> (х) наближує.функцію / (x) у певному 
розумінні (це може бути, наприклад, інтерполяційний многочлен, 
інтерполяційний чи згладжуючий сплайн, многочлен найкращого 
середньоквадратичного наближення, див. далі), то покладають 
f(k) (х) « ср(А) (x) у заданій точці х. 

2.9.1. Побудова формул чисельного диференціювання. Оцінки 
похибок. Найпростіші формули чисельного диференціювання діста-
ють за допомогою диференціювання інтерполяційних многочленів. 
Якщо 

М * ; / ) = 2 / ( * * ) / / . „ ( * ) -
і=0 
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інтерполяційний многочлен для функції f (х), и%п {х) — фундамен-
тальні інтерполяційні многочлени, то fk) (.x) наближається за допо-
могою формули 

п 
/**> (*) « V Cif(xt), 

і=0 
де Сі = (*)-

Зауважимо, що задача диференціювання не е коректною в С [а, 
Ь], бо немає неперервної залежності норми похідної від норми функ-
ції. Про це говорить такий приклад. 

Нехай / (JC) Ç С [а, 61 та f (x) ÇC [а, Ь] зв'язані співвідношенням 
/ 

?(*) = / (*) + я - 1 sin [n2 (x - а)1 
ТОДІ 

але 

*€[а.6] І Л І п 

І / ' — f ||с = max І лгcos f/г2 (-*: — а)] | = п-^ оо. х£[а,Ь) п-¥ оо 

Така сама властивість притаманна і операції чисельного диференці-
ювання. Зобразимо функцію f (х) через інтерполяційний многочлен 
Ньютона 

f(x) = f(x0) + (x — x0)f[x0, xl] + (x — x0)(x~x1)f[x0J хъ 

XI]+ ••• +(x — x0)(x — xî)...(x — xn-i)f[xQ, X V . . . 9 X N ] + 

+ {x — x0)(x — x1) ... (x — xn)f x0, xlt ..., xn]== 

Звідси дістаємо таке співвідношення для похідної fe-ro порядку: 

де похідна від залишкового члена за допомогою формули Лейбніца 
зображується так: 

W (х; Л = І ФІІ) їх, х0, . . . , хп] co'Vi" W, 

, * ( * - ! ) • • • ( * - ' + О /їх 
Lk = /І - t! (Ä —i)ï * t 1 ' 

Нехай функція g (де) неперервно диференційовна q разів. В 2.3 ми 
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вивели формулу І 
g[x, x + е, . . . , x + qe] = gW(Xg)Jq]t j 

де x < хг < x + qe. Звідси маемо ! 
gW (x) = q ! lim g [x, x + є, . . . , x + qe]q\, 

e-*0 
отже, за означенням розділеної різниці за кратними вузлами 
І/[х, х0, . . . , хдЦ<«> = q\ [ l im/[x, x + е, . . . , x + x0, . . . , xnll = 

= / [ * . ' - • • . x, x0, xn](/! 
(7+1 раз 

Таким чином, співвідношення (1) можна записати у вигляді 

Ґ ( х ) - р?(х-, /) = 
Л Лі 

= 2 j (Л — 0! л *о. хл]ы<£р(х). (2) 
i=о 

Виражаючи розділену різницю через похідну, дістаємо оцінку 
k 

IR{n}(x; f)I = I f k ) ( x ) - P { ? ( x ; f ) K g _ 0 I + , + U ! x 

X max |/<r t+t+'>(g)||(û(f-/)(x)|, (3) 

де У! =-= min (x, x0, ..., xn), y2 = max (x, x0, ..., xn). 
Розглянемо таке розміщення вузлів, при якому Xi — Х(—[ = 

= О (А), і = 1, /г, де Л — деякий параметр, сітка вузлів згущається 
при h 0. При фіксованому п величина о^+і (х) є сумою добутків, 
у кожному з яких п + І — І співмножників порядку О (А) кожен, 
а тому оД+і (x) = О (hn+l~~l). Отже, рівність (1) можна записати у 
вигляді 

W (*; л = / [ * . * • . . . . . * J œ£j-, (X) + о (An+2-Ä) - О (4) 
Якщо точка x така, що (о?+і (x) = 0, то порядок точності формули 
чисельного диференціювання f * (х) « рТ (х; /) збільшується на 
одиницю. Тому точки, в яких cün+i (х) = 0, називаються точками 
підвищеної точності. 

Розглянемо деякі н а й п р о с т і ш і ф о р м у л и ч и с е л ь -
н о г о д и ф е р е н ц і ю в а н н я . Ввівши позначення = х — 
— x,, запишемо інтерполяційний многочлен Ньютона у вигляді 

Рп (х\ f) = /(Х0) 4- £а/[х0, *1І + ÊoÊi/[*o> * . ! + • • • + 
So î • • • • • • > 
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Диференціюючи цей вираз, дістанемо 

Р'п te /) = / І*о. *і І + (£о + У / [*<>; хі'< * а] + (£<& + UU + 

+ *і. *2. *з! + ••• (5) 
te /) = 2/ [*о. *1, *2] + 2 (So + h + S.) / [*0. JCal + • • • (6) 

Для k-i похідної маемо формулу 

PV /) = k l {!/!*•» *1 **1 + ttjïlXo, Ж4+ІІ + 

+ 2 /Ith /[*o. • • • » **+!, + (7) 
VOAO / 

/ i=ft+2 \ 
Xl9 . . . , Хл+з] + • • • }» 

\i>i>l> о / 
в якій n + I — k доданків. Тому формулу (7) називають ще (п + 
+ 1 — А?)-членною. Якщо в (7) залишити тільки перший доданок, 
то дістанемо одночленну формулу fk) (.v) « р(п (*, f ) « k\ f U0, ... 
..., xhl Залишковий член цієї фіормули за умови xt — ХІ-І = О (А), 
і = 1, п має вигляд 

Ґ (x) - к\ f І * . - . - , xh] = R(nk) (x; f ) +k\ ( g , 6,) X 

X f [x0f . . . , xk+{] + . . . « = * ! ( s • • • . + О (A8). (8) 

Двочленна формула для k-ï похідної fk) (АГ) p{n (x\ f ) « k\ [f lx9t ... 

..., xh] j •••» Xk+\]] має залишковий член 

( 2 х*+в1 + 0(/і*) (9) 
v>/^o / 

і так далі. 
Найчастіше вживають такі одночленні формули: 

Г (x) « f Іх0ш хг) = . (Ю) 

і » 

Ґ (X) » £t / [*0, . . . , хА] = ft! S / te) П (х, - л ,)-1 . (12) 
/=»0 
Mi 
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Неважко помітити, що мінімальна кількість вузлів, необхідна/для 
обчислення k-'i похідної, є k -f 1. Оскільки залишковий член 
Rn} (*; f ) формули (7) — це многочлен виду 2П (x — xt) степеня 
п + 1 — k відносно ху то кількість точок підвищеної точності для 
(п + 1 — /г)-членної формули (7) дорівнює n + \ — k. Позначимо 
ці точки через хТк\ і = 1, p, p = п + 1 — k. В одночленній фор-
мулі для k-'i похідної, як випливає з (8), точка підвищеної точності 
визначається з умови 

І 6, = £ ( * - * , ) = 0 , 
/«=0 і=0 

звідки 
= (*о + ••• +xh)/(k+l). 

У цій точці на рівномірній сітці з кроком h або на нерівномірній 
сітці такій, що xt — ХІ-\ = О (А), одночленна формула має похибку 
порядку О (h2) замість О (h). 

В п р а в а 1. Довести, що у двочленній формулі для k-'i похідної є дві точки під-
вищеної точності: 

Г А+1 ГТ^Цл n 

L /=.і г J 
в яких досягається третій порядок точності за h. 

f i 
В к а з і в к а . Слід розв'язати рівняння 2 = 0, я к е м а є вигляд 

і>1> о 
/Ь _L O W b _L П i = k + l <* + 2)<*+l ) x 2 _ x ^ <*, + *,) + 2 = 

J e>/s>o f>/> о 

Якщо p > 2, то знайти точки підвищеної точності складно, за ви-
нятком окремого випадку, про який йдеться у такій теоремі. 

Теорема 1. Нехай p = п + І — £ — парне, а вузли в формулі 
(7) вибрано так, що вони розміщені симетрично відносно точки х. 
Тоді x е однією з точок підвищеної точності. 

Д о в е д е н н я . Якщо р непарне, то головний член залишкового 
члена має вигляд W = = 2П (x — xt) і кожний доданок є 
многочленом р-го, тобто непарного степеня. В силу симетричного 
розміщення вузлів ВІДНОСНО ТОЧКИ X величини Ii = X — Xі мають 
попарно рівні абсолютні величини, але протилежні знаки. Якщо змі-
нити нумерацію вузлів, тобто х0 позначити через хп, хі — через хп-\ 
і т. д., то величина W не повинна змінитеся. Але при цьому величині! 
її поміняють знаки і в силу непарності р знак W мав би змінитись 
на протилежний. Виконання останніх двох умов на W можливе лише 
при W = 0, а це і треба було довести. 
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Очевидно, що симетричне розміщення вузлів ВІДНОСНО ТОЧКИ X 
означає, що при непарній кількості вузлів точка х збігається з цен-
тральним вузлом, а при парній — лежить між середніми вузлами. 
Умова симетрії, зокрема, легко реалізується на рівномірній сітці, 
що дає змогу знаходити прості формули підвищеної точності. Наприк-* 
лад, одночленні формули (10), (11) для трьох рівновіддалених вуз-
лів х09 xl9 х2, х2 — хх = хх — х0 = h з урахуванням теореми 1 можна 
записати так: 

r (*і) = п * а ) 7 / ( * о ) + О ( П (13) 

f (Xl) = / (*а) — Щ(Хіі + f (Х0) + 0 ( f t2) 4 ) 

Формулу (13) чаето записують в іншому вигляді, зручному для визна-
чення похідної в середній точці інтервалу сітки 

/;+1/2 s г (*ж/2) = fi+x~fi + о 

XT+I,2 = XT + 1 / 2 H. ( 1 6 ) 

Аналогічно можна дістати формули більш високого порядку точності. 
Наприклад, тричленна формула (5) для першої похідної в середині 
інтервалу рівномірної сітки за чотирма сусідніми вузлами дає 

/ з / 2 = ( - / з + 2 7 / , - 2 7 / , + / 0 ) / ( 2 4 h ) + О ( А 4 ) , ( 1 6 ) 

а для другої похідної в центральному вузлі за п'ятьма вузлами маємо 

n = ( - h + Іб/з — 3 0 / 2 + 1 6 Л - Ш 1 2 / 1 2 ) + 0(А4). (17) 
Зауважимо, що формули (13) — (17) справедливі для рівномірної сіт-
ки: якщо ж застосувати, наприклад, формулу (11) на нерівномірній 
сітці, то дістанемо похибку О (/і), h = шах (лг2 — х1} Хі — х0), а засто-
сування формули (14) дає похибку О (1), тобто приводить до грубої 
помилки. 

Для апріорної оцінки точності формул диференціювання часто 
застосовують розвинення за формулою Тейлора—Маклорена. Нехай, 
наприклад, f (х) має неперервну четверту похідну. Тоді 

/ ( * « . ) - / cxÉ ± h ) = и ± h f i + f t ± f t + - g . /-v ( 4 ± ) t 

/(*») = /!,* (18) 
де Tj+ e деякою точкою інтервалу (xt, Xf+i), a — точкою з інтер-
валу (дс<_ь xt). Використовуючи (18), маємо 

кх.ів А"2 <&+• - 2h + =f' + -w <n+> + flv = 

- û + о m = / ; + - ї ї - f l v (л), л € (xi-u (i9) 
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Такий спосіб уточнює величину залишкового члена, який виявився 
рівним A2/IV (Л)/12. 

В п р а в а 2. За допомогою розвинення за формулою Тейлора — Маклорена 
довести, що для односторонніх різницевих похідних f x j = — fi)/h, f - f ^ O i — 

— j)//i y випадку / É С2 (ß) мають місце співвідношення 
l j 

Ut = f't Л € (Xv Xi+i), 

ht ft € 

Розглянемо оцінки залишкових членів формул чисельного диферен-
ціювання у випадку / (x) £ W2 (Q). 

Теорема 2. Для лінійних функціоналів 
RW CO — f/ (*,) - / (*.)]/(2А) - / ' (*!), 

Я(2) (/) = [/ (*2) - 2 f (.Xl) + / (*„)]/А2 - f (*,), 

заданих у просторах Wl (é) і Wt (е), е = (хх — А, + А), лс0 = Xj — 
— А, = + А, відповідно мають місце оцінки 

І ^ Ф К Ш 1 - 5 ! / ! ^ , (2і) 

І ^ ' Ш К т 1 - 5 ! / ! ^ , (22) 
де сталі M не залежать від h і /. 

Д о в е д е н н я . За допомогою лінійної заміни g = 2hs + хг 

відобразимо е в £ = (—0,5; 0,5), £ Ç г, s g позначимо / (s) = 
= / (6 (s))- При цьому функціонали Rin і /?(2) перетворяться таким 
чином: 

R{1) (/) = Д(1) (/) - [/ (0,5) - / (-0,6)]/(2ft) - f (0)/(2ft), 

tf<2> (f) = tf(2) (0 = [/(0,5) - 2/(0) + / ( - 0,5)1/Ä» - r (0)/(4А2). 
В силу теореми вкладення маємо 

I </) I < 1 / I U < " А " ' ІЛЦ ( £ ) < Ж / Г ' | | / | | r | ( £ ) , 

I *<2> (/j I < MA"21 f < Mh~2 II / lws{Ei < Af A - 2 1 , 

що означає обмеженість лінійних функціоналів R{{) і R{2) у просторах 
W% і Wt відповідно. 
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Покажемо, що функціонал /?(1) перетворюється на нуль у много-
членах до другого степеня включно. Для цього досить переконатися,, 
що він перетворюється на нуль у многочленах 1, s, s2. Маємо 

/?(1) (1) = [1 - 1]/(2А) - 0/(2/і) = 0, R(l) (s) = [0,5 - ( - 0,5)]/(2ft) -

— 1/(2А) = 0, R(l) (s<2>) = [(0,5)2 — (— 0,5)2]/(2ft) — 2 . 0/(2ft) = 0. 
Аналогічно переконуємося, що лінійний функціонал /?(2) перетворюєть-
ся на нуль у многочленах до третього степеня включно. Тому в силу 
леми Брембла — Гільберта маємо 

\R&(f)\<MMh-2\}\wtfE), 

де сталі Af, M не залежать від ft і /. Переходячи до змінної з цих 
оцінок дістаємо твердження теореми. На практиці конкретні формули 
чисельного диференціювання можна будувати також іншим способом. 
Нехай, наприклад, потрібно обчислити похідну / ' (х) в точці хІУ знаю-
чи значення функції f (x) у точках хь Х(+і = xt + h, x w = х{ + 
+ 2ft = ХІ+і + ft. Для цього будуємо інтерполяційний многочлен за 
точками хь ХІ+і, X/+2 (запишемо його в формі Лагранжа): 

(X — X : і і ) (X — X/_і_о) 

c U C A - w + î { X i + ù x 

x ( * - * t ) (*-*«+«) + / ( * , . 2) { x ~ x t ) (*~~*'+l> = 
— X.) (*i+1 — *i+2) (*i+2 — Xt) — ДС,+1) 

-їм -
- ? ( » + . ) " - ' Т ^ ' 1 + / ( *+ , ) " - ^ - w , ( 2 9 > 

Функцію f (x) можна подати y вигляді 

/(*)=*(*; f ) + R(x; /), (24> 
де 

R(x\ f ) = (* - Xi) (x — *t+i) (x - Xi+2), 3! 

S ^ S W É U / I » y% 1» Уі = niin(xf x<t x l + i f xt+2), (26) 
y2 = шах (x; 

Продиференціюємо рівність (24) і покладемо x = xt: 
Г{Хі)^Р'2(ХІ\ /) + /?'(*<; /). (26) 
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де з урахуванням (23), (25) маємо 

- 3 / ( х < ) + 4 / ( д г ж ) - / ( ^ + г ) 
"" 2 h 

R' (Хй Л = [ f ' V J è ) g; (X - x,) (x - Xt+i) (X - xl+2) + 

Sm (D 
+ "Si — *'+') (* — + (* — xt) (x — X1+2) + 

+ (X - Xt) (x - = 2 - Q É L Ä«. Таким чином, 

г ( * , ) = + + 0 ( f t 2 ) ( 2 7 ) 

Аналогічно за допомогою інтерполяційного многочлена за вузлами 
xh xt-i = ХІ — A, Xi—2 = Xi — 2h можна знайти формулу 

r M - + w w 
Так само можна будувати формули різного порядку точності для ін-
ших похідних за різними конфігураціями вузлів. Як показує доведен-
ня теореми 2, зменшення гладкості функції веде до зменшення по-
рядку точності формул чисельного диференціювання. 

В п р а в а 3. За допомогою леми Брембла — Гільберта оцінити похибку од-
носторонніх формул ДЛЯ обчислення першої ПОХІДНОЇ В припущенні, ЩО f (*) Є Ф)' 

2.9.2. Обчислювальна похибка формул чисельного диференціюван-
ня. При використанні формул чисельиого диференціювання доводі ться 
віднімати близькі значення функції, іцо приводить до знищення 
перших значущих цифр і, як наслідок, до втрати частини достовірних 
знаків результату. Розглянемо, як веде себе похибка чисельного дифе-
ренціювання, коли значення функції відомі не точні, а з похибкою 
àf(x). 

Як випливає з попереднього, при використанні інтерполяційного 
многочлена для знаходження k-'i похідної функції / (х). дістаємо фор-
мулу виду (на рівномірній сітці з кроком h) 

Щ 
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причому Cq (x) = О (1). Якщо 
формула має порядок точності 
Р> ТО 

Rik) (х)ъс(х) h\ 
і цей залишковий член ви-
значає похибку методу. Оче-
видно, що мажоранта неусув-
ної похибки rlk) (JC) за ра-
хунок наближеного задания 
функції / (х) має вигляд 

г(к) 

Ak) 
- в / г * 2 1 с. 

і необмежено зростає при 
h 0 (фактично ж неусувна 
похибка r(k) (х) нерегулярно 
залежить від величини кроку, 
осциллюючи в межах, що ви-
значаються мажорантою, рис. 

Рис. 16 

16). Повна похибка мажоруеться 
сумою R{ + r{k) і оптимальний крок відповідає її мінімуму. Не-
важко знайти, що 

(Г<*> + = _ ш - * - 1 2 К І + РЬГхС = ИГ1 x 
Q 

К (в) = [kb SIС Я \/(pc)y(p+k) = О ( Ô , / ( p + \ 

min (*<*> + Л = ^ [ 1 + (ÔV c j Гц^с-1 J = 

Як бачимо, мінімальна похибка тим менша, чим менші похибка вхід-
них даних Ô, порядок похідної k і чим більший порядок точності форму-
ли р. Із наведеного аналізу випливає також важливий практичний 
висновок: при 0 можна дістати як завгодно високу точність 
результату, якщо крок сітки h прямує до нуля, залишаючись не мен-
шим за h0 (ô); якщо ж припустити h < Л0 (ôj, то результат гранично-
го переходу може бути неправильним. Вказаний спосіб вибору кроку 
А > А0 (6) є деякою регуляцією диференціювання, яка називається 
регуляцією за кроком сітки. 
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2.10. Апостеріорні оцінки похибки 

2.10.1. Метод Рунге — Ромберга. Загальна ідея мётоду така: маємо 
деяку наближену формулу £ (де, А) для обчислення величини z (де) 
за її значеннями на рівномірній сітці з кроком А, а залишковий член 
цієї формули 

* M - С (де, А) = ф (x) hp + 0 (Ар_н). (1) 
Наприклад, г (де) = / ' (де), / W — задана функція 

&], А) = (/ (x + A) — / (де — h))/(2h) = /о (x), 

г (x) - С (x. Л) = Г W - / ; (x) = - /(3) W - Ж ©• 

? Є [x — A, x + AI. Тут р = 2. Якщо скористатися тією самою набли-
женою формулою для обчислення значення г в точці де, але використо-
вуючи сітку з кроком гА, дістанемо 

2 (X) - £ (*, гЛ) = ф (X) (гЛ)' + О ((rh)p+l) = 
= ар (л:) (rftf + О (Л^ 0 ) . (2) 

Віднявши (і) від (2), дістанемо ' першу формулу Рунге для оцінки 
похибки 

/ ?«г | ) (Л)Л р = ГН) + О (Ар+1). (3) 

Перший доданок у (3) є головним членом похибки, тобто розрахунок 
на другій сітці дає змогу оцінити похибки на першій сітці з точністю 
до членів вищого порядку. Виключаючи за допомогою (3) величину 

(x) hp з (1) дістанемо другу формулу Рунге 

z{x) = l(x, h) + U ' , h)-Ux, rh) + 0(ftp+1)> ( 4 ) 

яка дає результат з вищим порядком точності, ніж (1). Іноді уточнення 
результату за формулою (4) називають уточненням за Річардсоном. 
Розглянемо приклади застосування описаного вище процесу для під-
вищення точності в задачі диференціювання. 

Приклад 1. Нехай функція у (х) = lg х задана таблицею 
* І y = lgx 

1 0,000 
2 0,301 
3 0,478 
4 0,602 
5 0,699 

Обчислити у' (3), 
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Р о з в ' я з а н н я . Скориставшись формулою (13) (п. 2.9) при h = 1 дістанемо 
У' (3) = [у (4) — у (2)]/2 « 0,151. 

Збільшуючи крок вдвічі (г = 2), дістанемо 
у' (3) = [у (5) — у (DJ/2 • 2 w 0,175. 

За формулою (3) при р = 2 
у' ( 3 )«0 , І43 , 

що лише на 2 % відрізняється від шуканого значення tf (3) = 0,145. 
Приклад 2. За допомогою методу Рун ге вивести формулу чисельного диферен-

ціювання (2.9.16) порядку О (А4) з формули (13) (п. 2.9) більш низького порядку 
О (Л*). 

Р о з в ' я з а н н я . Маємо 

/з/2 (W « (/2 - fl) % fw (3h) « ( f s - f0)/(3A). 
Порядок точності цих формул р — 2, а коефіцієнт збільшення кроку r = 3, тому 
уточнення за методом Рунге дає формулу (2.9.16) 

h n « '3/2 (« + 4 " ^3/2 <« - /з/2 tfWl = "2ЇГ Л - 27/І + 27/2 - /,). 
Як бачимо, для обчислення результату більш високого порядку точності не обов'яз-
ково використовувати безпосередньо формули високого порядку точності; можна 
виконати обчислення за простими формулами низької точності на різних сітках і по-
тім уточнити результат за методом Рунге. Такий спосіб має перевагу ще й тому, ща 
Величина поправки (3) дає апостеріорну оцінку точності. 

Метол Рунге узагальнюється на довільну кількість сіток. 
Приклад 3. За допомогою розвинення в ряд Тейлора для функції 

f (x) Ç С2"1"4"3 [* — fl, x + а] і І h К а дістаємо 
*(*)-£(*. h)=*f'(x)-f0 (*)=*і(*)Л« + ф«(*)Л4+ ••• + 

X 

+ Фт W А2"1 + Л2т+Чп+1 <*. h). ф* W = (*)/(2Ä+ 1)! 

(*, h) = ф т + 1 (*) + О (1), k — Т7~яГ+~І. (б) 
Приклад 4. Для односторонньої різницевої похідної / * М = ( f ( * + Ä ) — 

—/(*))/А== С (*, А) при '/ (де) £ С™4"3 [*, x -f- а]х, 1 h К а маємо 
г (x) —С f*. А) s / ' (*) - fx (*> = (*) h + (*) A2 + h 

+ 4>m (*) hm -f Л т + І ( * Л + 1 W + О (1)), (*) = - (*)/(* + 1)!, 

k = 0, m -f 1. (б'> 

Нехай розрахунки виконано на q різних сітках hj, 1 
Тоді із залишкового члена (5) можна вилучити q — 1 складових. Для 
цього перепишемо (5) у вигляді 

Р+Я-2 
г(х)- 2 t|>m (x) h? = £ (x, Л,) + О ( А ^ " 1 ) , h3 < Л, 1 < / < 

т=р 
( 5 " > 
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Це система лінійних рівнянь відносно величин г {х) і \|?m (x), m = 
= p, р -Ь 1, p + q — 2. Використавши формули Крамера, діста-
немо уточнений розв'язок за формулою Ромберга: 

*(*) = А —і 

К) л? ftf+'... hl+«-2 

£(*, h,) h* hp+l . 
де 

д = 

(вважаємо, що Л Ф 0). 

1 h\ Л?+1 . 
P' 
2 1 h% hpo+] . 

1 

. hp+«~2 

+ О (Нр+"~\ (6) 

к к + х 

Дя формула виражає г (-v) через обчислені 
з точністю до О (h?) величини Ç (де, ft,) з більш високою точністю 
О (Ар+,_1) (тобто розрахунок на кожній новій сітці дає змогу підви-
щити порядок точності на одиницю). Розкладаючи визначник за пер-
шим стовпчиком, формулу для г (х) можна записати також у вигляді 

*(*)= 2 Є (x, ht) LtA (0) + О (h"*-1), 
і = І 

де 

Li.я (h) = А 

1 к . hp-1 

-Функції LI,9 (ft) мають, очевидно, такі дві властивості: 
а) Li „ (hj) = Ьц, Ьц — символ Кронекера; 
б) Lt[q (h) = осі0 + « I V + а ^ 1 + ... + ( а * / ' — дійсні 

коефіцієнти), тобто Li.g (h.) є многочленами від h. Тому функція 

P(h)e=P(h: 0= І ) £(*, ht) L(,„ (h) sa 
t=і 

( 7 ) 
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€ Інтерполюючою функцією ДЛЯ £ (X, А) (ßi — дійсні коефіцієнти), 
а величина 

є значенням цієї функції при А = 0, причому А = 0 не належить 
найменшому інтервалу / [А^ Л2, ..., Ад], що охоплює всі точки Alf 
Аа, hq. З цієї причини у випадку методу Рунге — Ромберга говорять 
також про екстраполяцію. Вживають також терміни «екстраполяція 
за Річардсоном», «екстраполяція до нуля», «екстраполяція дэ кроку 
нуль». 

Оскільки система функцій <р0 (А) = 1, <рх (А) = Ар, ..., (h) = 
= Арч~а~2 не при всіх р і не на довільному інтервалі буде системою 
Чебишева, то інтерполяційна функція (7) існує не для будь-якої по-
слідовності hît ..., hq. Але для послідовностей, які найчастіше зустрі-
чаються на практиці, а саме: a) hly h2 = ahu А3 = аЛ2 = aaAlt ... 
(послідовність Рунге — Ромберга); б) hu Л2 = А/2, А3 = Л^З, ... можна 
довести, що А Ф 0, і тим самим існування многочлена Р (х) гаран-
тується. 

Зауваження. 1. Формула Рунге — Ромберга має ту перевагу, 
що вона може бути застосована для довільних кроків h j та числа сі-
>ок q (за умови А Ф 0). Недоліком її є те, що потрібно розв'язувати 
систему лінійних алгебраїчних рівнянь і в проміжних розрахунках 
не контролюється точність. 

2. Метод Ромберга можна застосувати не лише для розвинення 
вигляду 

Z(x) — t.(xfh)= 2 tm(*)<Pm(ty 

з функціями ф т (А) = ААЧ'т, як в (5), але й для довільних функцій 
<Рт (А), Фт (0) = 0. Коли ф т (А) = ftvtm+i) (у == const), що часто зустрі-
чається на практиці, тоді інтерполяційний многочлен Р (А) має ви-
гляд 

P (h) = Р (s) = ß0 + Pxs + ß2s2 + . . . 

s = hy 

і може бути обчислений в точці s = 0 (А = 0) за допомогою, напри-
клад, алгоритму Ньютона без розв'язування системи (5"). 

3. Якщо сітки такі, що h j =гА/_і = . . . = г'—!А1э тобто згущен-
ня їх відбувається в одну і ту саму кількість разів, то зручніше за-
стосувати рекурентно ме год Рунге. Це робиться таким чином. Спочат-
ку на кожній парі сіток (Ах, А2), (А2, А3),..., (А^і, hq) методом Рунге 
вилучають головний член похибки tyç (x)hp. Уточнені значення таким 
чином групуються в пари і далі вилучається похибка наступного 
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порядку О (Лр+1). Всього можна виконати q — 1 уточнень. При кож-
ному уточненні за формулою (3) обчислюється апостеріорна оцінка 
точності. 

4. Якщо формула для обчислення Ç (x, А) має симетричний ви-
гляд, то на рівномірній сітці часто всі непарні члени ряду (б) пере-
творюються на нуль (див. приклад 3). В такій ситуації користувати-
ся формулою (6) невигідно. Слід залишити в сумі (5) члени \|)р Ар, 
M>pW*P+2, Я|)р+4/іР+4, ... і відповідно змінити формулу Ромберга. Те 
саме стосується і рекурентної процедури Рунге — при черговому 
вилученні порядок точності підвищується на 2, а не на 1. 

5. Число членів суми (5) зв'язане з кількістю неперервних по-
хідних у функції, дл^ якої обчислюються г (x) і £ (x, А) (див. приклади 
4, 5). Для не досить.гладких функцій недоцільно брати велике число 
сіток для уточнення. Практично навіть для гладких функцій вико-
ристовують не більше 3—5 сіток, причому, як правило, беруть від-
ношення r кроків сіток рівним 2. 

6. Метод Рунге — Ромберга можна застосувати лише тоді, коли 
вірно (5), причому коефіцієнти \|)m (ле) однакові для всіх сіток. Для 
формул чисельного диференціювання ці коефіцієнти залежать від 
положення вузлів сітки. Але якщо вибрані конфігурації вузлів на 
всіх сітках подібні відносно точки х, то залежність від вузлів одна-
кова. У такому разі метод Рунге — Ромберга можна застосувати, в 
інших же випадках його застосувати неможливо. Тому при чисельно-
му диференціюванні метод Рунге — Ромберга застосовується лише 
для знаходження похідних у вузлах або в середніх точках інтервалів 
рівномірних і на деяких «близьких» до них сіток. Це так звані квазі-
рівномірні сітки, які добирають так, щоб «найкращим чином» пере-
дати поведінку конкретної функції. Сітка (в змінних x) називається 
квазірівномірною, якщо існує двічі неперервно диференційовна функ-
ція x = І (/), яка переводить відрізок 0 ^ / ^ 1 у відрізок а ^ 
< 6 так, що кожній сітці х(Г відповідає рівномірна сітка 
fl** = UN, причому на цьому відрізку g' (/) > е > 0, a (/) обме-
жена. Якщо ці умови виконано, то крок сітки Af ^ І ' (t^/N, а різ-
ниця двох сусідніх кроків ht — « (/*)/iV2, тобто при знач-
ній кількості вузлів різниця сусідніх кроків є величина порядку 
О (А2) і сусідні інтервали майже рівні (хоча відношення довжин дале-
ких один від одного інтервалів hjhj яз Ç' (/*)/£' (t;) може бути великим). 

2.10.2. Процес Ейткена. Метод розрахунків на декількох сітках 
застосовується для підвищення порядку точності і в тому випадку, 
коли невідомий порядок головного члена похибки, і носить назву 
процесу Ейткена. Нехай 

z(x)-Z(x,h) = yp(x)hp + yq{x)hq + q>p9 

але р — невідоме. 
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Проводяться обчислення на трьох сітках з кроками hx = А, /ц = 
= рА, А3 = р2Л (0 < р < 1). Нехтуючи членами порядку О (h9), 
дістаємо 

Л = І(х, * і ) -С(* . M _ = Ї - Р р
 = /J_y> 

С ( * , Л І ) - С ( * , Л А ) ~ ÄJ — Р Р ( 1 - Р Р ) ' \ Р / 

Звідси знаходимо 
in Л 

Р ~ 1п(1/р) • 
Далі можна скористатися вже відомим методом Рунге, який можна 
трактувати таким чином. Утворимо комбінацію £ (х, А) = 
ЛІ) + 0 — о) g (*, А2) І виберемо о так, щоб oAf + (1 — о) А% = 
= (о + (1 — о) рр) hp = 0. Дістанемо о = рр/(рр — 1) = 1/(1 — А), 
причому \ (.x, А) — г (х) = О (А*). 

Г Л А В А З 
НАБЛИЖЕННЯ ФУНКЦІЙ В ЛІНІЙНИХ 
НОРМОВАНИХ ПРОСТОРАХ 

3.1. Класифікація методів наближення функцій 

Задача наближення функцій часто зустрічається на практиці. 
При цьому вимоги до якості наближення і відповідно методи набли-
ження функцій можуть бути дуже різними. За принципами наближень 

Рис, 17 
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і методами побудови цих наближень можна дати таку класифікацію 
методів, яка не може претендувати на повноту і носить частково су-
б'єктивний характер (рис. 17). 

Зауважимо, що, як показує нерівність Лебега, інтерполяційний 
многочлен мржна розглядати як деяке наближення (при виборі вуз-
лів у нулях многочлена Чебишева), близьке до найкращого для за-
даної функції в просторі С [а, Ь]. Теорема 8 (п. 2.4) показує, що 
інтерполяційний многочлен можна розглядати як наближення до зада-
ної функції / (JC) І В просторі L},Р [а, Ь]. Як ми побачимо далі, інтер-
поляційний многочлен за певних умов можна розглядати і як много-
член найкращого дискретного середньоквадратичного наближення. 
Але історично Задача інтерполювання не ставилась спочатку як 
задача наближення в нормованому просторі. Крім того, певна специ-
фіка інтерполювання дозволяє виділити цей спосіб наближення ок-
ремо. 

3.2. Постановка задачі. Наближення функцій 
в лінійному нормованому просторі. Умови існування 
і сдиності елемента найкращого наближення 

Нехай R — лінійний нормований простір функцій і / ç R. Нехай 
ФІ Ç * = 0, пу— лінійно незалежні функції, a M — лінійний під-
простір узагальнених многочленів 

Ф = (О 
0 

s дійсними коефіцієнтами ct. 
Числова множина 

Д ( / , Ф ) Н і / - Ф Ц , (2) 
де / — фіксований елемент з /?, Ф £ М, обмежена знизу нулем. Тому 
існує число А (/) таке, що 

А ( / ) = inf Д(/, Ф). (3) 
Ф € М 

Виникає запитання: чи існує елемент Ф0 £ M такий, що 

Л ( / ) Н | / - Ф , | | ? (4) 

Будь-який елемент Ф0, для якого виконується (4), називатимемо 
елементом найкращого наближення для f у підпросторі M нормовано-
го простору R або проекцією f на М. 

3.2.1. Теорема існування. Відповідь на поставлене вище запи-
тання дає така теорема. 

Теорема 1. Для будь-якого елемента f £ R є M існує елемент най-
кращого наближення, причому множина таких елементів опукла. 
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Д о в е д е н н я . З нерівностей 

/ - £ < 4 4 1 -
о 

f - Z c T v , 
і==0 

II f=0 І і=*0 
випливає, що 

F (со 0 = | / — 

є неперервною функцією аргументів сі при будь-якому / ç R. Нехай 
/ Л \1/2 

= ( S — евклідова норма вектора с = (с0, .... сп). Функ-

ція 
Fq(CО> О = I S с Л І 

IU=o 
^ —> 

також неперервна на одиничній сфері | с | = 1 і тому в деякій її точці 
(с0, си . . . , сп) досягає своєї нижньої грані F (по сфері). Оскільки рів-
ність F = J с0ф0 -f спфп І = 0 суперечить лінійній незалежнос-

~ —+ 

ті елементів фь то F Ф 0. Для будь-якого с = (с0, ..., сп) Ф ( 0 , 0 , . . . 
0) справедлива оцінка 

(5) 
\іс J |с | |У 

Нехай у > 2 \ f l . Функція F(c e , О неперервна в замкненій 
F 

кулі І с К y і т°мУ в Деякій її точці (со\ <?п0)) досягає своєї ниж-
ньої грані причому F* < F (0, 0, . . . , 0) = \ f \ . Зовні цієї кулі 
в силу (5) 

F(c0, cn)>ll<VP0 + 4-^пФпІІ—1/11 = 

= с •Фо 
И II І Н 

Таким чином, 

F(c0, . . . , cn)>F* = f(40), . . . . <g>)Vc9 

і першу частину теореми доведено. 
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Якщо 

= Фо = 5 > < Ф | і=0 із*о 
є елементами найкращого наближення, то 

| / - Ф . І - І / - Ф в | - д < / ) 

І у випадку А (/) = 0 маємо Ф0 = Ф0 = /. Якщо ж А (/) > 0, то 
нехай m — точка відрізка, що сполучає елементи Ф0 та Ф0, тобто 

m = аФ0 + ЬФ0, а, a+b = 1, 
тоді 

A ( D < l / - m | - | e ( f - ® e ) + 6 ( f - é e ) | < 

отже, P / — m || = А (/), тобто m є елементом найкращого наближен-
ня. Це і означає опуклість множини многочленів найкращого набли-
ження. Теорему доведено. 

Наведемо приклад, який показує, що елемент найкращого набли-
ження в нормованому просторі може бути не єдиним (навіть у скін-
ченновимірному випадку). 

Приклад. У просторі /}2) двовимірних векторів * = , £а) з нормою 1*11 = 
= І І + І І візьмемо елемент Х0 = (1, —1) І ОДНОВИМІрНИЙ підпростір МХ з базис-
ним вектором е = (1, 1), тобто M t = [ае : a Ç R1}. Неважко помітити, що 

А (*0) = inf J *0 — а* II = inf ( |1 — а І + 11 + а | ) = 2 , 
a£R* «ЄЯ1 

і це значення досягається при a Ç [—1, 1]. Отже, в даному випадку маємо нескінченну 
множину елементів найкращого наближення Ф0 = ае, а £ [—1, 1], для елемента 
*о=(1, - D -

3.2.2. Достатня умова единості елемента найкращого наближен-
ня. Розглянемо питання про умови єдиності елемента найкращого на-
ближення. Одну з достгтніх умов дає наступна теорема. 

Теорема 2. Якщо простір R строго нормований, то елемент най-
кращого наближення єдиний. 

Д о в е д е н н я . Припустимо від супротивного, що існують два 
елементи f2 такі, що 

Очевидно, А Ф 0, бо інакше fx = / = В силу того що множина елементів найкращого наближення опукла, елемент (f t -Ь/а)/2 
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також е елементом найкращого наближення і 

ДШ 

f f f f 
Оскільки простір R строго нормований, то 2

; і = а . Якщо 
а = 1, то Д = / 2 і дістанемо суперечність. 

1 ос Якщо ж а 1, то / = j а /і /а Є ЛІ, тому Д (/) = 0, 

що знову приводить до суперечності /і = /2 = /. 
Теорему доведено. 

( І ' 

В п р а в а 1. Довести, що будь-який простір із скалярним добутком є строго 
нормованим. 

В п р а в а 2. Довести, що простір Lp[ 0, 1] з нормою || / ||L [оі] = 

І У /Р Р 

І f fdx І строго нормований при 1 < р < оо. 
\ô / 

В к а з і в к а . Розглянути умови, за яких досягається знак рівності в нерівності 
МінКовського (див. також п. 3.10). 

В п р а в а 3. Довести, що простори Ьг [0, 1] і С [0, 1] не є строго нормованими. 
В к а з і в к а . У просторі С [а, Ь] розглянути функції fx (x) = (х — а) (Ь —- х) 

(Ь—а)2 х — а і /2 W = — 4 s i n я ь — а' ^ ПР0СТ0Р* і] розглянути функції fx (х) = 1 і 
f2 (де) = 2х, для яких II/х + /2 HL, = II fi HL, + И/2 IIL,» АЛЕ /І» /2 лінійно незалежні. 

3.2.3. Характеристика елемента найкращого наближення в прос-
торі із скалярним добутком. Побудова елементів найкращого набли-
ження грунтується на теоремах, які встановлюють ті властивості цих 
елементів, якими вони відрізняються від усіх інших. Такі властивості 
і алгоритми, які на них грунтуються, є особливо простими у випад-
ку просторів із скалярним добутком. 

Нехай M — лінійний підпростір простору із скалярним добутком 
// , f ç Я. Розглянемо властивості, які має елемент h0 Ç M такий, що 

1 / - A 0 | = inf I f - h l 
h€M 

Де 1 / 1 = (/> /)1/2 (символ (,) позначає скалярний добуток в Я). 
Теорема 3. Нехай в M існує елемент h0 найкращого наближення для 

/. Тоді різниця f — А0 ортогональна до всіх елементів підпростору М. 
Д о в е д е н н я . Припустимо, що Нг £ М, для якого (/ — А0, 

/ц) = а Ф 0. Оскільки h j \ h x | Ç Ж, то можна вважати | hv || = 1. 
Розглянемо елемент А2 = п0 + аАх ç M. Маємо 

І/ —А»г = / _ А 0 - а / і 1 ) = ( / - А 0 , / — /г0) — 

— а (Älf / - h0) - а (f - ft0, hx) + a2 (hv ht). 
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Оскільки (hu f — ft0) = (/ — A0, hx) = a , то з попередньої рівності 
дістаємо 

il f - ht f = Il / - К p •- a ' - a ' + a 2 - || / - h0 f - a » < | / - h0 f , 
а це суперечить твердженню про те, що А0 — елемент найкращого 
наближення. 

Теорема 4. ЯкщоИ0 £ М} (/ — A0, А) = 0 для будь-якого h, £ М, то 
А0 — елемент найкращого наближення. 

Д о в е д е н н я . Для довільного A ç M маємо 
І/—А||2 = (/ —А0 + А0—А, / — Л0 + Л0 — А) = (/ — Л0, + 

+ (А0 — А, / — А0) + (/ — Л0, А0 — A) -f (А0 — А, А0 — А). 
Оскільки А0 — A ç УИ, то другий і третій доданки в силу умов теореми 
перетворюються на нуль і дістаємо 

1 / - Л Ц 2 = | | / - А 0 | р + 1А-А 0 | р . (6) 
Отже, І / — h jj2 > ] / — А01)2 при h Ф h0 і теорему доведено. 

Оскільки простір із скалярним добутком строго нормований, то 
існування і единість елемента найкращого наближення вигляду Ф = п 
= 2 Сгфї випливає з теорем 1 і 2. Більш коротке доведення единості 1=0 
для просторів із скалярним добутком можна дістати і з теорем 3 і 4з 
якщо А0 — елемент найкращого наближення, то (/ — А0, А) = 0 для 
будь-якого A ç M і тоді відповідно до (6), будь-який елемент А Ф А0, 
А £ M не є елементом найкращого наближення. 

3.3. Побудова елемента найкращого наближення 
в просторі із скалярним добутком 

Нехай <pf, і = 0, /і,— система лінійно незалежних елементів. 
п 

Лінійні комбінації 2 з дійсними коефіцієнтами утворюють лі-
/==о п 

нійний підпростір М, причому якщо елемент ф(я) s ф = 2 
1 = 0 

є елементом найкращого наближення, то в силу теореми 3 (п. 2.3) 
попереднього параграфа 

- S «VP*. Ф/j = 0, j = 0Г7І. (1) 

Оскільки елемент найкращого наближення існує, то система лінійних 
алгебраїчних рівнянь (1) відносно аІУ і = 0, п, має розв'язок. Пока-
жемо тепер, що коли аи і = 0, п>— розв'язок системи (1), то елемент 

п 
Ф = 2 ^фі є єдиним елементом найкращого наближення. 

х = 0 
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Дійсно, нехай систему (1) розв'язано. Тоді 

І / — 2 аМі> 2 с М і ) = 0 V°І> ' = 

\ г=0 і=0 ) 
або, що те саме, 

Л ) = ° V A ç M . 
п 

В силу теореми 4 (п. 3.2) такий елемент ф = 2 е елементом най-
о 

кращого наближення. Припустимо, що (1) має розв'язок (60, 6 J , 
п 

відмінний від (а0> аъ ..., ап). Тоді елемент q = 2 ^ІФІ також є еле-
і=0 

ментом найкращого наближення і в силу єдиності останнього 2я*ф* = 
= S Припущення, що at Ф bt при деякому і суперечить ліній-
ній незалежності елементів фі і ми дійдемо суперечності. 

Таким чином, ми показали, що у випадку простору із скалярним 
добутком задача побудови елемента найкращого наближення ф = п 
= 2 і зводиться до розв'язування системи лінійних алгебраїч-

н о 
них рівнянь (1), яку можна переписати у вигляді 

п 
2 а>і (Фі, Фі) = (/\ фД j = 0, п. (2) 
/=о 

Як ми вже довели, ця система невироджена, тобто має єдиний роз-
в'язок. Матриця системи (2) G (ф0, фп) = [(фь ф;)К,/=і називається 
матрицею Грама системи елементів cph і = 0 , п. 

В п р а в а . Довести, що G (<р0, ..., <рп) > 0, причому G (<р0, q>lf <рп) = 0 тоді 
і лише тоді, коли фо, ..., фд лінійно залежні. Довести нерівність 

б (Фо. . • - , Фп+і) < G (Фо. • • . . <Рп) (Ф/І+1, Фп+і)-

Якщо елементи (ft утворюють ортонормовану систему, тобто 

(ФІ» Ф/) = Ô/,/, б и = | ^ І ^ j ' 

— символ Кронекера, то система (2) спрощується: 

Я/ = (А Ф/)• І = бГп- (3) 
Тоді найкраще наближене записується у вигляді 

п 
Ф - £ (І, Ф«) Ф<• (4) 

t-Ul 
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Нехай ф — найкраще наближення для /. Тоді за теоремою З 
(п. 3.2) маємо (f — ф, h) = О V h ç M і, підставляючи в формулу (6) 
А0 = ф, h = 0, дістаємо 

І / Г - І / - Ф І Г + І Ф Г 
Для ортонормованої системи ф ь і = 0, п далі маємо 

д8(/) = l l / - < p f = П Л І 2 - і ф Г = ( Л / ) -

- f i «іФі, 2 = ( / ' / ) - S = 
V—0 1=0 1 f,/—0 

= ( / . / ) — І ; а? = (/. /) — S IV« Фі> Iа- (5) 
f=0 о 

Оскільки f f — Ф р > 0, то звідси дістаємо нерівність Бееселя 

(ї,п>£ і(/,Ф«)І2. (6) 
і=0 

Зауважимо, що коли вихідні елементи не утворюють ортонормовану 
систему, то їх можна ортогоналізувати за допомогою відомого в ліній-
ній алгебрі процесу Шмідта. 

Хоча матриця системи (2) невироджена, вона може мати дуже по-
гані обчислювальні властивості. Розглянемо як приклад випадок про-
стору із скалярним добутком L2 [0, Ц і систему функцій ф4 (х) = х1

9 
і = 0, п. Тоді 

r П 1 
at, = <Ф„ Ф/) = [ x<+ldx = = Т Т Г Г Г 

ö 1 

і матриця системи (2) має вигляд 

« « . - ( - г п т г - L , m 
1 називається матрицею Гільберта, про її погану обумовленість ми вже 
зазначали у п. 1:2 6. Наприклад, condооН е~ 1,5 • 107. Це означає, 
що, вибравши базис ф* (x) = jt', зіткнемося із значними труднощами 
при розв'язуванні системи (2) на ЕОМ при великих п. Погані «обчис-
лювальні» властивості такої системи функцій пов'язані з її «перепов-
неністю», про яку говорить така теорема Мюнца. 

Теорема. Для того щоб система функцій 1, {xnJ} (0 < пг < п2 < 
< ...) була повною в С [0, 1], необхідно і достатньо, щоб розбігався ряд 
оо 

2 n j . 
/ = 1 

З теореми Мюнца випливає, що видаливши з системи {x'JJLo не-
скінченну кількість членів, дістаємо повну в С [0, 1] систему (нагада-
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емо, що система функцій повна в нормованому просторі, якщо її зами-
кання збігається з усім простором). 

Наприклад, можна залишити лише функції 1,х2, ..., хр, . . . , в яких 
показник — просте число або нуль. Оскільки ряд 2р~ ] розбігається, 
то ця система буде повною. У той самий час в ній залишилася лише 
мізерна кількість членів вихідної послідовності, бо на відрізку [1, п] 
містяться прості числа порядку п/\пп. Грубо кажучи, в системі 
є багато «майже лінійно залежних» елементів (до речі, це добре видно 
на графіках функцій х1

у і = 0, 1, ...), що і призводить до поганих 
обчислювальних властивостей. 

3.4. Приклад найкращого наближення в просторі 
із скалярним добутком — середньоквадратичне 
наближення функцій алгебраїчними 
многочленами (неперервний випадок) 

Розглянемо простір неперервних дійсних функцій /я,? [а, 6] із ска-
лярним добутком 

( î , g ) = lp(t)f(t)g(t)dt, (1) 
\ а 

де p (x) > 0 на [а, Ы, причому р (х) = 0 не більш ніж на множині 
міри нуль (як зазначалося раніше, простір L%{i [a, b] не є гільберто-
вим, бо він неповний). 

Зауважимо, що результати п. 3.3 про найкращі наближення пра-
вильні для будь-яких просторів із скалярним добутком. Але для завер-
шеності теорії в тому розумінні, щоб існувала границя lim <p(rt) = /, 

П-+00 
де ф(") — найкраще наближення для підпростору M розмірності /і, 
вимога, щоб простір був гільбертовим, є вирішальною (див. 3.8). 

Простір Z,2,p [a, b] можна поповнити, якщо за його елементи брати 
не окремі неперервні функції, а класи функцій, які відрізняються на 
множині міри нуль, або ж класи фундаментальних (в нормі L2fP [а, Ь]) 
еквівалентних ( { x j ~ {хп}, якщо || хп — хп j' 0, п оо) послідов-
ностей неперервних функцій (див. п. 1.3.2)* Якщо класи, які містять 

•S А 

послідовності {хп} і {уп}, позначити через X і у відповідно, то 
b b 

(*. У) = f P (t) x (t) y (t) dt ^ lim f p (t) xn (t) yn (t) dt. (2) 
•J rt-»oo J a a 

Такий простір із скалярним добутком (2) є повним, тобто гільбертовим, 
і позначається L2|P (а, Ь). 
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Найкращі наближення Ф0 у просторах L2.р [a, b] або L2,p (a, ty 
називаються найкращими середньоквадратичними наближеннями, або 
наближеннями за методом найменших квадратів. Величина Д (Д Ф0) 
в цьому разі називається середньоквадратичним відхиленням Ф 0 
від /. 

Виберемо за M лінійну оболонку, натягнуту на лінійно незалеж-
ну систему функцій 1, x, х2, ..., х". Відповідно з загальною теорією 3.3 
коефіцієнти многочлена найкращого середньоквадратичного наближен-

п 
НЯ р{п (х) = P® (х\ f) = S üiX1 є розв'язком системи лінійних алге-

і=0 
браїчних рівнянь 

£ (x™, x*) ak = (/, x"), m = ÜTn. (3) 

Однак, як відмічалося в попередньому параграфі, при великих n мат-
риця системи (3) має погані обчислювальні властивості (погано обумов-
лена), тому краще користуватися не системою функцій 1, х, х2, х", 
а ортогональною в Z,2,p [а, Ь] системою многочленів. Такі системи мно-
гочленів для деяких вагових функцій р (х) розглядалися в п. 1.6. 

3.5. Приклад найкращого наближення в просторі 
із скалярним добутком — дискретне 
середньоквадратичне наближення функцій. 
Многочлени Чебишева дискретного аргументу 

Нехай відомі значення деякої функції / (х) в дискретному наборі 
точок відрізка [a, b] : х0, хІ9 ..., хп . Якщо в лінійному просторі таких 
функцій дискретного аргументу, який позначимо ввести скаляр-
ний добуток за формулою 

M 
то він стане гільбертовим (як відомо з математичного аналізу, такий 
простір, як простір (п + 1)-вимірних векторів, є повним). Тому для 
нього справедливі всі результати п. 3.2, 3.3. 

Нехай функції неперервного аргументу <р0 (x), (pt (х), ..., <рт (х) 
утворюють систему Чебишева. Очевидно, що вектори {<р0 (x/)}?Äo, ... 
..., {qpm (ХІ)}?=О, m ^ я, є лінійно незалежними в Нп+\ і, таким чи-
ном, визначають в Нп+і підпростір Нт+\ розмірності m -f- 1, який 
можна також розглядати як множину векторів вигляду {ph (xf)}?= о, 

m 

де ph (x) = pm (x) = 2 ЯіФг (x) — узагальнений многочлен. Нехай век-
1 = 0 

тор Ф = (Ф0, ..., Фп) є найкращим наближенням для вектора 
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(*/)}?=о в Нт+1. За цим вектором Ф можна побудувати єдиний 
узагальнений многочлен ph (x) ph

m (x) sa ph
m (Xy f ) такий, що 

ph (xt) = Ф ь і = 0, п. Дійсно, якщо таких многочленів було б два, 
а саме P* (JC) І f f 1 (JC), ТО їхня різниця pfl — pf1 перетворювалася б на 
Ъуль в n -f 1 точці, і оскільки m < /і, то РН (JC) S (JC). При m = 
, = n многочлен ph (x) є інтерполяційним многочленом. Дійсно, при 
m = n підпростір Я т +і збігатиметься з усім простором і то-
д̂ у елементом найкращого наближення для вектора {/ (х*)}^^ Ç 1 
£ підпросторі #т+ і буде той самий вектор {/ (Xi)}(s=ô-n э Ф, а величина 
декретного середньоквадратичного наближення дорівнює нулю. Тому 
узагальнений многочлен РТ (JC; F) такий, що РТ (JC*; /) = Ф* і буде ін-
терІїоЗІяційним для функції f (л;). Якщо m < я, то говоритимемо, що 
узагальнений многочлен (JC) здійснює найкраще наближення функ-
ції / (х) за дискретним методом найменших квадратів. На практиці 
найчастіше потреба в такому наближенні виникає тоді, коли вигляд 
функції / (JC) невідомий, але її значення в деяких точках можна обчис-
лити (виміряти, спостерігати) і потрібно для неї знайти простий ана-
літичний вираз. Часто точки хи і = 0, п, (точки спостережень) перебу-
вають у розпорядженні дослідника і, крім того, для досягнення мети 
вЫ може розпоряджатися також вибором базисних функцій <pz- (JC) та 
їхнім числом m, прагнучи, зрозуміло, до мінімізації m. Коефіцієнти 

m 
ах такого многочлена рн (JC) = 2 ДІФІ M знаходять відповідно до за-

і=0 
гальної теорії (п. 3.2, 3.3), а саме, для коефіцієнтів at маємо систему 
лінійних алгебраїчних рівнянь 

S я ( Ф ь Фь) = (/» Ф*)> * = 0 , m f (2) 
{=0 

яка за допомогою позначень 
п п 

sjk = 2 Фа (*«>• г* = £ Рі/ (*«) Фл <3) 

записується у вигляді 
m 

2 a*sfk = rh> k =• 0, m. (4) 
/=о 

Оскільки вектори (ФУ (JC,)}?=O, І = 0, m, є лінійно незалежними (бо 
Фі W — система Чебишева), то визначник системи (4) є визначником 
Грама і не дорівнює нулю. Тому (4) має єдиний розв'язок. 

Якщо за базисну систему {фг- (JC)}, і = 0, m вибрати систему функ-
цій {Xі}, і = 0, m, то викладений вище метод має два недолікиї 1) для 
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знаходження коефіцієнтів узагальненого многочлена доводиться роз-
в'язувати систему m + 1 рівнянь із заповненою матрицею, яка має 
погані обчислювальні властивості (погано обумовлена); 2) якщо для 
деякого m многочлен побудований, то, збільшивши m, ми не зможемо 
використати результати виконаних розрахунків при визначенні 
ріп (.x) і змушені повторити всі обчислення. 

Цих недоліків можна позбутися, якщо знайти систему ортогональ-
них, у розумінні скалярного добутку (1), многочленів. Природно, що 
ця система залежатиме від розміщення вузлів і від вагової сіткової 
функції рг. Якщо ХІ = /, і = 0, п, РІ = 1, то така система многочле-
нів відома — це многднлени Чебишева дискретного аргументу, які 
визначаються формулою 

' " « » T ^ T / - 1 ) ' ^ * " ' ' ( 5> 

де m = 0, 1, ..., n, х№ = x (х — 1) ... (х — (/ — 1)) — так званий фак-
торіальний многочлен степеня /, = 1. Співвідношення ортогональ-
ності має вигляд 

n (О, \Фт, 
(Ршл, Рип) = £ Рт,п (І) Pf.n (0 = (/i + m+l)l . _ m (6) 

о I (2m + l ) (ft — m ) l ' 7 ~~ 

Многочлени Чебишева дискретного аргументу на сітці юл = {xt = 
= і : і = 0, п} задовольняють різницеве рівняння 

ІХ(П+ 1 - Х ) (P/tn (Х))-Х]х + / ( / + 1 )PLn (X) = 0 . ( 7 ) 

Ці многочлени пов'язані також рекурентним співвідношенням 

І y п \ р м о . - £ ± і _ Р /«л . п ( ( п + 0 a - m a ) р _ 
[ х 2~] Ґ т - п W T g (2m + 1) W І 2(2m+ 1) ґ гп- \ л -

= 0, (8) 
причому 

/)o,„W=l, Pïtn(x) = n — 2x, Р2.п(х) = п{п-1)-6пх+6х\ 
P3tn (x) = n (n — 1 ) (n — 2) — 2 (6/12 — 3n+2)x + 30nx2 — 20*s. (9) 
Зауваження. Іноді використовують ортогональні многочле-

ни Чебишева дискретного аргументу 

Рщ.п (х) = ———-— Рщ,п (Х)9 

які лише нормуючим множником відрізняються від многочленів (5). 
Для многочленів Рт п (х) очевидно змінюються і співвідношення 
(6) - (9). 
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Якщо вузли рівновіддалені, тобто хі+1 — xt = h, то після заміни 
x' = X~~h

H ТОЧКИ Х0, Хі, хп перейдуть у точки 0, 1, 2, ..., п9 тобто 
можна користуватися системою многочленів (5). 

Якщо x і = і = 0, л, РІ = 1 і скалярний добуток в НіІ визна-
чається формулою (1), то за многочленами Pk,n (x), k > л, легко по-
будувати в Ят+і многочлен, який дає найкраще наближення. Цей 
многочлен шукаємо у вигляді 

Ph(x-f)^Ph(x)^PH
m(x) = a0P0tn(x)+ . . . +атРт,п(х). 

Відповідно до загальної теорії (див. п. 3.3) для знаходження його кое-
фіцієнтів дістаємо систему 

Я/ {Pt.n, Р(.п) = ( / , Рід), І = ÔTn. 

З урахуванням (6) маємо 

îf(k)P,,n(b) /o;j_lw nt n 
„ _ <и + 1)(д —0» y H k \ P l ( k ) 

1 (« + < + 1)1 É V { K ) P I ' N { K )-

ft=0 

ÇepeAHbOKBaApaTH4He відхилення знаходять за формулою 

Д* ( f , P") = А» (£) = £ [ / (ft) - Phm (k)]2 = 

ife=0 *=0 

3.6. Приклад найкращого наближення в просторі 
із скалярним добутком — середньоквадратичне 
наближення тригонометричними многочленами 

3.6.1. Неперервний випадок. Функція 
m 

Ф т (*) = û0 + £ К COS рх + bp sin px), 
P=1 

де dp, bp — ДОВІЛЬНІ ЧИСЛОВІ коефіцієнти, причому І Ол» І -f- \ Ьт І Ф 
Ф 0, називається тригонометричним многочленом порядку /п. Щоб 
побудувати тригонометричний многочлен найкращого середньоквадра-
тичного наближення в просторі із скалярним добутком 

2л 

</, g) = [f(x)g{x)dx, (1) 
о 
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можна вибрати за ерt (я), і = 0, m, функції ^L, .( -y=r- cos х, 

^s inлг , . . . , — i ^ c o s т х , —i=-sinтх, (2) 
V* ' " " ' Vn 

які утворюють ортонормовану систему (вона є також системою Чеби-
шева) і далі скористатися результатами п. 3.3. Як наслідок, для кое-
фіцієнтів многочлена найкращого наближення дістанемо формули 

J 2Я 1 2 я 

ао = 77= [ f (X) dx9 ap = —\ f (х) cos pxdx, 
Y2nJ VnJ 

j 2Я 
bp = ys- f f(x) sin pxdxt p = 1, m. (3) 

V* J 
3.6.2. Дискретний випадок. Нехай n9 m — натуральні числа, m ^ 

< я/2, a також 
CD = {Xj = 2JU/(az + 1), і = О, Л}, (4) 

(Po (x) = 1, фр (де) = ] / 2 cos рх, грр (х) = 1^2 sin рх9 р = 1, m. (5) 
У (я 1)-вимірному просторі Нп+1 функцій дискретного аргументу, 
заданих на сітці <о, введемо скалярний добуток 

V>g) = - ^ & ( x t ) 8 ( x t ) (6) 

і поставимо задачу: знайти многочлен найкращого середньоквадратич-
ного наближення (у смислі скалярного добутку (6)) на дискретній мно-
жині точок (4) в (2т + 1)-вимірному просторі #2т-ы многочленів 
вигляду 

m 
Рт (х) = а 0 + 2 (ар cos рх + ßp sin рх)у x Ç со. (7) 

р=\ 

В п р а в а 1. Довести, що розмірність підпростору многочленів вигляду (7) 
е 2т -f 1. 

В п р а в а 2. Показати, що система функцій дискретного аргументу (5) орто-
нормована в смислі скалярного добутку (6), тобто 

(Ф^ = / = 5 Г т , k = T7~m; 
(<Pr. <P«) = 0, (фг, г|з5) = 0, г ф s; 

(ФР, ФР) = г|?р) = 1, p = Ö , m; m < л/2. 

Оскільки система (5) ортонормована, то для коефіцієнтів многочле-
на (7) маємо формули 

1 Л ri 2лі \ V2 А гі 2Ш \ 2яі 

|/"2 " ç( 2 t U \ . 2nt _ -r— (8) 

a« = 

Û r 2 A * f 2ni \ . 2nt Î 
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Середньоквадрати^не відхилення обчислюється за формулою 

А </, PJ = А (/) = (/ — Рт, f — P j / 2 = 

- I l / p - е й - 4 - S ( « 2 + Й И , у > . P=1 
де 

Зауваження. При парному я і при m = /г/2 маємо 2яг + 
- f l = п 4- 1 і система функцій (5) утворює базис в Нп+1. Це озна-
чає, що 

А ф = А (/, / М = f f (/ _ я „ W V / 2 = о 
2 \ /=0 2 / 

(бо для елемента {/ (лсг)}?=о Ç Нп+\ шукаємо елемент найкращого 
наближення в //„+1). Звідси Рт (jtj) == / fo), і = 0, n, тобто тригоно-
метричний многочлен виду (7) від неперервної змінної x є інтерпо-
ляційним для функції /. 

\ 

3.7. Похибка середньоквадратичних наближень 

Розглянемо питання про похибку методу найменших квадратів 
наближення функцій в дискретному варіанті як найбільш важливому 
для практичних обчислень. Розглянемо окремо вплив випадкових 
похибок в значеннях функції і похибку методу, що виникає внаслідок 
заміни функції многочленом, який її наближає. 

3.7.1. Вплив випадкових похибок на значення функції, яка набли-
жається. Нехай Нп-\-1 — гільбертів простір функцій, заданих на скін-
ченній множині точок cz [а, Ь\ скалярний добуток задається 
формулою (1) (п. 3.5) фо, ф ь ..., фто, ортогональна система функ-
цій, тобто (фі, ф )̂ = 0 , якщо і Ф / і (фг, ф*) Ф 0, і = 0, т. Ця систе-
ма функцій в Нп+1 утворює (m 4- 1 )-вимірний простір, в якому для 
сіткової функції ((п 4- 1)-вимірного вектора) f (x) ç Яп-ьі знаходимо 
найкраще наближення у вигляді 

m 
Рт{х) = 2,а1Ъ(х). (1) 

1=0 
Припустимо, що замість значень / (л:*) функції f відомі їхні набли-

жені значення 

+ і = бГп, (2) 
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де т\І — незалежні випадкові величини з нульовий середнім значен-
ням і дисперсією а, яке не залежить від тобто 

M[r\t] = 0 У і = 0 7 Я М[г\1,т\1\^оЧч, 
M [£] — математичне сподівання випадкової величини 5, 8// — с и м " 
вол Кронекера. Тоді замість коефіцієнтів a t знайдемо коефіцієнти 

(/*, Фt) (/. Ф|) . (Л. Ф*) . /QV 
= W W = W W + W W Уі' (3) 

де YJ = (R|, ф<)/(фь фі) — випадкова похибка T-RO коефіцієнта. Звідси 

м ы = м [ (ф/.У) ] - м « і . Ф«)І/(фі. Ф І)= 

= M 2 РЯуФі (*/) |/(ф(. Фі) = ( S Р/Р г (хі) M [тЫ)/(<Р(, Фі) = 0; 
l/=o J \/=о / 

м т»1 = фй) м [ s РЛ«Ф/ <*л £ ( * > ] -

= (Ф„ Ф,)'(Ф», Ф>) ( Х і ) <*<> М ^ -

= (Ф,. <Р,)'(фь. Ф.) <*<> ** <*> Л (4> 

Далі для спрощення обмежимося випадком pf н const = h. Тоді 

л* І 1 (Фу Ф*} Л а 2 ho2
 t> / е ч 

м - <»,,ф,) (Ф*.Ф*) = W W 6kI> ( 5 ) 

тобто похибки різних коефіцієнтів не корелюють між собою, a диспер-
сія похибки /-го коефіцієнта обчислюється за формулою 

(6) 

де о2 — дисперсія похибок обчислення (спостережень) функції /. Із 
(3) випливає 

Рт (х) = g а;фі (X) = Р ш (X) + Г т (X), (7) 
і=0 

де Г т (JC) = 2 Т'Ф* (х) — випадкова похибка апроксимуючого мно-
/=о 

гочлена Рт (х). У виразі (7) аргумент х може набувати значень із скін-
ченної множини {*І}?= о, а також будь-яких інших значень, при яких 
визначені фі (х)9 і = 0, m, зокрема, якщо за фг (х) вибрати многочле-
ни Чебишева дискретного аргументу, то х £ (—оо, оо). 
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Оскільки математичне сподівання суми випадкових величин дорів-
нює сумі їхніх математичних сподівань, а дисперсія суми некорелюючих 
випадкових величин з деякими коефіцієнтами, а дорівнює сумі їхніх 
дисперсій, помножених на квадрати коефіцієнтів, то з виразів (4) — 
(7) дістаємо 

М[Тт(х)]-% ц>і(х)М[уі] = 09 (8) 

(9) 
і=0 1 1 

Це означає, що математичне сподівання випадкової похибки многочле-
на найкращого дискретного середньоквадратичного наближення до-
рівнює нулю, а її дисперсія зростає із збільшенням m, тобто степеня 
многочлена. 

Якщо вибрати ХІ = /, і = 0, П% ф* (де) = РІА (х), і = 0, m, M ^ П, 
де РІ,П (х) — многочлени Чебишева дискретного аргументу, то мати-
мемо 

m 

Л»(*) = £ atP(,n(x), 
;=о 

< / . г ) = т і г Е / О « » 

Якщо використовуються наближені значення функції (2), то з (8), (9) 
маємо 

М[Гм(*)] = 0, = (10) 

Зокрема, при апроксимації многочленом першого степеня, тобто т, = 
= 1, маємо 

п + 1 
, , " М Г 

я (п + 1) ( I I ) 

Звідси видно, що крім росту дисперсії з ростом m (див. (10)) має місце 
зміна її залежно від х: в середині інтервалу спостережень вона значно 
менша, ніж біля його кінців. 

У випадку[а,b] = [0,2я], х% = 2лі/(п + 1), і = 0, n, pt = , 
і вибору координатних функцій у вигляді (2) (п. 3.6), дістанемо много-
член вигляду (7) (п. 3.6) з коефіцієнтами (8) (п. 3.6). Якщо замість точ-
них значень / (хі) використовуються значення (2), то при m ^ п/2 
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відповідно до (9) матимемо 

Фо(*> + 

(Фо. Фо) p—1 

i g w / у 
M (фр. Фр)/"1" (Н>Р. *Р) / 

а« 
я + 1 

1 + 2 £ (cosa рх + sin* /»х)1 = а2 

Р = І J 
Позначивши середньоквадратичне значення похибки Г т (х) через 
<*m W) дістанемо 

ат(X) = VD{Ym(x)] = a . m < n / 2 , 

де о — середньоквадратичне відхилення похибок спостережень. Таким 
чином, у періодичному випадку дисперсія похибки Гш (JC) зростає про-
порційно m і не залежить від х (на відміну від неперіодичного випадку), 
a M [Гш (*)] = 0. 

3.7.2. Похибка дискретного середньоквадратичного наближення у 

випадку / g Wi (Q), / > 1. Нехай ph
m (x) s ph

m (*;/) = |fl//>An (-£-)_ 
алгебраїчний многочлен найкращого дискретного середньоквадра-
тичного наближення для функції / (x) ç ^ (£2) за системою точок 
<оЛ = {ХІ = /Л, і = 0, я}, Я/.,, (z) — многочлени Чебишева дискретно-
го аргументу. Розглянемо залишковий член 

Rm (x) шш Rm (x; f) = f (*) — (x), (12) 
який при фіксованому х, очевидно, є лінійним функціоналом у просто-
рі W? (Q), Q = (0, nh) (п вважатимемо фіксованим цілим числом). 
Це випливає з того, що коефіцієнти многочлена 

а1 \р, І» h ' / - 0» т> 
1 * г ЪЛпИ) /=0 

лінійно виражаються через функцію / (JC). 
Оцінимо коефіцієнти a j за допомогою нерівності Коші — Бу-

няковського: 

І а/ К І / 1«а К ї + т [ s P1/.. « Г " = 
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Теорема 1. Нехай f (x) Ç Wl
2 (Q), l > 1, Q = (0, nh), n — фіксоване 

ціле число незалежне від h, nh ^ 1, і р„ (je) s р^ (je; /) — алгебраічний 
многочлен степеня m найкращого дискретного середньоквадратичного 
наближення для функції f (х) за системою точок щ = {xt = ih : і = 
= Ô~n}. Тоді для залишкового члена Rm (x) ss Rm (х\ f ) = / (x) — pm (x) 
в точці x £ Q справедлива оцінка 

lRm(x)\<M(m, n, x, Л)М(/, т ) ( п Л ) * - 1 / 2 | / | ^ ( 5 ) , (14) 
ô* 

!(/, m) = 1 + £ — 2/ — l) [(k — j — l 
\ ;=o 
. f m + 1, якщо / > т , k — 

У = о 
Mj = шах I (я) 

k—\ x \ 1/2 

M(/ , rn) = I 1 + ^ ( 2 k _ 2 j . _ l ) [ ( k _ f _ 1 ) l ] 2 

;=o 
= j m + 

1 /, якщо l ^ m , 
Pj,n — многочлен Чебишева дискретного аргументу. 

Д о в е д е н н я . За допомогою лінійної заміни £ = snh відобра-
зимо відрізок Q в одиничний відрізок Е = [0, 1], g ç Q, s ç E і позна-
чимо / (s) = / (g (s)). Очевидно, що f (s) ç (E). Покажемо, що лі-
нійний функціонал (при фіксованому x) Rm (x\ f ) за Rm {snh\ /), x = 
= snh, обмежений в (£). Використовуючи оцінку (13) і теорему 
вкладення (див. п. 1.5), дістаємо 

I Л К І 7 М І + І 

/«о 

< ! ? ! « ( • і д ТО?,/*'] 
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де 

МІ 
^ J N l « t / t U i I I "" І л /=0 L J 4 

(16 ) 

Оскільки лА], то л], а тому 

/ = 0 

= шах І PLn (х) |. 
*€[0,л] 

Нерівності (15) — (17) означають обмеженість лінійного функціона-
ла Rm (х\ f ) в просторі w[ [0, 1]. Очевидно, що Rm (х\ р) = 0 для до-
вільного многочлена р степеня, не вищого ніж т. Тому в силу леми 
Брембла — Гільберта маємо 

де 
ІRm(x-> /)І = | Я т ( * ; Я К А Ш І / І ^ . (18) 

k = | m + ^ якщо / > т , 
І /, якщо / < т , 

— — / 1 Y 

М - А ! ( / , " > - ( » + £ (2k — 2/ — і) [(k — / — l)l]a j 

одячи знову до змінної х, дістаємо 
І/\*(І) = ( j l f w (s)}2 d s j 2 = (nh)2* X 

nh \ 1/2 

x J [f<*> W l M x j = ( n / i ) A - , / 2 | / | - ^ ) . (19) 

Звідси і з виразу (18) випливає твердження теореми 1. 
Теорема 1 стверджує, що при фіксованих m, л, де і при А ->• 0 мати-

мемо 
І Дт (*) І = І / (*) - Рт (X) І = О (АЛ- ,/2). (20) 

Якщо ж f(x)£Cl [0, лА], то замість (19), очевидно, матиме місце 
нерівність 

/ \ 1/2 

- М " " " î [ Г < ( Л А ) 4 І / і ц й ) 
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і тому при фіксованих m, n, x 

\Rm(x)\ = \f{x)-pU*)\<M{m,n,x,h)M(L m)(nh)k\\f\\ck(ây (21) 

тобто при h 0 

I RM (X) I = 1 / (X) - PI (X) I = О (Ä4). (22) 

З виразів (14), (21) видно, що величина залишкового члена зале-
жить від положення точки x. Щоб з'ясувати характер цієї залежності, 
припустимо, що (саме цей випадок найбільш цікавий для прак-
тики). Тоді можна довести, що при п оо 

(/» + 1 г Р/.П p - f 1 0 + 5) = Pj (s) + о (n-2), (23) 

де Pj (s) — многочлен Лежандра степеня /. В свою чергу можна пока-
зати, що для многочленів Лежандра має місце нерівність 

\ p } m < — é = - (24) 
я / у І — X2 

Вигляд величини M (m, n, x, h) та співвідношення (23), (24) показу-
ють, що похибка методу дискретного середньоквадратичного набли-
ження алгебраїчними многочленами в середині проміжку менша ніж 
н̂а його краях. 

В п р а в а . Розглянути характер залежності величини M (m, n, x, h) від x при 
m = 1, записавши явний вигляд многочленів P0n (х) та РХ п (де). 

В цілому з розгляду випадкової похибки і похибки методу в дис-
кретному неперіодичному випадку приходимо до наступних висновків: 
а) точки обчислення функції / (моменти спостережень) доцільно виби-
рати так, щоб найцікавіший відрізок виявився ближче до середини про-
міжку спостережень, де менша як середньоквадратична випадкова по-
хибка апроксимуючого многочлена (див. (10), (23), (24)), так і похибка 
методу; б) при постановці спостережень і виборі степеня m апроксиму-
ючого многочлена слід дотримуватися «розумного» співвідношення між 
випадковою похибкою, яка зростає із збільшенням m (m ^ п), але 
спадає з ростом /і, і похибкою методу, яка зростає із збільшенням пЛ, 
але спадає із збільшенням m і зменшенням h (при фіксованому п і 
/ > т ) . На практиці, як правило, поступають таким чином. Вибравши 
m = 1, коли середньоквадратичне відхилення Д (/, р\) » е, де е — 
відома похибка вимірювання / (JC), збільшують степінь многочлена 
доти, доки стане А (/, рн

т) « е. Якщо при цьому m < я, то вигляд ап-
роксимуючої функції (алгебраїчний многочлен) вибрано вдало. Якщо 
ж m ~ я, то слід підшукати відповідну систему функцій <pt (х). 
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3.8. Збіжність найкращих наближень 
у гільбертовому просторі / 

Збіжність у нормі гільбертового простору. Нехай Рт (x) es Рт (де; 
/) — елемент;найкращого наближення для заданого / Ç H у підпросто-
рі М т (розмірності m + 1) гільбертового простору Н. Що розуміти 
під збіжністю Рт (Х) ДО /? Коли простір H нескінченновимірний 
(див., наприклад, п. 3.4), тоді природно вивчати збіжність Рт (х) до 
елемента / при m oo у нормі простору Н. Така постановка питання 
у випадку, коли простір H = Нп скінченновимірний (див., наприклад, 
п. 3.5), не має сенсу, бо тоді т ^ п і при m = п маємо Рт = /. Однак 
в умовах п. 3.5 многочлен найкращого дискретного наближення рт (х) = 

m 
= Yi awj (х) можна розглядати як функцію неперервного аргумен-

т е 
ту х, коефіцієнти якої a j визначають з умови найкращого наближення 
елемента {/ (xf)}, і = 0, п, елементом {рт (дсі)}/=0~п підпростору 
М т с : Нп розмірності m + 1 (m < п). У цьому випадку, який ми на-
звали дискретним випадком, можна розглядати два види збіжності: 
а) якщо f (x) задана на відрізку [а, Ь] і хг ç [а, fr І, і = 0, я, то можна 
вивчати питання про збіжність послідовності функцій неперервного 
аргументу Рт(х) в нормі простору С [а, Ь] при ti-+ оо; б) можна 
розглядати збіжність рн

т (х) до / (x) у нормі простору С [а, Ь] при 
m оо, r i - * оо, m ^ n; в) якщо точки xt — рівновіддалені з кроком 
h і точка x фіксована, то можна розглядати збіжність рт (х) при h 

0 і фіксованих m, п. Однак зрозуміло, що у випадку а) рт (х) не 
може збігатися до f (х), бо розмірність простору Нп прямуватиме до 
нескінченності, а елемент найкращого наближення залишатиметься 
в підпросторі Мт фіксованої розмірності т. Отже, немає сенсу роз-
глядати цей випадок. Випадок б) найскладніший і розглядається в спе-
ціальній літературі. Щодо випадку в), то з теореми 3.7.1 випливає, 
що при h 0, / (x) Ç W2 (ß) і фіксованих m, n, х справедлива збіж-
ність Рт (х) / (х). 

Перш ніж перейти до випадку нескінченновимірного гільбертового 
простору Я, дамо наступне означення. 

Означення 1. Ортогональна система {фд}Г=о с : H назива-
ється повною, якщо з умови (ф*, фл) = 0 \/ k = 0, оо* випливає, що 
Ф * = 0 . 

Нехай — ортонормована система елементів з гільберто-
т 

вого простору H і Рт = ^ aj(pi — елемент найкращого наближення 
/=о 

для / в H. Тоді справедливе таке твердження. 
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Теорема 1. В гільбертовому просторі H послідовність найкращих 
наближень Рт для елемента f ç H, побудованих за повною ортонормо-
ваною системою, збігається до цього елемента. 

Д о в е д е н н я . Покажемо спочатку, що послідовність Рт фунда-
ментальна в H. 

Дійсно, в силу ортонормованості маємо 

«Л,-Лпір=1 і «,фіГ- і ( о 

II (=т+\ 1 

З нерівності Бесселя (3.6) випливає, що числовий ряд І а і І2 0 
/«Ю оо 

= 2 І (f, фі) І2 збігається, тому права частина в (1) прямує до нуля 
і=0 

при m, п оо (за критерієм Коші). В силу повноти H існує lim Р т /П-> оо 
х= /. Розглянемо скалярний добуток 

iî — h Фh) = ^ — f о «іФі. Ф* j = (f - | о «іФі, ф ^ — 

— ( 2 фА) = ОУА> = 0, 1, . . . , W, 
\/=m+l І 

m 
\який дорівнює нулю за умови ортогональності фг- і того, що 2 <*І<РІ 

M 
є елементом найкращого наближення. Оскільки система {<рг} — повна, 
то маємо / = /, що і треба було довести. 

З умов теореми 1 маємо 
m 

І І / - Л п І І 2 = І І Л І г - 2 
1=0 

звідки після граничного переходу при m ->• оо дістаємо рівність Пар-
севаля 

£ | а г | 2 = 1/Г. 
t=0 

Зауважимо, що виконання рівності Парсеваля є необхідною і достат-
ньою умовою того, щоб система {ф*} була повною. Іншим критерієм 
повноти ортогональної системи є такий: ортогональна система {фл} 
з гільбертового простору H повна в тому і лише в тому випадку, коли 
її лінійна оболонка L щільна в Я, тобто замикання L збігається з Н. 
У цьому разі система {фА} називається замкнутою. 

Як зазначалося в п. 1.3, всякий нормований простір можна поповни-
ти, перетворити на банаховий, а простір із скалярним добутком — на 
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гільбертовий. Зокрема, так визначається простір L2,p (я, b), який е 
простором класів фундаментальних еквівалентних у нормі, пов'язаній 
із скалярним добутком (1) (п. 3.4), послідовностей неперервних функ-
цій. Які ж системи функцій є повними в L2fP (а, Ь)? Відповідь дає на-
ступна теорема, що узагальнює відому теорему Вейєрштрасса. 

Теорема 2. Нехай / (x) Ç L2(P (я, 6), | а |, | b | < +оо. Тоді для будь-
якого є > 0 існує такий алгебраїчний многочлен Рп (х), ЩО 

[Ь j1/2 
I f - Р п ІЧ.рС.6) - І Р (X) [/ (Х)-Рп ( ) ) * dx J • < е , 

тобто система ортогональних в L2 ,p (а, ft) многочленів б замкнутою і, 
отш, повною в І2,р (я, Ь). 

Д о в е д е н н я . В силу побудови простору L2.p (а, 6) будь-яку 
функцію (клас) f (x) Ç L2(P (я, Ь) можна як завгодно точно наблизити 
в нормі простору L2.p (Я, Ь) послідовністю неперервних функцій fn (х). 
За теоремою Вейєрштрасса для всіх fn (х) і єп > 0 (гп 0 при п-^ оо) 
існує многочлен Рп (х) з раціональними коефіцієнтами такий, що 
fn — Pnlc[a.b]<*n- ЗВІДСИ n 

І / — Р п k2,p ^ і f — fn \k2ßa.b) + 1 În—Pn |b2fp<a^> ^ 

< \ f - t n ko Mb +к\ fn-Pn І сіа.4 - о, 

де /С î P (X) dx 

L2,p' 
1/2 

oo, 

, тобто множина многочленів з раціональними 

коефіцієнтами щільна в L2fP (я, 6), що і треба було довести. 
Якщо інтервал (a, b) — необмежений, то має місце теорема, яку 

наводимо без доведення. 
Теорема 3. Система {e~x/2xa/2L% (х)}~=о, де L* (х) — многочлен 

Лагерра, певна в L2,і(0, оо), а система {ехр (— х2І2) Hп(х)}п=о, де 
Нп (х)— многочлени Ерміта, повна в L2,I (— оо, оо). 

З теорем 1—3 випливає така. 
Теорема. 4. ДЛЯ будь-якої функції 

f (x) Ç L 2 I P (Я, b), de p (A:) І (Я, 6) відповіда-
ють класичним ортогональним много-
членам, елемент фт (х) найкращого на-
ближення в L2,p (а, /?) побудований за 
відповідною системою ортонормованих 
ортогональних многочленів {pt (x)}7Lo, 

jjj збігається в L2(P(a, è) до /(x) або, ін-
шими словами, ряд Фур'є, побудо-

Рис. 18 ваний за відповідною системою нор-
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мованих ортогональних многочленів, збігається до f (х) в 
L ?,р (а, Ь). 

Зауваження L Близькість двох неперервних функцій в нормі 
простору L2,p (а, Ь) не гарантує малості їхнього максимального від-
хилення однієї від другої, тобто не гарантує близькості їх в нормі 
С [a, b] (хоча саме близькість в нормі С [а, Ь] часто важлива на 
практиці). Прикладом цього є задача, яку пропонуємо розв'язати. 

В п р а в а . Показати, ідо для функції g (x) = 0, x Ç [a, b] і функції f (x), зобра-
женої на рис. 18, виконуються нерівності 

І / - * ІЧіС.» = V irhr f О W - * W)2 * < у{Ь-а)п ' 

I Z - f l c i e . « - « . 
тобто вибором п можна величину W f — S Wl2 ііа.Ь) 3Р°бити як завгодно малою, 
а U f — g ||qat£] — як завгодно великою. ' * 

3.9. Застосування ідей методу найменших 
квадратів у суміжних питаннях 

3.9.1. Згладжування результатів спостережень. Нехай внаслідок 
спостережень для значень аргументу х0, хи ..., xk побудовано табли-
цю значень функції f (x) : f (х0), / (хх), ..., f (.xk). На практиці, як пра-
вило, х0, xlt ..., xk визначаються точно, або принаймні, значно точніше 
ніж значення f (х0), f (хД ..., / (хА), які мають похибки спостережень. 
Як випливає з результатів п. 3.7.1, коли значення, що спостерігають-
ся, мають вигляд /7 = f (xt) -f- r\h де r|, — незалежні випадкові 
величини з нульовим середнім значенням і дисперсією, яка не зале-
жить від /, математичне сподівання похибки многочлена найкращого 
середньоквадратичного наближення по дискретній системі точок до-
рівнює нулю. Цей результат і е основою так званого згладжування 
наслідків спостережень, тобто визначення деяких нових / (хг). 

Нехай ХІ — ХІ-\ = h і функція / (х) на кожному відрізку, що 
охоплює N вузлів, може бути добре наближена многочленом т-го 
степеня, m ^ N — 1. Щоб знайти / (хг), вибирають N парним і мно-
жину вузлів x /» J = N, для якої точка xt є середньою. За ві-

2 

домими внаслідок спостережень значеннями f (x .), / = 0, N, 
— + / 

наприклад за допомогою многочленів Чебишева дискретного аргумен-
ту, будують многочлен найкращого дискретного середньоквадратичного 
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наближення р т (х) в просторі із скалярним добутком 

(див. 3.5) і покладають / (хг) = pm Наведемо деякі з формул 
згладжування (тут для зручності позначено / (xt) = ft): 

m = l , /V = 4 , = 

m = 3, N = 4, J ( X i ) = 3 / , - 2 + 1 2 / , - , + 17/, + 1 2 / , + 1 - 3 / , + 2 ) , 

tf = 6 , / ( x , ) = ( - 2 / , _ 3 + 3 / , _ 2 + 6 / , - i + 7/1 + 6 / , + i + 

+ 3//+2—2/,+з); 

m = 5 , ЛГ = 6 , / ( ^ = ^ - ( 5 / ^ 3 - 3 0 / , - 2 + 7 5 / , ^ + 1 3 1 / , + 

+ 7 5 / , + i — 3 0 / , + 2 + 5 / , + 3 ) , 

N = 8 , fa,) = ( 1 5 / , _ 4 - 55//-3 + 30/,_2 + 1 3 5 / , - ! + 

+ 179/* + 1 3 5 / , + i + 30/ ,+ 2 — 5 5 / t + 3 + 1 5 / , + 4 ) . 
Іноді згладжування проводиться декілька разів, але слід мати на 

увазі, що багаторазове згладжування може сильно змінити (замаскува-
ти) реальну поведінку функції / (JC). 

3.9.2. Розв'язування несумісних систем лінійних алгебраїчних 
рівнянь методом найменших квадратів. Нехай треба розв'язати систе-
му лінійних алгебраїчних рівнянь 

де В = {&,/}{Jf^ — прямокутна матриця, а = ( а ь ..., а т ) т — 
невідомий m-вимірний вектор, / = (1І9 ..., Іп)Т — заданий п-вимірний 
вектор, причому m < п. Ця система, в якій число рівнянь більше, ніж 
число невідомих, взагалі кажучи, несумісна, тому неможливо знай-
ти числа a l f ..., a m , які перетворили б (1) на тотожність. На практиці 
в цьому і немає потреби, бо матриця В та вектор І визначаються набли-
жено в результаті спостережень або обчислень. 

Метод найменших квадратів розв'язування таких систем полягає 
в тому, що визначаються невідомі, які мінімізують суму квадратів не-
в'язок, тобто суму вигляду 

Ва = U (1) 

(7) 
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З умови мінімуму величини 5 як функції від ах , ..., а т дістаємо си-
стему m рівнянь з m невідомими виду 

dS 
- ^ 7 = 0 , / = 1 , т . (3) 

Рівняння системи (1) називаються умовними, а система (1) системою 
умовних рівнянь. Рівняння (3) називаються нормальними, а вся сис-
тема (3) — системою нормальних рівнянь. 

Запишемо нормальні рівняння в явному вигляді. Маємо 
as .. _ _ _ „ л = 1, m, 

І L M і 
або 

m 

І і=\ 
S ^ J a i - S M f c - ] = 1>т. (4) 

k=\ J Л=1 
Розв'язок системи m лінійних алгебраїчних рівнянь (4) з m невідо-
мими вважаємо наближеним розв'язком системи (1). 

Приклад 1. Розв'язати систему лінійних алгебраїчних рівнянь 
&х = / , (5) 

/ 1 І 

В: 

В і д п о в і д ь . 

3.9.3. Побудова емпіричних формул і розв'язування систем нелі-
нійних алгебраїчних рівнянь. Нехай в результаті вимірювань функ-
ції у (х) при x = хъ x = х2, ..., x = xnJ Хі ç [а, 6], і = 1, я дістаємо 
таблицю значень t = 1, п. За даними цієї таблиці треба побудувати 
аналітичну формулу 

У(х) = / ( * » . . . , ûm), (6) 
яка залежить від m (m < п) параметрів at, і = 1, m, причому функ-
ція у (х) має «досить добре» наближувати функцію у (х) на всьому 
проміжку [д, Ь]. Вигляд функції / і число параметрів у деяких випад-
ках відомі на основі додаткових міркувань. В інших випадках вони 
визначаються за графіком, побудованим за відомими значеннями у (x*) 
так, щоб залежність (6) була досить простою і добре відображала ре-
зультати спостережень. 



Якщо система рівнянь 
Уі =/(*і, аг, ... 9 ат)9 

Уп = f(xn9
 аі> ••• , О (7) 

має єдиний розв'язок, то він може бути знайдений з яких-небудь m 
рівнянь системи (7). Однак у загальному випадку значення уІ9 хІ9 
і = 1, п9 є наближеними і точний вигляд залежності у (х) невідомий, 
і через це система (7) переважно є несумісною. Тому визначимо пара-
метри аІ9 ..., а т так, щоб у деякому розумінні всі рівняння системи (7) 
задовольнялись з найменшою похибкою, точніше, щоб мінімізувати 
функцію 

5 (аІ9 ... , ат) = Ylyt — f (хі9 аІ9 ... , ат)]2. (8) 
(=і 

Такий метод розв'язування системи (7) називають методом найменших 
квадратів. 

Якщо функція S (аи ат) досягає абсолютного мінімуму в об-
ласті зміни параметрів аІ9 аті то, розв'язуючи систему 

dS 0 Л г { , Ч1 àf (*., аІ9 . . . , ат) 
- _ = _ 2 Elyt—f{xi9a19 aj] О, 

h 1 h 

k = ïï^, (9) 
знаходимо точки, в яких може бути екстремум. Вибравши той розв'я-
зок, який належить області зміни параметрів аІ9 ..., ат і в якому функ-
ція S (alf ..., а т ) має абсолютний мінімум, знаходимо шукані значен-
ня аІ9 ..., ат. 

Якщо / (х, аи ат) лінійно залежить від параметрів alf amf 
тобто 

m 
f(x9 al9 ... , ат) = ^fi(x)ai9 

f=i 
то система (7) набирає вигляду 

y j = î f i ( x j ) * i , І = ~ п 9 (10) 

і, позначаючи а = (аі9 . . . , а т ) г , / = (ylt ...9уп)Т
9 Ьц = /у fo), дістаємо 

систему умовних рівнянь виду (1). Зауважимо, що систему нормаль-
них рівнянь можна дістати, помноживши систему умовних рівнянь 
(1) зліва на транспоновану до В матрицю Ö*, тобто система нормаль-
них рівнянь має вигляд 

В*Всї = В*ї. (11) 
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У випадку нелінійної залежності / (х9 аІ9 ..., ат) від параметрів для 
розв'язування системи (9) іноді можна скористатися таким прийомом. 

Нехай відомі наближені значення параметрів а°и ат9 які від-
різняються від шуканих аІ9 ..., ат малими поправками аІ9 ..., ат, 
і функція / (х9 аІ9 ..., ат) диференційовна по аІ9 а2, ат. Тоді набли-
жено можна покласти 

f(xi9 al9 . . . , ат) &f(xi9 а°{9 ... 9 а°т) + 
m t Л 

+ %fah(xi9ai9 am)ah. 

Ввівши позначення 

У і = У і— f ( а и . . . , Ят), і = " Г Я І = {уї)іш.ТІЇ, 

B = {b{j} = if'aj(xi9a0u . . . . С&))£}£ 
а = . . . , а т ) , 

із (7) дістаємо умовну систему виду (1). Позначивши її розв'язок через 
а?, ..., знаходимо такі наближення для параметрів:^ == a? + 
+ ос?» = ßm + «m. Приймаючи їх за нове початкове наближен-
ня, можна продовжити процес уточнення доти, доки, наприклад, для 
заданого е > 0 не буде виконано нерівність || a k || < е, де через 
І a k И позначено деяку норму вектора ak = (а?, ..., о4) г . 

Цей метод легко поширюється на випадок визначення параметрів 
аІ9 ..., а т із системи r емпіричних формул з п незалежними змінними, 
тобто 

УІ = f i (*і. . . . 9 хП9АІ9 . . . , ат)9 і = Ї Г г , 

якщо для точок (х\ \ ..., х(п)9 / = 1, N9 відомі наближені значення 
У(Р =fi ЫУ\ Хп\ ..., ат)9 причому N > т. 

Зазначимо, що на задачу наближення функцій, заданих таблицею 
значень, за допомогою узагальненого многочлена степеня m можна 
дивитися як на задачу побудови емпіричної формули, що мав вигляд 
цього узагальненого многочлена, причому роль параметрів у цьому ви-
падку грають коефіцієнти многочлена. 

3.10. Про елементи найкращого наближення 
в нормованих просторах LP (а, 6) та С [а, Ь] 

Побудова елемента найкращого наближення в банаховому або 
нормованому просторі пов'язана із значними труднощами. Це викли-
кано тим, що для банахових просторів невідомі теореми характериза-
ції елемента найкращого наближення, які б давали конструктивну 
основу алгоритму для визначення елемента, як у просторах із скаляр-
ним добутком. 
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Розглянемо важливі для практики нормовані простори Lp (а, Ь) 
з нормою 

1/ \\Lp{a.b) = J J I / (X) \PdX^P, p > 1, p ф 2, (1) 

і простір С [a, b] з нормою 

ІІ/ІІсад = max І / ( х ) |. 

Випадок р = 2 дає нам гільбертовий простір L2 (а, 6), для якого 
мають місце результати 3.3, 3.4. 

3.10.1. Деякі властивості просторів Lp (а, Ь) і елемента найкращого 
наближення в ньому. Насамперед доведемо таке твердження про одну 
властивість норми в Lp (a, b) при р оо. 

Теорема 1. Нехай функція f (х) вимірна (за Лебегом) і обмежена на 
відрізку [а, Ь]. Тоді 

lim „ /1Lja.b) = sup vrai | / (x) | = M, (3) 
p-> OO p X£[a.b] 

права частина якого в так званий суттєвий максимум \ f (х) \ на від-
різку [а, Ы, тобто найменше з чисел M таких, що множина всіх x g 
Ç [а, М, для яких | / (x) | > М, жае міру нуль. 

Д о в е д е н н я . З нерівності 

II П ь р м < М ( Ь - а ) і , р 

маємо 
lim І ЛІ ' <4> 
р-> оо И 

З іншого боку, якщо Е означає множину відрізка Га, 61, на якому 
І/ ( * ) | > M — е 

(тут е > 0 — як завгодно мале число), a mes Е — міру то 

II/ UpM) > ( І І м - в f = (ЛІ — e) (mes Я)1", звідки 
р-> оо 

і в силу довільності 8 
l ini | | / | |L p ( a .&)>M. (5) 
р-> ОО 

Нерівності (4) і (5) доводять теорему. 
Зауважимо, що коли / Ç С [a, М, то з виразу (3) 

lim||/||Lp(a,6)=I/lc[ab]. (б) 
р-уоо 
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Ця рівність дає підстави розглядати простір С [а, 6] як граничний ви-
падок простору Lp (а, Ь) при р оо. 

Теорема 2. При будь-якому р > 1 простір Lp (а, b) е строго нормо-
ваним. 

Д о в е д е н н я . Для доведення досить з'ясувати, за яких умов 
досягається знак рівності у відомій нерівності Гьольдера 

J f(x)g(x)dx [\f(x)\pdx 
UP ь y/g 

I g(x)\'dx г ( 7 ) 

J L + _L = i , p > 1, <7>1, 

і, як наслідок, в нерівності Мінковського 

І! 
1ІР 

l f ( x ) + g{x))Pdx\ < 
ь "іі/Р г ь ii/p 
\ \ f ( x ) f d x + . (8) 
ô L ö J 

Наслідком теорем 2 і 3.2.1, 3.2.2 є таке твердження. 
Теорема 3. Елемент найкращого наближення в просторі Lp (а, Ь) 

існує і єдиний. 
Д о в е д е н н я . Нехай / (x) Ç Lp (a, fc) і елемент найкращого 

наближення визначають у підпросторі Мл+1, натягнутому на систе-
му лінійно незалежних функцій {<p, (*)}?=o, ФІ W Є (я» Ь). Тоді 
задача знаходження цього елемента зводиться до визначення глобаль-
ного мінімуму функціонала 

\Ь N U ІР 

J (ао»)_ J « ) , . . . , a<f>) = j I f { x ) - V afpФ| (*) f J , (9) 

який в силу теореми 3 існує і єдиний. Неважко помітити, що функціо-
нал (9) строго опуклий в Мп+\. Дійсно, в силу нерівності Мінковсько-
го 

J(aaip) + (l— a)b{p)) = 
/=о 

- ( 1 - а ) (*) < 
/=0 

< « ! / - f Л і М І + ( 1 - а ) | / - £ 
1 |ір(о,») 1 iSo 

= aJ (а(р>) + ( ! — « ) / 0 < а < 1, 

V a w , bweMn+i, 

LpO.b) - (10) 
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причому знак рівності можливий тоді і лише тоді, коли для деякого 
Х > 0 

а / - Ф«(х) | = Л ( 1 - а ) 
/ -о /«0 J 

V а ( р \ b 

Остання рівність, очевидно, неможлива для жодних а Ф 0, а — 1 Ф 
Ф 0; тобто рівність в (10) можлива лише при а = 0 або а = 1, 
ідо і означає строгу опуклість функціонала J . Тому в силу відомої тео-
реми про екстремум опуклої функції на опуклих множинах функціо-
нал J має лише одну точку екстремуму, яка є точкою глобального мі-
німуму, і для її знаходження можна застосувати один з методів мінімі-
зації. 

Теорема 4. Нехай v — опукла множина, а функція J (и) визначена 
і опукла на v. Тоді всяка точка локального мінімуму J (и) одночас-
но являється точкою її глобального мінімуму на v, причому множи-
на v* = {и : и ç ü, J (u) = J* = inf J (t;)} опукла. Якщо J (и) строго 

V 

опукла на v, то містить не більше однієї точки. 
Зауважимо, що в силу того, що функція у (x) = x l / p , х > 0, р > 1, 

є монотонною, то замість (9) можна мінімізувати функціонал 

Л (а<р)) = J , (аіГ\ . . . , а П = $ / ( * ) - * 2 а ' < р « ( * ) 
і=0 

dx. 

Цю задачу при парному р, в свою чергу, можна замінити задачею 
розв'язування системи лінійних алгебраїчних рівнянь 

(x) dx = 0 

(необхідна умова мінімуму функцій багатьох змінних). 
3.10.2. Деякі властивості простору С [а, 6] і елемента найкращого 

наближення у ньому. У випадку простору С la, 61 теорема 1 (п. 3.2) 
гарантує існування елемента найкращого наближення для / ç С [a, b] 
в підпросторі M розмірності п + 1. Однак на відміну від простору 
Lp (а, &) , / ?> 1, тут не можна скористатися теоремою 2 (п. 3.2) про 
единість елемента найкращого наближення, бо нормований простір 
С [a, b] не є строго нормованим (див. п. 3.2). Розглянемо умови, за 
яких елемент найкращого наближення в С (s), де s — деякий ком-
пакт, єдиний. їх дає наступна теорема Хаара, яку ми приведемо без 
доведення. 

Теорема 5. Для того щоб для будь-якої функції f (х) £ С [а, Ь] іс-
нував єдиний многочлен найкращого рівномірного наближення вигляду 
(1) (п. 3.2), необхідно і достатньо, щоб система (x)} була системою 
Чебишева на s. 
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Теореми характеризації елемента найкращого наближення в про-
сторі С (s) виходять за рамки цієї книги, а тому наведемо одну з них 
без доведення і проілюструємо деякими прикладами. Оскільки для ви-
падку алгебраїчних многочленів найкращого рівномірного, наближен-
ня вона вперше була доведена П. Л. Чебишевим, то будемо її на-
зивати узагальненою теоремою Чебишева. 

Теорема 6. Нехай {ЕР* (JC)}?=O а С (s) — система Чебишева на s і 
M — її лінійна оболонка. Тоді для того_щоб елемент Ф^х) ç M був 
найкращим наближенням для f (x) ç С (s) (f £ M) в M необхідно і дос-
татньо, щоб існували xt £ s, pt > 0, і = \f n -J- 2, які задовольняють 
умови 

6 ( x i ) s i g n ô ( x i ) = A ( / ) , і = \,п+2, 
п+2 

sign 0(*,)Ф (*,) = () V O Ç M , 
/=і 

де 6 (х) = Ф (х) — f (JC). 

У випадку s = [a, b] ця теорема спрощується і формулюється таким 
чином. 

Теорема 7. Нехай виконано умови теореми 6 для s = [а, Ь\. Елемент 
Ф0 (JC) Є M CZ С [а, b] буде елементом найкращого наближення до 
f (х) £ С [а, Ь] тоді і лише тоді, коли існують точки xit які задовольня-
ють умови 

Д < * 1 < * 2 < <Хп+2<:Ь, (11) 
|6(*г)1 = Д (/), / = 1, /г + 2, (12) 

6 (*І) = — б = Un+l. (13) 
Точки JC і з (11) — (13) називаються чебишевським альтернансом. 

. Наведемо деякі приклади, в яких за допомогою теорем 5 і 6 можна 
побудувати алгебраїчний многочлен найкращого наближення в прос-
торі С [а, Ь\. 

Приклад / . Нехай функція f (*), x Ç [а, Ь], неперервна і треба знайти многочлен 
найкращого рівномірного наближення нульового степеня. Неважко помітити, що 
многочлен 

Фо (*) = (Af+/л)/2, 
де M — max f (x) = f (д^), m = min f (x) = f (x2) є шуканим, a точки хл, x2 e точ-

[а.Ь] І в 6] 
ками чебишевського альтер нансу. Це випливає з теореми 7. 

Приклад 2. Знайдемо многочлен найкращогогрівномірного наближення першого 
степеня для опуклої на [a, b] функції f (х) £ С [а, Ь]. Шукатимемо його у вигляді 
Фі M = ао + 0і*.В силу опуклості / (*) різниця / (*) — фх (х) може мати тільки внут-
рішню точку екстремуму, тому точки a, b є точками чебишевського альтернансу. 
Нехай d — третя точка. Тоді з теореми 7 

f (а) — (а0 + aja) = аД (/), 
f (d)-(aQ+aid) = - а Д ( f ) 9 

/ ( « - ( Д о + ЯіЬ)=аД (/), 
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де а = -f-1 або а = —1. Віднімаючи перше рів-
няння від третього, маємо 

/ ( 6 ) - / ( а ) = а 1 ( Ь - а ) , 

звідки а, = —^-г — л о — а Оскільки d — точка 
екстремуму / (*) — фі (х), то вона визначається 
з рівняння (d) — û j = 0. Складаючи перше і 
друге рівняння, знайдемо 

2a0 = / ( a ) - f - / ( d ) - f l l ( e + d ) . 
Геометрично ця процедура виглядає таким чи-
ном (рис. 19): 

а) проводимо січну через точки (a, f (а)), (b, / (6)); тангенс кута її нахилу до осі 
ОХ дорівнює АХ; б) проводимо паралельно їй дотичну до кривої y=f (JC); в) проводимо 
посередині цих двох прямих нову, котра і буде шуканим елементом найкращого 
наближення. 

Приклад 3. Нехай функція / (х) задовольняє умову / ( г , + 1 ) (*) 0 і треба оцінити 
величину відхилення А (/) = inf H f — р И =э An ( f ) многочлена її найкращого рів-

номірного наближення, де лп — множина алгебраїчних многочленів не вище п-го 
степеня. 

У п. 3.4.2 була визначена така оцінка похибки інтерполяції за вузлами х& — 

= - j | (д + b) + (Ь — a) cos ^ " J J. ^ = 0, д, які є нулями модифікованого 
многочлена Чебишева Тп (JC), ЩО найменше відхиляються від нуля на [a, Ь] 

, / ( „ - р „ w 1 A ' i f + l v • 

Звідси випливає 
/с 

A " ( / ) ^ | / < n + 1 ) ( J c ) l + 1). 

(14) 

(15) 

Нехай фл (де) — многочлен найкращого рівномірного наближення. В силу теореми 7 
різниця / (де) — ф„ (ж) перетворюється на нуль в (л + 1)-й точці у± уп+,. Тому 
многочлен можна розглядати як інтерполяційний з вузлами інтерполяції ... 
•»,Уп+1. причому 

(П+ 1)! 
0Л+1 (*) = (* — ух) . . . (дг — g 6 [û, ч. 

Нехай max | © п + 1 (*) | = | соя+1 (х0) |, тоді 

Д » ( / ) = II / - Фп II С[а,6] > І / (*о) - Фп (*») І = 

= , /<»+•> (6 < „ ) ) I > Шіп I/<*+» (*) I max ' ^ f f 1 . 
(П -f 1 ) I *€[e.6] x€[a,b] (n -+- 1 ) ! 

В силу результатів 2.4.2 

шах|о)л+1 (x) (b-a) 
tfn+l 
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тому 

К Ф Х ^ и ^ О » А ( Г + + ш • ( 1 6 ) 

Оцінки (15) і (16) показують, що коли (х) зберігає знак і мало змінюється на 
[а, Ь], то різниця між похибкою многочлена найкращого наближення і інтерполяцій-
ного многочлена неістотна. 

Приклад 4. Розглянемо задачу знаходження многочлена найкращого наближен-
ня степеня n у випадку, коли 

f (X) = pn+l (х) = а0 + ... + an+xf+\ а Л + 1 Ф 0. 

Тоді (x) = ап+1 (л + 1)! і в силу (15), (16) 

An (/) = K + i l ( * - * ) n + 1 2 - 2 п - \ 
тобто многочленом найкращого наближення є інтерполяційний многочлен за вузлами 

xk = -g- J (а + b) + (Ь — a) cos \) ) ]» k = Легко помітити, що цей мно* 

гочлен степеня л має вигляд 

^ / 2лг — (g + fr) \ (b — о)""*"1 

фл (*) = Рп+Х їх) - an+lTn+] І J ^Tfi • 

Де T n + l (*) — многочлен Чебишева (л + 1)-го степеня першого роду. 
Приклад 5. Нехай функція f (х) парна на відрізку [—1, 1], тобто f (—je) = / (x). 

Покажемо, що многочлен найкращого наближення фл (х) довільного степеня п буде 
парним. Дійсно, 

І / (*) — Фп W K A » (/)• 
Замінюючи x на —х, маємо 

І / ( - х) - фл ( - x) І = І / (х) - фп ( - x) І < Дп (/). 
тобто многочлен фп (—*) також є многочленом найкращого рівномірного наближення. 

В силу єдиності фп (*) = фп (—х). Якщо тепер потрібно наблизити, наприклад, 
функцію / (х) = ехр x2 на [—1, 1] многочленом третього степеня, то з вищевикладе-
ного випливає, що цей многочлен має вигляд а0 +- а^х2. Задача стає еквівалентною 
задачі найкращого наближення функції fx (у) = ехр у на [0, 1] многочленом першого 
степеня а0 •+• і розв'язується так, як у прикладі 2. 

Аналогічно можна показати, що многочлен найкращого наближення непарної 
функції/ (*) також є непарним, тобто являє собою лінійну комбінацію непарних 
степенів x. Існують і загальні алгоритми визначення елементів найкращого 
наближення в банахових і нормованих просторах. Однак істотною відміною їх 
від алгоритму визначення елемента найкращого наближення в просторі із ска-
лярним добутком, де цей елемент визначається за скінченне число дій, є те, що 
вони ітераційні і мають досить складну логіку. 

3.11. Зв'язок між елементами найкращого 
наближення в просторах Lp (а, b) та С [а, Ь] 

На початку 3.10 ми вже розглядали «зв'язок» між просторами 
Lp (а, Ь) і С [я, &], a саме те, що коли f £ С [a, b], то lim | f\L са.ь> = 

p->oo P 
= І / |)qfl,&j. Покажемо, що подібний зв'язок має місце і між многочле-
нами найкращого наближення в просторах Lp (a, b і С [а, Ь]. 
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Нехай Фор) (х) £ M а С [а, b] — многочлен найкращого наближен-
ня до / (x) ç С [a, b] у смислі норми простору Lp (а, &), тобто 

д<"> (/) _ д<?> (/) = inf 11/—ф ь {aJb} - д » (/, ф ^ ) . 
ФЄМ (і) 

Насамперед доведемо таке допоміжне твердження. 
Лема 1. Нехай задана послідовність узагальнених многочленів 

Ф(*>(*) = 4*'ф0<*) + Л і ( х ) + • • • + Л „ ( x ) . Л— 1, 2 

заданого степеня п за системою Чебишева {q>( (х)}?=о, причому ф, ( x ) Q 
Ç С [0, 1] V i = 0, n і 

II (*) к м < M, 1 < pk < + 00, (2) 

де стала M не залежить від k. Тоді з цієї послідовності можна виділити 
підпослідовність {Ф<А/> (х)},що рівномірно збігається на відрізку [0, 1], 
або що те саме, підпослідовність, для якої існує границя 

lim а{У = а„ s = 0, п, 
ki~+oo (3) 

де а8 — деякі числа. 
Д о в е д е н н я . Нехай Mt = sup | q>£ (x) M* = max Mt. 

*€lo.i] i^i 
В силу нерівності Гельдера маемо 

ta^[^s(x)<Pi(x)dx = 
S-о S 

11 
<M* j\Ф(к) (x)\dx^ 

S (Фе. ФІ) 
s = 0 

с м * І Ф(й) (ж) dxj"h 

fe = 1 2 »V — 1 y • • • I 

1/»A 
<Л1*Л1, 

— + — = 1. 
Ph Qk 

Звідси випливає, що для кожного k система лінійних рівнянь 

= / —бГя. 
1=0 

(ф„ Фі) ™ С Ф. (*) Фі (*) dx, 
oJ 

= J Ф(А) (*) Ф, (x) d* = (Ф№>, ф,) 

(4) 
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з матрицею А = {(<pe, і невідомими s = 0, п, мае праві 
частини, які задовольняють нерівність 

І І < М*М. (5) 
Визначник системи (4) як визначник Грама системи лінійно незалеж-
них функцій не дорівнює нулю і не залежить від k9 тобто існує матри-
ця А"1 = {аІ71)} і 1 А"х 1«, = М**, де М** не залежить від k, 

п 
II Л"1 |оо = max S l e l j ^ l - ® силу узгодженості матричної норми 

і 1=0 
II А"1 ||оо і векторної норми II о<*> ||оо = max j а(Р |, а<*> = (o[>Ä),..., 

s=0,n 
з (4) і (5) маємо 

max І a[k) || < || / Г IU < И " 1 ||оо || ||оо < ММ*М**, (в) 
s 

де *<*> = (ХГ, 
Розглянемо тепер послідовність 

« р 
В силу (6) вона обмежена і тому з неї можна виділити підпослідовність 

О (7) 
що збігається до деякого числа а0. В силу (6) послідовність 

Uj , Uj t • • • 

також обмежена і із неї можна виділити підпослідовність 

а і , Uj , • . . , 

яка збігається до деякого аг. Продовжуючи цей процес n -f 1 разів, 
ми, нарешті, дістаємо підпослідовність натуральних чисел kx = rl\\ 
k2 = пру ..., для якої будуть одночасно мати місце всі п + 1 рівно-
стей (3), а це все одно, що має місце рівність lim Ф<Л/) (JC) = Ф (х) 

/-•00 
рівномірно на [0, 1], де Ф (х) = а0ф0 (x) -f . . . + яп<Рп (х) — деякий 
узагальнений многочлен. Лема доведена. ~ 

Теорема 1. Послідовність Ф(р) (х) узагальнених многочленів степеня 
п найкращого наближення для f (х) £ С \а9 Ь] в сенсі норми простору 
Lp (а, Ь) при р оо рівномірно збігається до узагальненого многочлена 
найкращого рівномірного наближення Ф0 (х), тобто рівномірно по х\ 

lim Ф(р) (де) = Ф0 (х). 
р-> ОО 
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Д о в е д е н н я . Не обмежуючи загальності, вважатимемо, що 
Га, Ь] = [0, 1]. Нехай {mh}lLo— послідовність, mk > 1 V причо-
му lim mk == + оо (цю послідовність будемо називати вихідною). Ос-

£-»•00 

кільки 0(mfe> (x) — многочлен найкращого наближення в Lmk (0, 1), 
то 

I Ф ^ - / 1 ^ ( 0 . 1 ) < II Ф о W - / ( * ) U W f c ( P L i , < 

< Il ф 0 (*) — f (x) |c[o.i] = A (/)> 

де A (/) = A (Л ф0) = inf II Ф - / tao.il, Фо = 2 (x). 
VÇM i=o 

В силу леми 1 з послідовності {mk} можна виділити підпослідовність 
{ т к ) таку, що 

lim <D(m*e) (х) = Ф(00) (х), (8) 
s->oo 

причому збіжність рівномірна на [0, 11, де Ф(00) (я)— узагальнений 
многочлен степеня п. Іншими словами, для будь-якого в > 0 існує 
s = s (е) таке, що для всіх s > s <е) 

І ф(гпЬв> { х ) _ Ф<~> { х ) І < e, v * е [0, 1 ]. 

Звідси і з того, що Ф<ш*«) (*) є многочленом найкращого наближення 
в Lmk (0, 1), випливає такий ланцюжок нерівностей: 

І - / K h M - 8 < II Ф<00) lkmfts(0.,) -

- | |Ф<~ ' - Ф""*»' ltmftj(o.n < і Ф ( т л , ) — /lkmfts(o.i) < 

< 1 Ф < 0 0 , - И і т ь (0..,<«Ф(0С,-/»С[0(І]. (9) 

З огляду на формулу (6) з п. 3.10 маємо 
limIIФ(со) — /||L (О.І) = ||Ф(00) - / t a o . i i , 
S-»00 «S 

тому при достатньо великих s > s (e) V e > О 

||Ф(00) — f k (0.1) >11 Ф<ОО)-/1с[0,1] - Є 

і з (9) маємо 

I I t o . i ] - 2 е < 1 Ф ^ - / k (0,, < іФ ( 0 0 )-/Icio.II, Äj 
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що внаслідок довільності є означає 

lim |<D("V - f \ . ,„.„ = II Ф(оо) - / I k o . i ] . (10) 
oo «s 

Переходячи тепер до границі в нерівності 

|ф ( В ,*« ) /llimftj(0,l) < » Ф о -flLmkM 

і використовуючи в лівій частині співвідношення (10), а в правій — 
(6) з п. 3.10, маємо 

II Ф(00) — f ІІС[0.1] < II Фо — / 11с[0.-1]. 
Внаслідок єдиності многочлена Ф 0 найкращого наближення в С [0, 1) 
випливає рівність Ф<00) s Ф 0 . Таким чином, ми показали, що рівно-
мірно по x 

\\тФ(г"к* (х) = Ф0(х), (11) 
в-» 00 

звідки 
lim aTk*=af\ (11') 

S->OO 

де af] — /-й коефіцієнт многочлена Ф0 (х). 
Покажемо тепер, що рівномірно по х 

І і т Ф ^ М ^ Ф о О О . (12) 
k-+oo 

Для цього, очевидно, достатньо показати, що для будь-якого фіксо-
ваного / £ [0, п] 

lim a(Pk) = a f \ (13) 

де af] — коефіцієнт многочлена Ф0 (я). Тоді буде 

-ФоІІс[о.,] = 1 £ ( а Г к ) ( х ) \ < 
II /=0 ||С[0,1] 

< max II ф, (X) 1cio.il 2 1 aTh) - а? \, 
/=0,л /=0 

звідки випливає рівність 
lim Иф<тл> — ф 0 |ІС[01] = 0, (14) 
/f—>00 

що еквівалентно (12). 
Припустимо, що (13) не справджується. Тоді У є > 0 зовні є-

околу числа a f ] лежить нескінченне число членів a™kt) (t = 0 , оо) по-
слідовності о. Вибравши послідовність о як вихід-
ну, ми не змогли б дістати (1Ґ), що суперечить доведеному вище. Та-
ким чином, наше припущення про те, що (13) не справедливе, не вір-
не і разом з (13) доведено і (12). 
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Оскільки за вихідну послідовність {mk}k=o ми брали довільну 
послідовність, то твердження теореми 1 доведено. 

Зауваження. Якщо немає обмеження на степінь п многочлена 
найкращого рівномірного наближення, то можна скористатися теоре-
мою вкладення з 1.5, в силу якої 

| / | | с а д < 2 ш а х ( ^ — , (15) 

Нехай M с= С1 [a, b] (тобто q>, (x) ç С1 [а, b], і = бГл), f £ С1 [а, 6] 
і Фх (x) — многочлен найкращого наближення в просторі W\ (а, 6). 
Оскільки W\ (a, ft) — простір із скалярним добутком, то цей елемент 
визначається за скінченне число дій за допомогою алгоритму з п. 3.3. 
З нерівності (15) випливає, що при достатньо малій нормі | / — 
— Фі |Li, м (цього можна досягти збільшенням степеня п много-

члена Фх), елемент Ф1 добре наближатиме f (JC) і в просторі С [а, 6]. 

Г Л А В А 4 
СПЛАЙНИ 

У наш час теорія наближення функцій збагатилася новими метода-
ми, які називаються сплайн-апроксимаціями. Зазначимо, що сплайном 
називається функція, для якої існує подрібнення її області визначен-
ня D на підобласті таке, що в середині кожної підобласті функція 
є многочленом деякого степеня /я. Крім цього, ця функція, як правило, 
неперервна в D разом з похідними до (т — 1)-го порядку і має інте-
гровну з квадратом похідну т-го порядку. Найпоширеніші в інженер-
них розрахунках сплайни складені з многочленів третього степеня 
(кубічні сплайни). 

4.1. Інтерполювання функцій однісї змінно! 
за допомогою кубічних сплайнів 

Нехай на відрізку [a, b] дійсної осі задано сітку со = : х0 == 
= а С хг < х2 < ... <хп = b}9 у вузлах якої задано значення о 
функції f (JC), визначеної на [а, 61. Задача кусково-кубічної інтерпо-
ляції ставиться таким чином: знайти функцію g (де), яку називатимемо 
кубічним сплайном, визначену на [а, Ь\ і таку, що 

1 ) g (х)£С{2) [а, Ь\; (1) 
2) на кожному з відрізків xk] функція g (JC) являється ку-

бічним многочленом виду 

« W - f o W - І в?1 * —1. . . . . л; (2) 
/«о 
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3) у вузлах сітки со виконуються рівності 

g(4)=fk> А = 677і; (3) 
4) g" (x) задовольняє граничні умови 

g"(a) = g'(b) = 0. (4) 
Покажемо, що поставлена задача має єдиний розв'язок і вкажемо 

алгоритм його обчислення. 
В силу (2) для x ç U i - i , Jt|], і = І7~л, маємо 

g' (x) = + f (5) 

де hx = xt — Хі-і, mt = g" (.Xt). Інтегруючи двічі обидві частини рів-
ності (5), дістаємо 

, (x) = m « - J j ç — + /П| 6Л; + А, - Î J J - + Bt , 

(6) 
де Л,-, ВІ — деякі сталі інтегрування. Знайдемо їх з умов g (jc/_0 = 
= і, g (Xj) = (див. (3)). Підставляючи в (6) х = х% і х = 
маємо 

Л2 h2 

т% -L- + Ві = fb mt-1 + Л^ = (7) 

ввідки ß i = / j g — , i 4 i = f i - i g — . Підставивши ці зна-

чення в (6), знайдемо для xt] 

g ( x ) = - L ^ - — + _ + 

+ 1/ ' -1 6 ~ ) ^ h T ~ + [ft 6 - J — Â T ~ » (8) 

g ( j c ) = _ m / _ 1 _ _ + mi Щ + Щ § h ' -

Із виразу (8) 

g' (x, - 0 ) = A - + 4 m, + - Ц / b L . ( 9 ) 

Записавши (8) для відрізка [x i t тобто 

g W = — —ôl Г —ЙТ 1 T zni+1 znt+1 ft/-fi 
m/-H — m i f, 

г "/+1, 
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знайдемо 

g (xl + 0) = m,. m,+i + — . (10) 

За умовою (1) функції g ' (x) ig" (*) мають бути неперервними на laf 
Ь]. Враховуючи (9), (10), з умови неперервності g ' (х) в точках х 
і = 1, п — 1, дістаємо п — 1 рівнянь 
hi ті-1 + 

+ h i + l ті H g— mt+\ = 
_ f(+\ f j 

ht 
L . (H) 

Доповнивши ці рівняння рівностями т 0 = т п = 0, які випливають 
з (4), запишемо систему лінійних алгебраїчних рівнянь для знахо-
дження невідомих mlf т п -1 : 

Am = Hf. (12) 

Тут квадратна матриця А має вигляд 

А = 

Лх + Л2 
3 

А, 
6 0 0 . . . . 0 0 0 

А» 
6 

А, + А3 
3 

Аз 
6 0 . . . . 0 0 0 

0 Л» 
6 

А» + A« 
3 

Л, 
6 • . . 0 0 0 

0 0 0 0 . А/і—2 
• • • 

Л„_2 + А„_, А/і—і 
б 

0 п—1 
6 

К -ь hn—j 

(13) 

а вектори m, f і прямокутна матриця / / , яка має n -f- 1 стовпчиків 
і п — 1 рядків, такі: 

m = 

Щ 
/Па 

тп—і 

. / 
л 

л 

/п-1 
- /» 

(14) 
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4.1.1. Властивості матриці Л. Матриця А симетрична і для її еле» 

(15) 

ментів aii, '» 1 = U n — Ь виконується співвідношення 

min ait I — J J I aU l) = Я > 0. 

де 

Означення. Квадратна матриця А називається матрицею 
з строгою діагональною перевагою, якщо для неї виконується умова (15). 

Лема 1. Матриця зі строгою діагональною перевагою невироджена, 
причому 

І А - 1 |оо - max £ | | < {min | | aCJJ - j ] | aif |) j"1 - q-K 

Д о в е д е н н я . Припустивши супротивне, дістаємо, що 
однорідна система лінійних алгебраїчних рівнянь Ах =0 має нетри-
віальний розв'язок. Запишемо цю систему в координатній формі: 

£aCjXj=r. 0, і = 1, п 1. 
/ = і 
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Нехай індекс k такий, що | xk | = | x || s s max | xt | > xi9 

і = 1, n — 1. Тоді з k-го рівняння системи дістанемо 

К А | І И < > > * / l l * / K W S Ie*/1, ІФк іфк, 
звідки, враховуючи, що х = (хІ9 ..., хп-і) —нетривіальний розв'я-
зок І x II Ф 0, знаходимо | ctkk | ^ S I І- Остання нерівність супе-
речить тому, що матриця А має строгу діагональну перевагу. Ця су-
перечність доводить першу частину леми. Норма матриці || А"1 Ц«> 
породжується першою нормою вектора І x ||оо = max | xt тобто 

і 

її * —і її II* IL 
11 l ï ^ L ' ( 1 6 ) 

уфо 
і тому e узгодженою з нею, тобто І А" 1 у ||оо < І А"{ | м || у J». Нехай 
Ах = у, x = А"1 у, і ] x ||оо = I xh І, 1 < k < п, тоді 

IIу ||оо = II Ах ||ос = max І S аих, І > 1 2 ahiXj 
І І / І І / 

- І a hh4 + 2 ctkiXj|>ЫК*|-| S akjxj І /4а" І І ІфЬ 

>\xh\\<*hh\ — I*ÄI S I a*/1 > II «І« min ( | a « | — S | a f / | ) = | * M -
Тому з (16) маємо 

« * - u I * ' « II* IL ^ і 
» ~ = л T C t r e 8 U p T H r < ^ • 

Лему доведено. 
З леми 1 випливає, що система (12) має єдиний розв'язок тІ9 

т2у ..., тп-ь Таким чином, сплайн-функція g (де) також однозначно 
відтворюється за формулами (17) і розв'язує задачу кусково-кубічної 
інтерполяції. 

Для розв'язування системи (12) використовується ефективний ме-
тод прогонки, який розглядали в п. 1.2. 

4.1.2. Екстремальна властивість інтерполяційного кубічного 
сплайна. Очевидно, що g (x) ç W\ 

([a, b]) с W! ([a, W). Кубічні 
сплайн-функції мають важливу властивість, яка встановлюється 
такою теоремою. 

Теорема. Мінімум функціонала 
b 

ф (u) = ^[u"(x)fdx (17) 
а 
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на класі функцій и Ç W\ (a, b) і и (xh) = fh1 k = 0, n, de fk — задані, 
досягається тільки на кусково-кубічній сплайн-функції g (х). 

Д о в е д е н н я . Розглянемо функціонал 
ь 

Ф (u - g) = J [и" - gl2 dx > 0. (18) 
a 

Інтегруючи частинами, дістанемо 

Ф Си —tf) — J K l 2 äx-2 J u'g'dx + J [g"]2 -
a a a 

= j [и"]* dx - f te"]2 dx-2$(u- g)" gndx =-

= Ф ( а ) - Ф ( £ ) - 2 

= Ф ( і і ) - Ф ( в ) + 2 S f W-e')g"'dx. 

Але на відрізку [xk-i, xh] маємо g"' = ch = const. Тому 

Ф (a - g) = Ф (и)-- Ф (g )+ 2 2 (a - g) = Ф (u) - Ф (g). ( 19) 
k=\ 

Звідси і з виразу (18) випливає, іцо 
Ф ( £ ) = Ф ( и ) - Ф ( к - г ) < Ф ( и ) , 

V a (x) G (а, Ь)9 и (xk) = fh9 k = ÔTn, 
тобто на сплайн-функції g (х) досягається мінімум функціонала Ф (и). 
Покажемо, що інших точок мінімуму цей функціонал не має. 

Припустимо ВІД супротивного, ЩО Існує функція g(x)=j£g(x) 
8 W\ (я, Ь), на якій досягається мінімум функціонала, тобто Ф (g) = 
= Ф (g), g Ш = /ft. Тоді з (19) дістанемо Ф Q — g) = Ф (g) — 
— ф (g) = 0 , тобто g" — g" = 0. Остання рівність означає, що 
g (x) = g (х) + рг (x), де рг (х) = ах_-\- Ь — довільний многочлен 
першого степеня. Але в силу того, що g (xk) = g (JCä), k = 0, n, маемо 
Pi = 0 , k = 0, п. Звідси випливає рх (jt) == 0, тобто g (x) sa 
ES g (je), що суперечить припущенню. Теорему доведено. 

Зауваження / . Грунтуючись на теоремі 1, можна дати інше 
еквівалентне означення кусково-кубічної сплайн-функції: це функ-
ція з класу Wl (a, b), яка набуває у вузлах сітки заданих значень і 
мінімізує функціонал (17). 
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Зауваження. 2. Враховуючи формулу (5), значення функці-
онала на сплайн-функції g (х) можна записати у вигляді 

b n xh 

a і 
*k-\ 

L j 2
d j c = J m f c ^ + m f t + 

= (20) 

де матриця А визначається формулою (13), a (•, • ) визначає скалярний 
добуток у просторі (п — 1)-вимірних векторів. Зазначимо, що для 
довільного ненульового вектора m справедлива строга нерівність 0 < 
< ф (g) = (Лm, m). Розглянемо довільний вектор m* = (m*, ... 

т*п-1) # 0 в цьому просторі. Для цього вектора завжди можемо 
знайти такий вектор /* = (/S, ..., /„), що виконуватиметься рів-
ність (12), тобто 

Am* = Hf*. (21) 
Дійсно, розглянемо (21) як систему лінійних алгебраїчних рівнянь 
з матрицею H відносно невідомих /S, ..., f n . Ранг матриці H дорівнює 
п — 1, тому що, наприклад, її головний мінор 

hi ( hx ла ) h% 0 . . . 0 0 

® h% ( h2 ha ) h3 * " ® ® 

0 0 0 0 . . . J - / - J — - Ц hn-2 \ hn-2 а—1/ 

det 

0 0 . . . 0 V — 
\ V-1 

n-1 
- П т Ь 

відмінний від нуля. Тому і ранг розширеної матриці дорівнює п — 1, 
отже система (21) завжди має розв'язок відносно /о, ..., f n для довіль-
ного заданого m*. Звідси випливає, що довільний вектор т * визначає 
деяку кубічну сплайн-фукцію g*, яку можемо знайти за формулою 
(7), підставивши в неї значення т * і /*. Через те що вираз (20) спра-

зоо 



ведливий для довільної кубічної сплайн-функції g*, то для довільно-
го вектора т * Ф 0 маємо 

(А/п*,/л*)>0, 
тобто А > 0, де матриця А визначається рівністю (13). Це означав, 
що матриця А додатно визначена. Таким чином, доведено таке твер-
дження. 

Лема 2. Матриця А, яка визначається рівністю (13), додатно 
визначена, тобто існує стала Ô > 0 така, шр для довільного вектора m 

(Am, m) > ô І) m f , ||m||2 = (m, m) = ' j jm? . 
t=i 

Приклад* Побудувати інтерполяційний кубічний сплайн для функції, заданої 
таблицею 

і 0 1 2 3 4 5 6 

хі — 15 —12 — 6 0 6 12 15 

/ ( V 1 1 1 1 і 1 0 

Р о з в' я з а н н я. За формулою hi = х\ —• x х 0 = —15 знаходимо Л/, 
3, h2= h9= hA — hb = 6. Формуємо матриці (13), (14): 

~ 3 1 o o o -
1 4 1 0 0 

A = 0 1 4 1 0 • 

0 0 1 4 1 
- 0 0 0 1 3 _ 

Я/ = (о. 0, 0 , 0 , - 4 " ) . 
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Далі для знаходження вектора m = (mlf щ , т 3 , т 4 , т 6) треба розв'язати систему 
( 12). 

Am = Hft 
яка, як неважко помітити, збігається з системою вже розглянутого прикладу 4.1.2, 
І розв'язок, знайдений методом прогонки, має вигляд 

_ 1 1 11 41 31 
т і ~ 1254 • 418 • = — J254 » m « = 1254 ' т ь = — "Щ- • 

Крім того, т 0 = me = 0. Тепер за формулою (7) знаходимо кубічний сплайн: 

g(x) = 
1 (x + 1 5 ) 8 х+\2 837 /х+15) 

~ 1254 18 ~~ 3 ~836~у З ] 9 15, —12), 

1 (x + б)8 1 , ( j c + 1 2 ) 3 215 ( ж + 5) 412 (х -{- 12\ c t 

1254 36 418 36 209 6 "+"418^ 6 * 11—1Z, — 

*3 11 , 103 • 206 110 
- 4 І б Т з б - і 2 5 4 . 3 б ( * + 6 ) - 209 - 3 * + 209^3 <* + 6 ) ' * e [ - 6 f 0 ] , 

11 41 110 28 
- 1254 • 36 ( 6 - ^ ) 8 + 1254 . 36 209^3 <6 ~ *>+"209" * Є [ 0 , в | , 

41 17 28 181 

*6|6в 121, 

~ - Щ Г Ї 2 * 6 [12, 15]. 

4.2. Кубічні згладжуючі сплайн-функції. Зв'язок 
між згладжуючими та інтерполяційними сплайнами 

Якщо в точках сітки а) = {а = лг0 < хг < ... < хп = 6} задано 
не точні значення функції / а наближені, то немає смислу набли-
жати функцію f (х) інтерполяційним сплайном. У цьому разі 
природно будувати наближаючу функцію, яка належить класу W\ (af 
bj, за умови, що вона мінімізує функціонал: 

Ф х ( и ) - f l*]*dx + % ph[u(xk)-~fh]\ (1) 
J Ь—П 

\ де p h — додатні числа. Покажемо, що розв'язком цієї задачі є кубіч-
ний сплайн. Нехай u0£Wl (а, ft) — розв'язок задачі. Побудуємо 
кубічний сплайн g (*), такий, що g (xk) = и0 (JCä), k = 0, п. Тоді 
другий доданок в (1) буде однаковим для функції g (х) і и0 (х)9 тому 

J [ U o ] a ^ < | [ / ] a d A : . (2) 
а а 
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Але, як випливає з теореми 4.1.1, g (х) — єдина функція, яка надає 
мінімум функціонала (4.1.17). Тому и0 s= g, тобто мінімум функціо-
нала Ф, (w) слід шукати в класі кубічних сплайнів. Оскільки кубіч-
ний сплайн цілком визначається множиною його значень {(u^}/L0f 
яких він набуває у вузлах {xft}JUo, то мінімізація Фх (и) зводиться 
до знаходження мінімуму функції від ЗМІННИХ (10, ..., jLlrt. 

Ми бачили, що 

g" (x) = aik-x + tnh
 Х~ , х£[хь-ихк], 

mh = g" (xk), h = 1, n - 1 , m0 = mn = 0. 
Тому 

ф1 ( f t ) e І J ^ ^ + m* X~hh
k~x ]a dx +1 Pk (V* -

(3) 
Після інтегрування маємо 

Ф = £ f [ «*-« + tnh Jdx + % ph (щ - fk)* = 

= £ « Л т ^ . , 4 + + - ^ L / n ^ l + ï f t 
*=1 L J fc-0 

- ( A m , m ) + J p k { v h - } h ) \ (4) 

де Л — відома матриця (13) (п. 4.1). З формули (12) (п. 4.1) випливає, 
що вектор m лінійно виражається через вектор \і = (|іі0, \іи ..., \іп), 
а оскільки матриця А додатно визначена, то ФІ (g) — додатно визна-
чена форма від [І. Її екстремум може бути тільки мінімумом, необхід-
ною умовою якого є 

Оскільки матриця А не залежить від р,, то в силу (12) (п. 4.1) маємо 

^ . » , = 2 ( 1 1 g L . . ) , . « ^ . ) . 

- 2 {-Щ- . « * » • ) - 2 (И'т)„ 
де H визначається формулою (14) (п. 4.1). Звідси випливає, що у век-
торній формі умова мінімуму має вигляд 

Н*т + Ріі = Р/, (5) 
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Де / = ( / о . /х. — . / „ ) . 
/А> 0 . . . 0 \ 

р = [ 0 Р і . . . О j 

\ 0 0 . . . p j 

Помноживши (5) зліва на НР~1, дістанемо 
НР~хН*т + Н\х = Hf 

або з урахуванням (12) (п. 4.1) 
(А + НР~ХН) m = Hf. (6) 

Неважко помітити, що матриця системи (6) п'ятидіагональна, симет-
рична і додатно визначена, тому система має єдиний розв'язок, який 
можна знайти методом квадратних коренів або методом Гаусса. Після 
знаходження m визначаємо ц за формулою 

Ц = ] — Р~хН*т, (6') 
яка випливає з (5). Потім за формулою (7) (п. 4.1) відтворюємо сплайн 

Неважко помітити, що при fh — fh, k = 0, п, і при min рк -*• оо 
k 

система (6) переходить в (12) (п. 4.1). Природно припустити, що за 
цих умов розв'язок системи (6) збігається до розв'язку системи 
(4.1.12), а це означає, що g (х) рівномірно по х збігається до g(x). 
Доведемо це. 

Теорема 1. Нехай g (JC) — згладжуючий кубічний сплайн, a g (де) — 
інтерполяційний сплайн, побудований зазначеннями fh = f (xk)tk = 
= 0, п. Тоді рівномірно по х lim g (x) = g {x) при min pk-* oo. 

k 
Д о в е д е н н я . Нехай m — розв'язок системи (6), a m — роз-

в'язок системи (12) (п. 4.1). Тоді різниця Am = m — m задовольняє 
рівняння 

АД/тг = - НР~хН*т. (7) 

Покажемо насамперед, що || НР~{Н*т Ц« -> 0 при min pk оо. 
Для початку покажемо, що J m )« обмежена величиною, яка не за-

лежить від k = 0, п. Дійсно, з (6) маємо 

(А + НР~] H*) m = Я/, ((А + ЯР" 1 Я*) m, m) = (Я/, m), (8) 

(Am, m) + {HP"lH*m9 m) = (Я/, m), 
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я—1 
де (іи, v) = 2 ирц I и J2 = (и, и). Оскільки pt > 0, і = 0t п, то 

/=1 
снр-[н*~т, m) = 0Р~ !Я*т, # * т ) > 0. Тому з (8) маемо 

(Лт, т ) < 1 Я / | | | | т | | . 
В силу леми 2 (п. 4.1) 

ЦтГ^ЩЦтІ 
або 

Ц т І К б - ' і Я / І , (9) 

тобто І m І обежена величиною, яка не залежить від р0, рп. Неваж-

ко помітити, що І яі II«, = шах | / П | | < 1 / £ m? = J m J, тому з (9) 

випливає 
| т 1 о о < 0 - І | | Я / І . (10) 

Далі з (7), (10) маємо 

Д т = - A ~ l H P - l H * m t 

звідки 

II А т іо. < И " 1 1 „ 1Я II« 1 Я»!« Il m < 
k=0,n 

< И"1 ц я I« 1 я*ц„ ô-' j я/1 

і, отже, J Д т P« —̂  0 при min оо, тобто m m. Крім того, з 
k 

(6') випливає, що при min p k - + оо буде ц / в нормі || • IL- З фор-
k 

мули (8) (п. 4.1) випливає, що для х £ [*<_1, xt] маємо 

g(x) = ті-\ —Щ— + Щ + (/'-1 Г" / " V " + 

. (t \ + \ r t — — j » 

g (де) = m w + m, щ + _ j _ J _ + 

— h 
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і далі 

j] 
max J g (де) — g (де) | < | tm-i — m,_i | max — ^ -f 

+ \mi — mi\x 

X max î f-6/1, 
і „ ~ f 2 Л-1 — H'-i â "t 

X —• X 
X max h ni fi - Hl 

m, — m/ 
« max 

*€[*/_і.*!"' 
4-1 

= I "Ii-1 - m/- i I - g - + I m t — mf | - i - + 1 f M — | + 

h2 h2 

+ I — wit—11 - I - + _ (i, I + I m | _ m, I . 

Звідси видно, що 

1 g ( * ) — g (X) hia.b] = m a x m a x | g (x) — g (x) | ->» 0 
Tft —1.*|1 

при min — » що і треба було довести. 

4.3. Деякі узагальнення 

Можна розглядати сплайни, які на окремих інтервалах являються 
многочленами не третього степеня, як це було в попередніх парагра-
фах, а многочленами степеня 2q — І. 

Означення 1. Простір дійсних функцій s (де), визначених 
на відрізку la, 61, що задовольняють умови 

1) 5(де)Єя2(/-і Xt+i)9 і = 1, п — 1; 
2) S (JC) Е V X Ç [ A , ДЄІ), (ХП , Ь]\ 

3) s ( j c ) çC ( 2 ^ 2 , [ a , fr], 
де п > я* — простір многочленів степеня не вище к% називаєть-
ся простором сплайн-функцій порядку q відносно точок xt і позна-
чається через S. 

Введемо позначення 
(х)+ = max (де, 0). 

Неважко помітити, що функція 
0/ 1(х — ХІ)^]2^1 /(2q — 1)1 

належить простору Ö2 q 2) [а, Ь\: 

= І 1 , Я К Щ ° 
' * ( О , Я К Щ О Д Є < Д Є І . 
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Нехай pi (x) £ Я2<7_і і Pi (x) = s (x) V x Ç (xi9 JC*+i), тобто 
Pi (x) = pt—\ (x) + dfii (x), x ç (*„ xt+i), 

де 
dt = s ^ - 1 ) (хг + 0) — (xt — 0). 

Неважко помітити, що У s (де) £ 5 справедливе зображення 
п Ux — X 1 

« w - p . w + g r f , | (
 { 2 q ! i ; ) ] . 

де /?о W Ç Умова 2) з означення сплайна порядку q виконува-
тиметься тільки тоді, коли 

Прирівнюючи тут коефіцієнти при степенях де, дістаємо 

2 ^ ( ^ = 0, fe = 0, q— 1. (1) 
і=\ 

Таким чином, s (де) ç S тоді і лише тоді, коли 

S w = S a ,* / + £ 4 ^ 1 , ; , , (2) 

причому dt задовольняють умову (1). 
Лема 1. Для будь-якої функції f (x) Ç [а, 6] і для будь-якого 

сплайну s (JC) Ç S справедливе співвідношення 

\ é « ( x ) f * b ) d x - ( - 1 / 2 [ ^ " V , + 0 ) -
a '=1 

_ s»*-!) {X( _ 0)] / (Xl) _ ( _ 1 / f (2') 

Д о в е д е н н я . Інтегруючи зліва в (2') частинами і використо-
вуючи умову (2) означення 1, маємо 

j V 1 <*)/«(*) d e - f s P + ' Y ^ d x = 
a a 

= j = . . . = ( - ! / - ' j V ^ ' d x -
a a 

, n—1 ' '+1 
= ( _ ! / - • 2 T ^ W M d x 

'= ' ' I 

/ - і 
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Застосовуючи тепер першу різницеву формулу Гріиа (див. п. 1.4.3) 
N-L 

(w, (av-)x) = £ hut (av-)Xtl = —(u'x, av-\ + aNuNv-N — axuQv^v 
i=1 

дістаємо (2'), що і треба було довести. 
Означення 2. Нехай у точках хІУ і = 0, п, відомі значення 

деякої функції f (х). Сплайн-функція s (x) ç S порядку (/називається 
інтерполяційною, якщо s (*,) = / (xt). 

Можна ввести фундаментальні інтерполяційні сплайн-функції 
sj (х) такі, що Sj (х) £ S і Sj (xt) = ô;/, f, j = 1, n. Тоді інтерполяцій-
ну сплайн-функцію можна записати у вигляді 

s(*) = V / Л (де). 
і=і 

Приклад. Фундаментальними сплайн-функціями першого порядку на відрізку 
10, 1] е функції 

0, / 6 [0, 

—*/+!)/(*; — * / + I) . * 6 f*/. */+ll. 
o, /€[*,+!. 11. 

Графік функції Sj (0 показано на рис. 20. 

Теорема / . ДЛЯ довільних чисел fit і = 1, n, існує едина функція 
s така, що s (xt) = fh і = 1, л, тобто s (.x) — інтерполяційна сплайн-
функція. 

Д о в е д е н н я . Візьмемо s (x) у вигляді (2), де параметри dt 
мають задовольняти систему (1). За умови, що s (xt) = ft для визна-
чення n + q параметрів ah / = 0, q — 1, і dit і = 1, я, маємо систе-
му рівнянь 

s ( X t ) = f i 9 я, 

s, (/)-

/=і 
Покажемо, що відповідна однорідна система має лише тривіальний 

розв'язок. 
Дійсно, нехай функція 

у. s (де) Ф 0 задовольняє одно-
рідну систему зазначеного ви-

/ j \ ду. Тоді, поклавши в лемі 1 

/ \ / = s, маємо 

хИ xj хИ j t j [s(<7) (je)]2 dx = 0, 
Рис. 20 
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тобто № (x) s 0. Це означає, що s (JC) ç ТІЯ~\ і S (xt) = 0, і = 1, n, 
a оскільки q ^ л, то це можливо лише при s (JC) s 0. Суперечність 
доводить теорему. 

Теорема 2. Нехай s (JC) Ç S, s (JCJ = Д, і = 1, /і, // = {w Ç #2 : 
: W (JC.) = f , , і = 1, N}. ГОДІ л б 

1 ) j1 (*) - /Ю J2 = m i n j [siq) (X) — fg)(x)]2 dxV f t If 

a s£S a 
і всяка інша функція s (x) g S, яка має цю властивістьг відрізняється 
від S на многочлен (а — 1 )-го степеня 

b d 
2) ([s{q)(x)— ~siq)(x)]2dx=m\n[ [u(q)(x) — s(q)(x)]2dx VsgS 

i1 "Vf І 
і s (JC) — єдина функція з If, яка має цю властивість. 

Д о в е д е н н я . Для будь-якого s (JC) e S маємо 
Ь b 
J [s(g) (x) - fq) (x)]2 dx = J [sig) (x) — f(q) (X) + S(* (JC) — s<g) (x)]2 dx = 
a a b b 

= J [s(q)
 (JC) - fq) (x)]2 dx + ( [~sig)

 (JC) - (JC)]2 dx + 
a a b 
+ 2 J [s{q) (JC) - fq) (JC)] [SiQ) (JC) - S(Ç) (JC)] dx. 

a 
Останній інтеграл дорівнює нулю в силу леми 1, якщо покласти 

s (x) — s (JC) замість s і s (x) — / (JC) замість f і врахувати, що s (xt) = 
= f (xt)y і = l, n. Отже, 
b b b 
J [sig)

 (JC) - (JC)]2 djc = j lsiq)
 (JC) - fg) (x)]2 dx + J [s(q)

 (JC) - é* (JC)]2 dx% 
a a a 
що доводить першу частину теореми. Якщо властивість 1) має ще функ-
ція s* (JC), ТО, поклавши в попередній рівності s = s*, дістанемо 

j (JC) — s{q) (JC)]2 djc = 0, 

a 
ЗВІДКИ S* (JC) = S (JC) + p (x), p Ç 

Властивість 2) доводиться аналогічно. Теорему доведено. 
Теорема 3. Нехай виконано умови теореми 2. Тоді інтерполяційна 

сплайн-фунщія s (JC) має таку екстремальну властивість: 
ь ь 
С [sig) (JC)]2 dx = min f [uiq) (JC)]2 djc 
І "€/f S 

і s (JC) ЕДШІА функція з яка має цю властивість. 
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Д о в е д е н н я . Для доведення достатньо в пункті 2) попередньої 
теореми покласти s (де) = 0. 

Зауваження. Покажемо, що між сплайн-функціями порядку 
2 і кубічними сплайнами з 4.1 існує простий зв'язок. 
Дійсно, розглянемо сплайн-функцію порядку 2 на відрізку хп]. 
Тоді з означення 1 випливає, що на цьому відрізку маємо к бічний 
сплайн, причому S3 (де̂  = S3 (хп) = 0. Зазначимо, що умова 2) озна-
чення 1 гарантує единість інтерполяційного сплайну. 

Означення 3. Функція a (x) £ S називається згладжуючою 
сплайн-функцією порядку q з ваговим коефіцієнтом р > 0 , якшо 
вона задовольняє умову 

°(хі) + + і = ТГп, (3) 
де fi = / (**), / Є Щ la, M. 

Теорема 4. Згладжуюча сплайн-функція о (де) існує і єдина. 
Д о в е д е н н я . Оскільки о (x) Ç 5, то функція о (х) має вигляд 

(2), причому виконується (1). Для визначення n + q параметрів aj% 
j = 0, q — 1, і db і = 1, я, маємо систему рівнянь 

S ^(**)* = 0, £ = 0, q - \ , 
_ (4) 

Припустивши, що існує не єдина згладжуюча сплайн-функція, також 
припускаємо, що однорідна система (4) має нетривіальний розв'язок. 

За цим розв'язком за допомогою (2) визначається деякий сплайн 
а (де) такий, що 

+ = (5) 

S цього співвідношення маємо 

( - 1 Г + 4 = 0. (6) 
M P 1=1 

Покладаючи в (2') s (де) = / (де) = а (де), маємо 

= dtâ(xt)9 
S 

або з урахуванням (6) 

а Р '=1 
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Оскільки відповідно до (5) маємо p (— І)" 1 a fo), то остання рів-
ність переписуеться у вигляді 

[[0{ф(х)]Ых+р% [а (я*)]2 = 0, 
а ^ 

звідки, випливає, що аід) (х) = 0, о (x) Ç о fo) = 0, і = 1, п. 
Оскільки n ^ qt то звідси а (х) = 0, а це суперечить зробленому вище 
припущенню, що доводить існування єдиного розв'язку системи (4). 
Таким чином, існує єдина згладжуюча сплайн-функція о (х). 

Якщо ввести фундаментальні згладжуючі сплайн-функції Oj (x) ç 
ç S, які задовольняють умови 

a , (xt) + lofq-l) (xt + 0) —ар-1* (xt - 0)] = 6,/f (7) 

тоді, очевидно, згладжуюча сплайн-функція а (х) запишеться у вигля-
ді 

= (8) 
/==і 

Справедливе таке твердження. 
Теорема 5. Нехай о (х) — єдина сплайн-функція, яка задовольняв 

умови (3). Тоді, якщо позначити 
ь 

R (о (x) - и (x)) = J [o(q) (x) - fq) (*)]2 dx + 
a 

+ P 2 l°(2«~l)(Xi + 0 ) - c r ( 2 < 7 _ 1 ) ( x t - 0 ) 1 + « ( * , ) —/ ,} 2 = 

= f to«» (*) - им (X)? dx+ç>%{o {Xl) - и (*,)]», (9) 
a 1=0 

то: 

1) R(o(x)-f(x))=mmR(ö{x)-f(x))Vf£W$ (10) 

і всяка функція о (x) £ S, яка жав ц/о властивість, відрізняється від 
0 (jt) на многочлен (q — 1 )-го степеня; 

2) R(ô(x)--o(x)) = miriR(o(x) — и(х))9 Vcr(*)çS, (11) 

1 о (x) — єдина функція з яка мав цю властивість. 
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Д о в е д е н н я . Маємо 

R(°(x)-f (x)) - R (<х (x) - f (x) + ä(x)-a (*)) = R(a(x)-f (x)) + 

+ tf(Ô(X)_A (x)) + 2 J [AW (x) - /"» (JE)] [OW) (JC) - (x)]dx + 
a 

+ 2p | {[<**-» (*, + 0) - o ^ - ' ) (x, - 0)] + / , - / ,} X 

X { i = i £ - (je, + 0) - ( x t - 0)] + о (*,) - / ,} . (12) 

Оскільки <x Ç S, то для неї справедливе зображення (2), причому 
dt = А(2<7—1) (X, + 0) — О<2«-!> (JC, — 0). (13) 

З іншого боку, оскільки а (де)— згладжуюча сплайн-функція, то 
в силу (4) 

(14) 
Тому з (12) маємо 

R (о (x) - f (x)) - R (a (x) - f (x)) + R (о ( х ) - о (x)) + 
à 

+ 2 J [аш (x) — fq) (x)] [о(ф (x) - o(q) (x)] dx + 
a 

+ 2 4 - 2 (*i + 0) - (Xi - 0 ) - d i \ d t . (15) 
p M 

Замінивши в лемі 1 f (x) на о (x) — / (де) і s (х) на о (де) — а (де), 
дістанемо за допомогою (13), (14) 

ь 
J [5rw> (де) — о<*> (де)] [о{д) (x) — f1^ (x)] dx = 
а 

= (— Й « - 1 » (*» + 0) — ô<2«-" (x, — 0) — a«2«-') (je, + 0) + 

+ a«'"1» (*, - 0)] [a (je,) - f (*,)] ( - 1 ) ' £ [ Ö ^ - ' V , + 0) -

— ôv«-b(xt — 0 ) — dt]di. 
Тому з (15) випливає нерівність 

R (a (x) - f (x)) - R (a (x) - / ( x)) + R (о (де) - a (де)) > 
>R(o(x)-f(x))f (16) 

а з неї — (10). 
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Нехай а* (*) — інша сплайн-функція, яка має властивість (10), 
тоді в силу (16) R (о* — а) = R (а* — f ) — R (о — /) = 0. Врахо-
вуючи позначення (9), дістаємо а* (JC) = а (x) + p (JC), р (х) £ п^и 
що завершує доведення 1). Властивість 2) доводиться аналогічно. 

Як наслідок теореми 5 дістаємо таку теорему. 
Теорема 6. Нехай о (х) — єдина згладжуюча сплайн-функція для 

заданих р > 0 і fit і = 1, п, тоді 

\[<№(x)?dx+ р £ №)—/*]2 = 
а 

= min І J [и<* (x)]2 dx + P 2 lu (*,) - f i ) 2 

ифя
2 la м -

t о (х) — єдина функція з яка має цю властивість. 
Для доведення достатньо в (11) покласти a (JC) = 0. 

4.4. Оцінка похибки при інтерполюванні 
функції кубічними сплайнами 

Нехай функція f (JC), яка інтерполюється, належить до класу 
И?2 ( Й ) І x — фіксована точка проміжку [А, Ь]. Нехай x Ç [ JC*_I , xt] 
для деякого фіксованого g (х) — кубічна інтерполяційна функція. 
Розглянемо різницю 

R(x)=zR(x; f ) - f ( x ) - g ( x ) ~ 

= / (x) - mi-\ gjj mi gh Vі'1 - ~6—J 

- [fi - - и г 1 ) - Ч г ^ - * i Л + to W 
де для спрощення прийнято ht = h і введено позначення 

Ri (x-, п = f i x ) - H X X ( * , _ , ) ( * ' ~ * ) 8 - f-xx(xt) { X - ; R ) 3 -

- [ f (*,_,) - flx (*,_,)] - [/ (*t) - T-f-xx <*,)] , (2j 

D / А («і"-*)3 (* — . Я2 (*; Л »W — 6 h — 6 h — + 

+ 4 . (R, - X) + -J- О, . (X — X/_I), (3) 

V, = m, — / - , (Jfj), і = 1, n 1, fxx (*0) = f-xx {xn) = 0. ** V«' I XX 
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Зауважимо, що згідно з п. 4.1.11 v u i = 0, n, задовольняють наступ-
ну систему лінійних алгебраїчних рівнянь 

A [ t ; , _ 1 + ] = -J*-f-x-xx(x) = hl(x;f), І = І 7 7 Г = 1 , (4) 

"о = vn = 0. 
Дослідження лінійних функціоналів Rx (х\ /), І (х\ f) будемо прово-

дити за відомою з попереднього викладу схемою: 1) перейдемо за допо-
могою лінійної заміни до проміжку, довжина якого не залежить від 
h і за допомогою теорем вкладення покажемо обмеженість функціона-
лів /?! (х\ /), І (.г, /) в Wt; 2) покажемо, що Rr та / перетворюються 
на нуль у многочленах відповідного степеня і застосуємо лему Брем-
бла— Гільберта; 3) виконавши обернену заміну, перейдемо до старої 
незалежної змінної і знайдемо шукану оцінку. 

Отже, за допомогою заміни s = (х — дг<_і)/Л відобразимо відрізок 
[xt—2» xt+1 ] на [—1, 21 і позначимо / (xt-\ + sh) = / (s). Тоді 

- 4 - 1 /(0) — 2/(1> Ч-7(2)]s3 — {/(0) g-[/(— D - 2 / ( 0 ) + / ( l ) ] ) x 

X (1 —s) —1/(1) g-[/(0) — 2/(1) + ?(2)]| |/||с[-1,2] ^ 

що означає обмеженість лінійного функціоналу R i ( f ) в просторі 
WÏ (—1, 2), k = 174. Крім того, 

Д і ( / ) = 0, V f t n з. 
Тому з леми Брембла — Гільберта випливає оцінка 

яка за допомогою заміни s на стару змінну х приводить до нерівності 

Я К ^ і Л ^ І / и , (5) 

k = Т Г 4 , Х£[ХІ-ux t]9 i = T7n. 
Аналогічно знаходимо оцінку для функціоналу / (х\ f): 

\1(х; Л К Л І х / і ^ 5 7 2 ! / ! k , (6) 

£ = 1 , 4 , х£щ. 
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При відшуканні оцінки в L2 (а, 6)-нормі R (x; f ) зрозуміло, що 
буде потрібна оцінка в цій самій нормі як Rt (.х; /), так і R2 (х\ /). Якщо 
наявність нерівності (5) одразу дає змогу записати, що 

1 Ri(*; f)lli,(a.w<мян*і/л=-.ТГ4, (7) 

ТО ДЛЯ ОЦІНКИ 

потрібно ОЦІНИТИ норму II V І£.в(сол). 
З системи (4) маємо 

v = tiA~ll(f), 

де V = t;n-i) r , 1(f) = (/ fo; / ) , . . . , / (Хл—і; /))г , що приводить 
з врахуванням леми 1 (п. 4.1) до оцінки 

IIVк,«оЛ> А'1 b h\\l(f)\\Lti%) ^-j-lUf)lLt{%), (9) 

І) А"1 |з = sup (A~~ly, y)/(y, y) = sup (z, z)/(Az, 2). 
y^O г 

Причому сталу 6 у випадку рівномірної сітки щ легко визначити. 
Дійсно, 

(Аг, z) = -g- 2 («w + 4*і + z,+,) z* == 

f. rt—2 о я—1 0 і, /1—2 0 0 

= - г 2 г<г<+> + - т А 2 * г S + + 

де /=1 
тобто ô = А/З і нерівність (9) з використанням (6) набуває вигляду 

£ = 1 , 4 . (Ю) 

Нерівності (8) і (10) разом з 

II/W — gMIk.,«*.«<IRi (*; O i k k « 
дають остаточний результат 

l f ( x ) - g ( * ) lL,(a.b) < Mhk I f \wb(a b), k^TTA. ( 1 1 ) 

Можна дістати оцінку типу (11) і у рівномірній метриці. Для цьо-
го треба мати оцінки для || Rx (х\ f ) || R2(x\ f ) 1 с[аль]. 3(2), (3), 
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(5) випливає, що 

і /?, ( * / ) < M j i k ~ m і / \ w k x i _ b H + m o ^ (12) 

і = 1, n, k = 1, 4, 

Скориставшись лемою 1 (п. 4.1) для розв'язку системи (4), дістанемо 
оцінку 

<3Mxhk"5/2max | / К , ^ . k = 174. (14) 

З виразів (12) — (14) остаточно дістаємо 

U (x) - g ( x ) | с [а Л < Mhk-l/21/ \w>ia J k = 174. (15) 

Якщо / (x) Ç C? la9 b], тоді вирази (12) — (14) .приводять до більш 
точної оцінки 

II/ (X) - g (X) »С[а.ьу< Mhk І./ \ck[a by £ = !7~4. (16) 

В п р а в а 1. За допомогою вище викладеної методики показати, що для різ-
ниці похідних (x) — (*)> І = !» справедливі оцінки 

II / ( Л - ёа) 1с [ 0 .ч < ЛІЛ*- 1 / 2 - / І f | j 1 < k < 4. j = 1, 2; Mr 2 W 

і і / ^ - ^ ' І І І ^ ^ ^ - ' І І / І І ^ . / = 1 , 2 ; 
якщо 

f(x)eWk
2(a,b)t 

і 
' B ^ W - ^ W l c ^ ^ A f ^ - / ! / ^ ^ , / = 1 , 2 , 

sa умови f 6 Ck [a, 6], де сталі ЛІ не залежать від / і від h, 
h = шах Л/. 

Таким чином, справедливе таке твердження. 
Теорема. Нехай f (x) Ç ИР* (а, 6), 1 ^ k ^ 4 / виконана умова 

ht е= ft, /под/ мають місце оцінки 

І Ґ (X) - gU) (X) I!c[a.ft] < Mh"-1'2-11 / 

« / ( / ) (X) - g<» (x) | i | ( a .w < Mhk41 f \wb{aj>), 
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де j = Oy 1,2 , M — сталі що не залежать від h і /. Якщо f (JC) ç Ck la, 
bl Г то 

ІҐ (X) - g{/) (X) ||c[a ft] < Mhk4 II /<*> ||c[a,ft]» 
de j = 0, 1, 2. 

З теореми, зокрема, випливає, що за умови 
f(x)£WÏ(a, b,) 1 <£<4, 

функція g{1) (х) збігається при h = max ht ->• 0 до fh (х) зі швидкіс-
тю О в нормі С la, b] і зі швидкістю О (hk4) в нормі L2 (a, b). 
Якщо/ (JC) £ С* [а, 6], 1 < ft < 4 ,0 < j < £ , то g ( / ) (JC) збігається при 
h —> 0 до (JC) ЗІ швидкістю О (hk~J). 

Г Л А В А 5 

НАБЛИЖЕНЕ ОБЧИСЛЕННЯ ВИЗНАЧЕНИХ 
ІНТЕГРАЛІВ 
5.1. Класифікація формул чисельного інтегрування 

Перш ніж перейти до побудови та вивчення методів наближеного 
обчислення визначених інтегралів, запропонуємо можливу класифіка-
цію їх (рис. 21). 

Тут мова йтиме про методи обчислення визначених інтегралів без 
особливостей, тобто інтегралів зі скінченними границями інтегруван-
ня від функцій, які на проміжку інтегрування не перетворюються на 
нескінченність. 
Визначений інтеграл можна розглядати як функціонал 

^ (/) = I P (x) / (x) dx, (1) 
а 

заданий на деякій множині / £ D (J), p (x) ^ 0 — задана вагова 
функція. 

Однією із загальних ідей при побудові алгоритмів наближеного об-
числення інтеграла (1) є така: для функції / (JC) будується деяке на-
ближення f (JC) І наближено покладають 

J ( f ) t t J h (/) = j p (x ) / ' 1 (X)dx (2) 
а 

(звичайно, наближення f (х) має бути таким, щоб інтеграл (2) обчис-
лювався простіше, ніж (1)). На практиці поширені наближення F1 (JC), 
які лінійно виражаються через значення функції / (JC) та її похідних 
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Рис. 21 

в точках сітки со = {jca Ç [a, b]: і = 1, я, xt < відповідна фор-
мула для Jh ( f ) має вигляд 

J h ( f ) = t 1 Atifi] (*k), І *k = n (3) 
k=l i=\ k=\ 

і називається квадратурною формулою. Числа xk, k = 1, п, назива-
ються вузлами або абсцисами квадратурної формули, а числа А$— 
коефіцієнтами або ваговими коефіцієнтами. Величина 

Rh(f) = J ( f ) - J h ( f ) (4) 
називається залишковим членом квадратурної формули. На практиці 
найчастіше вживаються квадратурні формули виду: 

É ^ / W , (5) 

в яких використовуються лише значення функції f (JC) І не використо-
вуються похідні. Залишковий член таких формул, очевидно, є ліній-
ним функціоналом від /. 

Формулу (5) можна дістати, якщо вибрати f 1 у вигляді 

f (X) ШТ / 7 Л _ ! ( * ; / ) = £ / (xk) ( X ) , ( 6 ) 

k=i 
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де рп—і (х\ f ) — інтерполяційний многочлен степеня п — J для функ-
ції / (х) за вузлами xh і = 1, п\ lk.n-\ фундаментальні інтерпо-
ляційні многочлени 

(X — Xk) (ùn (xk) 

= (* — *і) ... (X — Xk_{)(x— xkM)... (* — хп) 
(Xk — *l) ... (Xk — xk__x) (xh — xk+l) ... — *„) f ' 

<ùn(x) = (x— Xj) ... (x — Xn). 
У цьому випадку 

С{Г = { P w w dx = f p (л:) W d* (8) 

формула (5) називається формулою інтерполяційного типу. 
Означення. Якщо залишковий член квадратурної формули 

дорівнює нулю на множині л п всіх алгебраїчних многочленів не вище 
п-го степеня, то кажуть, що квадратурна формула має алгебраїчний 
ступінь точності п. 

Очевидно, що алгебраїчний степінь точності формули інтерполя-
ційного типу (5) з ваговими коефіцієнтами (8) є щонайменше п — 1, 
бо f1 (х) S3 рп-1 (х\ Î) = / (X), якщо f Є Лп-1. 

Найпростішими серед формул інтерполяційного типу є формули 
Ньютона — Котеса, які широко використовуються в практичних обчис-
леннях. 

5.2. Формули Ньютона—Котеса 

Якщо в квадратурній формулі (5) (п. 5.1) з ваговими коефіцієнтами 
(8) (п. 5.1) для інтеграла (1) (п. 5.1) з вагою р (*) а 1 вузли рівновід-
далені, тобто Xf+i — xt = h, і = 1, n — 1, то така формула нази-
вається формулою Ньютона — Котеса. У формулах Ньютона — Котеса 
крок h можна вибирати за формулами h = ^ р р , якщо хх = а 4- А, 

або h = ь~а якщо хх = а. У першому випадку множина вузлів не п — 1 » " 
містить точки а і b і проміжок інтегрування розбивається на п + 1 
рівних частин; у цьому разі квадратурна формула називається форму-
лою відкритого типу. В другому випадку кінці проміжку інтегруван-
ня а і ft є теж вузлами квадратурної формули, яка називається фор-
мулою замкненого типу, відрізок f а, Ь] розбивається вузлами на п — 
— 1 рівних частин. Якщо покласти xl = а + kh, хп = b — kh, то для 
формул відкритого типу k = 1, а для формул замкненого типу k = 0. 
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Покладемо х0 = xt — А = а + (k — 1) А, хп = b — kh = х0 + 
+ nh і виконаємо в інтегралі заміну x = х0 + hy = а + Л (у + 
4- k — 1). Якщо позначити / (х0 + hy) = F (у), то 

6 гі+Л 
[/(*)<** = h \ (1) 
S 1-А 

В останньому інтегралі замінимо функцію F (у) інтерполяційним мно-
гочленом Лагранжа з вузлами в точках 1, 2, тобто 

Fiu) - V F m (У-') ••• (»-< + !) (*-<-!) ••• (У-п) • 
( f - 1 ) . . . ( i - i + l ) ( f - i - l ) . . . ( t - n ) + 

+ — 2) . . . (y — n) F {y; 1; 2; . . . ; n) = 

- v f(v 4. ifcw n"-< ( У - 1 ) ( У - ' + О ( » - ' - ' ) ••• (У-п) , 
- 2 + » « ) ( - 1) 0 - 1 ) ! (n-*)! + 

+ 1) ... {y-n)F{y\ 1; 2; . . . ; n). (2) 
В результаті дістаємо 

Ь n+k 
(3) [f{x)dx = h j F(y)dy = h^ J$F (i) + Rn.k(f), 

a \—k i=l 

Де Rn,k ( f ) — залишковий член, 

У П = — і Z l i l H — f ( & - 1 ) ( У - 2 ) . . . ( y - n ) . ( 4 ) 
'•* ( f _ | ) l ( „ - / ) ! J y - і a y > W 

1—k 
N+A 

Rn,kif) = h f (1,-1) . . . (y — n)F(y, 1; ... ; n)dy. (5) 
l i t 

Враховуючи заміну, перепишемо (3) y вигляді 

j f (*) dx = (b-a)f_ J{l%f (x0 + ih) + Rn,k (/), (6) 

де 
ul(n) J(n) 

Порівнюючи (6) з (5.1.5), дістаємо 

с Т - ф - а ) ^ . (8) 
Значення не залежить від проміжку інтегрування і можуть бути 
обчислені раз і назавжди. При цьому справджується рівність 

Jitk = «/я— НІ,*» 
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яка означає рівність рівновіддалених від кінців проміжку інтегруван-
ня коефіцієнтів і яка приблизно вдвічі скорочує кількість обчислень. 

Дійсно, 
. , n+k 

Пп) Ц ) и С ( у 1) ... (У-П) d п~*+х ~~ (n — 1 +2k) (л — 0! 0 - 1 ) ! J y — n + i — l uy 

1—k 
і, замінюючи y на n — z + 1, дістаємо 

<«> _ t z i ^ 
(n — 1 + 2*) ( л - O î (І— 1)! •»я—i+l,k = 

X J (n-z)(n-z-l) ...Q-z) d z x 

n+k 

_ f (г — 1) (г — 2) . . . (z —n) , _ m 
- ( Л - 1 + 2fc) (/г — ! (t — 1>I J ~ i — 

\-k 
Можна довести, що величини | J{j% | при зростанні n необмежено 

зростають і Н т | У ( $ | = + оо. Це означає, що при великих п малі 
П-+ оо 

похибки в значеннях функції f (х0 + ih) можуть дати велику похибку 
в квадратурній сумі (йдеться про неусувну похибку). Тому на практиці 
не використовуються формули Ньютона — Котеса з великим /і, а щоб 
зменшити похибку при чисельному інтегруванні на великому проміжку 
[а, 61, його попередньо розбивають на достатньо велику кількість ма-
лих інтервалів і на кожному з них застосовують квадратурну 
формулу з невеликою кількістю вузлів. Знайдена таким чином квадра-
турна формула на відрізку [а> Ь\ інколи називається ускладненою 
або складеною. Розглянемо детальніше формули Ньютона — Котеса 
відкритого типу при п = 1 і замкненого типу при п = 2 і п = 3. По-
клавши в (3) k = 1, п = 1, запишемо рівність 

J f{x) dx = (b — a)f + RKl (/), (9) 
a 

яка називається формулою середніх прямокутників. Розбиваючи від-
різок [a, b] на N рівних частин довжини h = b ~ а , матимемо: 

J f(x)dx= 1 j f(x)dx9 
xi—і 

де xt = a + ih, і = 0 , , N — 1, XN = b. Застосувавши до кожного з 
інтегралів у сумі формулу (9), знайдемо ускладнену формулу середніх 
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прямокутників 
S n 

(16) 

де 

N 

Ri ( f ) = H Діл (/). R\i (J) — залишковий член квадратурної форму-
л і 

ли на і-му інтервалі. Часто і формулу (9), і формулу (10) називають 
просто формулами середніх прямокутників. 

Поклавши у виразі (3) і = 0, п = 2, дістанемо формулу трапецій 

jf (x) dx = [/ (а) + / (b)] + R2tо ( f ) . (11) 
a 

За допомогою зображення 
b N a+(i+№ . 
J/W<f* = 2 j f(x)dx9 
a 0 a + r t 

із формули (1) знаходимо ускладнену формулу трапецій 

J / W Л - Л[- ! - / («) + ^ / ( û + «ft) + 4 - / ( * ) ] + 

+ /?,(/) s I ? + Rrv<J), (12) 

/? = h J Д / (a + ih) + -i- / (a) + -J- / , 

ЛЧ-1 

tfTP (/) 5 R2 f j ) = 2 (/), (/) — залишковий член на i-му 
І=\ 

інтервалі. 
Якщо покладемо в (3)£ = 0, я = 3, то дістанемо формулу Сімпсона 

де 

/ (x) dx = [/ (а) + 4f + / j + /?3і0(/). (13) 

Поклавши h = (b — a)!(2N), маємо 

J / M * * . 
a a+2m 
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і використавши (13), знайдемо ускладнену формулу Сімпсона 

\ / (x) dx = 4 [/ (а) + 4 £ / (а + (2 і - 1 ) А) + 
і L і - і 

+ 2 2 і / ( « + 2/Ä) + /(6)1 + (Я ^ I h + Reif), (14) 
і=1 J 

де 

/ £ = - | _ | / ( а ) + 4 | і / ( а + ( 2 і - 1 ) А ) + 

+ 2*2 f (a+ 2ih)+f{b) 
£«=1 

N—1 
Rcif)^Rsif)= 2 

t = 0 

/?з'о (/) — залишковий член на інтервалі la + 2ih9 a + 2 (і + 1) hl. 
' Розглянемо питання про алгебраїчні степені точності наведених 

формул. 
Лема. Нехай в квадратурній формулі (5.1.5), яка є точною на мно-

гочленах до (п — \)-го степеня, вузли хь і = 1, п9 розміщено симетрич-
но відносно середини відрізка [а, Ь). Тоді, якщо n = 2т -f 1, m = 1, 
2, ..., то алгебраїчний ступінь точності формули (6) дорівнюватиме 
п, тобто підвищиться на одиницю. 

Д о в е д е н н я . Побудуємо для функції / (х) інтерполяційний 
многочлен п-го степеня за вузлами хІ9 х2, ..., хп9 хІ9 тобто з одним 
кратним вузлом. Запишемо його в формі Ньютона: 

Рп(х\ f) = /(*i) + (* — * і ) / [ * і ; * 2 І + ••• +(х — x j ... 
... (x — xn-\)flxi9 ...; хп]+(х— хг) ... (х — хп)х 

X f[xx\ х2; ...; хп; xt] = рп-\(х\ f ) + (x — хх) ... 

. . . ( x - x n ) f l * v . . . ; * » ; *il- 0 5 ) 
Оскільки Я — непарне, а всі вузли JCÄ, k = 1, Я, розміщено симетрич-

fl-f fr HO ВІДНОСНО ТОЧКИ —у— , то 
V 

{ (* — Jti) . . . ІХ — л: J d * = О 
а 

b 
і з ( 15) Діртйнемо [ рп (х\ f)dx= J (JC; /) dx. Але R (рп-\) О, 

a a 
тому і /? (/>n) = 0, що і треба було довести. 

Наслідок. Формула середніх прямокутників мав алгебраїчний 
ступінь точності 1, а формула Сімпсона — 3. 
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Формули (13), (14) інколи також називають формулами парабол. 
Назви квадратурних формул (9) — (14) походять з геометричних мір-
кувань: криволінійні трапеції, сума площ яких е значення інтегралу, 
8амінюються відповідно прямокутниками, трапеціями і криволіній-
ними трапеціями, верхньою стороною яких є парабола. 

При k = 0, п = 4 формула (3) має вигляд 

f f ( x ) d x = ( b - a ) [ ± f ( a ) + ± r [ a + - ^ - ) + 
а 

+ 4 - f { a + 2 ( V a ) ) + 4 - / H + ( , 6 > 
(правило трьох восьмих). При виведенні (16) ми замінили підінтег-
ральну функцію інтерполяційним многочленом третього степеня і ос-
кільки я-парне, тобто не виконуються умови леми 1, то її алгебраїч-
ний ступінь точності є 3 і збігається з алгебраїчним ступенем точнос-
ті формули Сімпсона (у формулі Сімпсона на один вузол менше). 

5.3. Квадратурні формули найвищого алгебраїчного 
ступеня точності (формули Гаусса) 

У попередньому параграфі виведено формулу чисельного інтегру-
вання заміною підінтегральної функції її інтерполяційним многочле-
ном, побудованим за п вузлами. Такі формули називаються формула-
ми інтерполяційного типу. Ми бачили, що алгебраїчний ступінь точ-
ності таких формул у загальному випадку є п — 1, а при симетричному 
розміщенні непарної кількості вузлів відносно середини відрізка до-
рівноє п. В зз'язку з цим виникає питання: чи можна за рахунок яко-
го-небудь іншого розміщення вузлів ще підвищити алгебраїчний сту-
пінь точності? У цьому параграфі дається відповідь на поставлене пи-
тання. Зазначимо, що алгебраїчний ступінь точності є дещо умовною 
характеристикою точності, оскільки можна навести приклади підін-
тегральних функцій, коли формула меншого алгебраїчного ступеня 
точності дає більш точне значення інтеграла. Однак далі видно, що 
формули високого алгебраїчного ступеня точності мають не тільки 
теоретичний, але й практичний інтерес. 

Нехай квадратурна формула 

r N 

)р W / W * * - E c V f i x T ) + m о ) 
а * - ! 

де р (х) ^ 0 V x £ [a, b] — вагова функція, що задовольняє нерів-
ності 

ь 
J p (x)x'dx < + оо, і = 0, 1, . . . , 
а 
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є формулою інтерполяційного типу, тобто / ? ( / ) = 0, ЯКЩО / Ç ПП-Î 

(тобто е многочленом не вище (п — 1)-го степеня) і 

• Г - j <»,-. M P « * - J , w f • 
(2) 

<ù(x) = Û ( x - x f \ хТ£[а,Ь\. 
/=1 

В нашому розпорядженні знаходяться вузли де?0, і = 1, л, які можна 
вибрати так, щоб формула (1) мала найвищий можливий ступінь алге-
браїчної точності. Неважко помітити, що найвищий ступінь алгебра-
їчної точності менший або дорівнює 2п — 1. Дійсно, покладаючи в 
(1) 

/С*) = П (Х-хГ)*£Л2п. 

дістаємо 

СП (x-xfl))2p(x)dx>09 
а ' -1 

тобто R (/) не може бути рівним нулю на всіх многочленах степеня 
2п. Формулу вигляду (1), для якої R i f ) = О V / Ç я2п-і, називати-
мемо квадратурною формулою найвищого алгебраїчного ступеня точное-
/ш. Покажемо, що такі формули існують, і знайдемо необхідні і до-
статні умови для цього. Нехай [ру (jt)}JLo — система ортогональних 

п 
з вагою р (х) многочленів на [а, 6], рп (x) = S kttnXn^. Тоді справед-

£=0 
ливе таке твердження. 

Теорема 1. Для того щоб квардатурна формула (1) з коефіцієнтами 
(2) була квадратурною формулою найвищого алгебраїчного ступеня 
пючності, необхідно і достатньо, щоб со (де) = ^прп (де) тобто вузли 
хТ\ і = 1, п, збігались з нулями многочленів рп (х), причому така 
квадратурна формула єдина. 

Д о в е д е н н я . Необхідність. Нехай формула (1) є квадратур-
ною формулою найвищого алгебраїчного ступеня точності, тобто 

R ( f ) = 0 V/ЄЯїп-ь 
де через Я2/і-і позначено множину всіх многочленів до (2п — 1)-го 
степеня включно. Тоді V Q (де) £ m < п — 1, маємо Q (де) со (x) € 
ç Я2л і і з (1) випливає 
ь 
î Q (X) û) (x) P {X) dx = 2cT> Q (x?) (ù (x?) + R (Qcd) - 0, m = 0, n — 1, 
a 

(3) 

Ш 



бо (о = 0 i /?(/) = О V / Ç л 2,1-1. Це означає, що многочлен 
о (де) степеня п ортогональний до всіх многочленів до (п — 1)-го 
степеня включно. Раніше ми бачили (див. 1.6), що такий многочлен єди-
ний і о (х) = kö)ipn (х), що і треба було довести. 

Достатність. Нехай со (де) = / ~ô)ipn (де). Покажемо, що /?(/) = 
= О V / Ç Я2Л-1- Дійсно, 

f(x) = c»(x)Q(x)+r(xh (4) 
де многочлени Q (де) і r (х) мають степені менші ніж п. Тоді 

ь ь ь 
[ f i x ) p (x) dx = J <•> M Q (x) P (x) dx + j г {x) p (x) dx. (5) 
a a a 

Перший доданок y правій частині за припущенням дорівнює нулю. 
Оскільки з (4) випливає, що 

/ ( 4 ° ) = r ( 4 r t ) ) І Г £ п т , т ^ п - 1 , 
то r (х) збігається з інтерполяційним многочленом функції / (де). Але 
формула (1) є формулою інтерполяційного типу, яка точна, для много-
членів степеня п — 1, таким чином, 

ь ь п 

[ГШ U) dx = J г {x) р (де) dx=% c f r (xT) = a a :1 

= £ cT*f(xT) Vftn^-u 
i=\ 

тобто /?(/) = О, a це й треба було довести. 
Єдиність квадратурної формули найвищого алгебраїчного ступеня 

точності випливає з єдиності (з точністю до мультиплікативних сталих) 
системи многочленів {рі (*)}г1о ортогональних з вагою р (х) на la, 
Ь]. Теорему повністю доведено. 

Квадратурна формула (1) з коефіцієнтами (2), яка має найвищий 
алгебраїчний ступінь точності, називається ще формулою механічних 
квадратур Гаусса, або просто формулою Гаусса. Вагові коефіцієнти 
еф У формулі Гаусса (1), (2) часто називають коефіцієнтами Крістоф-
феля. їхні властивості встановлює наступна теорема. 

Теорема 2. Коефіцієнти Крістоффеля k = 1, я, мають такі 
властивості: 

4 ° > 0 , (6) 

І сТ = î P (x) dx; (7) 1 а 
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4 M Рп (*) 

PnW) (* -4 n ) > 
P (x) dx\ 

Uk = 

kOtn ІРп-Л2 

k0.n Pn+liW Pn № k0.n-l Рп-1 <4°> Рп (4П)) 

(8) 

О) 

(10) l e f r 1 
/ = 0 

Д о в е д е н н я . Формули (7) і (8) випливають з того, що форму-
ла Гаусса (1) є точною для довільного многочлена степеня не вище 
2п — 1 і, зокрема, для / (х) = 1 і 

а нерівність (6) являється наслідком (8). 
Для доведення (9) покладемо у формулі Крістоффеля — Дарбу 

= Р п + Х ( х ) Р п І У )
х ~ у П

 (х)Рп+х ІУ) , (U) і=0 к0 ,п+\ 

у == х%\ помножимо обидві частини дістаної рівності на вираз 
0,п+1 

і проінтегруємо з вагою р (х) від а до b. Як наслідок дістанемо 

В силу ортогональності системи многочленів pt (JC) маємо 
0, і> 0, 

л & П Ї Р Ю М * ) * - ^ t = 0 . 

Враховуючи також, що 

/7„ (д:Г) = 0. <Ù(*) = - ^ L , 
0,л 

Рп (*) 

к0л 
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(ù(x) 
(ü' ( x f ) (x — 4Л>) 

і формули (2), з (12) дістаємо першу рівність формул (9). Друга рів-
ність у (9) випливає з першої з урахуванням рекурентного співвідно-
шення (див. 1.6) 

ап+\рп+\ (x) + (іbn — x) рп (х) + (де) = 0, 
__ 1 II Рп IP . _ kltnkQ.n+\ " k0,nk\,n+\ 

*0.n llPn-lll2 ' W V n 

/т — k°-n 
an+\ = -T . 

Нарешті, справедливість формули (10) встановлюється шляхом гра-
ничного переходу у тотожності Крістоффеля — Дарбу (11) при х = 
= x(k\ У х Т із використанням формули (9). 

Таким чином, для побудови квадратурної формули найвищого ал-
гебраїчного ступеня точності необхідно побудувати відповідну систе-
му ортогональних многочленів і знайти їхні корені. Для вагових функ-
цій P (JC), пов'язаних з класичними ортогональними многочленами, 
є таблиці вагових коефіцієнтів і абсцис відповідних квадратурних 
формул Гаусса. 

Приклад 1. Обчислити вагові коефіцієнти квадратурної формули Гаусса для ін-
тегралів виду 

1 
J f ( x ) - Х*)~1'2 dx, (13) 

-1 
тобто р (х) = (1 — * 2 Г І / 2 . 

Р о з в ' я з а н н я . З вагою р (де) = (1 — де*)-1/2 на відрізку [—1, 1J пов'язана 
система ортогональних многочленів Чебишева першого роду 

Тп (x) = /*-і/2;-і/2) w = c o s (п a r c c o s x) t 

Тому вузли квадратурної формули, точної для многочленів до (2п— і)-го степеня, 
знаходять з рівнянь 

Тп (де) = cos (n arccos х) = 0, 
звідки 

2k 1 
= c o s — я , k=\9n. (14) 

Відповідні ваги знаходимо за формулою (9), враховуючи, що 
і n л 

1 + cos 2 ni 
ünp= J (1 — Jt a ) - 1 / 2 cos2 (n arccos x) dx = — j cos8 ntdt « j + ^ 

—1 я 0 
•dt 

= 1 Г + Т 3 T s i n 2 l l / | ô e " ? " » 
k0tn = 
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Маємо 

^ - - З Д 

П 
t-l 2 

s [ < " - ' ) V (« V " l y . ^ g j - i j " 

- т - * <•*> 
Приклад 2. Побудувати квадратурну формулу Гаусса з двома вузлами для ін-

тегралів вигляду 
І 

/ ( / ) = J / W Л*. 
о 

P о з в' я з а н н я. Як випливає із загальної теорії, насамперед треба знайти 
нулі xмногочлена ра (*) другого степеня із системи ортогональних на [0, 1] 
з вагою p (xj э 1 многочленів { (* )}£L 0 - Ці НУЛ* і будуть вузлами квадратурної 
формули. Оскільки формула Гаусса є формулою інтерполяційного типу, то її коефі-
цієнти за відомими вузлами обчислюються за формулами 

і і 
с ? = f ;1.2 M dx = j* х{2) Jx(2) dx, 

о о 1 2 

1 1 (2) 
С С х х \ 

4 = ) '2.2 <*> d * = ) х(2) _ х(2) d x ' 

Як відомо (див. п. 1.6), ортогональну систему на >— 1, 1] з вагою p (x) s 1 утворюють 
многочлени Лежандра [pi (*)}/Lo» як* м о ж н а знайти, наприклад, з рекурентного спів-
відношення 

2п + 1 п 
Р-\ (х) = 0, р0 (*) = 1, р ^ (х) = n + l хрп (x) — п'+ 1 рп_х (*), 

п = 0, 1, 
Якщо виконати лінійну заміну змінних х = 21 — 1, за допомогою якої відрізок 
[—1, 1] відображається на відрізок [0, 1], то очевидно, що система многочленів 
[Pi (Q}JLo s ІРі — 1)1 JLo буде ортогональною на [0, 11 з вагою 1. З рекурентного 

З 0 1 З*2 - 1 
співвідношення маємо рЛ (х) =» х, р2 (*) = -g ха — = ^ 1 ТОМУ 

,л - m 3 (2/ — І)2 — 1 12/2 — 12/ -f" 3— 1 
р2 (0 = Р% (0 =» 2 = 2 = ® 6 / + К 

Коренями цього многочлена є х{2) = 3 ~ ^ , х?* = 3 , і Ці корені е 6 6 
вузлами шуканої квадратурної формули. Користуючись наведеними вище фор-

мулами, дістаємо cf2) = с!,2* =з -g- і» отже, формула Гаусса алгебраїчного сту-

пеня точності 3 має вигляд 
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Подамо чисельні значення невід'ємних вузлів і коефіцієнтів 
с\f* формули Гаусса для вагової функції р (х) = 1, п = 1, 2, 3, 4, 
і відрізка [—1, 1] з десятьма десятковими знаками після коми у таб-
лиці: 

• п 
х\ Сг п с\ с; 

1 0,0000000000 
1,0000000000 3 0,0000000000 

0,8888888888 
0,7745966692 
0,5555555556 

2 0,5773502692 
1,0000000000 4 0,3399810436 

0,6521451549 
0,8611363116 
0,3478548451 

Вузли формули Гаусса є нулями многочлена Лежандра Рп (х) і 
розміщені симетрично відносно точки x = 0, коефіцієнти С/П) додат-
ні і в симетричних вузлах збігаються при будь-якому п. 

За допомогою формули Гаусса для ваги р (х) = 1, x Ç [—1, 1], 
і n 

Jf(x)dx*% c f f i x f ) (16) 
—і /=1 

можна побудувати ускладнену фоомулу Гаусса на довільному відріз-
ку [а, Ь]. З цією метою відрізок Іа, b] розбивається на N рівних від-
різків [xi, ХІ+il, де х\ = а + k (b — a)/N, k = О, N — 1, xn• = b, 
î на кожному частинному відрізку U*, xl+\] задається n вузлів 

* » / - / = Ï7n , (17) 

де л:; — вузли канонічної формули Гаусса (16). Квадратурна фор-
мула 

r• A-f-1 

*k 7-1 

буде точною для многочленів степеня 2п — 1. Підсумовуючи, дістаємо 
ускладнену формулу Гаусса 

l f ( x ) d x ^ - ^ - t сТ E*/(**/), (18) 

точну для многочленів степеня 2я — 1. 
Квадратурна формула, вага і абсииси якої обчислені в прикладі 

1, має ту особливість, що при сталих коефіцієнтах її алгебраїчний 
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ступінь точності е 2п — 1. Квадратурні формули з рівними коефіцієнта-
ми називаються формулами Чебишева, і питання про їхню побудову 
для довільної вагової функції р (х) розглянемо далі. 

5.4. Квадратурні формули Чебишева 

Розглянемо квадратурні формули інтерполяційного типу виду 
* 

)f(x)p(x)dx = CZ + P (х) > 0, (1) 
—і 

де ваговий множник С і вузли хТ Є [—1, 1], k = 1, /і, виберемоз 
умови, щоб 

Ж/) = о V/ÇKm (І') 
для максимально великого m. Оскільки формула (1) містить п + 1 
параметр (С, х{?\ k = 1, я), то т^ п. 

Застосування квадратурних формул (1) найдоцільніше тоді, коли 
значення / (jt*m)) знаходяться, наприклад, вимірюванням і мають ви-
падкові похибки. Дійсно, нехай ці похибки є незалежними випадко-
вими величинами із сталою дисперсією а і математичним сподіванням, 
що дорівнює нулю. Тоді дисперсія похибки наближеного значення ін-
теграла, який обчислюється за формулою 

[ç>{x)f(x)dx**i С Г / Ю , (2) 
- і <=1 

дорівнюватиме 

o f f CrW°))= t (C?fDf{x{?)=at (СГУ, (3) W=1 / t=l M 

a її математичне сподівання дорівнює нулю. Вимагаючи, щоб формула 
(2) була точною для / (*) = const, дістаємо 

п » 
І СГ = = (4) 
' = 1 - і 

Неважко помітити, що мінімум правої частини (3) (мінімум дисперсії) 
за умови (4) досягається при = ^Jn, і = І, п9 тобто для KBàApa-
турних формул виду (1). 

Оскільки формула (1) інтерполяційна, то 

^ = C =
 к = ~ а '

 <5> 
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З'ясуємо, чи існують для довільного p (JC) > 0 такі абсциси ху Ç 
Ç [—1, 1], k = 1, п, для яких формула (1) має властивості (Ґ) і (5) 
(нагадаємо, що для ваги р (х) = (1 — х2)~~хп це має місце). 

Очевидно, що задача відшукання абсцис jt/T* еквівалентна задачі по-
будови многочлена 

(o(x) = Û {х — хТ) = £ Ькхп-\ 6 , - 1 . (6) 
k=\ k=0 

Оскільки для формули (1) має виконуватися умова (Г) при m = п, 
то дістанемо систему 

і 
с S [*ГҐ = )р(х) Xіdx = |xf, і = 0, я. (7) 

ь=1 —1 

Ліві частини в (7) є симетричними функціями вузлів Через ці 
самі симетричні функції визначаються коефіцієнти похідної від мно-
гочлена со (х). Дійсно, 

п 
= . . . + Ь п - г . (8) 

1=1 x — xt 
За схемою Горнера 

= х-1 + ф1 + хТ) Хп~2 + (bt + btxf + (xf>?) хп~*+ . . . + 
X — ху 

+ (6„_, + Ьп-гхТ + . . . + (хТ])п-1). (9) 
Підставляючи (9) у (8) і порівнюючи коефіцієнти при однакових сте-
пенях x, маємо 

г 
CT1 S bt-kiik = (n-i)bh / = 1, д - 1 . (10) k-Q 

Оскільки 60 = 1 відоме і матриця системи (10) є нижньою трикутною, 
то з (10) послідовно знаходимо 6Х, 62, 6«_і. Коефіцієнт Ьп визна-
чаємо з умови 

S со ( х Г ) = 0 = С " 1 S ( И ) 
Jfe=l /=0 

Таким чином, за формулами (5), (10), (11) визначаються коефіцієнти 
bi многочлена о> (JC) і С. Потім, щоб побудувати формулу (1), потрібно 
знайти корені x*0, k = 1, я, многочлена со (я). Однак при обчислен-
нях виявилось, що для вагової функції р (х) = 1, наприклад при 
п = 8, многочлен со (х) має комплексні корені, тобто для цього п і 
вагової функції р (х) = 1 побудувати формулу Чебишева (1) немож-
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ливо. Кажуть, що вагова функція р (х) допускає квадратуру Чеби-
шева, якщо система рівнянь (порівняйте з (7)) 

. п " 
= )x>f>{x)dx9 k=l ,/|t 

мае дійсні корені для натуральних п. 
Теорема 1 ( т е о р е м а Б е р н ш т е й н а ) . При n ^ 10 в квад-

ратурі Чебишева (1) для р (х) = 1 серед абсцис є комплексні, тобто 
ця вагова функція не допускає квадратури Чебишева. 

В 1966 р. американський математик І. Л. Алмен довів, що крім 
вагової функції р (х) = (1 — х2)~~~и2 існують і інші вагові функ-
ції, які допускають квадратуру'Чебишева, а саме він довів таке твер-
дження. 

Теорема 2 ( т е о р е м а А л м е н а). Якщо \ а | ^ то вагова 
функція 

( V _ 1 1 4-2ах 
P W ~ ~ z i V ~ 7 * 1 + 4а2 + 4ах 

допускає квадратуру Чебишева. 

Приклад. Нехай p (JC) s 1. Тоді маємо 

о і і _ / _ і \Ж 
С = — ; 1 = — - Г Т Т • і = 0,п. (12) 

Система рівнянь для визначення коефіцієнтів многочлена <О (JC) має вигляд 

п І — (— 1)*+' 
~2"2J Г+і = (13) 

k=0 
Оскільки Ь0 = 1, то з (13) маємо 

-7Г + 0 . Ь0) = ( п - 1) ^ = 0, 

+ ' 01 + "T в ~~2) = — "g" ' 

+ 0 , - (я— 3) 68, &з = 0 

і так далі, тобто всі Ь( з непарними індексами рівні нулю. Тому 

( Xа -f + • • • + я к щ о « = 2m+U 
® (*) в { о 

[ x» -f Ь2хп"г -f . • - + b^, якщо п = 2т . 

Звідси видно, що при парному п дійсні нулі многочлена (о (де), якщо вони існують 
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розміщені симетрично відносно початку координат. Тому 
л і 

*=і - і 
тобто формула Чебишева, яка існує для п = 1 ,7 , буде точною не тільки для много-
членів степеня /і, але й для степеня л + 1. 

5.5. Оцінка залишкових членів квадратурних формул 

5.5.1. Оцінки залишкових членів формул інтерполяційного типу 
для класів функцій Ст [а, 6]. Як і раніше розглядатимемо квадратур-
ні формули інтерполяційного типу. Зрозуміло, що їхній залишковий 
член тісно пов'язаний із залишковим членом відповідного інтерполя-
ційного многочлена. 

Розглянемо залишковий член квадратурної формули інтерполяцій-
ного типу 

г 
j f (JC) Pix) dx = s c f f (xV) + /?(/), P (x) > 0, ( l) 
a k = l 

алгебраїчний ступінь точності якої m ^ n — 1. Замінюючи функцію 
/ (JC) інтерполяційним многочленом т-го степеня / (х) = рт (х) + 
+ Rm (х) (якщо m > п — 1, то це буде інтерполяційний многочлен 
з кратними вузлами), який побудовано за вузлами x{k \ k = 1, /і, 
для R (f) дістанемо 

r n r 
R ( f ) = I P (X) f (X) dx - y c f f (4°) = j P (X) pm (X) dx + 

a a 

+ Ç P (X) Rm (X) d x - t сГРт (*P) ~ t <*П =• 
- a *=1 

= jp(x)Rm(x)dx = f p W Q(x)dx, Ula, bJ, (2) 
a a 

де £2 (x) = RÏ (JC — jcf), якщо m = n - 1, і £2 (JC) = П (x — x f f \ 
bm 1 

£ a f t = m, якщо m > n — 1, /(*) ç C(m+1) (Q). 
A«=L 

Формулу (2) зручніше перетворити до вигляду 

/ ? ( / ) = / < т + 1 ) ( л ) А т , л е ї в . &], (3) 
де Вт — стала, яка не залежить від f (х). Розглянемо випадки, коли 
зображення (3) можливе. 

_334 



По-перше, це можливо тоді, коли Q (*) — зиакостала функція. 
Застосовуючи теорему про середнє, з виразу (2) дістаємо (3), 
де 

ь 
(4) 

Звідси зробимо висновок: для випадку m > п — 1 серед х("\ k = 
= 1, tiy слід вибирати кратні вузли й порядок кратності таким чином, 
щоб многочлен Q (х) був знакосталим на fa, b], якщо це можливо. 

Другий випадок, коли справджується (3), розглядається в наступ-
ній лемі. 

Лема 1. Нехай функція 

К (у) = і - [ f P W <* - f ) m d x - J j c ' n ) К * ' п > - f ) + l m (4') 

de (/)* = шах (0, t), зберігав знак на [a, Ь]. Тоді справедлива форму-
ла (3). 

Д о в е д е н н я . Запишемо для функції f (JC) ряд Тейлора з за-
лишковим членом в інтегральній формі 

m * 
т < , _ , > ' + j - С ^ Й - ( « - » Г * . 

або 
ҐП . л t і І 

(5) 
/ = ° а 

Застосовуючи до (5) лінійний оператор R і беручи до уваги, що фор-
мула (1) точна для многочленів степеня m, тобто / ? ( / ) = 0 V / € 
f л т , маємо 

b \ b b 

f(m+1) {y) 
/О \ о о 

* ( 1 f < m Z { y ) l i x ~ y ) + r d y ) = î p j -/ a a ml 

X [(* - y)+]m dydx + £ сГ j -С^Й- [(jef - « , ) + f dy = 
W a -

b r b 

= j jp(*)(*-y)mdx\ dy -
a Ly 

- 1 S ^ i t f * - *>+r - j ы Г + 1 ) a/) dy. (5') a a 
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В силу умов леми можна застосувати теорему про середнє, яка приво-
дить до формули (3). 

Зауважимо, що в формулі (3), якщо вона має місце, сталу Вт мож-
на також подати у вигляді 

ь 
m J (m + 1)1 P ( x ) d x ~ 2_ Ck (5Г+ЇУІ . 

a «==» 

(6) 

тобто вона збігається із залишковим членом квадратурної формули 
(1) для функції 

ГКХ) (m+1)1 * 
Доведення цього факту очевидне. 
Знайдемо залишкові члени найпростіших формул Ньютона — Коте-

са. Ми бачили, що формула середніх прямокутників будується за од-
ним вузлом (п = 1) і має алгебраїчний ступінь точності 1 (тобто m = 
= 1). Тому в силу (2), якщо / Ç С2 la, 6], то 

« •= S h Ф f ( « - чу* -
a * а Л 

= (7) 

Тут £2 (я) = (JC Ь j і застосований інтерполяційний многочлен 
(2) (2) a + b з одним двократним вузлом xi = х\ = — ^ — . 

Для спрощення вигляду залишкових членів ускладнених формул 
Ньютона — Котеса нам знадобиться . елементарне твердження, яке 
ми сформулюємо у вигляді леми. 

Лема 2. Нехай f £ С la, ft], gj Ç [a, 6] довільні точки і = 1, п. 
Тоді існує mo«i/ca Б 6 kz« M tfia/ca, uip 

/ < ь > + • • ; + / , / g ) . 

Твердження леми випливає з очевидних нерівностей min/ (x) ^ 

^ ^ + • • • + / (Sn> ^ т а х f ^ j Т е 0 р е м и про проміжні значення 
п ю і 

неперервної функції. Для складеної формули середніх прямокутників 
(7) і леми 2 випливає, що 

R ( f ) - І * Й (/) - -w î Г (lm) » Г (І). 
24 '=' 24 (7') 

gЄ І*. Ы> 6 Л €1*<-ь *iJ, / € С2 [а, 6], h = 
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У формулі трапецій n = 2 і її алгебраїчний ступінь точності дорів-
нює 2. Вважаючи Q (JC) = (ДГ — а) (х — Ь) < О V x £ (а, ft), дістанемо 
для 

ь 
я2.0 </) = J (X - a) (x - Ь) - ф - dx = - ф - а)*. (8) 

а 
Для складеної формули трапецій маємо у випадку / (х) 6 С2 [а, 6} 

= g е [ в . 6], (8') 

де (/) — залишковий член формули трапецій для і-го інтервалу 
la + i'h, а + (і + 1) ft], ft = (b - a)!(N + 1). 

У формулі Сімпсона число вузлів п = 3, а алгебраїчний ступінь 
точності m = 3. Тому для залишкового члена маємо 

ь 

(9) 

Тут ми вибрали Q (x) = (x —a) (x— b+a ) (x — b)< 0 VxÇ(a, b), 
тобто використали многочлен з кратними вузлами 

х Г - e , хіп) = ь. 
Інший вибір кратних вузлів не забезпечив би знакосталість £2 (JC) 
1 як наслідок можливість перетворення (3). 

Аналогічно попередньому знаходимо залишковий член складеної 
формули Сімпсона (/ Ç С4 [а, &]) 

R Ф - 2? С </) - - W - д і р 2 /<IV) ( S ( 0 ) — - ^ Г (l) S ' h -

— S r i " « - T — ' " T " »61«.»1- <"'> 

Розглянемо правило трьох восьмих, для якого п = 4, алгебраїчний 

ступінь точності m = 3. Вибравши Q (я) = (JC — a) 6 j 

(* а "з2* ) (x "* знайдемо 

R(f)= I (x —a) ( x - ^ à ± ) (x--S^L) < * - 6) x 
a 

b 

a 
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Тут Q (х) не є знакосталою, але можливо застосувати лему 1, бо 

» . w - - і г № • — і г { « « - » > + Г •+ 3 [ ( • Ч 1 - - * ) Т + 

і, розбивши проміжок [a, b] на три інтервали |а9 ^ ^ | , 
f 2а+b а+ 2Ь j | а + 2Ь 
L 3 » З J » L З 
з них kn (у) ^ 0. Тому лема 1 п 

неважко довести, що в кожному 
риводить до результату 

* < / ) - - - И Я ^ { Ь - а)б» 1 € І«, (Ю) 
якщо / Ç С4 [а, 6]. 

Розглянемо залишковий член квадратурних формул найвищого 
алгебраїчного ступеня точності. 

Теорема 1. Нехай р (х) > 0, \f x Ç [a, FT], / (JC) Ç C2rt [а, 6]. Тоді і -
нує точка £ £ [а, &} така, що для залишкового члена R ( f ) квадратурної 
формули (1) з (п. 5.3) найвищого алгебраїчного ступеня точності спра-
ведлива рівність 

= (11) 
а 

де Й(Х) = П ( Х - * Т ) \ І £ [ а , Ь ] . 

Д о в е д е н н я . Розглянемо Інтерполяційний многочлен 02/1-1 (*) 
з кратними вузлами, який задовольняє умови 

P&Li (хТ]) = r (.хТ\ И = 0, 1 ; і = Т7Я (12) 
і підставимо в формулу (1) (п. 5.3) замість / функцію 

f (X) = р2п-1 ДО + Ç ^ f Q (*), g Ç (a, fr). 
Оскільки формула (1) з п. 5.3 точна для многочленів степеня 2n — 1, 
дістанемо 

R » - R ( - Ç ) T - а w ) = I P W - Ç f - Q W ^ -

- І * 
Звідси на основі теореми про середнє дійдемо твердження теореми. 

В п р а в а 1. Показати, що для складеної квадратурної формули Гаусса ()8) 
(п. 5.3) за умови / £ С2п [a, Ь] справедлива формула для залишкового члена 

(h а\2п+х (ni)4 

Rn (/) = * ( / ) = i — à ((2n)l)3 (2n + 1) P* I € (a, b), (13) 
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•окрема 

*« ® = 4320N* /(4> R* M = 2 016 OWN* ' ̂  5 6 6)" <14> 
( » - * ) ' „ _ - a ) 7 . M), 

_J_ x * , 

В к а з і в к а . Врахувати, що при x = — — + / , / (0 = 

= / (* (/)) маємо 
- __ і 

J / <*> dx = 2ЛГ~" { 
** 

і залишковий член 

* f ( / ) = J / о * * - - я г - 2 = 

6 - а 
2W 

має оцінку 

(/) = ^ Г - /(2
(2^ife) j j ( * - * i ) a . . . 

- 2N (2Ю2n (2/1)! kln }x
 n { X ) a X t 

ДР € (**» W многочлен Лежандра, k0 n — його старший коефіцієнт, 
Далі маемо (див. 1.6) 

. (2/і) (2п— 1) . . . (я + 1) (2/QI 
°'я 2п/і1 ~~ 2П (л!)? ' 

і 
f ^ м ^ - т г + т , 

—і 
тому 

Кп} <f) = Н2П+1 ((2!г)!)з ( 2 Я + 1) • 6 ' **+!>• 

Порівняємо укладені квадратурні формули Сімпсона та Гаусса при 
п = 2. Оскільки в формулі Сімпсона h і N пов'язані співвідношенням 
h = (іb — a)/(2N)y то її залишковий член можна записати у вигляді 

= f © = -
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Звідси видно, що залишковий член ускладненої формули Гаусса при 
п = 2 має числовий коефіцієнт в 1,5 раза менший, ніж залишковий 
член формули Сімпсона. Обидві формули точні для многочленів тре-
тього степеня. В формулі Сімпсона треба обчислити 2N -f 1 значень 
функції, а в формулі (18) (п. 5.3) при п = 2 використовується 2N 
значень функції. Але вказані переваги формули Гаусса слід вважати 
більш слабкими від тієї переваги формули Сімпсона, що її вузли роз-
міщені рівномірно на [a, b1 з кроком Л. 

Квадратурну формулу Гаусса, в тому числі й ускладнену, слід 
застосувати при п > 2 для обчислення інтегралів від функцій, які 
мають відповідну високу гладкість. 

5.5.2. Оцінки залишкових членів формул інтерполяційного типу 
для класів функцій W\ (а, Ь). Нехай алгебраїчний ступінь точності 
формули інтерполяційного типу 

! 
J / W P ( x ) d x = y СР/(*Р) + *(У) (15) 
а 

€ m П — 1 І 

, < м л . (16) 

x— а 
t |сГ *=і 

Виконаємо заміну змінних t = і перепишемо (16) у вигляді 

R{f) = (b-a)\f(t)p(t)dt-'Z Ф«ЇХ (17) 
о 

де f(t) = f((b-a)t + a)y 4 n ) = ;_д , p(t) = p((b-a)t + a). 

З виразу (17) за допомогою теореми вкладення (п. 1.5) дістаємо нерів-
ність 

і 
\R(f)\ = \R(f)\<\ / Ь..] (Ь- а) f р (t) dt + 

О 
+ ^ п І / « с [ о . . ] < Л І 0 1 / | ^ ( 0 і і ) , (18) 

де М0 = (b — a)\p(t)dt-\-Mn^Mh І = ш і п ( k , m + 1), 0 < Л , 

M t — стала з теореми вкладення. Нерівність (18) означає обмеженість 
лінійного функціонала R ( f ) в просторі Wl2 (0, 1). За 

умовою цей 
функціонал перетворюється на нуль у многочленах /п-го степеня. Тому 
в силу леми Брембла — Гільберта \R®\ = \R(h\<MM0\}\wkol), (19) 
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де 

/ = min(&, m + 1), И - j / 1 + S Т и - / - і ) W - i - W - • 
/=о 

Перейшовши y виразі (19) до змінної х, дістанемо 

І І? (/) К ( ^ І ? 0 « I А Л J / (20) 

Таким чином, ми довели наступну теорему. 
Теорема 2. Нехай f (x) £ tt?* (а, Ь), тоді для залишкового члена ін-

терполяційної квадратурної формули (15) алгебраїчного ступеня точ-
ності m ̂ справедлива оцінка (20), де І = min {k% m + 1), Af0 = 

= Мі і p (x)dx + S І С*1* і , а сталд ЛІ залежить тільки від І. 
І а *-і І 

Розглянемо, наприклад, оцінку залишкового члена формули се-
редніх прямокутників 

Ь . 
{ /(*)d* = ф - a ) f (-ЦА) + RlA ( f ) , 

для якої n = 1, m = 1. Легко знайти, що М0 = 4 ] / 7 (Ь — а), тому 

І Д и (01 < М4 V U b - а)'+1/21 / w . (21) 

Розглянемо похибку складеної формули прямокутників 

Застосовуючи до кожного ЯЇ'І (/) оцінку (21), дістаємо 

< 4 

< А \ Ґ Ц Ь - а ) М } і ' \ ї \ ^ ( а Ь ) . (22) 

Зокрема, при k = 1 (тобто при f Ç ^ (a, ft)) маемо 
І Япр(/) I < 4 K f c ^ ä М А | / ( 2 3 ) 

при k — 2 (тобто, коли f ç W? (a, b)) маемо 
I R (/) I < 4 V 2 W ^ ) M h* \f . (24) 
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В п р а в а 2. Знайти оцінки залишкових членів формул трапеції і Сімпсона у ви-
падку f ÇW* (а, Ь), 0 < /г < 2, і few* (а, Ь), 0 < k < 4, відповідно. 

В і д п о в і д ь . Для канонічної формули трапеції маємо 

\R2.o(f)\^4V7M(b-a)l+l'2\f\ х , (25) 
Щ(а.Ь) 

І = т і п (£, 2), 0 < k < 2 . 
Для ускладненої формули трапецій 

і «,„</) і = S (/) 
f=0 

Для канонічної формули Сімпсона 

, . (26) 

ІЯ3.0 ( / ) 1 < 4 Г 7 Л 1 ( 6 - а ) ' + , / 2 | / 1 , , (26') Woiafi) ТІМ 
/ = m in (£ , 4), f£W* (at b). 

Для ускладненої формули Сімпсона 
/V—І 

S «&</> f=0 wfab) 
AVrÏM(2h)l\fb-a\f\ . , (27) 

/ = min(fc, 4), 0 < f c < 4 . 

Знайдемо оцінку залишкового члена квадратурної формули найви-
щого алгебраїчного ступеня точності для функцій / Ç (а, Ь), 0 < 
< k ^ /. З теореми 2 випливає, що 

М . - 2 \ П ^ 9 1 х ) * с + = 4 / / J p W dx. 

Тому з (20) дістаємо 

IR (/) І < 4 V i j p (x) dxÄT(ô - a /~ l / 2 1 / ( 2 8 ) 
a 2 

а у випадку p (x) = 1 
\R(f)\<4V'lM(b — a) '+ , / 2 j f \wiM, (29) 

f Є Wl (a, b), 0 < fc < 2n, / = min (A, 2/i). 
Для ускладненої формули Гаусса (18) з п. 5.3 аналогічно поперед-
ньому ' 

= (ЗО) 

/ = min (k, 2n), 0 < k < 2п, [ £ И7* (a, ô). 
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Знайдені в даному параграфі оцінки показують, що залишкові 
члени ускладнених формул прямують до нуля при А 0 і вказують 
на порядок залишкового члена за А. Отже, зменшуючи А, за допомогою 
відповідних квадратурних формул при відповідній гладкості иідін-
тегральної функції можна обчислити інтеграл як завгодно точно. 

Порівнюючи оцінки (1) п. 5.5 цього пункту, бачимо, що вони од-
накові за порядком А для функцій з класів & [а, b] і Wk

2 (а, Ь). 
Однак у випадку / £ С* [а, Ь] оцінки (1) (п. 5.5) кращі в тому розумін-
ні, що у них точно відомий вигляд множника при степені А. Це дає 
змогу знаходити не тільки оцінки зверху для залишкових членів, але 
й оцінки знизу. Наприклад, для формул середніх прямокутників 

(31) 
^ [а.Ь] 

Приклад. Дослідити похибки квадратурних формул прямокутників та Сімпсона 
для інтегралу 

0.6 

/ = J e-*9dx, 
о 

який не обчислюється в елементарних функціях. 
Р о з в ' я з а н н я . Маємо / (*) = е~*\ f (х) = (4х2 — 2) /<4) (х) = 

= 4 (4*4 _ \2х2 -(- 3) е-*\ е~1/4 < І Г M І < 2, І /<4) (х) | < 12 на [0, 0,5]. 
Звідси при h = 0,05 маемо 0,4 • 10""4 < | / — /£р | < 0,11 . Ю - 3 , | / — Ic

h \ < 
< 0 , 2 1 . 10 Звідси видно, що формула Сімпсона дає точніший результат, тобто 
справжня оцінка ТТ залишкового члена значно менша нижньої оцінки похибки форму-
ли прямокутників. 

5.5.3. Точна оцінка залишкового члена на класі функцій. Оцінки 
залишкових членів давалися вище для конкретної квадратурної фор-
мули і конкретної підінтегральної функції. Теоретичний і практичний 
інтерес мають також оцінки залишкових членів для деякого класу 
функцій чи деякого класу квадратурних формул. Знайдемо точну оцін-
ку залишкового члена, якщо підінтегральна функція } (*) є будь-яким 
представником класу С(/га4"1) (М; а, 6) неперервно диференційовних 
до порядку m включно і таких, що мають кусково-неперервну похід-
ну порядку m + 1, яка задовольняє нерівність | (x) \ ^ М. 

З (1) і (5') випливає нерівність 

j p (x) f (x) dx - 2 ф (хР) < M j І Кп (x) I dx = MNn, (32) 
a a 

b 

де стала Nn = £ | Kn (x) \ dx не залежить від f (x), але залежить від 
а 

конкретної квадратурної формули (1). З іншого боку для функції 
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g (де) Ç C""+, ) (M; a, b) такої, що (л;) = M sign Kn (x), нерівність 
(32) перетворюється в рівність, тому 

\ p ( x ) f ( x ) d x - £ СГ/(4Л)) 
J Ь—1 

sup 
а Л-l 

= MN n . (33) 

Задачу, яку ми щойно розв'язали, можна інтерпретувати таким чиномі 
задано клас функцій F і множину квадратурних формул S, для кон-
кретної формули з S треба визначити величину sup | R ( f ) де 

f£F 
R ( f ) — залишковий член квадратурної формули. Формула (33) дає 
розв'язок цієї задачі для класу функцій C (m+1) (Af; а, Ь) і квадратурної 
формули вигляду (1). 

Істотно поставити також іншу задачу: знайти квадратурну форму-
лу з S, на якій досягається 

inf sup I R ( f ) |. 
S F 

Розв'язок цієї задачі розглянемо в п. 5.7. 

5.6. Апостеріорні оцінки похибки 
квадратурних формул 

Кожна з формул прямокутників і трапецій окремо, як випливає 
з результатів попереднього параграфа, поступаються за величиною 
похибки перед формулою Сімпсона при інтегруванні гладких функцій. 
Однак якщо f (JC) не змінює знака на (а, 61, то формули прямокутни-
ків і трапецій дають двосторонні наближення до шуканого інтеграла, 
бо їхні залишкові члени мають протилежні знаки. Наприклад, якщо 

ь 
f < 0, то fV < / < Ihv, де / = j / (x) dx. Природно покласти / 

« (/°p + IV)/2. 
Тоді дістаємо таку апостеріорну оцінку похибкш 

І?+1? ' P - 1 ? (1) 
2 

Далі помічаємо, що оцінка справедлива не тільки тоді, коли f" (х) 
зберігає знак. Із формул (7) і (7") з п. 5.5 випливає, що при / Ç С2 [а, 
Ь] формули прямокутників мають похибку порядку О (h2), причому 
якщо навіть функція f має більш високу гладкість, наприклад, / £ 
Ç С4 [а, Ы, то покращити ці оцінки за порядком/і неможливо. Це ви-
пливає з оцінки знизу (31) (п. 5.5), яка матиме порядок О (А2), для 
тих / £ С4 [а, Ь], для яких | /" | > 0. Однак при / £ С4 [a, b] замість 
(7) і (7') з п. 5.5 можна дістати в деякому смислі більш змістовні 
оцінки. 
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X 

Нехай F (x) — первісна функції / (*), тобто F (x) = j f (t) dt, 

F j = F - j - j . Тоді за умови / Ç С4 м а е м о 

^±1/2 = ± -5-/0 + - 7 p / 0 ± - j g - f o /о zfc 334Q /(4>(п±)> 

Л -- . h 

Звідси 
ft/2 

f = - F_i_ = Л/0 + + -щ-ҐЧг\), (2) 
—A/2 » 2 

h l < 4 -
Виконавши лінійну заміну змінних, дістаємо рівність 

1 
j f(x)dx = hfi+i + (3) 

дг, 2 2 

де x, = а + lh, h = (b - a)/N, f\%l/2 = Ґ (a+(i+ 4 " ) ä ) , % ç [*„ 

і = О, Л/ — 1. Підсумовуючи (3) по і від 0 до N — 1, маємо 

» лг-і *':Н м Г " - і , і 

+ / , 4 - w - ^ ( 4 ) < T i ) ' ч е к * ] . (4) 

Але за формулою середніх прямокутників 

(V (x) dx = h s' і. + Л2 Ц г - Ґ (І), І€ [а, ь\. (5) J 1=0 * 

Із (4), (5) випливає 

Де 
/ = /£р + СА2 + 0(А4), 

а 
— стала, яка не залежить від Л. 

(6) 

(7) 
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Величина Ch2 в (6) називається головною частиною похибки форму-
ли прямокутників. 

В п р а в а 1. Показати, що у випадку f 6 С4 [a, b] 

/ « / J P + C ^ + O ^ ) , (8) 
де 

1 f c i e - l 2 ~ J f (x )dx . (Ô) 
a 

à 
Із співвідношень (6), (8) випливає, що у випадку j f (x) dx Ф О, 

а 
f Є С* [a, b]f при досить малому h формули середніх прямокутників 
і трапецій дають двосторонні наближення інтеграла, навіть якщо 
f не зберігає знак на проміжку [а, Ь]. 

В п р а в а 2. Показати, що у випадку / 6 С9 [а, Ь] має місце співвідношені я 

/ = / £ + СЛ< + 0(Л«), (10) 

де С - стала, незалежна від h. 

Згідно із співвідношеннями (6), (8), (10) аналогічно 2.10.1 для апос-
теріорної оцінки похибки чисельного інтегрування і уточнення резуль-
тату (по порядку ft) можна скористатися формулами Рунге (інколи 
кажуть правилом Рунге). Всі формули (6), (8), (10) можна записати 
у вигляді 

/ = /А + СЛ* + 0(Л*+2), (11) 
де С не залежить від ft, k = 2 для формул середніх прямокутників 
і трапецій і k = 4 для формули Сімпсона. Вважається, що f £ С*+2 [а, 
Ь]. Тоді похибка чисельного інтегрування оцінюється за правилом 
Рунге таким чином 

02) 

а уточнення за Річардсоном точного значення інтеграла / обчислю-
ється за формулою 

з похибкою / — і \ = о (А*+2). 
Зауваж єн н я / . Формули (12), (13) можна застосовувати у ви-

падку, коли С Ф 0. На практиці підтвердженням умови С Ф 0 є ви-
конання нерівності 

2* [ Н ~ І Н / 2 11 < 0.1. (14) 
'2h 'А І 

10* 346 



Нерівність (14) може не виконуватися з таких причин: а) А велике на-
стільки, що впливає складова О (Л*+2), яку ми відкидаємо; б) h за-
надто мале і впливають похибки заокруглень при обчисленні на реаль-
ній ЕОМ; в) С = 0 або близьке до нуля. 

Зауваження 2. Формули трапецій і Сімпсона зручні тим, 
що при переході від h до h/2 всі обчислені раніше значення функції 
можуть бути використані. 

Зауваження 3. За умови / ç С2*"1"2 [a, b] співвідношення (11) 
справедливе і для ускладненої формули Гаусса, в якій h = MN, 
k =2п. 

5.7. Квадратурні формули з найкращою оцінкою 
залишкового члена на класах функцій 

Нехай F — клас функцій, S — клас квадратурних формул для 
наближеного обчислення інтегралів від функцій з F. Розглянемо за-
дачу: знайти формулу з S, на якій досягається 

inf sup ІR (J) |. 
S f£F 

Таку формулу, якщо вона не дуже відрізняється від інших формул 
класу S за обсягом обчислювальної роботи, доцільно використати 
при створенні математичного забезпечення ЕОМ. У цьому разі при 
розробці програм чисельного інтегрування доцільно орієнтуватися 
на досить широкий клас функцій F, які можуть поступити на вхід 
програми. 

При цьому природно використати ту квадратурну формулу, котра 
навіть на «поганих» представниках класу F (для яких досягається 
sup І R ( f ) І) дає найменшу можливу похибку. 

Розглянемо, як вирішується поставлена вище задача для деяких 
класів функцій. 

5.7.1. Оцінки на класі функцій (L). Нехай С(1) (L) — клас 
неперервних функцій, які мають кусочно-неперервні похідні на від-
різку [0, 1] і таких, що І / ' (лс) | < L, L > 1. Нехай S — множина 
квадратурних формул виду 

4 ° Є [ 0 , 1], (1) 
S 

з фіксованим я, які точні у випадку / (х) = const, тобто 

£ С Г - 1. (2) 
k=\ 

Для залишкового члена Rn ( f ) квадратурної формули (1) справед-
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лива оцінка 

sup \Rn(f)\ = Li\Kn(y)\dy9 (3) 
f£CV(L) 0 J 

ДЄ 

Kn(y) = - y + ^C(r\ y£(xf\ J = O f l л (4) 
f=i 

(див. 6.5). Тут jcon) = 0, Xnh = 1 і сума буде рівною 0 при k = 0. 
Дійсно, 

/(*) = /(0) + j/' Gf) = /(0) + j /Со 1/) /' (y) dy, 

де Кц(х9 y) = і Оскільки квадратурна формула точна 
[О, у>х. 

для многочленів нульового степеня, то 

Rn(f)=i ( Ko (х, у)Г (у) dydx - 2 et j Ko (xt, У) Г ІУ) dy = 
0 0 0 

= НЧ(*> y)t'{y)dxdy-\±CVK6(xT, y)f (y)dy = 
оо о / e l 

= U » (</)/' 
eJ 

де 

Kn(ir)-jtC,(*. y)dx-±Cf)K0(xT\ y). 

Нехай f, ç (4П), Тоді 
і і 

J ( * . y)dx = ^dx=l —y, 
о y 

2 cT%(xT\ y)= 2 c f = 1 - 2 
i=l «=/+1 '=1 

і, таким чином, 

*„(</) = £ С Г - і / , у£(хГ,хПг). 
M 
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Тобто 

\Rn(f)\^Lf\Kn (у) \dy. 

Якщо припустити, що / (х) = g (х), де g' (х) = L sign к п (X), то 

тобто 

\Rn{g)\ = L\\Kn(y)\dy, 

sup | / ? n ( / ) | = L [\Kn(y)\dy. 
fÇfiHL) J 

Щоб побудувати найкращу квадратурну формулу виду (1) для класу 
С і и (L), треба x{k} і вибрати так, щоб за умови (2) інтеграл в пра-
вій частині (3) мав мінімальне значення. 

k 
Припустивши, що l k = 2 і використовуючи (4), знаходимо 

f ' 1 n - A 
\\Kn(t)\dt= j i t f n ( 0 l < « + £ J | / с я ( 0 И + 
О о 4—1 .(n) 

r f „-,'ft. 
+ J î \t\dt+2 $ {th-t\dt + 

tn\ О in\ jn) h 

л /Л«>\» «-І 
+ î = 1 Ilh-t\dt + 

(n) * = 1 M Kn k 

Безпосереднім інтегруванням знаходимо 

<1-*<?)* 
(5) 

4«) 

2 

2 

2 

lk<xP 

4 n ) < i Ä < 4 + i -

, < iA 

:uu 



Неважко помітити, що 

- ( 4 4 , - 4 ° ) , якщо £ к < 4 п \ 

і F ' ( t o < 0 при l h < **+' + 4п> 0 при %к> . 

Отже, 

min F 
h 

(6) 

тому 

F, (4 n ) , . . . , ^ inf f I Ko (t) t dt = i Ç l + 

1" 2J " І 1 2 ' 

Прирівнюючи нулю похідні dFJdx^' дістаємо 

(7) 

3*1 — де, _ Q 3*П —2— *„_, = 0, 4+1 - 2 4 я ) + 4 - І 

k= 1, n— 1. 
Розв'язком цієї системи Є 

- = 0, (8) 

(9) 
і при цих значеннях 

( 4 \ • • • » 4 і) — • (10) 

Ми знайшли точку екстремуму функції F u але це не значить, що 
ми визначили її нижню грань, бо F t розглядається в області 0 ^ 
^ хТ] < х(2} < ... < х{п < 1 і inf Fx може досягатиря на границі 
області. 

Перевіримо, чи значення (10) дійсно мінімальне. Для цього в не-
рівності Коші — Буняковського 

•2 п Л1/2/2 n Д1/2 2п І /2п \1/2/2п 

j S ' H ^ f ô 7 ( £ 7 
_350 



Х(П) _ х(п) 
покладемо а}= 1, / = 1, 2nf = x{n), b2 = b3= - , &4 = 

__ ЛП) in) __ (л) 
= 0 6 = 2 » • • • э —2 = 02/1-1 = 2 » 2п ~~ — а • 

2л 
Очевидно, що J] d jbj = 1. В результаті 

1 < 2 n f j &/ 
/ - і 

або 

Т Г < т ( $ 

а це означає, що 

i n f F M n \ . . . . О») 
An) qn 
лі 

Залишилося обчислити С*п). Маємо 
г(п) і _(л) __ (п) __ (л) 

Wn) t t + * * xk—l Lk = fcft — Sä—і = 2 = 

2k + 1 _ 2k — 3 
~~ 4 1 b 7 — n 9 v = 2 = = ^ Г = = ^ Г ' A = (12) 

Таким чином, оптимальною на класі с*" (L) є квадратурна формула 

(13) 
0 *ЯВІ 

тобто формула середніх прямокутників. Точна (тобто така, що досяга-
ється) оцінка залишкового члена цієї формули на класі С°} ( І ) має 
вигляд 

І * » < / ) ! < - £ - . (14) 

Нерівність (14) показує, що по порядку Л (А = 1/л) оцінки з 5.5 для 
формули прямокутників на класі С°> (L) не можуть бути покращені. 

5.7.2. Оцінки на класі функцій W\ (L). Нагадаємо, що через 
W\ (L) позначається клас функцій, неперервних на відрізку [0, 1] 
разом зі своїми похідними до порядку q — 1 включно, які мають ін-
тегровну з квадратом похідну порядку q, причому 

J ir(x))*dx^LK (15) 
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Кожну функцію цього класу можна подати за формулою Тейлора 
із залишковим членом в інтегральній формі 

w - ^ - ^ ^ + t V T ' m * - <16) 

Найкращу квадратурну формулу для класу W$ (L) шукатимемо серед 
формул виду 

Q (/) - j f (*> <1* » £ С Р / ( 4 ° ) - Qn </>. (17) 

•які є точними на многочленах до (q — 1)-го степеня включно. Залиш-
ковий член має вигляд (5') з ядром К п (0ВИДУ 0-4') . За допомогою 
нерівності Коші — Буняковського знаходимо 

і 
= Ц К п І и о . » . (18) J / » * » ( < ) < « 

0 
Розглянемо функцію ф (іt) таку, що 

ф(«(0 = І У • £ L t (0, 1). U An 11̂ ,(0.1) 

Оскільки очевидно, ЩО II [!Lt(0,D = L, то 

<P€Ttt(L)f | /?п (ф) | = Ц / С Л к ( 0 . 1 ) . 
Це означає, що 

sup \Rn(f)\ = L\KH\M>êi). (19) 
f£W«(L) 

Формулу виду (17), на якій досягається 
inf \Кп1,фЛ (20) 

Jn) r(n) *t і 

називатимемо оптимальною квадратурною формулою на класі flff (L). 
Якщо вузли Xі?9 і = 1, л, задано, то можна розглядати таку задачу: 
знайти квадратурну формулу виду (1), тобто знайти С*п), k = 1, п, 
для якої досягається 

Linf|l/Cn|U,(0,i)= bit sup \Rn(f)\. (21) 
ci cf> f£W*{L) 

Таку квадратурну формулу називатимемо оцтимальною порядку q 
в розумінні Сарда. 

Раніше ми розглядали квадратурні формули, точні на многочле-
нах до степеня q — 1 включно. Якщо п> q, то коефіцієнти СІЛ) т а-
_352 



кої формули визначаються неоднозначно. Покажемо, що якщо вима-
гати, щоб формула (17) була точною для будь-якої сплайн-функції 
порядку q (множину таких функцій, побудованих на сітці хЛГ\ 
k =х 1, л, ми позначили 5), то її коефіцієнти визначаються однозначно-

Дійсно, фундаментальні сплайн-функції а, (х), і = 1, я, утворю-
ють базис простору S. Нагадаємо, що о* (х) задовольняє умови 

а І ( x f ) = О/у, і, / = ТГп. 
Будемо вимагати, щоб 

Тоді 

або 

2 Cf ) a(x j ) = J a ( 0 d / , 
' = 1 о 

і=\ Q 

Остання рівність перепишеться у вигляді 

І а*(Д СТ\ (*,)) = І ( j afc (t) dt j , 

і оскільки вона має бути справедливою для будь-яких a h , то 

t СІЧ (*<) = І °k (0 dt, k = ÜT, і oJ 

або 

Cf={oh(t)dt, 
о 

тобто коефіцієнти С{ПІ визначаються однозначно. При цьому обчислен-
н я Qn ( f ) зводиться до знаходження інтерлоляційного сплайна о £ S 
такого, що а (х?) =• f ( Л Дійсно, 

QnW = t С Г 7 Ы " ) = 2 Qioùfixf) = 
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Таким чином, квадратурна формула Qn ( f ) є точною на сплайн-функ-
діях порядку q, якщо 

і 
h=Q(°k) = j°k(t)dt, , л. 

Справедливе таке твердження (теорема Шонберга). 
Теорема. Нехай функціонал Qn (J) визначений на множині W? (L). 

Тоді єдина квадратурна формула, точна на сплайн-функціях порядку 
qj співпадає з єдиною квадратурною формулою порядку q, оптимальною 
в розумінні Сарда. 

Д о в е д е н н я . Нехай Qn ( f ) — квадратурна формула вигляду 
(17) точна на сплайн-функціях порядку q, Qn (/) — будь-яка ійша 
квадратурна формула, точна на многочленах степеня q — 1. Нехай 

#*(/) = Qn(/) — Q(/), tf(/) = Q „ ( / ) - Q ( / ) . 
тоді в силу (18) 

R*W-\P{x)ICn{x)dxt R{f) = \ f)(x)Kn(x)dx, 
о 6 

де функції /Сп, Кп називаються ядрами порядку q інтегрального пред-
ставлення похибки і мають вигляд (4') з п. 5.5. Отже, 

Q» ( / ) - & < / ) = £ ц к / ( 4 ° ) = 

= Я ф -/?•(/)= f Мп (*)Г (x) dx, (22) 
о 

де 

Mn(x) = Kn(x)-KUx) = J И» (<?-і)і • (23> 
Леї 

Неважко помітити, що 

s M * ? ' ] ' = s e r [4"] ' = 
*=1 A—1 

1 1 
= f x'dx — J x'd* = 0, J = 0, <7— 1, (24) 

о 0 
оскільки с : S. 
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Покажемо, що за умов (24) функцію Мп (х) можна подати у виг-
ляді 

n Ux — Jtïty+K""1 

м п (*) = ( - 1 2 Щ К • (25) 
k=\ 

Дійсно, нехай x Є [x j , X/+il, тоді з виразу (23) маємо 

і М ^ - я Г ' » 

- В - І " . < * - * ? ' ) - ' -

= [ e ц * ( ж - - S ц » < * - Д - у - ' І . 
Перший доданок у квадратних дужках на основі рівностей (24) дорів-

п 
нює нулю, бо (24) означає, що 2 H P (х*Л)) = О» V Р Є я ^ - і . Отже, 

* U * > = ^ S ^ <* - = - ^ г І ц* [(x - 4 r t , ) + r 1 

і рівність (25) доведено. 
Далі, відповідно до (2) з п. 4.3, маємо 

і очевидно, що (*) = М п (я). Оскільки квадратурна формула 
Qn (J) точна на всіх s £ 5 , то 

R* (s) = j s«> (x) Кп (x) dx = J Мп (x) Кп (x) dx = 
ô о 

1 
= j (Кп (x) - Кп (X)) к: (X) dx = 0. 

о 
Звідси випливає, що 

j [Кп (х)? dx = ( [Кп (x) - К Ф п ( х ) + К п (x)}2 dx = 
о ô 

1 1 1 
= J Ml (x) dx + 2 j Mn (x) Кп (X) dx + J [Кп (X))2 dx = 

0 0 6 
1 1 1 

= J M2
n(x) dx + J [Kn (X)]*dx> { [Кп (X)]2 dx, 

Ô 0 6 



причому рівність справджується тоді і тільки тоді, коли МП (JC) = 0, 
тобто при СЇ° = cjfe0*, k = 1, п. Теорему доведено. 

З теореми випливає, що квадратурну формулу, оптимальну на кла-
сі функцій W* (L), слід шукати серед квадратурних формул оптималь-
них порядку q в розумінні Сарда або, іншими словами, серед квадра-
турних ([юрмул, точних на сплайн-функціях порядку qx. Для визна-

1 
чення явного виду її необхідно ще мінімізувати ^[Kn(x))2dx за всіма 

о 
можливими наборами вузлів х%у Ç [0, 1],А = 1 , п . 

Приклад. Нехай q= 1, тоді оптимальну квадратурну формулу на класі W{2 (L) 
слід шукати серед формул вигляду (17), точних на сплайн-функціях першого порядку, 
які подаються як лінійні комбінації фундаментальних сплайн-функцій першого 
порядку (рис. 20). З викладеного вище випливає, що коефіцієнти Cf* оптимальної 
квадратурної формули задають формулами 

*-*k+± d x = CV~[sk(x)dx= f dx+ f 

* , h x f v - 1 * x f ) ~ x f u 

« j ä l ^ S k , j k .TTS; i f - 0 . ^ - 1 . (26) 

Отже, яйцо x б lxf>, то 

/с; (x) = 1 - 2 *)+]• =• 1 2 -

- 2 C f —x=~Y + xf> - *f»j - * 

» f 1 
J U T ; ( * ) ] » * * - 2 J [ K i w d x -
о ,<h) 

W r Л. 1 V u » _ д , , l ' - ^ ] « (27) 

Аналогічно тому, як де робилося в п. 5.7.1, можна визначити мінімум виразу (27), 

який дорівнює ідп% ' досягається при = — - — . Таким чином, дійдемо виснов-

ку, що оптимальною на класі (L) буде формула середніх прямокутників 

Q Ä=1 » / 
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і для неї справедлива оцінка 
і 

sup 
fÇ.w\(L) 

і *п (п і=j j f о d x - \ j / ( ^ r 1 ) 2 n 

Звідси видно, що оцінка (5.5.23) за порядком h не може бути покращена. 

(28) 

5.8. Збіжність квадратурних формул, 
що не містять похідних 

З оцінок, знайдених у 5.5, 5.7, випливає, що для конкретних квад-
ратурних формул у разі належності підінтегральної функції до 
певного класу гладкості має місце збіжність квадратурного процесу 
при h 0 оо), тобто 

lim Q n ( / ) = l i m Q n ( f ) = Q ( f ) . 

Розглянемо квадратурну формулу загального виду (5), п. 5.1 для 
функцій / (x) Ç С [а, Ь]. Вона визначається нескінченними трикутни-
ми матрицями абсцис х^ в xLn) Ç la, b] і коефіцієнтів С*1* 

Cg» 

х = 

v (0) Хо 

Хо СІ" 

Хо Х\ 4 » 

с — 
й 1 ) с і 4 

сГ с[п)... ср 

О) 

k=0 
називається збіжною, якщо 

limQn ( / ) = l i m S С f f (4° ) = Q (/), 
b 

Означення. Квадратурна формула Qn (/), яка відповідає 
n-м рядкам матриць X і С і яка має вигляд 

(2) 

(3) 

Де Q(f)=$p(x)f(x)dx. 

Розглядатимемо квадратурну формулу Qn ( f ) як лінійний функціо-
нал в банаховому просторі С [а, Ь]. Він є неперервним, і анало-
гічно (7) з п. 2.4 можна довести, що його норма визначається фор-
мулою 

S Ф (4
Л>
) 

• = 2 1 С Г | . .(4) 
Л=0 
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Справедлива така теорема. 
Теорема 1. Для того щоб для будь-якої функції f (x) Ç С la, b] по-

слідовність квадратурних формул Qn ( f ) , побудована за трикутними 
матрицями X і С, збігалась, необхідно і достатньо, щоб 

1) hmQn(p) = Q(p)Vp(x)£nm, m = 0, 1, . . . ; 

2) існувала стала M > 0 така, що 

|IQn\\ = 2 | C ( n ) | < M V / i = 0, 1 (5) 
k=0 

Д о в е д е н н я . Відомо, що множина многочленів є всюди щіль-
ною підмножиною в С [a, b] (теорема Вейерштрасса). Тому тверджен-
ня теореми 1 випливає з теореми Банаха — Штейнгауза. 

Розглянемо два простих наслідки з теореми 1. 
Теорема 2. Для того щоб для будь-якої неперервної функції 

f (x) ç С la, b] інтерполяційна квадратурна формула збігалась, необ-
хідне і достатнє виконання нерівностей (5). 

Д о в е д е н н я . Перша умова теореми 1 випливає з того, що фор-
мула інтерполяційна, а друга вимога теореми співпадає з умовою тео-
реми, що доводиться. Таким чином, в силу твердження теореми 1 має 
місце і твердження теореми 2.̂  

Теорема 3. Якщо вагові коефіцієнти С?* невід'ємні, то квадратурна 
формула Qn ( f ) , яка є точною на сталій, збігається для будь-якої функ-
ції f (x) £ С [а, b] тоді і лише тоді, коли вона збігається до будь-якого 
многочлена р (х) £ яп, п = 0, 1, ... . 

Д о в е д е н н я . Необхідність очевидна. Доведемо достатність. 
Оскільки при f (х) = 1 має виконуватися граничне співвідношення 

l i m Q n ( 1 ) = l i m 2 С Г = ІІШ 2 | С Г I = H m | Q n | | = 1, 
П-+ОО П->оо fr Q Л->ОО ГС->00 

то послідовність норм II Qn И має бути обмежена сталою, що не зале-
жить від я, тобто виконується умова 2 теореми 1, що і доводить тео-
рему 3. 

Наслідок. Квадратурна формула найвищого алгебраїчного 
ступеня точності збігається для будь-якої функції f (x) Ç С [а, Ь]. 

Д о в е д е н н я . При p (je) ^ 0 квадратурна формула найвищого 
алгебраїчного ступеня точності може бути побудована для всіх п і 
всі вагові коефіцієнти додатні (див. 5.3). Крім того ця формула збіга-
ється для будь-якого многочлена. В силу теореми 3 вона збігатиметься 
для будь-якої функції f (х) Є С [а, Ы, що і треба було довести. 

Наведемо без доведення дві теореми, які вказують на вплив абсцис 
квадратурних формул інтерполяційного типу на збіжність. 

Теорема 4. Якщо х\ьп) = — 1, х{п = 1, а інші абсциси xt\ k =* 
= 1, n — 1, вибираються рівновіддаленими на [—1, І], то коефіцієнти 
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Cf формули інтерполяційного типуе такими, tup величина 2 \ С*0) 
k=0 

не обмежена по п. Як наслідок існує функція g (JC) ç С [A, b] така, що 
lim Qn(g)¥^Q(g). 

00 

Теорема 5. Якщо за абсциси квадратурної формули вибрати нулі 
многочленів Чебишева першого роду Тп+\ (х), тобто 

x t - COS < 2 * + + ' > " , k = Ô T Ï , 

або нулі многочленів Чебишева другого роду Un+і (х), тобто 

ж Р - è = 

mo всі коефіцієнти С*п) формули інтерполяційного типу будуть додат-
ні і 

limQn(/) = Q( / )V/çC[a , Ц. 
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