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Îãëÿä

10. Âñòóï. Â òåîði¨ ðàöiîíàëüíî¨ àïðîêñèìàöi¨ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié îäíó ç
öåíòðàëüíèõ ðîëåé âiäiãðàþòü òàê çâàíi àïðîêñèìàíòè (àáî æ ïîëiíîìè) Ïàäå,
ÿêi ¹ ïðèðîäíèìè óçàãàëüíåííÿìè ìíîãî÷ëåíiâ Òåéëîðà â òîìó ðîçóìiííi, ùî
âîíè çäiéñíþþòü íàéêðàùi ëîêàëüíi ðàöiîíàëüíi íàáëèæåííÿ ôóíêöié.

Îçíà÷åííÿ 1 (äèâ. [1, ñ.31]). Áóäåìî ãîâîðèòè, ùî ðàöiîíàëüíà ôóíêöiÿ

[M/N ]f (z) =
PM (z)
QN (z)

,

äå PM (z) òà QN (z) � àëãåáðà¨÷íi ìíîãî÷ëåíè ñòåïåíiâ ≤ M òà ≤ N âiäïîâiäíî,
¹ àïðîêñèìàíòîþ Ïàäå ïîðÿäêó [M/N ] ôîðìàëüíîãî ñòåïåíåâîãî ðÿäó

f(z) =
∞∑

k=0

skzk, (1)

ÿêùî
f(z)− [M/N ]f (z) = O(zM+N+1) ïðè z → 0,

òîáòî ðîçâèíåííÿ ðàöiîíàëüíî¨ ôóíêöi¨ [M/N ]f (z) â ñòåïåíåâèé ðÿä ñïiâïàäà¹
ç ðîçâèíåííÿì (1) äî ÷ëåíà, ùî ìiñòèòü zM+N , âêëþ÷íî.

Íàäàëi áóäåìî ïîçíà÷àòè ÷åðåç R[M/N ] êëàñ âñiõ ðàöiîíàëüíèõ ôóíêöié
âèãëÿäó PM (z)

QN (z) òàêèõ, ùî degPM (z) ≤ M i degQN (z) ≤ N.

Àïðîêñèìàíòè Ïàäå áóëè çàïðîâàäæåíi íiìåöüêèì ìàòåìàòèêîì Ê. ßêîái
ó 1846 ð. [2], i íèì æå áóëè ïîáóäîâàíi äåòåðìiíàíòíi âèðàçè äëÿ àïðîêñèìàíò
Ïàäå ÷åðåç êîåôiöi¹íòè ñòåïåíåâîãî ðîçâèíåííÿ ôóíêöi¨.

Íåõàé {sk}∞k=0 � ïîñëiäîâíiñòü êîåôiöi¹íòiâ ñòåïåíåâîãî ðÿäó f(z) âèãëÿäó
(1). Ðîçãëÿíåìî âèçíà÷íèêè:

HL,N = det‖sL+k+j‖N
k,j=0 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

sL sL+1 · · · sL+N

sL+1 sL+2 · · · sL+N+1

. . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . .
sL+N sL+N+1 · · · sL+2N

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

. (2)

Áóäåìî íàçèâàòè òàêi âèçíà÷íèêè âèçíà÷íèêàìè Ãàíêåëÿ ïîñëiäîâíîñòi {sk}∞k=0.
Ââåäåìî äî ðîçãëÿäó òàêîæ àëãåáðà¨÷íi äîïîâíåííÿ AL,N,j , j = 0, N, åëåìåí-
òiâ îñòàííüîãî ðÿäêà âèçíà÷íèêà (2). Ðåçóëüòàò Ê. ßêîái ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî ó
âèïàäêó âiäìiííîñòi âiä íóëÿ âèçíà÷íèêà

HM+1−N,N−1 6= 0
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äëÿ ôóíêöi¨ f(z) âèãëÿäó (1) iñíó¹ ¨¨ àïðîêñèìàíòà Ïàäå ïîðÿäêó [M/N ] i âîíà
ìîæå áóòè çîáðàæåíà ó âèãëÿäi

[M/N ]f (z) =
PM (z)
QN (z)

,

äå

QN (z) =
N∑

j=0

AM+1−N,N,jz
N−j ,

PM (z) =
N∑

j=0

AM+1−N,N,j

M−N+j∑
m=0

smzN+m−j .

Çàçíà÷èìî, ùî â íàâåäåíèõ ôîðìóëàõ sm = 0, ÿêùî m < 0. Íiìåöüêèé ìàòåìà-
òèê Ô. Ôðîáåíióñ ó 1881 ð. äîñëiäèâ àëãåáðà¨÷íi âëàñòèâîñòi ïîëiíîìiâ Ïàäå i
âñòàíîâèâ òîòîæíîñòi äëÿ ïîëiíîìiâ Ïàäå, ÷èñåëüíèêè òà çíàìåííèêè ÿêèõ ìà-
þòü ñòåïåíi, ùî âiäðiçíÿþòüñÿ íå áiëüøå, íiæ íà îäèíèöþ [3]. Íàðåøòi ó ñåði¨
ïðàöü, îïóáëiêîâàíèõ ç 1892 ïî 1907 ðð., ôðàíöóçüêèé ìàòåìàòèê Àíði Ïà-
äå ðîçòàøóâàâ ïîëiíîìè Ïàäå â äâîïàðàìåòðè÷íó íàïiâíåñêií÷åííó òàáëèöþ,
ùî íèíi íàçèâà¹òüñÿ òàáëèöåþ Ïàäå, âèâ÷èâ ñòðóêòóðó öi¹¨ òàáëèöi, à òàêîæ
ïîáóäóâàâ i äîñëiäèâ ïåðøó ïiääiàãîíàëü òàáëèöi Ïàäå äëÿ ãiïåðãåîìåòðè÷-
íî¨ ôóíêöi¨ Ãàóññà 2F1(1, σ; ρ + 1; z) òà âèðîäæåíî¨ ãiïåðãåîìåòðè÷íî¨ ôóíêöi¨
1F1(1; ν + 1; z) [4,5].

Îçíà÷åííÿ 2. Íåõàé f(z) � ôîðìàëüíèé ñòåïåíåâèé ðÿä. Òàáëèöåþ Ïàäå, ùî
âiäïîâiäà¹ f(z), áóäåìî íàçèâàòè äâîïàðàìåòðè÷íó íàïiâíåñêií÷åííó òàáëèöþ,
åëåìåíòàìè ÿêî¨ ¹ àïðîêñèìàíòè Ïàäå [M/N ]f (z) (ÿêùî âîíè iñíóþòü)

[0/0]f (z) [1/0]f (z) · · · [M/0]f (z) · · ·
[0/1]f (z) [1/1]f (z) · · · [M/1]f (z) · · ·
· · · · · · · · · · · · · · ·
· · · · · · · · · · · · · · ·

[0/N ]f (z) [1/N ]f (z) · · · [M/N ]f (z) · · ·
· · · · · · · · · · · · · · ·
· · · · · · · · · · · · · · ·

.

Âåðõíié ðÿäîê òàáëèöi Ïàäå ñêëàäàþòü åëåìåíòè [M/0]f (z), M = 0,∞, ÿêi ¹
ìíîãî÷ëåíàìè Òåéëîðà�Ìàêëîðåíà ôóíêöi¨ f(z). Íàéáiëüøèé iíòåðåñ âèêëèêà¹
âèâ÷åííÿ ïîâåäiíêè åëåìåíòiâ äiàãîíàëi òà ïåðøî¨ ïiääiàãîíàëi òàáëèöi Ïàäå,
òîáòî àïðîêñèìàíò Ïàäå ïîðÿäêiâ [N/N ], N = 0,∞, òà [N − 1/N ], N = 1,∞.

Îäíèì ç íàéáiëüø ãëèáîêèõ äîñÿãíåíü êëàñè÷íîãî ïåðiîäó ðîçâèòêó òåîði¨
àïðîêñèìàöié Ïàäå ñòàëî ç'ÿñóâàííÿ ¨õ òiñíèõ çâ'ÿçêiâ ç êëàñè÷íîþ ïðîáëåìîþ
ìîìåíòiâ òà òåîði¹þ ëàíöþãîâèõ äðîáiâ. Çàïî÷àòêóâàëè öåé íàïðÿìîê ðîñié-
ñüêèé ìàòåìàòèê Ï. ×åáèøîâ [6] òà ãîëàíäñüêèé ìàòåìàòèê Ò. Ñòiëòü¹ñ [7],
çíà÷íèé âíåñîê áóëî çðîáëåíî ðîñiéñüêèì ìàòåìàòèêîì À. Ìàðêîâèì [8], íiìå-
öüêèìè ìàòåìàòèêàìè Ã. Ãàìáóðãåðîì [9] òà Ô. Õàóñäîðôîì [10].
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Îçíà÷åííÿ 3. Êëàñè÷íà ïðîáëåìà ìîìåíòiâ íà áîðåëiâñüêié ïiäìíîæèíi
äiéñíî¨ îñi ∆ ⊂ R ïîëÿãà¹ ó òîìó, ùîá çà çàäàíîþ ÷èñëîâîþ ïîñëiäîâíiñòþ
{sk}∞k=0 âèçíà÷èòè íåâiä'¹ìíó ìiðó dµ(t) íà ∆, äëÿ ÿêî¨ âèêîíóâàëèñü áè ðiâ-
íîñòi:

sk =
∫

∆

tkdµ(t), k = 0,∞. (3)

Äëÿ ôóíêöié f(z), êîåôiöi¹íòè ñòåïåíåâèõ ðîçâèíåíü ÿêèõ ìîæóòü áóòè
çîáðàæåíi ó âèãëÿäi (3), ¨õ àïðîêñèìàíòè Ïàäå ïîðÿäêiâ [N−1/N ], N ≥ 1 (òîáòî
åëåìåíòè ïåðøî¨ ïiääiàãîíàëi òàáëèöi Ïàäå) ìîæóòü áóòè ïîáóäîâàíi â òåðìiíàõ
ìíîãî÷ëåíiâ, îðòîãîíàëüíèõ íà ∆ çà ìiðîþ dµ(t), à ñàìå, ÿêùî ïîçíà÷èòè ÷åðåç
{AN (t)}∞N=0 ïîñëiäîâíiñòü íåòðèâiàëüíèõ àëãåáðà¨÷íèõ ìíîãî÷ëåíiâ òàêèõ, ùî

∫

∆

AN (t)AM (t)dµ(t) = 0 ïðè M 6= N,

òî
[N − 1/N ]f (z) =

PN−1(z)
QN (z)

,

äå
QN (z) = zNAN (1/z),

a
PN−1(z) = zN−1

∫

∆

AN (1/z)−AN (t)
1/z − t

dµ(t).

Öÿ îáñòàâèíà ¹ âèçíà÷àëüíîþ äëÿ âèâ÷åííÿ àïðîêñèìàíò Ïàäå òàê çâàíèõ ìàð-
êîâñüêèõ ôóíêöié, òîáòî ôóíêöié, ÿêi ìîæíà çîáðàçèòè ó âèãëÿäi:

f(z) =
∫

∆

dµ(t)
1− zt

. (4)

Äîñëiäæåííþ âñüîãî êîëà ïèòàíü, ùî âèíèêàþòü ïðè öüîìó, ïðèñâÿ÷åíà
ìîíîãðàôiÿ Í. Àõi¹çåðà [11]. Â ïîäàëüøîìó çíà÷íèé âíåñîê ó âè÷åííÿ àïðîê-
ñèìàíò Ïàäå ìàðêiâñüêèõ ôóíêöié, çîêðåìà, ó âèïàäêàõ, êîëè ïiäìíîæèíà ∆
¹ íåîáìåæåíîþ àáî ¹ îá'¹äíàííÿì êiëüêîõ ñåãìåíòiâ äiéñíî¨ îñi, ùî âçà¹ìíî íå
ïåðåòèíàþòüñÿ, áóëî çðîáëåíî À. Ãîí÷àðåì , �.Ðàõìàíîâèì , Ê. Ëóíãó, ß. Ãiëå-
âè÷åì, Þ. Ëþêîì, Äæ. Áåéêåðîì, Â. Ãàó÷i, Ï. Âiííîì òà ií. [12-21]. Â ðîáîòàõ
Å. Õåíäðiêñåíà, Ã. âàí Ðîññóìà, Äæ. Íàòîëëà, Ã. Øòàëÿ òà ií. [22-25] îòðèìàíî
ðÿä ðåçóëüòàòiâ, ùî ñòîñóþòüñÿ ïîâåäiíêè àïðîêñèìàíò Ïàäå ôóíêöié âèãëÿ-
äó (4) ó âèïàäêó çíàêîçìiííî¨ àáî æ êîìïëåêñíîçíà÷íî¨ ìiðè dµ(t), à òàêîæ ó
âèïàäêó, êîëè ∆ ¹ ïiäìíîæèíîþ êîìïëåêñíî¨ ïëîùèíè.

Ïàðàëåëüíî ç âèâ÷åííÿì êëàñè÷íèõ àïðîêñèìàöié Ïàäå áàãàòî äîñëiäíèêiâ,
ïî÷èíàþ÷è ç 60-õ ðð. ÕÕ ñò., ñòàëè ðîçãëÿäàòè òà äîñëiäæóâàòè ðiçíîìàíiòíi
¨õ óçàãàëüíåííÿ.
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Îçíà÷åííÿ 4. Íåõàé E = {ek(x)}∞k=0 � îðòîíîðìîâàíèé áàçèñ â äåÿêîìó
ôóíêöiîíàëüíîìó ãiëüáåðòîâîìó ïðîñòîði H . Áóäåìî ãîâîðèòè, ùî ôóíêöiÿ

[M/N ](E)
f (x) =

M∑

j=0

p
(M)
j ej(x)

N∑

k=0

q
(N)
k ek(x)

¹ óçàãàëüíåíîþ àïðîêñèìàíòîþ Ïàäå ïîðÿäêó [M/N ] ôóíêöi¨ f(x) ∈ H , ÿêùî

f(x)− [M/N ](E)
f (x) ⊥ ek(x)

äëÿ k = 0,M + N.
Â çàëåæíîñòi âiä òîãî, ÿêèé îðòîíîðìîâàíèé áàçèñ âèêîðèñòîâó¹òüñÿ â

îçíà÷åííi, ðîçãëÿäàþòüñÿ àïðîêñèìàíòè Ïàäå�×åáèøîâà, Ïàäå�Ëåæàíäðà, òðè-
ãîíîìåòðè÷íi àïðîêñèìàíòè Ïàäå òà ií. Íàéáiëüø ñóòò¹âi ðåçóëüòàòè ó âèâ÷åííi
ó çàãàëüíåíèõ àïðîêñèìàíò Ïàäå íàëåæàòü À. Ãîí÷àðó, Ñ. Ñó¹òiíó, Ë. Êàðë-
áåðãó òà ií. [26-29].

Îçíà÷åííÿ 5. Íåõàé z1, z2, . . . , zR ∈ D � äåÿêi òî÷êè, ùî íàëåæàòü îáëàñòi D
êîìïëåêñíî¨ ïëîùèíè i M = (m1,m2, . . . , mR) - âåêòîð ç íåâiä'¹ìíèìè öiëèìè
êîîðäèíàòàìè òàêèìè, ùî mr ≥ N − 1, r = 1, R, à N - äåÿêå íàòóðàëüíå ÷èñëî.
Áóäåìî ãîâîðèòè, ùî ðàöiîíàëüíà ôóíêöiÿ

[M/N ]f (z1, . . . , zR; z) =
PM (z)
QN (z)

∈ R

[
R∑

r=1

mr −N − 1/N

]

¹ áàãàòîòî÷êîâîþ àïðîêñèìàíòîþ Ïàäå iíäåêñó [M/N ] â òî÷êàõ z1, z2, . . . , zR

ôóíêöi¨ f(z), àíàëiòè÷íî¨ â îáëàñòi D , ÿêùî

f(z)− [M/N ]f (z1, . . . , zR; z) = O((z − zr)mr )

ïðè z → zr, r = 1, R.
Â ðiçíèõ ïóáëiêàöiÿõ áàãàòîòî÷êîâi àïðîêñèìàíòè Ïàäå íàçèâàþòüñÿ òàêîæ

ðàöiîíàëüíèìè iíòåðïîëÿíòàìè, àïðîêñèìàíòàìè Íüþòîíà�Ïàäå òà ií. Áàãàòî-
òî÷êîâi àïðîêñèìàíòè Ïàäå âèâ÷àëèñü â ðîáîòàõ À. Ãîí÷àðà, Ë. Ãi¹ðìî Ëîïåñà,
Â. Ðóñàêà, �. Ðîâáè, Ë. Ôiëîçîôà, A. Ìàãíóñà, Î.Íüÿñòàäà, Ã. Âîëëiíà òà ií.
[30-37].

Îçíà÷åííÿ 6. Íåõàé F = {fλ(z)}Λλ=1 � íàáið àíàëiòè÷íèõ â îêîëi òî÷êè
z = 0 ôóíêöié, à N òà M � âåêòîðè ç íåâiä'¹ìíèìè öiëèìè êîîðäèíàòàìè
N = (n1, n2, . . . , nΛ), M = (m1,m2, . . . , mΛ). Ñóìiñíèìè àïðîêñèìàíòàìè Ïàäå
íàáîðó F iíäåêñó R = [M, N ] íàçèâàþòüñÿ ðàöiîíàëüíi ïîëiíîìè

[M/N ](λ)
F (z) ∈ R[mλ/|N |], λ = 1, Λ,
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äå |N | = n1 +n2 + · · ·+nΛ, ç äåÿêèì ñïiëüíèì çíàìåííèêîì QN (z) ñòåïåíÿ |N |,
äëÿ ÿêèõ âèêîíóþòüñÿ àñèìïòîòè÷íi ðiâíîñòi:

fλ(z)− [M/N ](λ)
F (z) = O(znλ+mλ+1)

ïðè z → 0, λ = 1,Λ.
Îçíà÷åííÿ 7. Íåõàé F = {fλ(z)}Λλ=1, Λ ≥ 2 - íàáið àíàëiòè÷íèõ â îêîëi

òî÷êè z = 0 ôóíêöié, à M � âåêòîð ç íåâiä'¹ìíèìè öiëèìè êîîðäèíàòàìè M =
(m1,m2, . . . , mΛ), |M | = m1 + m2 + · · ·+ mΛ. Ïîëiíîìàìè Ïàäå�Åðìiòà íàáîðó
F iíäåêñó [M ] íàçèâàþòüñÿ àëãåáðà¨÷íi ìíîãî÷ëåíè [M ](λ)

F (z) ñòåïåíiâ, ùî íå
ïåðåâèùóþòü mλ, λ = 1, Λ, i íå âñi òîòîæíî ðiâíi íóëåâi, òîáòî

deg[M ](λ)
F (z) ≤ mλ,

Λ∑

λ=1

|[M ](λ)
F (z)| 6≡ 0,

i òàêi, ùî âèêîíó¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ:

Λ∑

λ=1

fλ(z)[M ](λ)
F (z) = O(z|M |+Λ−1)

ïðè z → 0.
Âïåðøå çàäà÷à, ÿêà ôàêòè÷íî ïðèçâåëà äî ïîáóäîâè ñóìiñíèõ àïðîêñèìàíò

Ïàäå òà àïðîêñèìàíò Ïàäå�Åðìiòà ñèñòåìè åêñïîíåíò {eλz}Λλ=1, áóëà ïîñòàâëå-
íà i ðîçâ'ÿçàíà ôðàíöóçüêèì ìàòåìàòèêîì Ø. Åðìiòîì [38] ó çâ'ÿçêó ç ïèòàí-
íÿì ïðî òðàíñöåíäåíòíiñòü ÷èñëà e. Äëÿ âèïàäêó íàáîðó ìàðêîâñüêèõ ôóíêöié,
íîñi¨ ÿêèõ âçà¹ìíî íå ïåðåòèíàþòüñÿ, ñóìiñíi àïðîêñèìàíòè Ïàäå áóëè âèâ÷åíi
â ðîáîòi Ì. Àíæåëåñêî [39]. Ñó÷àñíà ôîðìàëüíà òåîðiÿ ñóìiñíèõ àïðîêñèìàöié
Ïàäå ïîáóäîâàíà â ïðàöÿõ Ê. Ìàëåðà [40], Äæ. Êîàòñà [41] òà Ã. Äæàãåðà [42].
Âàãîìèé âíåñîê ó âèâ÷åííÿ ñóìiñíèõ àïðîêñèìàöié Ïàäå òà àïðîêñèìàöié Ïàäå-
Åðìiòà áóëî çðîáëåíî À.Ãîí÷àðåì, �. Íiêiøiíèì, �.Ðàõìàíîâèì, Â. Ñîðîêiíèì,
Î. Àïòåêàð¹âèì, Â. Êàëÿãiíèì, Â. Ïàðóñíèêîâèì, Ì.äå Áðþiíîì, Ä. Ëþáiíñü-
êèì, Ã. ×óäíîâñüêèì, Äæ. Íàòîëëîì , Â. Áåêåðìàíîì, Äæ. Ëàáàíîì òà ií.
[43-62].

20. Óçàãàëüíåíi ìîìåíòíi çîáðàæåííÿ. Íàïðèêiíöi 70-õ ðð. Â.Ê. Äçÿäèê
íà îñíîâi ïîäàëüøîãî ðîçâèòêó çàïðîïîíîâàíîãî íèì àïðîêñèìàöiéíîãî ìåòî-
äó íàáëèæåíîãî ðîçâ'ÿçóâàííÿ çâè÷àéíèõ ëiíiéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü
[63-66] ç'ÿñóâàâ, ùî â ðÿäi âèïàäêiâ çàñòîñóâàííÿ âêàçàíîãî ìåòîäó äî ïîáóäî-
âè ðàöiîíàëüíèõ íàáëèæåíü ïðèâîäèòü äî îòðèìàííÿ äiàãîíàëüíèõ ïîëiíîìiâ
Ïàäå äåÿêèõ åëåìåíòàðíèõ ôóíêöié. Â ðîáîòi [67] Â.Ê. Äçÿäèêîì òà Ë.I. Ôiëî-
çîôîì áóëî âèâ÷åíå àñèìïòîòè÷íå ïîâîäæåííÿ àïðîêñèìàíò Ïàäå ôóíêöié ez

òà (1+ z)α, à çãîäîì â ðîáîòi [68] Â.Ê. Äçÿäèêîì áóëà äîñëiäæåíà àñèìïòîòèêà
äiàãîíàëüíèõ àïðîêñèìàíò Ïàäå ôóíêöié sin z, cos z, sh z òà ch z i âñòàíîâëåíî
çâ'ÿçîê ìiæ ðàöiîíàëüíèìè àïðîêñèìàíòàìè òà áiîðòîãîíàëüíèìè ñèñòåìàìè
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ôóíêöié. Àíàëiç îòðèìàíèõ ðåçóëüòàòiâ i ñïiâñòàâëåííÿ ¨õ ç iñíóþ÷îþ ãëèáî-
êîþ òåîði¹þ êëàñè÷íî¨ ïðîáëåìè ìîìåíòiâ äîçâîëèâ Â.Ê. Äçÿäèêó â ðîáîòi [69]
ñôîðìóëþâàòè çàäà÷ó ïðî óçàãàëüíåíi ìîìåíòíi çîáðàæåííÿ.

Îçíà÷åííÿ 8. Óçàãàëüíåíèì ìîìåíòíèì çîáðàæåííÿì ÷èñëîâî¨ ïîñëiäîâíî-
ñòi {sk}∞k=0 íà äîáóòêó ëiíiéíèõ ïðîñòîðiâ X òà Y íàçèâà¹òüñÿ äâîõïàðàìåò-
ðè÷íà ñóêóïíiñòü ðiâíîñòåé

sk+j = 〈xk, yj〉 , k, j = 0,∞, (5)

äå xk ∈ X , k = 0,∞, yj ∈ Y , j = 0,∞, à 〈., .〉 - äåÿêà áiëiíiéíà ôîðìà, îçíà÷åíà
íà X × Y .

Ëåãêî ïîáà÷èòè, ùî, ÿêùî â (5) ïîêëàñòè X = Y = L2[∆, dµ(t)] � ïðîñòið
ôóíêöié, iíòåãðîâíèõ íà ∆ ç êâàäðàòîì çà ìiðîþ dµ(t), 〈x, y〉 =

∫
∆

x(t)y(t)dµ(t),

â ðîëi åëåìåíòiâ xk âèáðàòè ôóíêöi¨ xk(t) = tk, k = 0,∞, à â ðîëi åëåìåíòiâ
yj âèáðàòè ôóíêöi¨ yj(t) = tj , j = 0,∞, òî ìè îòðèìà¹ìî çîáðàæåííÿ, åêâiâà-
ëåíòíå êëàñè÷íié ïðîáëåìi ìîìåíòiâ (3).

Ó âèïàäêó, êîëè iñíó¹ òàêèé ëiíiéíèé îïåðàòîð A : X → X , ùî

Axk = xk+1, k = 0,∞, (6)

à â ïðîñòîði Y iñíó¹ ëiíiéíèé îïåðàòîð A∗ : Y → Y òàêèé, ùî

〈Ax, y〉 = 〈x,Ay〉 , ∀x ∈ X , ∀y ∈ Y

(ìè áóäåìî íàçèâàòè îïåðàòîð A∗ ñïðÿæåíèì äî îïåðàòîðà A âiäíîñíî áiëiíié-
íî¨ ôîðìè 〈., .〉), çîáðàæåííÿ (5), ÿê ïîêàçàíî â [70], åêâiâàëåíòíå çîáðàæåííþ

sk =
〈
Akx0, y0

〉
, k = 0,∞. (7)

Ïðè öüîìó òâiðíà ôóíêöiÿ f(z) ïîñëiäîâíîñòi {sk}∞k=0 ìàòèìå ôîðìàëüíå çîá-
ðàæåííÿ

f(z) =
∞∑

k=0

skzk =
〈
R#

z (A)x0, y0

〉
, (8)

äå R#
z (A) = (I − zA)−1 - ðåçîëüâåíòíà ôóíêöiÿ îïåðàòîðà A.
ßê ïîêàçàíî â [71], äëÿ ñòåïåíåâèõ ðîçâèíåíü âèãëÿäó (1), â ÿêèõ êîåôi-

öi¹íòè ìàþòü çîáðàæåííÿ âèãëÿäó (5), àïðîêñèìàíòè Ïàäå ïîðÿäêiâ [N−1/N ],
N ≥ 1, ìîæóòü áóòè çàïèñàíi ó âèãëÿäi:

[N − 1/N ]f (z) =
PN−1(z)
QN (z)

,

äå

QN (z) =
N∑

j=0

c
(N)
j zN−j ,
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PN−1(z) =
N∑

j=1

c
(N)
j zN−j

j−1∑
m=0

smzm,

à êîåôiöi¹íòè c
(N)
j , j = 0, N, âèçíà÷àþòüñÿ çi ñïiââiäíîøåíü áiîðòîãîíàëüíîñòi

äëÿ óçàãàëüíåíîãî ïîëiíîìà YN =
N∑

j=0

c
(N)
j yj âèãëÿäó

〈xk, YN 〉 = 0, k = 0, N − 1,

àáî æ çi ñïiââiäíîøåíü áiîðòîãîíàëüíîñòi äëÿ óçàãàëüíåíîãî ïîëiíîìà XN =
N∑

k=0

c
(N)
k xk âèãëÿäó

〈XN , yj〉 = 0, j = 0, N − 1.

Ó âèïàäêó, êîëè ìàþòü ìiñöå çîáðàæåííÿ (7)�(8), ïîõèáêà àïðîêñèìàöi¨ Ïàäå
ìîæå áóòè ïðåäñòàâëåíà ó âèãëÿäi

f(z)− [N − 1/N ]f (z) =
z2N

QN (z)
〈
R#

z (A)xN , YN

〉
=

=
z2N

QN (z)
〈
R#

z (A)XN , yN

〉
.

Â [71] òàêîæ ïîêàçàíî, ùî ïîäiáíî ìîæíà ïîáóäóâàòè äiàãîíàëüíi òà íàääià-
ãîíàëüíi ïîëiíîìè Ïàäå ôóíêöi¨ (1), à ñàìå àïðîêñèìàíòè Ïàäå ôóíêöi¨ (1)
ïîðÿäêó [N + M/N ], N ≥ 0, M ≥ 0, ìîæóòü áóòè çîáðàæåíi ó âèãëÿäi

[N + M/N ]f (z) =
PN+M (z)
QN (z)

,

äå

QN (z) =
N∑

j=0

c
(N)
j zN−j ,

PN+M (z) =
N∑

j=0

c
(N)
j zN−j

j+M∑
m=0

smzm,

à êîåôiöi¹íòè c
(N)
j , j = 0, N, âèçíà÷àþòüñÿ iç ñïiââiäíîøåíü áiîðòîãîíàëüíîñòi

äëÿ óçàãàëüíåíîãî ïîëiíîìà YN =
N∑

j=0

c
(N)
j yj âèãëÿäó

〈xk+M+1, YN 〉 = 0, k = 0, N − 1.
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Ó âèïàäêó, êîëè ìàþòü ìiñöå çîáðàæåííÿ (7)�(8) ïîõèáêà àïðîêñèìàöi¨ Ïàäå
ìîæå áóòè ïîäàíà ó âèãëÿäi

f(z)− [M + N/N ]f (z) =
z2N+M+1

QN (z)
〈
R#

z (A)xN+M+1, YN

〉
.

Îòæå, çàäà÷à ïîáóäîâè àïðîêñèìàíò Ïàäå ç âèêîðèñòàííÿì óçàãàëüíåíèõ ìî-
ìåíòíèõ çîáðàæåíü çâîäèòüñÿ äî çàäà÷i ïîáóäîâè áiîðòîãîíàëüíèõ ïîëiíîìiâ. Â
öiëié íèçöi âèïàäêiâ öå äîçâîëÿ¹ íå òiëüêè ïîáóäóâàòè, àëå i äîñëiäèòè ïîâåäií-
êó åëåìåíòiâ ïåðøî¨ ïiääiàãîíàëi, äiàãîíàëi òà íàääiàãîíàëüíèõ ïîñëiäîâíîñòåé
òàáëèöi Ïàäå ðÿäó ñïåöiàëüíèõ ôóíêöié. Ðàçîì ç òèì ïîòðiáíî êîíñòàòóâàòè,
ùî çàäà÷à ïîáóäîâè áiîðòîãîíàëüíèõ ïîëiíîìiâ ¹ íàáàãàòî ñêëàäíiøîþ, íiæ
ïîáóäîâà îðòîãîíàëüíèõ ìíîãî÷ëåíiâ, i íå ìîæå áóòè âèðiøåíà â çàãàëüíîìó
âèïàäêó.

30. Òåîðåìè iñíóâàííÿ äëÿ óçàãàëüíåíèõ ìîìåíòíèõ çîáðàæåíü. Â [70] Â.Ê. Äçÿ-
äèêîì òà àâòîðîì áóëî äîâåäåíî íàñòóïíèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 1. Íåõàé H �íåñêií÷åííîâèìiðíèé ãiëüáåðòiâ ïðîñòið i {ek}∞k=0 �
äîâiëüíà îðòîíîðìîâàíà ïîñëiäîâíiñòü â íüîìó. Òîäi äëÿ òîãî, ùîá ÷èñëîâà
ïîñëiäîâíiñòü {sk}∞k=0 ìàëà â H óçàãàëüíåíå ìîìåíòíå çîáðàæåííÿ âèãëÿäó

sk+j = 〈xk, yj〉, k, j = 0,∞,

äå

〈x, y〉 =
∞∑

m=0

(x, em)(y, em),

à åëåìåíòè xk, k = 0,∞, òà yj , j = 0,∞, ìàþòü âèãëÿä

xk =
k∑

m=0

α(k)
m em, yj =

j∑
m=0

β(j)
m em,

i ïðè öüîìó α
(k)
k 6= 0, k = 0,∞, β

(j)
j 6= 0, j = 0,∞, íåîáõiäíî i äîñòàòíüî, ùîá

âñi âèçíà÷íèêè Ãàíêåëÿ

HN := H0,N = det‖sk+j‖N
k,j=0, N = 0,∞,

ïîñëiäîâíîñòi {sk}∞k=0 áóëè âiäìiííèìè âiä 0.
Çàóâàæåííÿ. Ïîñêiëüêè âiäìiííiñòü âiä íóëÿ âèçíà÷íèêiâ Ãàíêåëÿ ïîñëi-

äîâíîñòi {sk}∞k=0 ¹ íåîáõiäíîþ óìîâîþ iñíóâàííÿ òà íåâèðîäæåíîñòi åëåìåíòiâ

ïåðøî¨ ïiääiàãîíàëi òàáëèöi Ïàäå ôóíêöi¨ f(z) =
∞∑

k=0

skzk, òî òèì ñàìèì òåî-

ðåìà 1 ñòâåðäæó¹, ùî óçàãàëüíåíi ìîìåíòíi çîáðàæåííÿ ïîñëiäîâíîñòi {sk}∞k=0

ìîæóòü áóòè ïîáóäîâàíi êîæíîãî ðàçó, êîëè iñíóþòü íåâèðîäæåíi àïðîêñèìàí-

òè Ïàäå ïîðÿäêiâ [N − 1/N ], N ≥ 1, ôóíêöi¨ f(z) =
∞∑

k=0

skzk. Âiäçíà÷èìî, ùî
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äëÿ iñíóâàííÿ ïðåäñòàâëåíü âèãëÿäó (3) íåîáõiäíîþ ¹ ïîçèòèâíiñòü âñiõ âèçíà÷-
íèêiâ Ãàíêåëÿ HN , N = 0,∞, ïîñëiäîâíîñòi {sk}∞k=0.

Äëÿ çîáðàæåíü âèãëÿäó (7)�(8) ñïðàâåäëèâi íàñòóïíi ðåçóëüòàòè.
Òåîðåìà 2. Äëÿ áóäü-ÿêî¨ ôóíêöi¨ f, àíàëiòè÷íî¨ â êðóçi KR = {z : |z| ≤ R} ,

0 < R < ∞, òà áóäü-ÿêîãî íåñêií÷åííîâèìiðíîãî ñåïàðàáåëüíîãî ãiëüáåðòîâîãî
ïðîñòîðó H iñíóþòü åëåìåíòè x0, y0 ∈ H , òà ëiíiéíèé îáìåæåíèé îïåðàòîð
A : H 7→ H , íîðìà ÿêîãî ¹ ìåíøîþ çà 1/R, i òàêèé, ùî ∀z ∈ KR

f(z) = (R#
z (A)x0, y0).

Òåîðåìà 3. Äëÿ áóäü-ÿêî¨ öiëî¨ ôóíêöi¨ f, òà áóäü-ÿêîãî íåñêií÷åííîâèìið-
íîãî ñåïàðàáåëüíîãî ãiëüáåðòîâîãî ïðîñòîðó H iñíóþòü åëåìåíòè x0, y0 ∈ H ,
òà ëiíiéíèé îáìåæåíèé îïåðàòîð A : H 7→ H ç íóëüîâèì ñïåêòðàëüíèì ðàäió-
ñîì, òàêèé ùî ∀z ∈ C

f(z) = (R#
z (A)x0, y0).

Çàóâàæåííÿ. Àíàëîãi÷íi òåîðåìàì 3�4 ðåçóëüòàòè íåçàëåæíî iíøèì ñïîñî-
áîì áóëè îòðèìàíi Ã.Â. Ðàäçi¹âñüêèì [72].

40. Ïðèêëàäè. Ìè âæå çàçíà÷àëè, ùî çîáðàæåííÿ ïîñëiäîâíîñòi {sk}∞k=0

ó âèãëÿäi ñòåïåíåâèõ ìîìåíòiâ äåÿêî¨ ìiðè (3), àáî ùî òå æ ñàìå, çîáðàæåííÿ

ôóíêöi¨ f(z) =
∞∑

k=0

skzk ó âèãëÿäi iíòåãðàëà Ìàðêîâà�Ñòiëòü¹ñà (4) ìîæíà ðîç-

ãëÿäàòè ÿê ÷àñòêîâèé âèïàäîê óçàãàëüíåíîãî ìîìåíòíîãî çîáðàæåííÿ (5), (7),
(8). Çàóâàæèìî, ùî â öüîìó âèïàäêó â ðîëi ëiíiéíîãî îïåðàòîðà (6) âèáèðà¹òüñÿ
îïåðàòîð ìíîæåííÿ íà íåçàëåæíó çìiííó

(Aϕ)(t) = tϕ(t).

Ðîçãëÿíåìî ðÿä ïðèêëàäiâ, ÿêi íå çâîäÿòüñÿ äî âêàçàíîãî âèïàäêó i òèì ñàìèì
äîçâîëÿþòü áóäóâàòè òà äîñëiäæóâàòè àïðîêñèìàíòè Ïàäå ôóíêöié, ùî íå ¹
ìàðêiâñüêèìè.

Ïðèêëàä 1. Â ïðîñòîði iíòåãðîâíèõ íà âiäðiçêó [0, 1] ôóíêöié X = L[0, 1]
ðîçãëÿíåìî ëiíiéíèé îáìåæåíèé îïåðàòîð

(Aϕ)(t) =

t∫

0

ϕ(τ)dτ. (9)

Éîãî ðåçîëüâåíòíà ôóíêöiÿ ìà¹ çîáðàæåííÿ

(
R#

z (A)ϕ
)
(t) = ϕ(t) + z

t∫

0

ϕ(τ)ez(t−τ)dτ.
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Ñòåïåíi îïåðàòîðà A ìîæóòü áóòè, ÿê ëåãêî ïåðåêîíàòèñÿ, çàïèñàíi ó âèãëÿäi

(Akϕ)(t) =

t∫

0

(t− τ)k−1

(k − 1)!
ϕ(τ)dτ, k = 1,∞.

Âiçüìåìî òåïåð x0(t) ≡ 1, y0(t) ≡ 1 ∈ Y = C[0, 1], 〈x, y〉 =

1∫

0

x(t)y(t)dt. Òîäi

sk =

1∫

0

(Akx0)(t)dt =

1∫

0

tk

k!
dt =

1
(k + 1)!

,

f(z) =
∞∑

k=0

skzk =
ez − 1

z
.

Óçàãàëüíåíå ìîìåíòíå çîáðàæåííÿ ìà¹ âèãëÿä

sk+j =
1

(k + j + 1)!
=

1∫

0

tk

k!
· (1− t)j

j!
dt, k, j = 0,∞.

Çàëèøèìî òåïåð y0(t) ≡ 1 i âiçüìåìî x0(t) = tν , ν > −1. Îòðèìà¹ìî

sk =

1∫

0

(Akx0)(t)dt =

1∫

0

t∫

0

(t− τ)k−1

(k − 1)!
τνdτdt =

=

1∫

0

tk+ν

(ν + 1)(ν + 2) · . . . · (ν + k)
dt =

1
(ν + 1)(ν + 2) · . . . · (ν + k + 1)

=

=
1

(ν + 1)k+1
, k = 0,∞,

äå ÷åðåç (α)k ïîçíà÷åíî ñèìâîë Ïîõãàììåðà

(α)k := α(α + 1) · . . . · (α + k − 1) ïðè k ≥ 1,

(α)0 := 1.

Âiäïîâiäíà ôóíêöiÿ ìàòèìå âèãëÿä

f(z) =
∞∑

k=0

skzk =
∞∑

k=0

zk

(ν + 1)k+1
= 1F1(1; ν + 1; z)− 1

z
,

äå

1F1(α; β; z) =
∞∑

k=0

(α)k

(β)kk!
zk−
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âèðîäæåíà ãiïåðãåîìåòðè÷íà ôóíêöiÿ. Âiäïîâiäíå óçàãàëüíåíå ìîìåíòíå çîá-
ðàæåííÿ ìà¹ âèãëÿä

sk+j =
1

(ν + 1)k+j+1
=

1∫

0

tk+ν

(ν + 1)k
· (1− t)j

j!
dt, k, j = 0,∞.

Îñêiëüêè îòðèìàíi ôóíêöi¨ ¹ öiëèìè, òî äëÿ âiäïîâiäíèõ ïîñëiäîâíîñòåé íå
ìîæå áóòè ðîçâ'ÿçàíà êëàñè÷íà ïðîáëåìà ìîìåíòiâ (äèâ. [65, ñ.253]).

Ïðèêëàä 2. Ðîçãëÿíåìî â ïðîñòîði X = L[0, 1] îïåðàòîð

(Aϕ)(t) = κ
t∫

0

ϕ(τ)dτ + tϕ(t),

ùî ¹ ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ îïåðàòîðà, ÿêèé ðîçãëÿäàâñÿ â ïîïåðåäíüîìó ïðè-
êëàäi, òà îïåðàòîðà ìíîæåííÿ íà íåçàëåæíó çìiííó, ÿêèé âiäïîâiäà¹ êëàñè÷íié
ñòåïåíeâié ïðîáëåìi ìîìåíòiâ íà ñåãìåíòi [0, 1]. Éîãî ðåçîëüâåíòíà ôóíêöiÿ ìà¹
çîáðàæåííÿ (

R#
z (A)ϕ

)
(t) =

(
(I − zA)−1ϕ

)
(t) =

=
ϕ(t)

1− zt
+ κz

t∫

0

ϕ(t)
(1− τz)κ−1

(1− tz)κ+1
dτ.

Ðîçâèâàþ÷è ïðàâó ÷àñòèíó öüîãî çîáðàæåííÿ çà ñòåïåíÿìè z, îòðèìà¹ìî

(Akϕ)(t) = κ
t∫

0

ϕ(τ)
k−1∑
m=0

(−κ+ 1)m(κ+ 1)k−1−m

m!(k −m− 1)!
τmtk−m−1dτ + tkϕ(t).

Âiçüìåìî òåïåð x0(t) ≡ 1, y0(t) ≡ 1 ∈ Y = C[0, 1], 〈x, y〉 =

1∫

0

x(t)y(t)dt. Òîäi

f(z) =

1∫

0

(
R#

z (A)x0

)
(t)dt =

(1− z)−κ − 1
κz

.

Íåâàæêî ïåðåêîíàòèñÿ, ùî îòðèìàíà ôóíêöiÿ áóäå ìàðêiâñüêîþ ëèøå äëÿ |κ| <
1. Ïðè öüîìó óçàãàëüíåíå ìîìåíòíå çîáðàæåííÿ ìàòèìå âèãëÿä

sk+j =
(κ+ 1)k+j

(k + j + 1)!
=

=

1∫

0

(κ+ 1)ktk

k!
·

j∑
m=0

(−κ+ 1)m(κ)j−m

m!(j −m)!
tmdt, k, j = 0,∞.



12

ßêùî æ âèáðàòè x0(t) = tν , ν > −1, i y0(t) ≡ 1, òî îäåðæèìî ç âèêîðèñòàííÿì
iíòåãðàëüíèõ çîáðàæåíü äëÿ ãiïåðãåîìåòðè÷íî¨ ôóíêöi¨ Ãàóññà [73, ñ.373]

f(z) =
1

ν + 1 2F 1(ν + κ+ 1, 1; ν + 2; z).

Âiäïîâiäíå óçàãàëüíåíå ìîìåíòíå çîáðàæåííÿ ìàòèìå âèãëÿä

sk+j =
(ν + κ+ 1)k+j

(ν + 1)k+j+1
=

=

1∫

0

(κ+ ν + 1)k

(ν + 1)k
tk+ν ·

j∑
m=0

(−κ+ 1)m(κ)j−m

m!(j −m)!
tmdt, k, j = 0,∞,

Çàóâàæåííÿ. Óçàãàëüíåíi ìîìåíòíi çîáðàæåííÿ, íàâåäåíi â ïðèêëàäàõ 1 òà
2 áóëè ïîáóäîâàíi â [74].

Ïðèêëàä 3. Ðîçãëÿíåìî â ïðîñòîði X = L[0, 1] ëiíiéíèé íåïåðåðâíèé îïå-
ðàòîð

(Aϕ)(t) = −
t∫

0

(t− τ)ϕ(τ)dτ.

Ëåãêî ïîáà÷èòè, ùî öåé îïåðàòîð ¹ âçÿòèì çi çíàêîì ìiíóñ êâàäðàòîì îïåðà-
òîðà (9). Âðàõîâóþ÷è òîòîæíiñòü

R#
z (−A2) = R#

i
√

z
(A)R#

−i
√

z
(A),

çíàéäåìî éîãî ðåçîëüâåíòíó ôóíêöiþ

(
R#

z (A)ϕ
)
(t) = ϕ(t)−√z

t∫

0

ϕ(τ) sin
√

z(t− τ)dτ.

Íåâàæêî ïiäðàõóâàòè, ùî

(Akϕ)(t) = (−1)k

t∫

0

(t− τ)2k−1

(2k − 1)!
ϕ(τ)dτ.

Âiçüìåìî òåïåð x0(t) ≡ 1, y0(t) ≡ 1 ∈ Y = C[0, 1], 〈x, y〉 =

1∫

0

x(t)y(t)dt. Òîäi

f(z) =

1∫

0

(
R#

z (A)x0

)
(t)dt =

1∫

0



1−√z

t∫

0

sin
√

z(t− τ)dτ



 dt =

sin
√

z√
z

.
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Âiçüìåìî òåïåð x0(t) ≡ 1, y0(t) = (1− t2)ν−1/2, ν > −1/2. Îòðèìà¹ìî

f(z) =

1∫

0

cos
√

zt · (1− t2)ν−1/2dt =
Jν(

√
z)π1/2Γ(ν + 1/2)
2(
√

z/2)ν
,

äå

Jν(z) =
(z

2

)ν ∞∑

k=0

(
−z2

4

)k

k!Γ(k + ν + 1)

� ôóíêöiÿ Áåññåëÿ ïîðÿäêó ν (äèâ. [73, c. 180�182]).
Âiçüìåìî â ðîëi ïî÷àòêîâèõ åëåìåíòiâ x0(t) = t, y0(t) = 1/t ∈ Y = C(0, 1]∩

L ([0, 1], tdt). Òîäi

f(z) =

1∫

0

sin
√

zt√
zt

dt =
Si(
√

z)√
z

,

äå

Si(z) =
∞∑

k=0

(−1)kz2k+1

(2k + 1)(2k + 1)!

� iíòåãðàëüíèé ñèíóñ (äèâ. [73, c.59 ]).
Íàðåøòi âèáåðåìî x0(t) ≡ 1, y0(t) = 1√

t
∈ Y = C(0, 1] ∩ L[0, 1]. Îòðèìà¹ìî

f(z) =

1∫

0

cos
√

zt√
t

dt = 2

1∫

0

cos
√

zt2dt =
√

2π

C

(√
2
π

z1/4

)

z1/4
,

äå

C(z) =
∞∑

k=0

(−1)k(π/2)2k

(2k)!(4k + 1)
z4k+1

� iíòåãðàë Ôðåíåëÿ (äèâ. [73, c. 123]).
Ïðèêëàä 4. Ïîäàëüøèì óçàãàëüíåííÿì ñèòóàöié, íàâåäåíèõ â ïðèêëàäi 1 ¹

ðîçãëÿä â ïðîñòîði L[0, 1] ëiíiéíîãî íåïåðåðâíîãî îïåðàòîðà äðîáîâîãî iíòåãðó-
âàííÿ:

(Aϕ)(t) =

t∫

0

(t− τ)1/ρ−1

Γ(1/ρ)
ϕ(τ)dτ, 0 < ρ < ∞.

Ñòåïåíi öüîãî îïåðàòîðà ìîæóòü áóòè çàïèñàíi ó âèãëÿäi:

(Akϕ)(t) =

t∫

0

(t− τ)k/ρ−1

Γ(k/ρ)
ϕ(τ)dτ, k ≥ 1,



14

çâiäêè ìà¹ìî:

(
R#

z (A)ϕ
)
(t) =

∞∑

k=0

zk(Akϕ)(t) = ϕ(t) +

t∫

0

∞∑

k=1

(t− τ)k/ρ−1zk

Γ(k/ρ)
ϕ(τ)dτ =

= ϕ(t) + z

t∫

0

ϕ(τ)(t− τ)1/ρ−1Eρ(z(t− τ)1/ρ; 1/ρ)dτ,

äå

Eρ(z; µ) :=
∞∑

k=0

zk

Γ(k/ρ + µ)

� ôóíêöiÿ òèïó Ìiòòàã�Ëåôôëåðà (äèâ. [75, ñ.117]). Ëåãêî ïîáà÷èòè, ùî ïðè
x0(t) =

tν1

Γ(ν1 + 1)
, y0(t) =

x(t)(1− t)ν2

Γ(ν2 + 1)
∈ Y = C[0, 1) ∩ L[0, 1] ìè îòðèìà¹ìî:

sk = 〈xk, y0〉 =

1∫

0

xk(t)y0(t)dt =
1

Γ(k/ρ + ν1 + ν2 + 2)

i îòîæ:
f(z) =

∞∑

k=0

skzk = Eρ(z; ν1 + ν2 + 2).

Çàóâàæåííÿ. Óçàãàëüíåíi ìîìåíòíi çîáðàæåííÿ ôóíêöié Ìiòòàã�Ëåôôëåðà
áóëè ïîáóäîâàíi òà âèâ÷åíi â [76]. Ïîøèðåííÿ öèõ ðåçóëüòàòiâ íà ôóíêöi¨ òèïó
Ìiòòàã-Ëåôôëåðà áóëî âèêîíàíî Ì. ×èïîì [77].

Ïðèêëàä 5. Ñèòóàöiþ, íàâåäåíó â ïðèêëàäi 1, ìîæíà óçàãàëüíèòè ùå é
íàñòóïíèì ÷èíîì. Ðîçãëÿíåìî ó ïðîñòîði X = L[0, 1] äëÿ äåÿêîãî q ∈ (0,+∞),
q 6= 1, ëiíiéíèé îáìåæåíèé îïåðàòîð:

(Aϕ)(t) =

tq∫

0

ϕ(τ)dτ.

Ñòåïåíi öüîãî îïåðàòîðà ìîæóòü áóòè çîáðàæåíi ó âèãëÿäi:

(Akϕ)(t) =

tqk∫

0

ϕ(u)
k−1∑
m=0

(−1)m qm(m−1)/2

mq!(k −m− 1)q!
t(k−m)q−1umqq−m

du, k = 1,∞,

äå
kq := 1 + q + · · ·+ qk−1 =

qk − 1
q − 1

,
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kq! :=





k∏

i=1

iq = (1 + q)(1 + q + q2) · . . . · (1 + q + · · ·+ qk−1), ïðè k ≥ 1,

1, ïðè k = 0.

Âiçüìåìî òåïåð x0(t) ≡ 1, y0(t) ≡ 1 ∈ Y = C[0, 1], 〈x, y〉 =

1∫

0

x(t)y(t)dt. Òîäi

xk(t) = (Akx0)(t) =
t(k+1)q−1

kq!
.

yj(t) = (A∗jy0)(t) =
j∑

m=0

(−1)m qm(m−1)/2

mq!(j −m)q!
tmqq−m

.

Íàðåøòi ïiäðàõó¹ìî óçàãàëüíåíi ìîìåíòè

sk =

1∫

0

xk(t)dt =

1∫

0

t(k+1)q−1

kq!
dt =

1
(k + 1)q!

, k = 0,∞.

Òàêèì ÷èíîì ìè ïîáóäóâàëè óçàãàëüíåíå ìîìåíòíå çîáðàæåííÿ ïîñëiäîâíîñòi
êîåôiöi¹íòiâ ñòåïåíåâîãî ðîçâèíåííÿ ôóíêöi¨:

f(z) =
∞∑

k=0

zk

(k + 1)q!
=

Eq(z)− 1
z

, (10)

äå q �àíàëîã åêñïîíåíòè Eq(z) âèçíà÷à¹òüñÿ ðÿäîì (äèâ.[78])

Eq(z) :=
∞∑

k=0

zk

kq!
.

Çàëèøàþ÷è y0(t) ≡ 1, âèáåðåìî òåïåð x0(t) = tν , ν > −1. Îòðèìà¹ìî

xk(t) = (Akx0)(t) =
t(k+1)q−1+νqk

k∏
m=1

(mq + νqm−1)
.

Âiäïîâiäíi óçàãàëüíåíi ìîìåíòè áóäóòü ìàòè âèãëÿä

sk =

1∫

0

xk(t)dt =
1

k+1∏
m=1

(mq + νqm−1)
, k = 0,∞.

Òâiðíó ôóíêöiþ öi¹¨ ïîñëiäîâíîñòi ìîæíà çîáðàçèòè ó âèãëÿäi:

f(z) =
∞∑

k=0

zk

(1 + ν)(1 + q + νq) · . . . · (1 + q + . . . + qk + νqk)
=
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=
∞∑

k=0

( 1
q )k(k+1)/2( q−1

ν(q−1)+q )k+1zk

( 1
ν(q−1)+1 ; 1

q )k+1

,

äå q−ñèìâîë Ïîõãàììåðà (a; q)k âèçíà÷à¹òüñÿ ôîðìóëîþ (äèâ.[79, ñ.31])

(a; q)k :=
{

(1− a)(1− aq) · . . . · (1− aqk−1), ïðè k ≥ 1,
1, ïðè k = 0.

Ïðèêëàä 6. Ðîçãëÿíåìî òåïåð ó ïðîñòîði X = L[0, 1] äëÿ äåÿêîãî q ∈ (0,∞)
ëiíiéíèé íåïåðåðâíèé îïåðàòîð

(Aϕ)(t) = κ
tq∫

0

ϕ(τ)dτ + tqϕ(tq). (11)

Éîãî ñòåïåíi ìîæóòü áóòè çîáðàæåíi ó âèãëÿäi

(Akϕ)(t) =

tqk∫

0

ϕ(τ)
k−1∑
m=0

(−1)mt(k−m)q−1τmqq−m×

×

k−1−m∏
r=0

(κ+ rq)
m∏

p=1
(ϕqp − pq)

mq!(k − 1−m)q!qm
dτ + t(k+1)q−1ϕ(tq

k

), k = 1,∞.

Íåñêëàäíî îòðèìàòè òåïåð çîáðàæåííÿ äëÿ îïåðàòîðà, ñïðÿæåíîãî äî îïåðà-

òîðà (11) âiäíîñíî áiëiíiéíî¨ ôîðìè 〈x, y〉 =

1∫

0

x(t)y(t)dt òà éîãî ñòåïåíiâ

(A∗ψ)(t) = κ
1∫

t1/q

ψ(τ)dτ +
1
q
ψ(t1/q)t1/q,

(A∗jψ)(t) =

1∫

t1/qj

ψ(τ)
j−1∑
m=0

(−1)mτ (j−m)q−1tmqq−m×

×

j−1−m∏
r=0

(κ+ rq)
m∏

p=1
(κqp − pq)

mq!(j − 1−m)q!qm
dτ +

1
qj

ψ(t1/qj

)tjqq−j

, j = 1,∞.

Âiçüìåìî òåïåð x0(t) ≡ 1. Òîäi îòðèìà¹ìî:

xk(t) = (Akx0)(t) =

k∏
r=1

(κ+ rq)

kq!
t(k+1)q−1.
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Ïîäiáíî ç y0(t) ≡ 1 îòðèìà¹ìî

yj(t) = (A∗jy0)(t) =
j∑

m=0

(−1)m

j−1−m∏
r=0

(κ+ rq)
m∏

p=1
(κqp − pq)

mq!(j −m)q!qm
tmqq−m

.

Îá÷èñëèìî óçàãàëüíåíi ìîìåíòè

·
sk =

1∫

0

xk(t)dt =

1∫

0

k∏
r=1

(κ+ rq)

kq!
t(k+1)q−1dt =

k∏
r=1

(κ+ rq)

(k + 1)q!
, k = 0,∞. (45)

Äëÿ |q| < 1 ìà¹ìî (äèâ. [79, c.32])

f(z) =
∞∑

k=0

skzk =
∞∑

k=0

k∏
r=1

(κ+ rq)

(k + 1)q!
zk =

∞∏

k=0

(1−zqk)
(1−(κ(1−q)+1)zqk)

− 1

κz
.

Äëÿ |q| > 1 áóäå

f(z) =
1
κz

{
−1 +

∞∑

k=0

(κ(1− q) + 1; 1
q )k

(1
q ; 1

q )k

(
z

q

)k
}

=

∞∏

k=0

(1−(κ(1−q)+1)zq−k−1)
(1−zq−k−1)

− 1

κz
.

Çàëèøàþ÷è y0(t) ≡ 1, âèáåðåìî òåïåð x0(t) = tν , ν > −1. Îòðèìà¹ìî

xk(t) = (Akx0)(t) =
k∏

m=1

mq + νqm−1 + κ)
(mq + νqm−1)

t(k+1)q−1+νqk

.

Âiäïîâiäíi óçàãàëüíåíi ìîìåíòè ìàþòü âèãëÿä

sk =

1∫

0

xk(t)dt =

1∫

0

k∏
m=1

(mq + νqm−1 + κ)
(mq + νqm−1)

t(k+1)q−1+νqk

dt =

=

k∏
m=1

(mq + νqm−1 + κ)

k+1∏
m=1

(mq + νqm−1)

, k = 0,∞.

Çàóâàæåííÿ. Óçàãàëüíåíi ìîìåíòíi çîáðàæåííÿ, íàâåäåíi â ïðèêëàäàõ 5,6 áóëè
ïîáóäîâàíi â [70, 80].
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Ïðèêëàä 7. Ôóíêöi¨, ÿêi ðîçãëÿäàëèñÿ â ïðèêëàäàõ 5 òà 6, òiñíî ïîâ'ÿçàíi
ç òàê çâàíèìè áàçèñíèìè ãiïåðãåîìåòðè÷íèìè ðÿäàìè.

Îçíà÷åííÿ 9 (äèâ.[81, ñ.196]). Áàçèñíèì ãiïåðãåîìåòðè÷íèì ðÿäîì äëÿ äå-
ÿêîãî q, |q| < 1, íàçèâà¹òüñÿ ñòåïåíåâèé ðÿä âèãëÿäó:

rΦs

[
α1, α2, . . . , αr; z

ρ1, ρ2, . . . , ρs

]
=

∞∑

k=0

(α1; q)k(α2; q)k · . . . · (αr; q)k

(q; q)k(ρ1; q)k · . . . · (ρs; q)k
zk.

Iíøèé ïiäõiä äî ïîáóäîâè óçàãàëüíåíèõ ìîìåíòíèõ çîáðàæåíü áàçèñíèõ ãiïåð-
ãåîìåòðè÷íèõ ðÿäiâ ãðóíòó¹òüñÿ íà ïîíÿòòi q-iíòåãðàëà Ô. Äæåêñîíà.

Îçíà÷åííÿ 10 ([82]). Äëÿ äåÿêîãî ôiêñîâàíîãî q, |q| < 1, q-iíòåãðàë âiä
çàäàíî¨ íà âiäðiçêó [0, 1] ôóíêöi¨ ϕ(x) âèçíà÷à¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ:

Φ(x) =

x∫

0

ϕ(u)dqu = x(1− q)
∞∑

k=0

ϕ(xqk)qk, (12)

äå x ∈ [0, 1], ÿêùî òiëüêè ðÿä â ïðàâié ÷àñòèíi (12) çáiãà¹òüñÿ.
Îáåðíåíèì îïåðàòîðîì äî îïåðàòîðà q-iíòåãðóâàííÿ (12) ¹ îïåðàòîð q-äèôåðåíöiþâàííÿ.
Îçíà÷åííÿ 11 ([83]). Äëÿ äåÿêîãî ôiêñîâàíîãî q, |q| < 1, q � ïîõiäíà çàäàíî¨

íà âiäðiçêó [0, 1] ôóíêöi¨ Φ(x) âèçíà÷à¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ:

dq

dqx
Φ(x) =

Φ(x)− Φ(qx)
(1− q)x

.

Î÷åâèäíî, ùî ó âèïàäêó iñíóâàííÿ q-iíòåãðàëà (12) ñïðàâåäëèâà òîòîæíiñòü

dq

dqx

x∫

0

ϕ(u)dqu ≡ ϕ(u).

Ðîçãëÿíåìî òåïåð ó ïðîñòîði X = L[0, 1]∩C(0, 1] ëiíiéíèé íåïåðåðâíèé îïåðà-
òîð:

(Aϕ)(t) =

t∫

0

ϕ(τ)dqτ = t(1− q)
∞∑

k=0

ϕ(tqk)qk. (13)

Ïiäðàõó¹ìî éîãî ðåçîëüâåíòíó ôóíêöiþ

(
R#

z (A)ψ
)
(t) = ϕ(t) = ψ(t) + z

t∫

0

ψ(τ)
∞∏

m=0

1− (1− q)zτqm+1

1− (1− q)ztqm
dqτ.

Ñòåïåíi îïåðàòîðà (13) ìîæóòü áóòè çîáðàæåíi ó âèãëÿäi

(Akϕ)(t) = (1− q)k−1

t∫

0

ϕ(τ)

k−1∏
m=1

(t− τqm)

(q; q)k−1
dqτ, k = 1,∞.
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Íåõàé Y = C[0, 1]. Ñòåïåíi îïåðàòîðà, ñïðÿæåíîãî äî îïåðàòîðà (13) ïî âiäíî-
øåííþ äî áiëiíiéíî¨ ôîðìè

〈x, y〉 =

1∫

0

x(t)y(t)dqt,

ìîæóòü áóòè çîáðàæåíi ó âèãëÿäi

(A∗jψ)(t) = (1− q)j−1

1∫

qt

ψ(τ)

j−1∏
m=1

(τ − tqm)

(q; q)j−1
dqτ, j = 1,∞.

Âiçüìåìî òåïåð x0(t) ≡ 1. Òîäi

xk(t) = (Akx0)(t) =
(1− q)k

(q; q)k
tk.

Ïîäiáíî, âèáèðàþ÷è y0(t) ≡ 1, îòðèìà¹ìî

yj(t) = (A∗jy0)(t) =
(1− q)j(tq; q)j

(q; q)j
, j = 0,∞.

Âiäïîâiäíi óçàãàëüíåíi ìîìåíòè áóäóòü ðiâíi

sk =

1∫

0

xk(t)dqt =
(1− q)k

(q; q)k
(1− q)

∞∑
n=0

qkn+n =

=
(1− q)k+1

(q; q)k+1
=

1
(k + 1)q!

, k = 0,∞.

Îòæå, ìè ïîáóäóâàëè óçàãàëüíåíå ìîìåíòíå çîáðàæåííÿ ïîñëiäîâíîñòi êîåôi-
öi¹íòiâ ñòåïåíåâîãî ðîçâèíåííÿ ôóíêöi¨ (10) ïðè |q| < 1. Çàëèøàþ÷è y0(t) òèì
æå ñàìèì, âiçüìåìî x0(t) = tν , ν > −1. Îòðèìà¹ìî

xk(t) = (Akx0)(t) = (1− q)ktk+ν
∞∏

n=0

(1− qk+n+ν+1)
1− qn+ν+1)

=
(1− q)k

(qν+1; q)k
tk+ν .

Ïiäðàõó¹ìî óçàãàëüíåíi ìîìåíòè

sk =

1∫

0

xk(t)dqt =
(1− q)k+1

(qν+1; q)k

∞∑
n=0

qn(k+ν+1) =
(1− q)k+1

(qν+1; q)k+1
, k = 0,∞.

Âiäïîâiäíà ôóíêöiÿ ìà¹ âèãëÿä

f(z) =
∞∑

k=0

skzk =
∞∑

k=0

(1− q)k+1zk

(qν+1; q)k+1
=

1Φ1

[
q; (1− q)z

qν+1

]
− 1

z
.
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Ïðèêëàä 8. Ðîçãëÿíåìî â ïðîñòîði X = L[0, 1] ∩ C(0, 1] ëiíiéíèé íåïåðåðâíèé
îïåðàòîð

(Aϕ)(t) = κ
t∫

0

ϕ(τ)dqτ + tϕ(t). (14)

Éîãî ðåçîëüâåíòíà ôóíêöiÿ

(
R#

z (A)ψ
)
(t) =

ψ(t)
1− zt

+ κz

t∫

0

ψ(τ)σ(zt)
(1− zτ) (1− zτ(1 + κ− κq))σ(zτ)

dqτ.

Îòðèìà¹ìî âèðàçè äëÿ ñòåïåíiâ îïåðàòîðà (14)

(Akϕ)(t) = κ
t∫

0

ϕ(τ)
k−1∑
n=0

( q
1+κ−κq ; q)n(q(1 + κ− κq); q)k−1−n

(q; q)n(q; q)k−1−n
×

× (t(1 + κ− κq))n
τk−1−ndqτ + tkϕ(t), k = 1,∞.

Ñòåïåíi ñïðÿæåíîãî îïåðàòîðà âiäíîñíî áiëiíiéíî¨ ôîðìè 〈x, y〉 =

1∫

0

x(t)y(t)dqt

ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi

(A∗jψ)(t) = κ
1∫

qt

ψ(τ)
j−1∑
n=0

( q
1+κ−κq ; q)n(q(1 + κ− κq); q)j−1−n

(q; q)n(q; q)j−1−n
×

× (τ(1 + κ− κq))n
tj−1−ndqτ + tjψ(t), j = 1,∞.

Âiçüìåìî x0(t) ≡ 1. Òîäi

xk(t) = (Akx0)(t) =
( q
1+κ−κq ; q)k

(q; q)k
(1 + κ− κq)ktk, k = 0,∞.

Ïîäiáíî, âèáèðàþ÷è y0(t) ≡ 1 ∈ Y = C[0, 1], îòðèìà¹ìî:

yj(t) = (A∗jy0)(t) =
j∑

n=0

( 1
1+κ−κq ; q)n(q(1 + κ− κq); q)j−n

(q; q)n(q; q)j−n
(1 + κ− κq)ntj−n.

Âiäïîâiäíi óçàãàëüíåíi ìîìåíòè äîðiâíþþòü

sk =

1∫

0

xk(t)dqt = (1− q)
∞∑

n=0

( q
1+κ−κq ; q)k

(q; q)k
×

×(1 + κ− κq)kqkn+n =
(1− q)( q

1+κ−κq ; q)k(1 + κ− κq)k

(q; q)k+1
=
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=
( q
1+κ−κq ; q)k(1 + κ− κq)k

(q2; q)k
, k = 0,∞.

Îòæå, ïîáóäîâàíî óçàãàëüíåíå ìîìåíòíå çîáðàæåííÿ ïîñëiäîâíîñòi êîåôiöi¹í-
òiâ ñòåïåíåâîãî ðîçâèíåííÿ ôóíêöi¨:

f(z) =
∞∑

k=0

skzk = 2Φ1

[
q; q

1+κ−κq ; (1 + κ− κq)z
q2

]
.

Âiçüìåìî òåïåð x0(t) = tν , ν > −1. Òîäi:

xk(t) =
( qν+1

1+κ−κq ; q)k

(qν+1; q)k
(1 + κ− κq)ktk+ν , k = 0,∞.

Çàëèøàþ÷è yj(t), j = 0,∞, òèìè æ ñàìèìè, îòðèìà¹ìî

sk =

1∫

0

xk(t)dqt = (1− q)
( qν+1

1+κ−κq ; q)k(1 + κ− κq)k

(qν+1; q)k+1
, k = 0,∞,

i âiäïîâiäíà ôóíêöiÿ ìàòèìå âèãëÿä

f(z) =
∞∑

k=0

skzk =
1− q

1− qν+1 2Φ1

[
q; qν+1

1+κ−κq ; (1 + κ− κq)z
qν+2

]
.

Çàóâàæåííÿ. Óçàãàëüíåíi ìîìåíòíi çîáðàæåííÿ, íàâåäåíi â ïðèêëàäàõ 7, 8, ïî-
áóäîâàíi â [84].

Ïðèêëàä 9 ([85]). Ðîçãëÿíåìî â ïðîñòîði X = L[0, 1] ëiíiéíèé íåïåðåðâíèé
îïåðàòîð:

(Aϕ)(t) = tϕ(1− t).

Ëåãêî ïîáà÷èòè, ùî éîãî êâàäðàò ìîæíà çîáðàçèòè ó âèãëÿäi

(A2ϕ)(t) = t(1− t)ϕ(t).

Ðåçîëüâåíòíà ôóíêöiÿ îïåðàòîðà A2 ìà¹ âèãëÿä

(
R#

z (A2)ϕ
)
(t) =

∞∑

k=0

zk(A2kϕ)(t) =
ϕ(t)

1− zt(1− t)
. (15)

Îñêiëüêè ìà¹ ìiñöå òîòîæíiñòü

R#
z (A2) = R#

−√z
(A)R#√

z
(A),

òî, î÷åâèäíî,
R#√

z
(A) = (I +

√
zA)R#

z (A2).
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Îòîæ, ç (15) ìà¹ìî
(
R#

z (A)ϕ
)
(t) =

ϕ(t) + ztϕ(1− t)
1− z2t(1− t)

.

Ñòåïåíi îïåðàòîðà A òà ñïðÿæåíîãî äî íüîãî ïî âiäíîøåííþ äî ñêàëÿðíîãî
äîáóòêó 〈x, y〉 =

1∫
0

x(t)y(t)dt îïåðàòîðà A∗ ìàþòü çîáðàæåííÿ:

(Akϕ)(t) =
{

tm(1− t)mϕ(t), ÿêùî k = 2m− ïàðíå,
tm+1(1− t)mϕ(t), ÿêùî k = 2m + 1− íåïàðíå;

(A∗jψ)(t) =
{

tn(1− t)nψ(t), ÿêùî j = 2n− ïàðíå,
tn(1− t)n+1ψ(t), ÿêùî j = 2n + 1− íåïàðíå.

Âiçüìåìî x0(t) ≡ 1, y0(t) ≡ 1. Òîäi:

f(z) =

1∫

0

(
R#

z (A)x0

)
(t)y0(t)dt =

t∫

0

1 + zt

1− z2t(1− t)
dt =

=
2(2 + z)
z
√

4− z2
arctg

z√
4− z2

.

Âiçüìåìî òåïåð ïðè òîìó æ y0(t)

x0(t) =
{

ϕ(t), , t ∈ [0, 1/2],
ϕ(1− t), t ∈ [1/2, 1],

äå ϕ(t) � äåÿêà ôóíêöiÿ ç L[0, 1/2]. Òîäi

f(z) = 2

1/2∫

0

1 + zt

1− z2t(1− t)
ϕ(t)dt.

Ïðèêëàä 10 ([85]). Ðîçãëÿíåìî â ïðîñòîði X = C[0, 1] ëiíiéíèé îáìåæåíèé
îïåðàòîð:

(Aϕ)(t) =

1−t∫

0

ϕ(τ)dτ. (16)

Éîãî êâàäðàò ìîæå áóòè çîáðàæåíèé ó âèãëÿäi:

(A2ϕ)(t) = (1− t)

t∫

0

ϕ(τ)dτ +

1∫

t

ϕ(τ)(1− τ)dτ.

Âiçüìåìî x0(t) ≡ 1 i çíàéäåìî ðåçîëüâåíòíó ôóíêöiþ îïåðàòîðà A2

(
R#

z (A2)x0

)
(t) =

cos
√

zt

cos
√

z
.
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Âèáèðàþ÷è y0(t) ≡ 1 ∈ Y = C[0, 1], 〈x, y〉 =

1∫

0

x(t)y(t)dt, áóäó¹ìî ôóíêöiþ

f(z) =

1∫

0

(
R#

z (A2)x0

)
(t)y0(t)dt =

1∫

0

cos
√

zt

cos
√

z
dt =

tg
√

z√
z

. (17)

Âðàõîâóþ÷è ðîçâèíåííÿ:

cos
√

zt

cos
√

z
= cos

√
zt · sec√z =

∞∑

k=0

(−1)kzkt2k

(2k)!

∞∑
m=0

Emzm

(2m)!
=

=
∞∑

k=0

zk
k∑

m=0

(−1)mt2mEk−m

(2m)!(2k − 2m)!
,

äå Ek � ÷èñëà Åéëåðà , ùî âèçíà÷àþòüñÿ ôîðìóëàìè (äèâ. [73, c.607])

Ek =
22k+2(2k)!

π2k+1

{
1− 1

32k+1
+

1
52k+1

− 1
72k+1

+ · · ·
}

, (18)

ìè îòðèìó¹ìî

x2k(t) =
k∑

m=0

(−1)mt2mEk−m

(2m)!(2k − 2m)!
, k = 0,∞. (19)

À îñêiëüêè îïåðàòîð (16), ÿê ëåãêî ïåðåêîíàòèñü, ¹ ñàìîñïðÿæåíèì ïî âiäíî-

øåííþ äî áiëiíiéíî¨ ôîðìè 〈x, y〉 =
1∫
0

x(t)y(t)dt, òî îòðèìà¹ìî òàêîæ

y2j(t) = x2j(t) =
j∑

m=0

(−1)mt2mEj−m

(2m)!(2j − 2m)!
, j = 0,∞. (20)

Ïðèêëàä 11 ([85]). Â ïîïåðåäíüîìó ïðèêëàäi ìè ïîáóäóâàëè óçàãàëüíåíå ìî-
ìåíòíå çîáðàæåííÿ ïîñëiäîâíîñòi êîåôiöi¹íòiâ ñòåïåíåâîãî ðîçâèíåííÿ ôóíêöi¨
(17), ãðóíòóþ÷èñü íà çàñòîñóâàííi êâàäðàòà îïåðàòîðà (16). Òåïåð áóäåìî çà-
ñòîñîâóâàòè áåçïîñåðåäíüî ñàì îïåðàòîð (16). Äëÿ x0(t) ≡ 1 îòðèìà¹ìî

(
R#

z (A)x0

)
(t) = {(I + zA)R#

z2(A2)x0}(t) =

=
cos zt

cos z
+ z

1−t∫

0

cos zτ

cos z
dτ =

cos zt + sin z(1− t)
cos z

.

Âèáèðàþ÷è y0(t) ≡ 1, ìàòèìåìî ôóíêöiþ

f(z) =

t∫

0

(
R#

z (A)x0

)
(t)y0(t)dt =

1∫

0

cos zt + sin z(1− t)
cos z

dt =
sin z + 1− cos z

z cos z
.
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Äëÿ ïîáóäîâè âiäïîâiäíîãî óçàãàëüíåíîãî ìîìåíòíîãî çîáðàæåííÿ çàëèøèëîñü
çàïèñàòè ïîñëiäîâíîñòi {xk(t)}∞k=0, {yj(t)}∞j=0. Äëÿ ïàðíèõ ïîêàçíèêiâ ìè âæå
ìà¹ìî ôîðìóëè (19)�(20). Ç öèõ æå ôîðìóë ëåãêî îòðèìàòè i ôîðìóëè äëÿ
íåïàðíèõ ïîêàçíèêiâ

x2k+1(t) = (Ax2k)(t) =
k∑

m=0

(−1)m(1− t)2m+1Ek−m

(2m + 1)!(2k − 2m)!
, k = 0,∞,

y2j+1(t) = x2j+1(t) =
j∑

m=0

(−1)m(1− t)2m+1Ej−m

(2m + 1)!(2j − 2m)!
, j = 0,∞.

Ïðèêëàä 12 ([86]). Ðîçãëÿíåìî â ïðîñòîði X = C[0, 1] ëiíiéíèé íåïåðåðâíèé
îïåðàòîð

(Aϕ)(t) = ϕ

(
t

(1− γ)t + γ

)
, 0 < γ < ∞, γ 6= 1.

Îñêiëüêè äðîáîâî-ëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ

σ(t) =
t

(1− γ)t + γ

ïðè êîæíîìó 0 < γ < ∞, γ 6= 1, ¹ äèôôåîìîðôiçìîì âiäðiçêà [0, 1] íà ñåáå, òî
âèçíà÷åíèé òàêèì çîáðàæåííÿì îïåðàòîð A äiéñíî âiäîáðàæà¹ ïðîñòið C[0, 1]
â C[0, 1]. Íåâàæêî ïiäðàõóâàòè, ùî

(Akϕ)(t) = ϕ

(
t

(1− γk)t + γk

)
, k = 0,∞.

Âiçüìåìî
x0(t) =

t

(1− δ)t + δ
, 0 < δ < ∞, δ 6= 1.

Òîäi
xk(t) = (Akx0)(t) =

t

(1− δγk)t + δγk
, k = 0,∞.

Âiçüìåìî òåïåð Y = X ∗ i 〈x, y〉 = y(x). Ðîçãëÿíåìî ëiíiéíèé íåïåðåðâíèé
ôóíêöiîíàë íà C[0, 1]

y0(x) = x(t0),

äå t0 ∈ (0, 1). Òîäi îòðèìà¹ìî

sk = 〈xk, y0〉 = l0(xk) = xk(t0) =
t0

(1− δγk)t0 + δγk
, k = 0,∞.

Íåâàæêî ïåðåêîíàòèñü, ùî, ÿêùî ïîçíà÷èòè

tj :=
t0

(1− γj)t0 + γj
, j = 0,∞,
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i âèçíà÷èòè ëiíiéíi íåïåðåðâíi ôóíêöiîíàëè

yj(x) = x(tj) = x

(
t0

(1− γj)t0 + γj

)
, j = 0,∞,

òî ìè îòðèìà¹ìî óçàãàëüíåíå ìîìåíòíå çîáðàæåííÿ

sk+j = yj(xk), k, j = 0,∞,

ïîñëiäîâíîñòi {sk}∞k=0.
Ðîçãëÿíåìî òåïåð áiëiíiéíó ôîðìó

〈x, y〉 =

1∫

0

x(t)y(t)dt,

íà äîáóòêó ïðîñòîðiâ X = C[0, 1] òà Y = C[0, 1]. Ïîêëàäåìî y0(t) ≡ 1. Òîäi
ìàòèìåìî

sk =

1∫

0

xk(t)dt =

1∫

0

t

(1− δγk)t + δγk
dt =

=
1

1− δγk
+

(ln δ + k ln γ)δγk

(1− δγk)2
, k = 0,∞.

Íåâàæêî ïiäðàõóâàòè, ùî

(A∗ψ)(t) =
γ

(1− (1− γ)t)2
ψ

(
γt

1− (1− γ)t

)
.

Ñòåïåíi ñïðÿæåíîãî îïåðàòîðà ìàòèìóòü çîáðàæåííÿ

(A∗jψ)(t) =
γj

(1− (1− γj)t)2
ψ

(
γjt

1− (1− γj)t

)
, j = 0,∞,

i, îòæå,
yj(t) = (A∗jy0)(t) =

γj

(1− (1− γj)t)2
, j = 0,∞.

Ïðèêëàä 13. Â ãiëüáåðòîâîìó ïðîñòîði X = L2(−∞,∞) ðîçãëÿíåìî ëiíiéíèé
íåïåðåðâíèé îïåðàòîð

(Aϕ)(t) = ϕ(t + λ), 0 < λ < ∞.

ßê ëåãêî ïåðåêîíàòèñÿ, ñòåïåíi öüîãî îïåðàòîðà òà ñïðÿæåíîãî äî íüîãî îïå-
ðàòîðà A∗ ìàþòü çîáðàæåííÿ

(Akϕ)(t) = ϕ(t + kλ), k = 0,∞,

(A∗jψ)(t) = ψ(t− jλ), j = 0,∞.
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Âiçüìåìî òåïåð

x0(t) = exp{−α(t + γ)2}, 0 < α < ∞, −∞ < γ < ∞,

y0(t) = exp{−βt2}, 0 < β < ∞.

Òîäi îòðèìà¹ìî

xk(t) = (Akx0)(t) = exp{−α(t + kλ + γ)2}, k = 0,∞,

yj(t) = (A∗jy0)(t) = exp{−β(t− jλ)2}, j = 0,∞.

Âiäïîâiäíi óçàãàëüíåíi ìîìåíòè äîðiâíþþòü

sk =

∞∫

−∞
xk(t)y0(t)dt =

∞∫

−∞
exp{−α(t + kλ + γ)2 − βt2}dt =

=
π√

α + β
exp

{
−αβ(γ + kλ)2

α + β

}
, k = 0,∞.

50. Áiîðòîãîíàëüíi ïîëiíîìè òà ¨õ âëàñòèâîñòi. ßê âæå çàçíà÷àëîñÿ â ï.20,
çàäà÷à ïîáóäîâè àïðîêñèìàíò Ïàäå ôóíêöié, äëÿ êîåôiöi¹íòiâ ñòåïåíåâèõ ðîç-
êëàäiâ ÿêèõ âiäîìi óçàãàëüíåíi ìîìåíòíi çîáðàæåííÿ, çâîäèòüñÿ äî áiîðòîãî-
íàëiçàöi¨ ïåâíèõ ñèñòåì ôóíêöié. Ðîçãëÿíåìî äåÿêi çàãàëüíi âëàñòèâîñòi áiîð-
òîãîíàëüíèõ ïîëiíîìiâ. Çàçíà÷èìî, ùî âiäïîâiäíi ïèòàííÿ âèâ÷àëèñÿ ðÿäîì
äîñëiäíèêiâ (äèâ., íàïðèêëàä, [87, 88]). Â.Ê. Äçÿäèêîì [89] áóëî âñòàíîâëåíî
íàñòóïíèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 4. Íåõàé {sk}∞k=0 � òàêà ÷èñëîâà ïîñëiäîâíiñòü, ùî âñi ¨¨ âèçíà÷íèêè
Ãàíêåëÿ

HN = H0,N = det‖sk+j‖N
k,j=0

âiäìiííi âiä íóëÿ, i íåõàé â ëiíiéíîìó ïðîñòîði X çàäàíà ïîñëiäîâíiñòü {xk}∞k=0,
à â ëiíiéíîìó ïðîñòîði Y � ïîñëiäîâíiñòü {yj}∞j=0, i ïðè öüîìó ñïðàâåäëèâi
ðiâíîñòi

〈xk, yj〉 = sk+j , k, j = 0,∞,

äå 〈., .〉 - áiëiíiéíà ôîðìà, çàäàíà íà äîáóòêó ïðîñòîðiâ X ×Y . Òîäi, ÿêùî ïðè
êîæíîìó N = 0,∞ ïîáóäóâàòè óçàãàëüíåíi ïîëiíîìè

X0 = ε0x0, XN = εN

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

s0 s1 . . . sN

s1 s2 . . . sN+1

· · · · · · . . . · · ·
· · · · · · . . . · · ·

sN−1 sN · · · s2N−1

x0 x1 · · · xN

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

, N = 1,∞, (21)
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òà

Y0 = ε0y0, YN = εN

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

s0 s1 . . . sN

s1 s2 . . . sN+1

· · · · · · . . . · · ·
· · · · · · . . . · · ·

sN−1 sN · · · s2N−1

y0 y1 · · · yN

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

, N = 1,∞, (22)

äå εN := 1√
HN HN−1

, N = 0,∞, H−1 := 1, òî áóäóòü âèêîíóâàòèñÿ ñïiââiäíîøåí-
íÿ áiîðòîãîíàëüíîñòi

〈XM , YN 〉 = δM,N , M, N = 0,∞.

Ïîáóäó¹ìî äëÿ îïèñàíèõ âèùå ñèñòåì áiîðòîãîíàëüíèõ ïîëiíîìiâ òðè÷ëåííi
ðåêóðåíòíi ñïiââiäíîøåííÿ ïðè äîäàòêîâèõ îáìåæåííÿõ, ïîâ'ÿçàíèõ ç óçàãàëü-
íåíèìè ìîìåíòíèìè çîáðàæåííÿìè.

Òåîðåìà 5. [90] Íåõàé çà óìîâ òåîðåìè 3 â ïðîñòîði X iñíó¹ ëiíiéíèé îáìå-
æåíèé îïåðàòîð A : X → X òàêèé, ùî

Axk = xk+1, k = 0,∞,

à â ïðîñòîði Y îïåðàòîð A∗, ñïðÿæåíèé äî îïåðàòîðà A âiäíîñíî áiëiíiéíî¨
ôîðìè 〈., .〉 . Òîäi äëÿ áiîðòîãîíàëüíèõ ïîëiíîìiâ (21), (22) ñïðàâåäëèâi íàñòóïíi
ðåêóðåíòíi ñïiââiäíîøåííÿ

AXN = αNXN+1 + γNXN + αN−1XN−1, N = 0,∞,

A∗YN = αNYN+1 + γNYN + αN−1YN−1, N = 0,∞,

äå αN =
√

HN−1HN+1

HN
, N = 0,∞, α−1 := 0,

γN =
H̃N

HN
+

H̃N−1

HN−1
,

à

H̃N :=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

s0 s1 · · · sN

s1 s2 · · · sN+1

. . . . . . · · · . . .

. . . . . . · · · . . .
sN−1 sN · · · s2N−1

sN+1 sN+2 · · · s2N+1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

.

Çàóâàæåííÿ. Â äåùî áiëüø âóçüêîìó ôîðìóëþâàííi ïîäiáíèé ðåçóëüòàò íà-
âåäåíî â [1, ñ.358] (äèâ. òàêîæ [91]).

Ïðè çàñòîñóâàííi ñèñòåì áiîðòîãîíàëüíèõ ïîëiíîìiâ äî ðàöiîíàëüíî¨ àïðîê-
ñèìàöi¨ îäíèì ç íàéâàæëèâiøèõ ¹ ïèòàííÿ çíàõîäæåííÿ êðèòåði¨â íåâèðîäæå-
íî¨ áiîðòîãîíàëiçîâàíîñòi áiëüø åôåêòèâíèõ, íiæ âiäìiííiñòü âiä íóëÿ âèçíà÷-
íèêiâ Ãàíêåëÿ. Ïåðø íiæ çôîðìóëþâàòè âiäïîâiäíèé ðåçóëüòàò, íàâåäåìî íà-
ñòóïíå îçíà÷åííÿ.
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Îçíà÷åííÿ 12 (äèâ. [92, ñ.18]). Ñèñòåìà çàäàíèõ íà äåÿêié ìíîæèíi M ìåò-
ðè÷íîãî ïðîñòîðó, ùî ìiñòèòü ïðèíàéìíi N + 1 òî÷êó, íåïåðåðâíèõ ôóíêöié
{xk(t)}N

k=0, íàçèâà¹òüñÿ ÷åáèøîâñüêîþ íà öié ìíîæèíi, ÿêùî áóäü�ÿêèé óçà-
ãàëüíåíèé ïîëiíîì

PN (t) =
N∑

k=0

c
(N)
k xk(t),

êîåôiöi¹íòè ÿêîãî c
(N)
k , k = 0, N, íå äîðiâíþþòü íóëþ îäíî÷àñíî, ìà¹ íà M íå

áiëüøå N ðiçíèõ êîðåíiâ.
Òåîðåìà 6. ([76]). Íåõàé {xk(t)}∞k=0 òà {yj(t)}∞j=0 � äåÿêi ïîñëiäîâíîñòi íåïå-

ðåðâíèõ íà [a, b], � ∞ ≤ a < b ≤ ∞, ôóíêöié, à µ(t) � íåñïàäíà ôóíêöiÿ ùî
ìà¹ íåñêií÷åííó êiëüêiñòü òî÷îê çðîñòàííÿ. Òîäi äëÿ òîãî, ùîá ∀M, N = 0,∞
iñíóâàëè ïîëiíîìè âèãëÿäó

XM (t) =
M∑

k=0

c
(M)
k xk(t)

òà

YM (t) =
N∑

j=0

c
(N)
j yj(t)

ç âiäìiííèìè âiä íóëÿ ñòàðøèìè êîåôiöi¹íòàìè c
(N)
N 6= 0, N = 0,∞, äëÿ ÿêèõ

âèêîíóþòüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ áiîðòîãîíàëüíîñòi

b∫

a

XM (t)YN (t)dµ(t) = δM,N , M, N = 0,∞,

äîñòàòíüî, ùîá ∀M, N = 0,∞ ñèñòåìè ôóíêöié {xk(t)}M
k=0 òà {yj(t)}N

j=0 áóëè
÷åáèøîâñüêèìè íà (a, b).

Ïåðåéäåìî òåïåð äî âñòàíîâëåííÿ äåÿêèõ âëàñòèâîñòåé iíâàðiàíòíîñòi áiîð-
òîãîíàëüíèõ ïîëiíîìiâ.

Òåîðåìà 7 ([93]). Íåõàé â äåÿêîìó ëiíiéíîìó ïðîñòîði X çàäàíî ëiíiéíèé
îïåðàòîð A : X → X . Ïðèïóñòèìî òàêîæ, ùî ïðè äåÿêîìó ôiêñîâàíîìó
x0 ∈ X i äåÿêîìó ôiêñîâàíîìó y0 ∈ Y ïîáóäîâàíî ïîñëiäîâíiñòü íåòðèâiàëüíèõ
óçàãàëüíåíèõ ïîëiíîìiâ âèãëÿäó

XN =
N∑

k=0

c
(N)
k xk =

N∑

k=0

c
(N)
k Akx0 = PN (A)x0, N = 0,∞,

ÿêi çàäîâîëüíÿþòü óìîâè áiîðòîãîíàëüíîñòi

〈XN , yj〉 =
〈
XN , A∗jy0

〉
= 0, j = 0, N − 1,
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äå A∗ : Y → Y - îïåðàòîð, ñïðÿæåíèé äî A âiäíîñíî áiëiíiéíî¨ ôîðìè 〈., .〉 .
Òîäi äëÿ êîæíîãî N = 0,∞ íåòðèâiàëüíèé ïîëiíîì X̃N âèãëÿäó

X̃N =
N∑

k=0

c̃
(N)
k Akx0,

ÿêèé çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè áiîðòîãîíàëüíîñòi
〈
X̃N , ỹj

〉
= 0, j = 0, N − 1,

äå ỹj = A∗j ỹ0, j = 0,∞, a

ỹ0 =
M∏

m=1

(1 + βmA∗)y0, (23)

ìîæå áóòè ç òî÷íiñòþ äî ïîñòiéíîãî ìíîæíèêà çîáðàæåíèé ó âèãëÿäi

X̃N =
M∏

m=1

(1 + βmA)−1
M+N∑

k=N

γkXk,

äå êîåôiöi¹íòè γk, k = N, M + N, âèçíà÷àþòüñÿ ç îäíîðiäíî¨ ñèñòåìè ëiíiéíèõ
àëãåáðà¨÷íèõ ðiâíÿíü

M+N∑

k=N

γkP
(n)
k

(
− 1

βm

)
= 0, n = 0, ρm − 1, m = 1,M∗,

äå M∗ � êiëüêiñòü ðiçíèõ ìiæ ñîáîþ ÷èñåë βm, a ρm � êðàòíiñòü ÷èñëà βm,
m = 1,M∗, â çîáðàæåííi (23).

Òåîðåìà 8 ([94]). Íåõàé â äåÿêîìó ëiíiéíîìó ïðîñòîði X çàäàíî ëiíiéíèé
îïåðàòîð A : X → X . Ïðèïóñòèìî òàêîæ, ùî ïðè äåÿêîìó ôiêñîâàíîìó
x0 ∈ X i äåÿêîìó ôiêñîâàíîìó y0 ∈ Y ïîáóäîâàíî ïîñëiäîâíiñòü óçàãàëüíåíèõ
ïîëiíîìiâ âèãëÿäó

YN =
N∑

j=0

c
(N)
j yj =

N∑

j=0

c
(N)
j A∗jy0, N = 0,∞,

ÿêi çàäîâîëüíÿþòü óìîâè áiîðòîãîíàëüíîñòi

〈xk, YN 〉 =
〈
Akx0, YN

〉
= 0, k = 0, N − 1,

äå A∗ : Y → Y - îïåðàòîð, ñïðÿæåíèé äî A âiäíîñíî áiëiíiéíî¨ ôîðìè 〈., .〉 .
Òîäi äëÿ êîæíîãî N ≥ M + 1, M > 0, íåòðèâiàëüíèé ïîëiíîì ỸN âèãëÿäó

ỸN =
N∑

j=0

c̃
(N)
j yj ,
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ÿêèé çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè áiîðòîãîíàëüíîñòi
〈
x̃k, ỸN

〉
= 0, k = 0, N − 1,

äå x̃k = Akx̃0, k = 0,∞, a x̃0 ¹ ðîçâ'ÿçêîì îïåðàòîðíîãî ðiâíÿííÿ

M∗∏
m=1

(1− βmA)ρm x̃0 = x0,

äå ÷èñëà βm, = 1,M∗, ðiçíi ìiæ ñîáîþ, a
M∗∑
m=1

ρm = M, ìîæå áóòè ç òî÷íiñòþ äî

ïîñòiéíîãî ìíîæíèêà çîáðàæåíèé ó âèãëÿäi

ỸN = det

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

εN−M (β1) εN−M+1(β1) . . . εN (β1)
· · · · · · . . . · · ·

ε
(r1−1)
N−M (β1) ε

(r1−1)
N−M+1(β1) . . . ε

(r1−1)
N (β1)

· · · · · · . . . · · ·
ε
(rM∗−1)
N−M (βM∗) ε

(rM∗−1)
N−M+1(βM∗) . . . ε

(rM∗−1)
N (βM∗)

YN−M YN−M+1 . . . YN

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

,

äå
εk(z) =

f(z)Qk(z)− Pk−1(z)
zk

,

a
[k − 1/k]f (z) =

Pk−1(z)
Qk(z)

àïðîêñèìàíòè Ïàäå ôóíêöi¨ f(z) =
〈
R#

z (A)x0, y0

〉
ïîðÿäêiâ [k − 1/k], k ≥ 1.

Òåîðåìà 9 ([95]). Íåõàé â äåÿêîìó ëiíiéíîìó ïðîñòîði X çàäàíî ëiíiéíèé
íåïåðåðâíèé îïåðàòîð A : X → X . Ïðèïóñòèìî òàêîæ, ùî äëÿ äåÿêîãî
ôiêñîâàíîãî x0 ∈ X i äåÿêîãî ôiêñîâàíîãî y0 ∈ Y ïîáóäîâàíî ïîñëiäîâíiñòü
íåòðèâiàëüíèõ óçàãàëüíåíèõ ïîëiíîìiâ âèãëÿäó

XN =
N∑

k=0

c
(N)
k xk =

N∑

k=0

c
(N)
k Akx0,

ÿêi çàäîâîëüíÿþòü óìîâè áiîðòîãîíàëüíîñòi

〈XN , yj〉 =
〈
XN , A∗jy0

〉
= 0, j = 0, N − 1.

Òîäi äëÿ êîæíîãî N = 1,∞ íåòðèâiàëüíèé ïîëiíîì X̃N âèãëÿäó

X̃N =
N∑

k=0

c̃
(N)
k x̃k =

N∑

k=0

c̃
(N)
k Ãkx0,
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äå
Ãx = Ax + 〈x, λ00y0 + λ01y1〉x0 + 〈x, λ10y0 + λ11y1〉x1,

ÿêèé çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè áiîðòîãîíàëüíîñòi
〈
X̃N , ỹj

〉
=

〈
X̃N , Ã∗jy0

〉
= 0, j = 0, N − 1,

ÿêùî òiëüêè 1+λ10s0+λ11s1 6= 0, ìîæå áóòè ç òî÷íiñòþ äî ïîñòiéíîãî ìíîæíèêà
çîáðàæåíèé ó âèãëÿäi

X̃N = XN =
N∑

k=0

c
(N)
k x̃k −

N−1∑
m=0

x̃m

N∑

k=m+1

c
(N)
k ×

×{(λ00 + δs1)sk−m−1 + (λ01 + λ10 + δs0)sk−m + λ11sk−m+1}+

+x0

N∑

k=0

c
(N)
k (λ10sk + λ11sk+1), (24)

äå δ = λ00λ11 − λ01λ10, a sk =
〈
Akx0, y0

〉
, k = 0,∞. Ïðè öüîìó, ÿêùî N ≥ 2, òî

îñòàííÿ ñóìà â (24) äîðiâíþ¹ íóëþ.

60. Âëàñòèâîñòi iíâàðiàíòíîñòi àïðîêñèìàöié Ïàäå. Íåçâàæàþ÷è íà òå, ùî
àïðîêñèìàíòè Ïàäå ¹ ñóòò¹âî íåëiíiéíèì àïàðàòîì íàáëèæåííÿ ôóíêöié, ðÿ-
äîì äîñëiäíèêiâ áóëî âñòàíîâëåíî, ùî ïðè äåÿêèõ ïåðåòâîðåííÿõ íàáëèæóâàíî¨
ôóíêöi¨ âîíè çáåðiãàþòü ñâié âèãëÿä òà âëàñòèâîñòi (äèâ. [1, ñ.42-45]). Íà îñíî-
âi ïiäõîäó, îñíîâàíîãî íà çàñòîñóâàííi óçàãàëüíåíèõ ìîìåíòíèõ ïðåäñòàâëåíü
ìîæíà ïîâ'ÿçàòè âëàñòèâîñòi iíâàðiàíòíîñòi àïðîêñèìàíò Ïàäå ç âëàñòèâîñòÿ-
ìè iíâàðiàíòíîñòi áiîðòîãîíàëüíèõ ïîëiíîìiâ i ïåâíèì ÷èíîì óçàãàëüíèòè iñ-
íóþ÷i ðåçóëüòàòè.

Òåîðåìà 10. Íåõàé äëÿ ôóíêöi¨

f(z) =
∞∑

k=0

skzk

iñíó¹ òà ¹ íåâèðîäæåíîþ àïðîêñèìàíòà Ïàäå ïîðÿäêó [N − 1/N ], N ≥ 1,

[N − 1/N ]f (z) =
PN−1(z)
QN (z)

.

Òîäi äëÿ ôóíêöi¨
f̃(z) =

1
1 + λz

f

(
z

1 + λz

)

òàêîæ iñíó¹ òà ¹ íåâèðîäæåíþ ¨¨ àïðîêñèìàíòà Ïàäå ïîðÿäêó [N − 1/N ], i ïðè
öüîìó

[N − 1/N ]f̃ (z) =
P̃N−1(z)
Q̃N (z)

,
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äå
Q̃N (z) = (1 + λz)NQN

(
z

1 + λz

)
,

P̃N−1(z) = (1 + λz)N−1PN−1

(
z

1 + λz

)
,

Çàóâàæåííÿ. Òâåðäæåííÿ òåîðåìè 10 åêâiâàëåíòíå òâåðäæåííþ òåîðåìè
Áåéêåðà, Ãàììåëÿ òà Óiëëñà ïðî iíâàðiàíòíiñòü äiàãîíàëüíèõ àïðîêñèìàíò Ïà-
äå ïðè äðîáîâî-ëiíiéíèõ ïåðåòâîðåííÿõ àðãóìåíòó, íàâåäåíî¨ â [1, ñ.42-43].

Òåîðåìà 11 ([95]). Íåõàé äëÿ ôóíêöi¨

f(z) =
∞∑

k=0

skzk

iñíó¹ àïðîêñèìàíòà Ïàäå ïîðÿäêó [N − 1/N ], N ≥ 1,

[N − 1/N ]f (z) =
PN−1(z)
QN (z)

.

Òîäi äëÿ ôóíêöi¨

f̃(z) =
{
((1 + λ11s1)z − λ11s0) f(z) + λ11s

2
0

}{(
((λ01λ10 − λ00λ11)s1 − λ00) z2+

+((λ00λ11 − λ01λ10)s0 − λ01 − λ10) z − λ11) f(z)+

+
(
(1 + (λ10 + λ01)s0 + (λ01λ10 − λ00λ11)s2

0 + λ11s1)z + λ11s0

)}−1
,

äå λ00, λ01, λ10, λ11 � äåÿêi êîíñòàíòè òàêi, ùî 1 + λ10s0 + λ11s1 6= 0, òàêîæ
iñíó¹ àïðîêñèìàíòà Ïàäå ïîðÿäêó [N − 1/N ] i ïðè öüîìó ¨¨ çíàìåííèê Q̃N (z) ç
òî÷íiñòþ äî ñòàëîãî ìíîæíèêà ìîæå áóòè çîáðàæåíèé ó âèãëÿäi

Q̃N (z) = QN (z)
{

1 + (λ01 + λ10)s0 + λ11s0
1
z

+ λ11s1 − δs2
0

}
−

−PN−1(z)
{

λ00z + δs1z + λ01 + λ10 +
λ11

z
− δs0

}
,

äå δ = λ00λ11 − λ01λ10.
Çàóâàæåííÿ. Ç òåîðåìè 11 ìîæíà âèâåñòè, ÿê ÷àñòèííèé âèïàäîê, òåîðå-

ìó ïðî iíâàðiàíòíiñòü äiàãîíàëüíèõ àïðîêñèìàíò Ïàäå ïðè äðîáîâî-ëiíiéíèõ
ïåðåòâîðåííÿõ ôóíêöié, íàâåäåíó â [1, ñ.44].

Òåîðåìà 12. ([93]). Íåõàé äëÿ äåÿêî¨ ôóíêöi¨

f(z) =
∞∑

k=0

skzk
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iñíóþòü ¨¨ àïðîêñèìàíòè Ïàäå ïîðÿäêiâ [N + m− 1/N + m], m = 1, M, i íåõàé

ΨM (t) =
M∗∏

m=1

(1 + βmt)rm =
M∑

m=0

αmtm

� äåÿêèé àëãåáðà¨÷íèé ìíîãî÷ëåí ñòåïåíi M. Òîäi çíàìåííèê Q̃N (z) àïðîêñè-
ìàíòè Ïàäå ïîðÿäêó [N − 1/N ] ôóíêöi¨

f̃(z) =
M∑

m=0

αm

f(z)−
m−1∑

j=0

sjz
j

zm

ç òî÷íiñòþ äî ñòàëîãî ìíîæíèêà ìîæå áóòè çîáðàæåíèé ó âèãëÿäi

Q̃N (z) =
1

zMΨM ( 1
z )

detUM (z),

äå ìàòðèöÿ UM (z) = ‖uk,j‖M
k,j=1 ñêëàäåíà ç åëåìåíòiâ

uk,j =
dp

dwp
{wjQN+j(w)}

∣∣∣∣
w=−βm

,

k = 1,M − 1, j = 1,M, m = max

{
l :

l−1∑
n=1

rn ≤ k

}
, p = k −

m∑
n=1

rn,

uM,j = zjQN+j(z), j = 1,M, à QN+j(z), j = 1,M, � çíàìåííèêè àïðîêñèìàíò
Ïàäå ôóíêöi¨ f(z) ïîðÿäêiâ [N + j − 1/N + j].

Òåîðåìà 13. ([94]) Íåõàé äëÿ ôóíêöi¨

f(z) =
∞∑

k=0

skzk

iñíóþòü òà íåâèðîäæåíi àïðîêñèìàíòè Ïàäå ïîðÿäêiâ [N−1/N ] òà [N−2/N−1],
N ≥ 2,

[N − 1/N ]f (z) =
PN−1(z)
QN (z)

,

[N − 2/N − 1]f (z) =
PN−2(z)
QN−1(z)

.

I íåõàé â äåÿêié òî÷öi β ∈ C \ {0}

εN−1(β) =
f(β)QN−1(β)− PN−2(β)

βN−1
6= 0.

Òîäi äëÿ ôóíêöi¨
f̃(z) =

zf(z)− βf(β)
z − β
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iñíó¹ òà íåâèðîäæåíà àïðîêñèìàíòà Ïàäå ïîðÿäêó [N − 1/N ]. Ïðè öüîìó

[N − 1/N ]f̃ (z) =
PN−1(z)
Q̃N (z)

,

äå
P̃N−1(z) =

εN−1(β)
β − z

{βf(β)QN (z)− zPN−1(z)}−

−zεN (β)
β − z

{βf(β)QN−1(z)− zPN−2(z)} ,

Q̃N (z) = εN−1(β)QN (z)− zεN (β)QN−1(z).

70. Ïîáóäîâà òà âëàñòèâîñòi àïðîêñèìàöié Ïàäå ñïåöiàëüíèõ ôóíêöié. Çà
äîïîìîãîþ óçàãàëüíåíèõ ìîìåíòíèõ çîáðàæåíü, ïîáóäîâàíèõ â ïðèêëàäi 1,
ìîæíà âñòàíîâèòè íàñòóïíi ðåçóëüòàòè.

Òåîðåìà 14. Àïðîêñèìàíòè Ïàäå ôóíêöi¨

f(z) =
ez − 1

z

ïîðÿäêiâ [N − 1/N ], N ≥ 1, ìîæóòü áóòè çàïèñàíi ó âèãëÿäi

[N − 1/N ]f (z) =
PN−1(z)
QN (z)

,

äå

QN (z) =
N∑

k=0

(−1)k

(
N
k

)
(k + N)!zN−k,

PN−1(z) = 2(−1)N

[(N−1)/2]∑
m=0

(
N

2m + 1

)
(2N − 2m− 1)!z2m.

Àïðîêñèìàíòè Ïàäå åêñïîíåíòè áóëè ïîáóäîâàíi ùå Ø. Åðìiòîì [38] i íà-
äàëi âèâ÷àëèñÿ öiëèì ðÿäîì äîñëiäíèêiâ. Â.Ê. Äçÿäèêîì òà Ë.I. Ôiëîçîôîì
[67] äëÿ ïîáóäîâè öèõ àïðîêñèìàíò áóëî âèêîðèñòàíî àïðîêñèìàöiéíèé ìåòîä
íàáëèæåíîãî ðîçâ'ÿçóâàííÿ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü, ÿêèé ñòàâ îäíi¹þ ç âiä-
ïðàâíèõ òî÷îê ñòâîðåííÿ ìåòîäó óçàãàëüíåíèõ ìîìåíòíèõ ïðåäñòàâëåíü.

Òåîðåìà 15. Àïðîêñèìàíòè Ïàäå ôóíêöi¨

f(z) = 1F1(1; ν + 1; z)− 1
z

, ν > −1,

ïîðÿäêiâ [N − 1/N ], N ≥ 1, ìîæóòü áóòè çàïèñàíi ó âèãëÿäi

[N − 1/N ]f (z) =
PN−1(z)
QN (z)

,



35

äå

QN (z) =
N∑

k=0

(−1)k

(
N
k

)
(ν + 1)N+kzN−k,

PN−1(z) =
N∑

k=0

zk
k∑

m=0

(
N
m

)
(ν + 1)2N−m

(ν + 1)k−m+1
.

Àïðîêñèìàíòè Ïàäå âèðîäæåíî¨ ãiïåðãåîìåòðè÷íî¨ ôóíêöi¨ áóëè ïîáóäîâàíi
Ã.âàí Ðîññóìîì [96]. Ïîáóäîâà öèõ àïðîêñèìàíò ç âèêîðèñòàííÿì óçàãàëüíåíèõ
ìîìåíòíèõ çîáðàæåíü çäiéñíåíà â [74, 97].

Òåîðåìà 16 ([98]).Íåõàé ôóíêöiÿ ϕ0(t) ∈ C[0, 1] ¹ òàêîþ, ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî
àëãåáðà¨÷íîãî ìíîãî÷ëåíà p(t), deg p(t) ≤ N, óçàãàëüíåíèé ïîëiíîì

AN (t) =
d

dt

t∫

0

p(t− τ)ϕ0(τ)dτ

ìà¹ íå áiëüøå, íiæ N êîðåíiâ íà (0, 1). Òîäi äëÿ àíàëiòè÷íî¨ ôóíêöi¨

f(z) =

1∫

0

ϕ0(t)ez(1−t)dt,

¨¨ àïðîêñèìàíòè Ïàäå ïîðÿäêiâ [N − 1/N ], N ≥ 1, iñíóþòü i çáiãàþòüñÿ äî f(z)
ðiâíîìiðíî íà êîæíîìó êîìïàêòi êîìïëåêñíî¨ ïëîùèíè.

Ç òåîðåìè 16, çîêðåìà âèïëèâà¹ çáiæíiñòü äiàãîíàëüíèõ àïðîêñèìàíò Ïàäå
åêñïîíåíòè ez òà âèðîäæåíî¨ ãiïåðãåîìåòðè÷íî¨ ôóíêöi¨ 1F1(1; ν +1; z), ν > −1.

Â ïðèêëàäi 2 íàìè áóëî ïîáóäîâàíå óçàãàëüíåíå ìîìåíòíå çîáðàæåííÿ äëÿ
ãiïåðãåîìåòðè÷íî¨ ôóíêöi¨ Ãàóññà.

Òåîðåìà 17. Àïðîêñèìàíòè Ïàäå ôóíêöi¨

f(z) =
1

ν + 1 2
F1(κ+ ν + 1, 1; ν + 2; z), ν > −1,

ïîðÿäêiâ [N − 1/N ], N ≥ 1, ìîæóòü áóòè çàïèñàíi ó âèãëÿäi

[N − 1/N ]f (z) =
PN−1(z)
QN (z)

,

äå

QN (z) =
N∑

k=0

(−1)k

(
N
k

)
(ν + 1)N+k

(κ+ ν + 1)k
zN−k,

PN−1(z) = (κ+ ν)
N−1∑

k=1

zk
k∑

m=0

(−1)N−m

(
N
m

)
(ν + 1)2N−m

(κ+ ν + k −m)N−k+1
.
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Àïðîêñèìàíòè Ïàäå ãiïåðãåîìåòðè÷íî¨ ôóíêöi¨ Ãàóññà áóëè ïîáóäîâàíi À. Ïàäå
[5]. Àñèìïòîòè÷íå ïîâîäæåííÿ ïîõèáêè àïðîêñèìàöi¨ áóëà äîñëiäæåíà Þ. Ëþ-
êîì [99, 100]. Âiäïîâiäíi ðåçóëüòàòè ç âèêîðèñòàííÿì óçàãàëüíåíèõ ìîìåíòíèõ
çîáðàæåíü áóëè îòðèìàíi [74, 97].

Â ïðèêëàäi 4 íàìè áóëî ïîáóäîâàíå óçàãàëüíåíå ìîìåíòíå çîáðàæåííÿ äëÿ
ïîñëiäîâíîñòi êîåôiöi¹íòiâ ñòåïåíåâîãî ðîçâèíåííÿ ôóíêöi¨ òèïó Ìiòòàã-Ëåôôëåðà

f(z) = Eρ(z; ν) =
∞∑

k=0

zk

Γ(k/ρ + ν)

ïðè ν > 0, 0 < ρ < ∞.
Òåîðåìà 18 ([76, 98]). Àïðîêñèìàíòè Ïàäå ôóíêöi¨

f(z) = Eρ(z; ν) =
∞∑

k=0

zk

Γ
(

k
ρ + ν

) ,

ν > 0, 0 < ρ ≤ 1, ïîðÿäêiâ [N − 1/N ], N ≥ 1, çáiãàþòüñÿ äî f ðiâíîìiðíî íà
êîæíîìó êîìïàêòi êîìïëåêñíî¨ ïëîùèíè.

Çàóâàæåííÿ. Çáiæíiñòü ðÿäêiâ òàáëèöi Ïàäå äëÿ ôóíêöi¨ Ìiòòàã-Ëåôôëåðà
äîâåäåíà â [101].

Â ïðèêëàäi 5 ìè ïîáóäóâàëè óçàãàëüíåíå ìîìåíòíå çîáðàæåííÿ äëÿ ïîñëi-
äîâíîñòi êîåôiöi¹íòiâ ñòåïåíåâîãî ðîçâèíåííÿ ôóíêöi¨

f(z) =
Eq(z)− 1

z
,

äå Eq(z) - q-àíàëîã åêñïîíåíòè. Ùîá ïîáóäóâàòè àïðîêñèìàíòè Ïàäå ôóíêöi¨
f ïîðÿäêiâ [N − 1/N ], N ≥ 1, íåîáõiäíî áiîðòîãîíàëiçóâàòè ôóíêöiîíàëüíi
ïîñëiäîâíîñòi

{
t(k+1)q−1

}∞
k=0

òà
{

tjqq−j
}∞

j=0
. Ìà¹ ìiñöå íàñòóïíèé ðåçóëüòàò,

ÿêèé ìîæíà òðàêòóâàòè ÿê óçàãàëüíåííÿ ôîðìóëè Ðîäðiãà äëÿ îðòîãîíàëüíèõ
ìíîãî÷ëåíiâ Ëåæàíäðà.

Òåîðåìà 19 ([102]). Íåòðèâiàëüíèé óçàãàëüíåíèé ïîëiíîì

XN (t) =
N∑

k=0

d
(N)
k t(k+1)q−1,

äëÿ ÿêîãî âèêîíóþòüñÿ óìîâè áiîðòîãîíàëüíîñòi
1∫

0

XN (t)tjqq−j

dt = 0, j = 0, N − 1,

ç òî÷íiñòþ äî ìóëüòèïëiêàòèâíî¨ êîíñòàíòè ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi

XN (t) =
(
DNU2N

)
(t),
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äå îïåðàòîð D âèçíà÷à¹òüñÿ ôîðìóëîþ

(Dϕ)(t) =
1
q
t

1
q−1ϕ′

(
t

1
q

)
, (25)

à óçàãàëüíåíèé ïîëiíîì U2N ìà¹ çîáðàæåííÿ

U2N (t) =
N∑

m=0

(−1)m q
m(m+1)

2 −NmNq!
mq!(N −m)q!

t(N+m+1)q−1.

Âèêîðèñòîâóþ÷è òåîðåìó 19 ìîæíà îòðèìàòè ÿâíèé âèãëÿä àïðîêñèìàíò
Ïàäå q-àíàëîãà åêñïîíåíòè.

Òåîðåìà 20 ([102]). Àïðîêñèìàíòè Ïàäå ôóíêöi¨

f(z) =
Eq(z)− 1

z
,

ïîðÿäêiâ [N − 1/N ], N ≥ 1, ìîæóòü áóòè çàïèñàíi ó âèãëÿäi

[N − 1/N ]f (z) =
PN−1(z)
QN (z)

,

äå

QN (z) =
N∑

m=0

zN−m(−1)m q
m(m+1)

2 −NmNq!(N + m)q!
mq!(N −m)q!

,

PN−1(z) =
N−1∑

j=0

zj

j∑
m=0

(−1)N−m q
m(m−1)

2 −N(N−1)
2 Nq!(2N −m)q!

(N −m)q!mq!(j −m + 1)q!
.

Çàóâàæåííÿ. Äiàãîíàëüíi ïîëiíîìè Ïàäå ôóíêöi¨ Eq(z) áóëè ðàíiøå iíøèì
ñïîñîáîì ïîáóäîâàíi â [78].

Òåîðåìó 19 ìîæíà óçàãàëüíèòè íàñòóïíèì ÷èíîì.
Òåîðåìà 21 ([102]). Íåòðèâiàëüíèé óçàãàëüíåíèé ïîëiíîì

XN (t) =
N∑

k=0

d
(N)
k t(k+1)q−1+νqk

,

äëÿ ÿêîãî âèêîíóþòüñÿ óìîâè áiîðòîãîíàëüíîñòi
1∫

0

XN (t)tjqq−j

dt = 0, j = 0, N − 1,

ç òî÷íiñòþ äî ìóëüòèïëiêàòèâíî¨ êîíñòàíòè ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi

XN (t) =
(
DNU2N

)
(t),
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äå îïåðàòîð D âèçíà÷à.òüñÿ ôîðìóëîþ (25), à óçàãàëüíåíèé ïîëiíîì U2N ìà¹
çîáðàæåííÿ

U2N (t) =
N∑

m=0

(−1)m q
m(m+1)

2 −NmNq!
mq!(N −m)q!

t(N+m+1)q−1+νqN+m

.

Âèêîðèñòîâóþ÷è òåîðåìó 21, ìîæíà ïîáóäóâàòè àïðîêñèìàíòè Ïàäå äëÿ
îäíîãî êëàñó áàçèñíèõ ãiïåðãåîìåòðè÷íèõ ðÿäiâ.

Òåîðåìà 22 ([102]). Àïðîêñèìàíòè Ïàäå ôóíêöi¨

f(z) =
∞∑

k=0

zk

k+1∏
m=1

(mq + νqm−1)

ïîðÿäêiâ [N − 1/N ], N ≥ 1, ìîæóòü áóòè çàïèñàíi ó âèãëÿäi

[N − 1/N ]f (z) =
PN−1(z)
QN (z)

,

äå

QN (z) =
N∑

m=0

zN−m(−1)m q
m(m+1)

2 −NmNq!
mq!(N −m)q!

N+m∏

j=1

(
jq + νqj−1

)
,

PN−1(z) =
N−1∑

j=0

zj

j∑
m=0

(−1)N−m q
m(m−1)

2 −N(N−1)
2 Nq!

(N −m)q!mq!(j −m + 1)q!

2N−m∏

r=j−m+2

(
rq + νqr−1

)
.

� ñïðàâåäëèâèì òàêîæ íàñòóïíèé ðåçóëüòàò.
Òåîðåìà 23. Àïðîêñèìàíòè Ïàäå ôóíêöi¨

f(z) =
∞∑

k=0

zk

k+1∏
m=1

(mq + νqm−1)
,

äå |q| > 1, ïîðÿäêiâ [N − 1/N ], N ≥ 1, ïðè N → ∞ çáiãàþòüñÿ äî ôóíêöi¨ f
ðiâíîìiðíî íà êîæíîìó êîìïàêòi êîìïëåêñíî¨ ïëîùèíè.

Âèêîðèñòîâóþ÷è òåîðåìó 20, ìîæíà ïîáóäóâàòè àïðîêñèìàíòè Ïàäå ùå äëÿ
îäíîãî êëàñó áàçèñíèõ ãiïåðãåîìåòðè÷íèõ ðÿäiâ.

Òåîðåìà 24 ([102]). Àïðîêñèìàíòè Ïàäå ôóíêöi¨

f(z) =
∞∑

k=0

k∏
m=1

(
mq + νqm−1 + κ

)

k+1∏
m=1

(mq + νqm−1)
zk
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ïîðÿäêiâ [N − 1/N ], N ≥ 1, ìîæóòü áóòè çàïèñàíi ó âèãëÿäi

[N − 1/N ]f (z) =
PN−1(z)
QN (z)

,

äå

QN (z) =
N∑

m=0

zN−m(−1)m

[
N

m

]
q

m(m+1)
2 −Nm

N+m∏
p=1

(
pq + νqp−1

)

m∏
r=1

(rq + νqr−1 + κ)
,

PN−1(z) =
N−1∑

j=0

zj

j∑

k=0

(−1)N−k

[
N

k

]
q

k(k−1)
2 −N(N−1)

2

2N−k∏
p=j−k+2

(
pq + νqp−1

)

N−k∏
r=j−k+1

(rq + νqr−1 + κ)
,

à ÷åðåç
[

k
m

]
ïîçíà÷åíî òàê çâàíi ìíîãî÷ëåíè Ãàóññà ( äèâ. [79, c.49])

[
k

m

]
:=

{
kq !

mq !(k−m)q ! , ÿêùî 0 ≤ m ≤ k,

0, â ïðîòèëåæíîìó âèïàäêó.

Àïðîêñèìàíòè Ïàäå ôóíêöié, äëÿ ïîñëiäîâíîñòåé êîåôiöi¹íòiâ ñòåïåíåâèõ
ðîçâèíåíü ÿêèõ óçàãàëüíåíi ìîìåíòíi çîáðàæåííÿ íàâåäåíî â ïðèêëàäàõ 7 òà 8,
ìîæóòü áóòè çîáðàæåíi â òåðìiíàõ ìíîãî÷ëåíiâ, îðòîãîíàëüíèõ ïî âiäíîøåííþ
äî áiëiíiéíî¨ ôîðìè

〈x, y〉 =

1∫

0

x(τ)y(τ)dqτ.

Òàêi ìíîãî÷ëåíè áóëè âèâ÷åíi Â. Õàíîì (äèâ. [83,103]), çîêðåìà, q-ïîëiíîìè
Ëåæàíäðà LN (x; q), äëÿ ÿêèõ âèêîíóþòüñÿ óìîâè îðòîãîíàëüíîñòi

1∫

0

LN (x; q)LM (x; q)dqx = 0

ïðè N 6= M ìîæóòü áóòè çîáðàæåíi ç òî÷íiñòþ äî ñòàëîãî ìíîæíèêà ó âèãëÿäi

LN (x; q) = 2Φ1

[
q−N , qN+1; qx

q

]
=

N∑

k=0

(
q−N ; q

)
k

(
qN+1; q

)
k

(q; q)k(q; q)k
(qx)k,

à q-ïîëiíîìè ßêîái R
(ν,0)
N (x; q), äëÿ ÿêèõ âèêîíóþòüñÿ óìîâè îðòîãîíàëüíîñòi

1∫

0

R
(ν,0)
N (x; q)R(ν,0)

M (x; q)xνdqx = 0
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ïðè M 6= N ìîæóòü áóòè çîáðàæåíi ç òî÷íiñòþ äî ñòàëîãî ìíîæíèêà ó âèãëÿäi

R
(ν,0)
N (x; q) = 2Φ1

[
q−N , qN+ν+1; qx

qν+1

]
=

N∑

k=0

(
q−N ; q

)
k

(
qN+ν+1; q

)
k

(q; q)k (qν+1; q)k

(qx)k.

Òåîðåìà 25 ([84]). Àïðîêñèìàíòè Ïàäå ôóíêöi¨

f(z) =
1Φ1

[
q; (1− q)z
qν+1

]
− 1

z

ïîðÿäêiâ [N − 1/N ], N ≥ 1, ìîæóòü áóòè çîáðàæåíi ó âèãëÿäi

[N − 1/N ]f (z) =
PN−1(z)
QN (z)

,

äå

QN (z) =
N∑

k=0

xN−k

(
q−N ; q

)
k

(
qN+ν+1; q

)
k

(q; q)k(1− q)k
qk,

PN−1(z) =
N−1∑
m=0

zm
m∑

j=0

(
q−N ; q

)
N−j

(
qN+ν+1; q

)
N−j

qN−j

(q; q)N−j (qν+1; q)m−j+1 (1− q)N−m−1
.

Òåîðåìà 26 ([84]). Àïðîêñèìàíòè Ïàäå ôóíêöi¨

f(z) =
1− q

1− qν+1 2Φ1

[
q; qν+1

1+κ−κq ; (1 + κ− κq)z
qν+2

]

ïîðÿäêiâ [N − 1/N ], N ≥ 1, ìîæóòü áóòè çîáðàæåíi ó âèãëÿäi

[N − 1/N ]f (z) =
PN−1(z)
QN (z)

,

äå

QN (z) =
N∑

k=0

xN−k

(
q−N ; q

)
k

(
qN+ν+1; q

)
k
qk

(1 + κ− κq)k(q; q)k

(
qν+1

1+κ−κq ; q
)

k

,

PN−1(z) = (1−q)
N−1∑
m=0

zm

(1 + κ− κq)N−m

m∑

j=0

(
q−N ; q

)
N−j

(
qN+ν+1; q

)
N−j

qN−j

(q; q)N−j (qν+1; q)m−j+1

(
qN−j+ν+1

1+κ−κq ; q
)

N−m

.

Çàóâàæåííÿ. Íåçàëåæíî iíøèì øëÿõîì ðåçóëüòàòè, åêâiâàëåíòíi òâåðäæåí-
íÿì òåîðåì 25 òà 26, áóëè îòðèìàíi â [55,56].

Íàâåäåìî ðåçóëüòàòè, ùî ñòîñóþòüñÿ ïîáóäîâè àïðîêñèìàíò Ïàäå ôóíêöié,
ðîçãëÿíóòèõ â ïðèêëàäàõ 8�10.
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Òåîðåìà 27 ([85]). Àïðîêñèìàíòè Ïàäå ôóíêöi¨

f(z) =
2(2 + z)
z
√

4− z2
arctg

z√
4− z2

ïîðÿäêiâ [N − 1/N ], N ≥ 1, ìîæóòü áóòè çàïèñàíi ó âèãëÿäi

[N − 1/N ]f (z) =
PN−1(z)
QN (z)

,

äå

QN (z) = N !zN+
N∑

m=1

(−1)[m/2] 1
[(m− 1)/2]!

N∑

k=m

(
N

k

)
(−1)k (N + k)!

k!
(k − [m/2]− 1)!

(k −m)!
zN−m,

PN−1(z) =
N∑

m=1

(−1)[m/2] 1
[(m− 1)/2]!

N∑

k=m

(
N

k

)
(−1)k (N + k)!

k!
(k − [m/2]− 1)!

(k −m)!
×

×
m−1∑

j=0

[(j + 1)/2]![j/2]!
(j + 1)!

zj .

Òåîðåìà 28 ([85]). Àïðîêñèìàíòè Ïàäå ôóíêöi¨

f(z) =
tg
√

z√
z

ïîðÿäêiâ [N − 1/N ], N ≥ 1, ìîæóòü áóòè çàïèñàíi ó âèãëÿäi

[N − 1/N ]f (z) =
PN−1(z)
QN (z)

,

äå

QN (z) =
N∑

k=0

(−1)kzN−k
N∑

m=k

(
N

m

)
(−1)m (2N + 2m− 1)!!

2m

(2m)!
(2m− 2k)!

,

PN−1(z) =
N∑

k=1

(−1)kzN−k
N∑

m=k

(
N

m

)
(−1)m (2N + 2m− 1)!!

2m

(2m)!
(2m− 2k)!

×

×
k−1∑

j=0

22j+2
(
22j+2 − 1

)
Bj+1

(2j + 2)!
zj ,

à Bj - ÷èñëà Áåðíóëëi, ùî âèçíà÷àþòüñÿ ôîðìóëàìè (äèâ. [104, c.765])

Bj =
(2j)!

π2j22j−1

{
1 +

1
22j

+
1

32j
+

1
42j

+ . . .

}
. (26)
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Çàóâàæåííÿ. Àïðîêñèìàíòè Ïàäå ôóíêöi¨ tgz
z ðàíiøå iíøèì ñïîñîáîì áóëè

ïîáóäîâàíi â [100, c.67]
Òåîðåìà 29 ([85]). Àïðîêñèìàíòè Ïàäå ôóíêöi¨

f(z) =
sin z + 1− cos z

z cos z

ïîðÿäêiâ [N − 1/N ], N ≥ 1, ìîæóòü áóòè çàïèñàíi ó âèãëÿäi

[N − 1/N ]f (z) =
PN−1(z)
QN (z)

,

äå

QN (z) =
N∑

k=0

(−1)[k/2]zN−k
N∑

m=k

(
N

m

)
(−1)m (N + m)!

(m− k)!
{εm + δk,m(1− εm)},

PN−1(z) =
N∑

k=0

(−1)[k/2]zN−k
N∑

m=k

(
N

m

)
(−1)m (N + m)!

(m− k)!
{εm + δk,m(1− εm)}×

×




[(k−1)/2]∑

j=0

22j+2
(
22j+2 − 1

)
Bj+1

(2j + 2)!
z2j +

[k]−1∑

j=0

Ej+1

(2j + 2)!
z2j+1



 ,

à
εm =

{
1, ÿêùî m − ïàðíå,
0, ÿêùî m − íåïàðíå,

δk,m =
{

1, ÿêùî k = m,
0, ÿêùî k 6= m,

ïðè öüîìó ÷èñëà Áåðíóëëi Bj âèçíà÷àþòüñÿ ôîðìóëàìè (26), ÷èñëà Åéëåðà Ej

- ôîðìóëàìè (18).
Çàóâàæåííÿ. Àíàëîãi÷íî ìîæíà ïîáóäóâàòè òàêîæ àïðîêñèìàíòè Ïàäå ïî-

ðÿäêiâ [N−1/N ], N ≥ 1, äëÿ ôóíêöi¨ f(z) = sec
√

z−1
z . Öåé ðåçóëüòàò åêâiâàëåíò-

íèé ïîáóäîâi äiàãîíàëüíèõ àïðîêñèìàíò Ïàäå äëÿ ôóíêöi¨ cos z, ùî âèêîíàíà
â [68].

Çàñòîñóâàííÿ óçàãàëüíåíèõ ìîìåíòíèõ çîáðàæåíü, ïîáóäîâàíèõ â ïðèêëàäi
11, äà¹ íàñòóïíi ðåçóëüòàòè.

Òåîðåìà 30 ([86]). Àïðîêñèìàíòè Ïàäå ôóíêöi¨

f(z) =
∞∑

k=0

t0z
k

(1− δγk) t0 + δγk
,

äå γ, δ ∈ (0,∞)\{1}, t0 ∈ (0, 1), ïîðÿäêiâ [N−1/N ], N ≥ 1, iñíóþòü, íåâèðîäæåíi
i ìîæóòü áóòè çàïèñàíi ó âèãëÿäi

[N − 1/N ]f (z) =
PN−1(z)
QN (z)

,
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äå

QN (z) =
N∑

k=0

c
(N)
k zN−k,

PN−1(z) =
N−1∑
m=0

zm
m∑

k=0

c
(N)
N−k

t0
(1− δγm−k) t0 + γm−k

,

à c
(N)
k , k = 0, N, - êîåôiöi¹íòè áiîðòîãîíàëüíîãî ïîëiíîìà

LN =
N∑

j=0

c
(N)
j lj ,

ùî âèçíà÷à¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿìè

LN (xk) = 0, k = 0, N − 1,

äå
xk(t) =

t0
(1− δγk) t0 + δγk

, k = 0,∞,

lj(x) = x

(
t0

(1− δγj) t0 + δγj

)
, j = 0,∞.

Òåîðåìà 31. Àïðîêñèìàíòè Ïàäå ôóíêöi¨

f(z) =
∞∑

k=0

{
1

1− δγk
+

(ln δ + k ln γ)δγk

(1− δγk)2

}
zk,

äå γ, δ ∈ (0,∞)\{1}, ïîðÿäêiâ [N−1/N ], N ≥ 1, iñíóþòü, íåâèðîäæåíi i ìîæóòü
áóòè çàïèñàíi ó âèãëÿäi

[N − 1/N ]f (z) =
PN−1(z)
QN (z)

,

äå

QN (z) =
N∑

k=0

c
(N)
k zN−k,

PN−1(z) =
N−1∑
m=0

zm
m∑

k=0

c
(N)
N−k

{
1

1− δγj−m
+

(ln δ + j −m ln γ)δγj−m

(1− δγj−m)2

}

à c
(N)
k , k = 0, N, - êîåôiöi¹íòè ïîëiíîìà

XN (t) =
N∑

k=0

c
(N)
k

t

(1− δγk) t + δγk
,



44

äëÿ ÿêîãî âèêîíóþòüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ áiîðòîãîíàëüíîñòi
1∫

0

XN (t)
γj

(1− (1− γj) t)2
dt = 0, j = 0, N − 1.

Âèêîðèñòîâóþ÷è óçàãàëüíåíi ìîìåíòíi çîáðàæåííÿ ç îïåðàòîðîì çñóâó, ïî-
áóäîâàíi â ïðèêëàäi 12, ìîæíà âñòàíîâèòè íàñòóïíèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 32. Àïðîêñèìàíòè Ïàäå ôóíêöi¨

f(z) =
π√

α + β

∞∑

k=0

exp
{
−αβ(γ + kλ)2

α + β

}
zk,

äå α, β, λ > 0, −∞ < γ < ∞, ïîðÿäêiâ [N − 1/N ], N ≥ 1, iñíóþòü, íåâèðîäæåíi
i ìîæóòü áóòè çîáðàæåíi ó âèãëÿäi

[N − 1/N ]f (z) =
PN−1(z)
QN (z)

,

äå

QN (z) =
N∑

k=0

zN−kd
(N)
k exp{α(kλ + γ)2},

PN−1(z) =
π√

α + β

N−1∑
m=0

zm
m∑

k=0

d
(N)
N−k×

× exp
{

α

(
λ2N2 − β

α + β
m2λ2 + 2λ(γ − kλ)

(
N − β

α + β
m

)
+

α

α + β
(γ − λk)2

)}
,

à d
(N)
k , k = 0, N, - êîåôiöi¹íòè ïîëiíîìà

XN (t) =
N∑

k=0

d
(N)
k exp{−αkt},

äëÿ ÿêîãî âèêîíóþòüñÿ óìîâè áiîðòîãîíàëüíîñòi
∞∫

−∞
XN (t) exp

{
βjt− 1

4λ
(αt2 + 2αγt + βt2)

}
dt = 0

äëÿ j = 0, N − 1.

80. Ïîáóäîâà òà äîñëiäæåííÿ ñóìiñíèõ àïðîêñèìàíò Ïàäå. Ìåòîä óçàãàëüíå-
íèõ ìîìåíòíèõ çîáðàæåíü, ÿê âñòàíîâëåíî â [70], ìîæå áóòè çàñòîñîâàíèì i äî
âèâ÷åííÿ ñóìiñíèõ àïðîêñèìàíò Ïàäå. Ñïåðøó íàâåäåìî äîäàòêîâå îçíà÷åííÿ.
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Îçíà÷åííÿ 13 ([43]). Íåõàé F = {fλ(z)}Λλ=1 - íàáið àíàëiòè÷íèõ â îêîëi
òî÷êè z = 0 ôóíêöié. Áóäåìî ãîâîðèòè, ùî äëÿ íàáîðó F iíäåêñ R = [M/N ],
M = (m1,m2, . . . , mΛ), N = (n1, n2, . . . , nΛ), ¹ íîðìàëüíèì, ÿêùî ñóìiñíi àïðîê-
ñèìàíòè Ïàäå íàáîðó F iíäåêñó R iñíóþòü i ¨õ çíàìåííèê QN (z) ìà¹ ñòåïiíü,
ùî äîðiâíþ¹ â òî÷íîñòi |N | = n1 + n2 + . . . + nΛ.

Òåîðåìà 33 ([105]). Íåõàé F - íàáið àíàëiòè÷íèõ â îêîëi òî÷êè z = 0 ôóíê-
öié fλ(z), λ = 1, Λ, êîæíà ç ÿêèõ ó âêàçàíîìó îêîëi ìîæå áóòè çîáðàæåíà
ñòåïåíåâèì ðÿäîì

fλ(z) =
∞∑

k=0

s
(λ)
k zk,

ïðè÷îìó äëÿ ïîñëiäîâíîñòåé
{

s
(λ)
k

}∞
k=0

, λ = 1,Λ, ìàþòü ìiñöå óçàãàëüíåíi ìî-
ìåíòíi çîáðàæåííÿ íà äîáóòêó ëiíiéíèõ ïðîñòîðiâ X × Y âèãëÿäó

s
(λ)
k+j =

〈
x

(λ)
k , yj

〉
, k, j = 0,∞. (27)

Òîäi, ÿêùî äëÿ äåÿêîãî íàáîðó R = [M/N ], M = (m1,m2, . . . , mΛ), N =
(n1, n2, . . . , nΛ), òàêîãî ùî mλ ≥ |N | − 1, λ = 1, Λ, iñíó¹ íåòðèâiàëüíèé óçà-
ãàëüíåíèé ïîëiíîì

YN =
|N |∑

j=0

c
(R)
j yj , c

(R)
0 6= 0, c

(R)
|N | 6= 0,

äëÿ ÿêîãî âèêîíóþòüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ áiîðòîãîíàëüíîñòi
〈
x

(λ)
k+mλ−|N |+1, YN

〉
= 0, k = 0, nλ − 1, λ = 1, Λ,

òî iíäåêñ R ¹ íîðìàëüíèì, i ñóìiñíi àïðîêñèìàíòè Ïàäå íàáîðó F iíäåêñó R
ìîæóòü áóòè çîáðàæåíi ó âèãëÿäi

[M/N ](λ)
F (z) =

Pmλ
(z)

QN (z)
, λ = 1, Λ,

äå

QN (z) =
|N |∑

k=0

c
(R)
k z|N |−k,

Pmλ
(z) =

|N |∑

j=0

c
(R)
j z|N |−j

mλ+j−|N |∑
p=0

s(λ)
p zp, λ = 1, Λ,

Çàóâàæåííÿ. Ó âèïàäêó, êîëè óçàãàëüíåíi ìîìåíòíi çîáðàæåííÿ (27) ìî-
æóòü áóòè çàïèñàíi ó âèãëÿäi

s
(λ)
k =

〈
Akx

(λ)
0 , y0

〉
, k = 0,∞,
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âiäïîâiäíi ïîõèáêè àïðîêñèìàöi¨ ìîæóòü áóòè çîáðàæåíi ó âèãëÿäi

fλ(z)− [M/N ](λ)
F (z) =

znλ+mλ+1

QN (z)
〈
R#

z (A)xmλ−|N |+1, YN

〉
.

Òåîðåìà 33 äîçâîëÿ¹ ïîáóäóâàòè i äîñëiäèòè ñóìiñíi àïðîêñèìàíòè Ïàäå
íàáîðó âèðîäæåíèõ ãiïåðãåîìåòðè÷íèõ ôóíêöié.

Òåîðåìà 34 ([105]). Äëÿ ñóìiñíèõ àïðîêñèìàíò Ïàäå íàáîðó ôóíêöié

F = {fλ(z)}Λλ=1 =
{

1F1 (1; νλ + 1; z)− 1
z

}Λ

λ=1

,

νλ − νµ /∈ Z ïðè λ 6= µ, νλ > −1, λ = 1, Λ, áóäü-ÿêèé iíäåêñ R = [M/N ],
M = (m1, m2, . . . , mΛ), N = (n1, n2, . . . , nΛ), òàêèé ùî mλ ≥ |N | − 1, λ = 1, Λ,
¹ íîðìàëüíèì. Ñóìiñíi àïðîêñèìàíòè Ïàäå íàáîðó F âêàçàíèõ iíäåêñiâ ðiâíî-
ìiðíî çáiãàþòüñÿ äî ôóíêöié fλ(z), λ = 1, Λ, íà êîæíîìó êîìïàêòi êîìïëåêñíî¨
ïëîùèíè ïðè |N | → ∞.

Íàâåäåìî ùå îäèí ðåçóëüòàò, ùî ñòîñó¹òüñÿ ïîâåäiíêè çíàìåííèêiâ ñóìiñ-
íèõ àïðîêñèìàíò Ïàäå âèðîäæåíèõ ãiïåðãåîìåòðè÷íèõ ôóíêöié.

Òåîðåìà 35 ([106]). Çíàìåííèêè ñóìiñíèõ àïðîêñèìàíò Ïàäå íàáîðó âèðîä-
æåíèõ ãiïåðãåîìåòðè÷íèõ ôóíêöié

F = {fλ(z)}Λλ=1 =
{

1F1 (1; νλ + 1; z)− 1
z

}Λ

λ=1

,

νλ = ν1 + λ−1
Λ , λ = 1,Λ, ν1 > −1, iíäåêñiâ R̃ = [Ñ/N ], äå Ñ = (|N | − 1, |N | −

1, . . . , |N | − 1), N = (n1, n2, . . . , nΛ), à

nλ =





[
|N |
Λ

]
+ 1 ïðè λ = 1, m,[

|N |
Λ

]
ïðè λ = m + 1, Λ,

à m - îñòà÷à âiä äiëåííÿ |N | íà Λ, ðiâíîìiðíî çáiãàþòüñÿ ïðè |N | → ∞ íà
êîæíîìó êîìïàêòi K ⊂ C

1
|N |!QN (z) → exp

{((
Λ

Λ + 1

)Λ

− 1

)
z

}
.

Çàóâàæåííÿ. Òåîðåìè 34�35 áóëè íåçàëåæíî iíøèì øëÿõîì âñòàíîâëåíi
Ì. äå Áðþiíîì [52, 53].

Ðîçãëÿíåìî òåïåð ñóìiñíi àïðîêñèìàíòè Ïàäå íàáîðó ôóíêöié òèïó Ìiòòàã-
Ëåôôëåðà.

Òåîðåìà 36 ([107]). Äëÿ ñóìiñíèõ àïðîêñèìàíò Ïàäå íàáîðó ôóíêöié òèïó
Ìiòòàã-Ëåôôëåðà

F = {Eρ(z, νλ)}Λλ=1 ,
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ρ(νλ − νµ) /∈ Z ïðè λ 6= µ, νλ > 0, λ = 1, Λ, ρ > 0, áóäü-ÿêèé iíäåêñ R = [M/N ],
M = (m1,m2, . . . , mΛ), N = (n1, n2, . . . , nΛ), òàêèé ùî mλ + 1 ≥ |N | = n1 +
n2 + . . . + nΛ, λ = 1, Λ, ¹ íîðìàëüíèì. Ïðè 0 < ρ ≤ 1 ñóìiñíi àïðîêñèìàíòè
Ïàäå íàáîðó F âêàçàíèõ iíäåêñiâ ðiâíîìiðíî çáiãàþòüñÿ äî ôóíêöié íàáîðó F
íà êîæíîìó êîìïàêòi êîìïëåêñíî¨ ïëîùèíè ïðè |N | → ∞.

Àíàëîãi÷íî ðîçãëÿäàþòüñÿ ñóìiñíi àïðîêñèìàíòè Ïàäå áàçèñíèõ ãiïåðãåî-
ìåòðè÷íèõ ðÿäiâ.

Òåîðåìà 37. Äëÿ ñóìiñíèõ àïðîêñèìàíò Ïàäå íàáîðó ôóíêöié

F =





∞∑

k=0

zk

k+1∏
m=1

(mq + νλqm−1)





Λ

λ=1

,

äå νµ 6= q+q2+. . .+qk+νλqk, k = 0,∞, ïðè λ 6= µ, νλ > −1, λ = 1,Λ, q 6= 1, áóäü-
ÿêèé iíäåêñ R = [M/N ], M = (m1,m2, . . . ,mΛ), N = (n1, n2, . . . , nΛ), òàêèé ùî
mλ + 1 ≥ |N | = n1 + n2 + . . . + nΛ, λ = 1, Λ, ¹ íîðìàëüíèì. Ïðè |q| > 1
ñóìiñíi àïðîêñèìàíòè Ïàäå íàáîðó F âêàçàíèõ iíäåêñiâ ðiâíîìiðíî çáiãàþòüñÿ
äî ôóíêöié íàáîðó F íà êîæíîìó êîìïàêòi êîìïëåêñíî¨ ïëîùèíè ïðè |N | →
∞.

Çàóâàæåííÿ. Ïîáóäîâi òà äîñëiäæåííþ ñóìiñíèõ àïðîêñèìàíò Ïàäå íàáîðiâ
áàçèñíèõ ãiïåðãåîìåòðè÷íèõ ðÿäiâ ïðèñâÿ÷åíi ðîáîòè [55�57].

90. Ïîáóäîâà òà äîñëiäæåííÿ àïðîêñèìàíò Ïàäå�×åáèøîâà. Àïðîêñèìàöi¨
Ïàäå�×åáèøîâà ¹ ÷àñòèííèì âèïàäêîì óçàãàëüíåíèõ àïðîêñèìàöié Ïàäå. Ââå-
äåìî îçíà÷åííÿ äåùî âiäìiííå âiä òîãî, ùî âèïëèâà¹ ç îçíà÷åííÿ 4.

Îçíà÷åííÿ 14. Íåõàé ôóíêöiÿ f ∈ C[−1, 1] ðîçâèâà¹òüñÿ â ðiâíîìiðíî çáiæ-
íèé ðÿä Ôóð'¹�×åáèøîâà âèãëÿäó

f(z) =
∞∑

k=0

skTk(z),

äå Tk(z) = cos arccos z - ìíîãî÷ëåíè ×åáèøîâà ïåðøîãî ðîäó. Àïðîêñèìàíòîþ
Ïàäå�×åáèøîâà ôóíêöi¨ f ïîðÿäêó [M/N ] íàçèâà¹òüñÿ ðàöiîíàëüíèé ïîëiíîì

[M/N ]Tf (z) =
PM (z)
QN (z)

∈ R[M/N ],

òàêèé, ùî ìà¹ ìiñöå ðîçâèíåííÿ

f(z)QN (z)− PM (z) =
∞∑

k=M+N+1

τkTk(z).
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Òåîðåìà 38 ([108, 109]). Íåõàé ôóíêöiÿ f ðîçâèâà¹òüñÿ â ðiâíîìiðíî i àáñî-
ëþòíî çáiæíèé ðÿä Ôóð'¹�×åáèøîâà

f(z) =
∞∑

k=0

skTmk+n(z),

äå m ∈ N, n ∈ N∪{0} i ïðè öüîìó äëÿ ïîñëiäîâíîñòi {sk}∞k=0 ìà¹ ìiñöå óçàãàëü-
íåíå ìîìåíòíå çîáðàæåííÿ

sk+j = 〈xk, yj〉 , k, j = 0,∞,

íà äîáóòêó ëiíiéíèõ ïðîñòîðiâ X òà Y . Íåõàé, êðiì òîãî, ïðè äåÿêèõ M ≥ N,
M, N ∈ N ∪ {0} ¹ âiäìiííèì âiä íóëÿ âèçíà÷íèê

∆[M/N ] = det ‖sM+1+k+j + sM+1+k−j‖N
k,j=0 6= 0.

Òîäi àïðîêñèìàíòà Ïàäå�×åáèøîâà ôóíêöi¨ f ïîðÿäêó [mM + n/mN ] iñíó¹ i
ìà¹ çîáðàæåííÿ

[mM + n/mN ]Tf (z) =
PmM+n(z)
QmN (z)

,

äå

QmN (z) =
N∑

k=0

c
(N)
k Tmk(z), (12)

PmM+n(z) =
1
2

N∑

k=0

Tmk+n(z)
k∑

j=0

c
(N)
j sk−j +

1
2

N∑

k=0

Tmk+n(z)
k∑

j=k

c
(N)
j sj−k−

−1
2

−[−n/m]−1∑

k=0

Tmk+n(z)
N∑

j=0

c
(N)
j sj−k +

1
2

N∑

k=[−n/m]+1

Tmk+n(z)
N∑

j=0

c
(N)
j sk+j+

+
1
2

M∑

k=N+1

Tmk+n(z)
N∑

j=0

c
(N)
j (sk−j + sk+j),

à êîåôiöi¹íòè c
(N)
k , k = 0, N, âèçíà÷àþòüñÿ ç óìîâ áiîðòîãîíàëüíîñòi äëÿ óçà-

ãàëüíåíîãî ïîëiíîìà

XN =
N∑

k=0

c
(N)
k (xM+1+k + xM+1−k)

âèãëÿäó
〈XN , yj〉 = 0, j = 0, N − 1.
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Òåîðåìà 39. ([108, 109]). Àïðîêñèìàíòè Ïàäå�×åáèøîâà ôóíêöié, ùî ìàþòü
çîáðàæåííÿ

f(z) =

β∫

α

Tn(z)− tT|n−m|(z)
1− 2tTm(z) + t2

dµ(t),

äå n ∈ N∪{0}, m ∈ N, à µ(t) - íåñïàäíà ôóíêöiÿ, ùî ìà¹ íåñêií÷åííó êiëüêiñòü
òî÷îê çðîñòàííÿ íà ñåãìåíòi [α, β] ⊂ [−1, 1], ïîðÿäêiâ [mM + n/mN ], M ≥ N ≥
0, ìàþòü çîáðàæåííÿ

[mM + n/mN ]Tf (z) =
PmM+n(z)
QmN (z)

,

äå
QmN (z) =

1
2
UN (2Tm(z)),

PmM+n(z) =
1
2

β∫

α

(
Tn(z)− tT|n−m|(z)
1− 2tTm(z) + t2

(UN (2Tm(z))− UN (t + 1/t))+

+
M∑

k=0

tkTkm+n(z)UN (t + 1/t)

)
dµ(t),

à êîåôiöi¹íòè àëãåáðà¨÷íîãî ìíîãî÷ëåíà UN (t) âèçíà÷àþòüñÿ ç óìîâ áiîðòîãî-
íàëüíîñòi äëÿ ïîëiíîìà XN (t) = tM+1UN (t + 1/t) âèãëÿäó

β∫

α

tkXN (t)dµ(t) = 0, k = 0, N − 1.

100. Ïîáóäîâà òà äîñëiäæåííÿ äâîòî÷êîâèõ àïðîêñèìàíò Ïàäå. � ñïðàâåä-
ëèâèì íàñòóïíèé ðåçóëüòàò, ùî äîçâîëÿ¹ çàñòîñóâàòè óçàãàëüíåíi ìîìåíòíi çîá-
ðàæåííÿ äî äâîòî÷êîâèõ àïðîêñèìàöié Ïàäå.

Òåîðåìà 40 ([74]). Íåõàé ôóíêöiÿ f ¹ àíàëiòè÷íîþ â äåÿêié çâ'ÿçíié îáëàñòi
D , ùî ìiñòèòü òî÷êè z = 0 òà z = z0, i ðîçâèâà¹òüñÿ â öié îáëàñòi â ñòåïåíåâèé
ðÿä

f(z) =
∞∑

k=0

skzk,

i íåõàé äëÿ ïîñëiäîâíîñòi {sk}∞k=0 ìà¹ ìiñöå óçàãàëüíåíå ìîìåíòíå çîáðàæåííÿ
íà äîáóòêó ëiíiéíèõ ïðîñòîðiâ X òà Y

sk =
〈
Akx0, y0

〉
, k = 0,∞,
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ç ëiíiéíèì îïåðàòîðîì A : X → X , ðåçîëüâåíòíà ôóíêöiÿ ÿêîãî R#
z (A) =

(I − zA)−1, ¹ àíàëiòè÷íîþ â îáëàñòi D . Íåõàé òàêîæ ïðè äåÿêèõ N,M ≥ 0 ¹
âiäìiííèì âiä íóëÿ âèçíà÷íèê

H̃N,M = det ‖s̃k,j+M‖N
k,j=0 6= 0,

äå s̃k = 〈x̃k, y0〉 , à

x̃k =
(
R#

z0
(A)

)k+1
xk =

(
R#

z0
(A)

)k+1
Akx0.

Òîäi, ÿêùî ïîáóäóâàòè íåòðèâiàëüíèé óçàãàëüíåíèé ïîëiíîì

YN =
N∑

j=0

c̃
(N)
j yj =

N∑

j=0

c̃
(N)
j A∗jy0,

äëÿ ÿêîãî âèêîíóþòüñÿ óìîâè áiîðòîãîíàëüíîñòi âèãëÿäó

〈x̃k, YN 〉 = 0, k = 0, N − 1,

òî ðàöiîíàëüíèé ïîëiíîì

[(N + M, N)/N ]f (0, z0; z) =
PN+M (z)
QN (z)

,

äå

QN (z) =
N∑

j=0

c̃
(N)
j zN−j ,

PN+M (z) =
N∑

j=0

c̃
(N)
j zN−j

j+M∑
m=0

smzm,

¹ äâîòî÷êîâîþ àïðîêñèìàíòîþ Ïàäå iíäåêñó [(N + M, N)/N ] â òî÷êàõ 0 òà z0

ôóíêöi¨ f, òîáòî ìàþòü ìiñöå ñïiââiäíîøåííÿ

f(z)− [(N + M, N)/N ]f (0, z0; z) =
{

O(zM+N ) ïðè z → 0,
O

(
(z − z0)N

)
ïðè z → z0.

Ïîõèáêà àïðîêñèìàöi¨ ïðè öüîìó ìîæå áóòè ïðåäñòàâëåíà ó âèãëÿäi

f(z)− [(N + M, N)/N ]f (0, z0; z) =
zN+M (z − z0)N

QN (z)

〈
R#

z (A)
(
R#

z0
(A)

)N
xN , YN

〉
.

Òåîðåìà 41 ([74]). Äâîòî÷êîâi àïðîêñèìàíòè Ïàäå ôóíêöi¨

f(z) =1 F1(1; ν + 1; z), ν > −1,
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â òî÷êàõ z = 0 òà z = z0 ∈ R iíäåêñó [(N + M, N)/N ], N, M ≥ 0, ìîæóòü áóòè
çàïèñàíi ó âèãëÿäi

[(N + M, N)/N ]f (0, z0; z) =
PN+M (z)
QN (z)

,

äå

QN (z) =
N∑

j=0

(ν + 1)j

j!
d
(N)
j zN−j ,

PN+M (z) =
N∑

j=0

(ν + 1)j

j!
d
(N)
j zN−j

j+M∑
m=0

smzm,

à d
(N)
j - êîåôiöi¹íòè àëãåáðà¨÷íîãî ìíîãî÷ëåíà DN (t) =

N∑
j=0

d
(N)
j tj , îðòîíîðìî-

âàíîãî íà [0, 1] ç âàãîþ ez0(1−t)tM+νdt. Äëÿ ïîõèáêè àïðîêñèìàöi¨ ñïðàâåäëèâà
àñèìïòîòè÷íà ôîðìóëà

f(z)−[(N+M, N)/N ]f (0, z0; z) = Γ(ν+1)z

1∫

0

(
f(zu)−

M−1∑
m=0

smzmum

)
DN (t)ez0(1−t)tνdt×

×
1∫

0

ez(1−t)DN (t)tM+νdt (1 + o(1))

ïðè N → ∞. Äâîòî÷êîâi àïðîêñèìàíòè Ïàäå [(N + M,N)/N ]f (0, z0; z) çáiãà-
þòüñÿ äî f ðiâíîìiðíî íà êîæíîìó êîìïàêòi êîìïëåêñíî¨ ïëîùèíè.

110. Ïîáóäîâà àïðîêñèìàíò Ïàäå�Åðìiòà.
Òåîðåìà 42 ([70]). Íåõàé àíàëiòè÷íi ôóíêöi¨ fλ(z), λ = 1, Λ, ç íàáîðó F

ðîçâèâàþòüñÿ â îêîëi òî÷êè z = 0 â ñòåïåíåâi ðÿäè

fλ(z) =
∞∑

k=0

s
(λ)
k zk,

i ïðè öüîìó äëÿ ïîñëiäîâíîñòåé
{

s
(λ)
k

}∞
k=0

, λ = 1, Λ, ìàþòü ìiñöå óçàãàëüíåíi
ìîìåíòíi çîáðàæåííÿ íà äîáóòêó ëiíiéíèõ ïðîñòîðiâ X × Y âèãëÿäó

s
(λ)
k+j =

〈
xk, y

(λ)
j

〉
, k, j = 0,∞.

Òîäi ïîëiíîìè Ïàäå�Åðìiòà íàáîðó F iíäåêñó [M ], M = (m,m, . . . ,m), |M | =
Λm, ìîæóòü áóòè çîáðàæåíi ó âèãëÿäi

[M ](λ)
F (z) =

m∑

j=0

c
(m)
j,λ zm−j ,
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äå êîåôiöi¹íòè c
(m)
j,λ , j = 0,m, λ = 1,Λ, çàäîâîëüíÿþòü ëiíiéíi îäíîðiäíi ðiâ-

íÿííÿ
Λ∑

λ=1

m∑

j=1

c
(m)
j,λ zm−j

j−1∑

k=0

s
(λ)
k zk ≡ 0,

〈
xk,

Λ∑

λ=1

m∑

j=0

c
(m)
j,λ y

(λ)
j

〉
= 0

äëÿ k = 0, (m + 1)(Λ− 1)− 1. Ïðè öüîìó áóäå ìàòè ìiñöå ðiâíiñòü

Λ∑

λ=1

fλ(z)[M ](λ)
F (z) = zm

〈 ∞∑

k=0

zkxk, YM

〉
,

äå

YM =
Λ∑

λ=1

m∑

j=0

c
(m)
j,λ y

(λ)
j .

70. Ïîáóäîâà òà âëàñòèâîñòi àïðîêñèìàöié Ïàäå ñïåöiàëüíèõ ôóíêöié. Çà äîïî-
ìîãîþ óçàãàëüíåíèõ ìîìåíòíèõ ïðåäñòàâëåíü, ïîáóäîâàíèõ â ïðèêëàäi 1, ìîæ-
íà âñòàíîâèòè íàñòóïíi ðåçóëüòàòè.

Òåîðåìà 14. Àïðîêñèìàíòè Ïàäå ôóíêöi¨

f(z) =
ez − 1

z

ïîðÿäêiâ [N − 1/N ], N ≥ 1, ìîæóòü áóòè çàïèñàíi ó âèãëÿäi

[N − 1/N ]f (z) =
PN−1(z)
QN (z)

,

äå

QN (z) =
N∑

k=0

(−1)k

(
N
k

)
(k + N)!zN−k,

PN−1(z) = 2(−1)N

[(N−1)/2]∑
m=0

(
N

2m + 1

)
(2N − 2m− 1)!z2m.

Àïðîêñèìàíòè Ïàäå åêñïîíåíòè áóëè ïîáóäîâàíi ùå Ø. Åðìiòîì [38] i íà-
äàëi âèâ÷àëèñÿ öiëèì ðÿäîì äîñëiäíèêiâ. Â.Ê. Äçÿäèêîì òà Ë.I. Ôiëîçîôîì
[67] äëÿ ïîáóäîâè öèõ àïðîêñèìàíò áóëî âèêîðèñòàíî àïðîêñèìàöiéíèé ìåòîä
íàáëèæåíîãî ðîçâ'ÿçóâàííÿ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü, ÿêèé ñòàâ îäíi¹þ ç âiä-
ïðàâíèõ òî÷îê ñòâîðåííÿ ìåòîäó óçàãàëüíåíèõ ìîìåíòíèõ ïðåäñòàâëåíü.

Òåîðåìà 15. Àïðîêñèìàíòè Ïàäå ôóíêöi¨

f(z) = 1F1(1; ν + 1; z)− 1
z

, ν > −1,
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ïîðÿäêiâ [N − 1/N ], N ≥ 1, ìîæóòü áóòè çàïèñàíi ó âèãëÿäi

[N − 1/N ]f (z) =
PN−1(z)
QN (z)

,

äå

QN (z) =
N∑

k=0

(−1)k

(
N
k

)
(ν + 1)N+kzN−k,

PN−1(z) =
N∑

k=0

zk
k∑

m=0

(
N
m

)
(ν + 1)2N−m

(ν + 1)k−m+1
.

Àïðîêñèìàíòè Ïàäå âèðîäæåíî¨ ãiïåðãåîìåòðè÷íî¨ ôóíêöi¨ áóëè ïîáóäîâàíi
Ã.âàí Ðîññóìîì [96]. Ïîáóäîâà öèõ àïðîêñèìàíò ç âèêîðèñòàííÿì óçàãàëüíåíèõ
ìîìåíòíèõ ïðåäñòàâëåíü çäiéñíåíà â [74, 97].

Òåîðåìà 16 ([98]).Íåõàé ôóíêöiÿ ϕ0(t) ∈ C[0, 1] ¹ òàêîþ, ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî
àëãåáðà¨÷íîãî ìíîãî÷ëåíà p(t), deg p(t) ≤ N, óçàãàëüíåíèé ïîëiíîì

AN (t) =
d

dt

t∫

0

p(t− τ)ϕ0(τ)dτ

ìà¹ íå áiëüøå, íiæ N êîðåíiâ íà (0, 1). Òîäi äëÿ àíàëiòè÷íî¨ ôóíêöi¨ f(z), ùî
âèçíà÷à¹òüñÿ ïðåäñòàâëåííÿì

f(z) =

1∫

0

ϕ0(t)ez(1−t)dt,

¨¨ àïðîêñèìàíòè Ïàäå ïîðÿäêiâ [N − 1/N ], N ≥ 1, iñíóþòü i çáiãàþòüñÿ äî f(z)
ðiâíîìiðíî íà êîæíîìó êîìïàêòi êîìïëåêñíî¨ ïëîùèíè.

Ç òåîðåìè 16, çîêðåìà âèïëèâà¹ çáiæíiñòü äiàãîíàëüíèõ àïðîêñèìàíò Ïàäå
åêñïîíåíòè ez òà âèðîäæåíî¨ ãiïåðãåîìåòðè÷íî¨ ôóíêöi¨ 1F1(1; ν +1; z), ν > −1.

Â ïðèêëàäi 2 íàìè áóëî ïîáóäîâàíå óçàãàëüíåíå ìîìåíòíå ïðåäñòàâëåííÿ
äëÿ ãiïåðãåîìåòðè÷íî¨ ôóíêöi¨ Ãàóññà.

Òåîðåìà 17. Àïðîêñèìàíòè Ïàäå ôóíêöi¨

f(z) =
1

ν + 1 2
F1(κ+ ν + 1, 1; ν + 2; z), ν > −1,

ïîðÿäêiâ [N − 1/N ], N ≥ 1, ìîæóòü áóòè çàïèñàíi ó âèãëÿäi

[N − 1/N ]f (z) =
PN−1(z)
QN (z)

,

äå

QN (z) =
N∑

k=0

(−1)k

(
N
k

)
(ν + 1)N+k

(κ+ ν + 1)k
zN−k,
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PN−1(z) = (κ+ ν)
N−1∑

k=1

zk
k∑

m=0

(−1)N−m

(
N
m

)
(ν + 1)2N−m

(κ+ ν + k −m)N−k+1
.

Àïðîêñèìàíòè Ïàäå ãiïåðãåîìåòðè÷íî¨ ôóíêöi¨ Ãàóññà áóëè ïîáóäîâàíi À. Ïà-
äå [5]. Àñèìïòîòè÷íà ïîâåäiíêà ïîõèáêè àïðîêñèìàöi¨ áóëà äîñëiäæåíà Þ. Ëþ-
êîì [99, 100]. Âiäïîâiäíi ðåçóëüòàòè ç âèêîðèñòàííÿì óçàãàëüíåíèõ ìîìåíòíèõ
ïðåäñòàâëåíü áóëè îòðèìàíi [74, 97].

Â ïðèêëàäi 4 íàìè áóëî ïîáóäîâàíå óçàãàëüíåíå ìîìåíòíå ïðåäñòàâëåí-
íÿ äëÿ ïîñëiäîâíîñòi êîåôiöi¹íòiâ ñòåïåíåâîãî ðîçêëàäó ôóíêöi¨ òèïó Ìiòòàã-
Ëåôôëåðà

f(z) = Eρ(z; ν) =
∞∑

k=0

zk

Γ(k/ρ + ν)

ïðè ν > 0, 0 < ρ < ∞.
Òåîðåìà 18 ([76, 98]). Àïðîêñèìàíòè Ïàäå ôóíêöi¨

f(z) = Eρ(z; ν) =
∞∑

k=0

zk

Γ
(

k
ρ + ν

) ,

ν > 0, 0 < ρ ≤ 1, ïîðÿäêiâ [N − 1/N ], N ≥ 1, çáiãàþòüñÿ äî f ðiâíîìiðíî íà
êîæíîìó êîìïàêòi êîìïëåêñíî¨ ïëîùèíè.

Çàóâàæåííÿ. Çáiæíiñòü ðÿäêiâ òàáëèöi Ïàäå äëÿ ôóíêöi¨ Ìiòòàã-Ëåôôëåðà
äîâåäåíà â [101].

Â ïðèêëàäi 5 ìè ïîáóäóâàëè óçàãàëüíåíå ìîìåíòíå ïðåäñòàâëåííÿ äëÿ ïî-
ñëiäîâíîñòi êîåôiöi¹íòiâ ñòåïåíåâîãî ðîçêëàäó ôóíêöi¨

f(z) =
Eq(z)− 1

z
,

äå Eq(z) - q-àíàëîã åêñïîíåíòè. Ùîá ïîáóäóâàòè àïðîêñèìàíòè Ïàäå ôóíêöi¨
f ïîðÿäêiâ [N − 1/N ], N ≥ 1, íåîáõiäíî áiîðòîãîíàëiçóâàòè ôóíêöiîíàëüíi
ïîñëiäîâíîñòi

{
t(k+1)q−1

}∞
k=0

òà
{

tjqq−j
}∞

j=0
. Ìà¹ ìiñöå íàñòóïíèé ðåçóëüòàò,

ÿêèé ìîæíà òðàêòóâàòè ÿê óçàãàëüíåííÿ ôîðìóëè Ðîäðiãà äëÿ îðòîãîíàëüíèõ
ìíîãî÷ëåíiâ Ëåæàíäðà.

Òåîðåìà 19 ([102]). Íåòðèâiàëüíèé óçàãàëüíåíèé ïîëiíîì

XN (t) =
N∑

k=0

d
(N)
k t(k+1)q−1,

äëÿ ÿêîãî âèêîíóþòüñÿ óìîâè áiîðòîãîíàëüíîñòi
1∫

0

XN (t)tjqq−j

dt = 0, j = 0, N − 1,
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ç òî÷íiñòþ äî ìóëüòèïëiêàòèâíî¨ êîíñòàíòè ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi

XN (t) =
(
DNU2N

)
(t),

äå îïåðàòîð D âèçíà÷à¹òüñÿ ôîðìóëîþ

(Dϕ)(t) =
1
q
t

1
q−1ϕ′

(
t

1
q

)
, (25)

à óçàãàëüíåíèé ïîëiíîì U2N ìà¹ ïðåäñòàâëåííÿ

U2N (t) =
N∑

m=0

(−1)m q
m(m+1)

2 −NmNq!
mq!(N −m)q!

t(N+m+1)q−1.

Âèêîðèñòîâóþ÷è òåîðåìó 19 ìîæíà îòðèìàòè ÿâíèé âèãëÿä àïðîêñèìàíò
Ïàäå q-àíàëîãà åêñïîíåíòè.

Òåîðåìà 20 ([102]). Àïðîêñèìàíòè Ïàäå ôóíêöi¨

f(z) =
Eq(z)− 1

z
,

ïîðÿäêiâ [N − 1/N ], N ≥ 1, ìîæóòü áóòè çàïèñàíi ó âèãëÿäi

[N − 1/N ]f (z) =
PN−1(z)
QN (z)

,

äå

QN (z) =
N∑

m=0

zN−m(−1)m q
m(m+1)

2 −NmNq!(N + m)q!
mq!(N −m)q!

,

PN−1(z) =
N−1∑

j=0

zj

j∑
m=0

(−1)N−m q
m(m−1)

2 −N(N−1)
2 Nq!(2N −m)q!

(N −m)q!mq!(j −m + 1)q!
.

Çàóâàæåííÿ. Äiàãîíàëüíi ïîëiíîìè Ïàäå ôóíêöi¨ Eq(z) áóëè ðàíiøå iíøèì
ñïîñîáîì ïîáóäîâàíi â [78].

Òåîðåìó 19 ìîæíà óçàãàëüíèòè íàñòóïíèì ÷èíîì.
Òåîðåìà 21 ([102]). Íåòðèâiàëüíèé óçàãàëüíåíèé ïîëiíîì

XN (t) =
N∑

k=0

d
(N)
k t(k+1)q−1+νqk

,

äëÿ ÿêîãî âèêîíóþòüñÿ óìîâè áiîðòîãîíàëüíîñòi
1∫

0

XN (t)tjqq−j

dt = 0, j = 0, N − 1,
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ç òî÷íiñòþ äî ìóëüòèïëiêàòèâíî¨ êîíñòàíòè ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi

XN (t) =
(
DNU2N

)
(t),

äå îïåðàòîð D âèçíà÷à.òüñÿ ôîðìóëîþ (25), à óçàãàëüíåíèé ïîëiíîì U2N ìà¹
ïðåäñòàâëåííÿ

U2N (t) =
N∑

m=0

(−1)m q
m(m+1)

2 −NmNq!
mq!(N −m)q!

t(N+m+1)q−1+νqN+m

.

Âèêîðèñòîâóþ÷è òåîðåìó 21, ìîæíà ïîáóäóâàòè àïðîêñèìàíòè Ïàäå äëÿ
îäíîãî êëàñó áàçèñíèõ ãiïåðãåîìåòðè÷íèõ ðÿäiâ.

Òåîðåìà 22 ([102]). Àïðîêñèìàíòè Ïàäå ôóíêöi¨

f(z) =
∞∑

k=0

zk

k+1∏
m=1

(mq + νqm−1)

ïîðÿäêiâ [N − 1/N ], N ≥ 1, ìîæóòü áóòè çàïèñàíi ó âèãëÿäi

[N − 1/N ]f (z) =
PN−1(z)
QN (z)

,

äå

QN (z) =
N∑

m=0

zN−m(−1)m q
m(m+1)

2 −NmNq!
mq!(N −m)q!

N+m∏

j=1

(
jq + νqj−1

)
,

PN−1(z) =
N−1∑

j=0

zj

j∑
m=0

(−1)N−m q
m(m−1)

2 −N(N−1)
2 Nq!

(N −m)q!mq!(j −m + 1)q!

2N−m∏

r=j−m+2

(
rq + νqr−1

)
.

Ìà¹ ìiñöå òàêîæ íàñòóïíèé ðåçóëüòàò.
Òåîðåìà 23. Àïðîêñèìàíòè Ïàäå ôóíêöi¨

f(z) =
∞∑

k=0

zk

k+1∏
m=1

(mq + νqm−1)
,

äå |q| > 1, ïîðÿäêiâ [N − 1/N ], N ≥ 1, ïðè N →∞ çáiãàþòüñÿ äî íàáëèæóâàíî¨
ôóíêöi¨ ðiâíîìiðíî íà êîæíîìó êîìïàêòi êîìïëåêñíî¨ ïëîùèíè.

Âèêîðèñòîâóþ÷è òåîðåìó 20, ìîæíà ïîáóäóâàòè àïðîêñèìàíòè Ïàäå ùå äëÿ
îäíîãî êëàñó áàçèñíèõ ãiïåðãåîìåòðè÷íèõ ðÿäiâ.

Òåîðåìà 24 ([102]). Àïðîêñèìàíòè Ïàäå ôóíêöi¨

f(z) =
∞∑

k=0

k∏
m=1

(
mq + νqm−1 + κ

)

k+1∏
m=1

(mq + νqm−1)
zk
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ïîðÿäêiâ [N − 1/N ], N ≥ 1, ìîæóòü áóòè çàïèñàíi ó âèãëÿäi

[N − 1/N ]f (z) =
PN−1(z)
QN (z)

,

äå

QN (z) =
N∑

m=0

zN−m(−1)m

[
N

m

]
q

m(m+1)
2 −Nm

N+m∏
p=1

(
pq + νqp−1

)

m∏
r=1

(rq + νqr−1 + κ)
,

PN−1(z) =
N−1∑

j=0

zj

j∑

k=0

(−1)N−k

[
N

k

]
q

k(k−1)
2 −N(N−1)

2

2N−k∏
p=j−k+2

(
pq + νqp−1

)

N−k∏
r=j−k+1

(rq + νqr−1 + κ)
,

à ÷åðåç
[

k
m

]
ïîçíà÷åíî òàê çâàíi ìíîãî÷ëåíè Ãàóññà ( äèâ. [79, c.49])
[

k

m

]
:=

{
kq !

mq !(k−m)q ! , ÿêùî 0 ≤ m ≤ k,

0, â ïðîòèëåæíîìó âèïàäêó.

Àïðîêñèìàíòè Ïàäå ôóíêöié, äëÿ ïîñëiäîâíîñòåé êîåôiöi¹íòiâ ñòåïåíåâèõ
ðîçêëàäiâ ÿêèõ óçàãàëüíåíi ìîìåíòíi ïðåäñòàâëåííÿ íàâåäåíî â ïðèêëàäàõ 7
òà 8, ìîæóòü áóòè ïðåäñòàâëåíi â òåðìiíàõ ìíîãî÷ëåíiâ, îðòîãîíàëüíèõ ïî âiä-
íîøåííþ äî áiëiíiéíî¨ ôîðìè

〈x, y〉 =

1∫

0

x(τ)y(τ)dqτ.

Òàêi ìíîãî÷ëåíè áóëè âèâ÷åíi Â. Õàíîì (äèâ. [83,103]), çîêðåìà, q-ïîëiíîìè
Ëåæàíäðà LN (x; q), äëÿ ÿêèõ âèêîíóþòüñÿ óìîâè îðòîãîíàëüíîñòi

1∫

0

LN (x; q)LM (x; q)dqx = 0

ïðè N 6= M ìîæóòü áóòè ïðåäñòàâëåíi ç òî÷íiñòþ äî ïîñòiéíîãî ìíîæíèêà ó
âèãëÿäi

LN (x; q) = 2Φ1

[
q−N , qN+1; qx

q

]
=

N∑

k=0

(
q−N ; q

)
k

(
qN+1; q

)
k

(q; q)k(q; q)k
(qx)k,

à q-ïîëiíîìè ßêîái R
(ν,0)
N (x; q), äëÿ ÿêèõ âèêîíóþòüñÿ óìîâè îðòîãîíàëüíîñòi

1∫

0

R
(ν,0)
N (x; q)R(ν,0)

M (x; q)xνdqx = 0
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ïðè M 6= N ìîæóòü áóòè ïðåäñòàâëåíi ç òî÷íiñòþ äî ïîñòiéíîãî ìíîæíèêà ó
âèãëÿäi

R
(ν,0)
N (x; q) = 2Φ1

[
q−N , qN+ν+1; qx

qν+1

]
=

N∑

k=0

(
q−N ; q

)
k

(
qN+ν+1; q

)
k

(q; q)k (qν+1; q)k

(qx)k.

Òåîðåìà 25 ([84]). Àïðîêñèìàíòè Ïàäå ôóíêöi¨

f(z) =
1Φ1

[
q; (1− q)z
qν+1

]
− 1

z

ïîðÿäêiâ [N − 1/N ], N ≥ 1, ìîæóòü áóòè ïðåäñòàâëåíi ó âèãëÿäi

[N − 1/N ]f (z) =
PN−1(z)
QN (z)

,

äå

QN (z) =
N∑

k=0

xN−k

(
q−N ; q

)
k

(
qN+ν+1; q

)
k

(q; q)k(1− q)k
qk,

PN−1(z) =
N−1∑
m=0

zm
m∑

j=0

(
q−N ; q

)
N−j

(
qN+ν+1; q

)
N−j

qN−j

(q; q)N−j (qν+1; q)m−j+1 (1− q)N−m−1
.

Òåîðåìà 26 ([84]). Àïðîêñèìàíòè Ïàäå ôóíêöi¨

f(z) =
1− q

1− qν+1 2Φ1

[
q; qν+1

1+κ−κq ; (1 + κ− κq)z
qν+2

]

ïîðÿäêiâ [N − 1/N ], N ≥ 1, ìîæóòü áóòè ïðåäñòàâëåíi ó âèãëÿäi

[N − 1/N ]f (z) =
PN−1(z)
QN (z)

,

äå

QN (z) =
N∑

k=0

xN−k

(
q−N ; q

)
k

(
qN+ν+1; q

)
k
qk

(1 + κ− κq)k(q; q)k

(
qν+1

1+κ−κq ; q
)

k

,

PN−1(z) = (1−q)
N−1∑
m=0

zm

(1 + κ− κq)N−m

m∑

j=0

(
q−N ; q

)
N−j

(
qN+ν+1; q

)
N−j

qN−j

(q; q)N−j (qν+1; q)m−j+1

(
qN−j+ν+1

1+κ−κq ; q
)

N−m

.

Çàóâàæåííÿ. Íåçàëåæíî iíøèì øëÿõîì ðåçóëüòàòè, åêâiâàëåíòíi òâåðäæåí-
íÿì òåîðåì 25 òà 26, áóëè îòðèìàíi â [55,56].

Íàâåäåìî ðåçóëüòàòè, ùî ñòîñóþòüñÿ ïîáóäîâè àïðîêñèìàíò Ïàäå ôóíêöié,
ðîçãëÿíóòèõ â ïðèêëàäàõ 8�10.
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Òåîðåìà 27 ([85]). Àïðîêñèìàíòè Ïàäå ôóíêöi¨

f(z) =
2(2 + z)
z
√

4− z2
arctg

z√
4− z2

ïîðÿäêiâ [N − 1/N ], N ≥ 1, ìîæóòü áóòè çàïèñàíi ó âèãëÿäi

[N − 1/N ]f (z) =
PN−1(z)
QN (z)

,

äå

QN (z) = N !zN+
N∑

m=1

(−1)[m/2] 1
[(m− 1)/2]!

N∑

k=m

(
N

k

)
(−1)k (N + k)!

k!
(k − [m/2]− 1)!

(k −m)!
zN−m,

PN−1(z) =
N∑

m=1

(−1)[m/2] 1
[(m− 1)/2]!

N∑

k=m

(
N

k

)
(−1)k (N + k)!

k!
(k − [m/2]− 1)!

(k −m)!
×

×
m−1∑

j=0

[(j + 1)/2]![j/2]!
(j + 1)!

zj .

Òåîðåìà 28 ([85]). Àïðîêñèìàíòè Ïàäå ôóíêöi¨

f(z) =
tg
√

z√
z

ïîðÿäêiâ [N − 1/N ], N ≥ 1, ìîæóòü áóòè çàïèñàíi ó âèãëÿäi

[N − 1/N ]f (z) =
PN−1(z)
QN (z)

,

äå

QN (z) =
N∑

k=0

(−1)kzN−k
N∑

m=k

(
N

m

)
(−1)m (2N + 2m− 1)!!

2m

(2m)!
(2m− 2k)!

,

PN−1(z) =
N∑

k=1

(−1)kzN−k
N∑

m=k

(
N

m

)
(−1)m (2N + 2m− 1)!!

2m

(2m)!
(2m− 2k)!

×

×
k−1∑

j=0

22j+2
(
22j+2 − 1

)
Bj+1

(2j + 2)!
zj ,

à Bj - ÷èñëà Áåðíóëëi, ùî âèçíà÷àþòüñÿ ôîðìóëàìè (äèâ. [104, c.765])

Bj =
(2j)!

π2j22j−1

{
1 +

1
22j

+
1

32j
+

1
42j

+ . . .

}
. (26)
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Çàóâàæåííÿ. Àïðîêñèìàíòè Ïàäå ôóíêöi¨ tgz
z ðàíiøå iíøèì ñïîñîáîì áóëè

ïîáóäîâàíi â [100, c.67]
Òåîðåìà 29 ([85]). Àïðîêñèìàíòè Ïàäå ôóíêöi¨

f(z) =
sin z + 1− cos z

z cos z

ïîðÿäêiâ [N − 1/N ], N ≥ 1, ìîæóòü áóòè çàïèñàíi ó âèãëÿäi

[N − 1/N ]f (z) =
PN−1(z)
QN (z)

,

äå

QN (z) =
N∑

k=0

(−1)[k/2]zN−k
N∑

m=k

(
N

m

)
(−1)m (N + m)!

(m− k)!
{εm + δk,m(1− εm)},

PN−1(z) =
N∑

k=0

(−1)[k/2]zN−k
N∑

m=k

(
N

m

)
(−1)m (N + m)!

(m− k)!
{εm + δk,m(1− εm)}×

×




[(k−1)/2]∑

j=0

22j+2
(
22j+2 − 1

)
Bj+1

(2j + 2)!
z2j +

[k]−1∑

j=0

Ej+1

(2j + 2)!
z2j+1



 ,

à
εm =

{
1, ÿêùî m − ïàðíå,
0, ÿêùî m − íåïàðíå,

δk,m =
{

1, ÿêùî k = m,
0, ÿêùî k 6= m,

ïðè öüîìó ÷èñëà Áåðíóëëi Bj âèçíà÷àþòüñÿ ôîðìóëàìè (26), ÷èñëà Åéëåðà Ej

- ôîðìóëàìè (18).
Çàóâàæåííÿ. Àíàëîãi÷íî ìîæíà ïîáóäóâàòè òàêîæ àïðîêñèìàíòè Ïàäå ïî-

ðÿäêiâ [N−1/N ], N ≥ 1, äëÿ ôóíêöi¨ f(z) = sec
√

z−1
z . Öåé ðåçóëüòàò åêâiâàëåíò-

íèé ïîáóäîâi äiàãîíàëüíèõ àïðîêñèìàíò Ïàäå äëÿ ôóíêöi¨ cos z, ùî âèêîíàíà
â [68].

Çàñòîñóâàííÿ óçàãàëüíåíèõ ìîìåíòíèõ ïðåäñòàâëåíü, ïîáóäîâàíèõ â ïðè-
êëàäi 11, äà¹ íàñòóïíi ðåçóëüòàòè.

Òåîðåìà 30 ([86]). Àïðîêñèìàíòè Ïàäå ôóíêöi¨

f(z) =
∞∑

k=0

t0z
k

(1− δγk) t0 + δγk
,

äå γ, δ ∈ (0,∞)\{1}, t0 ∈ (0, 1), ïîðÿäêiâ [N−1/N ], N ≥ 1, iñíóþòü, íåâèðîäæåíi
i ìîæóòü áóòè çàïèñàíi ó âèãëÿäi

[N − 1/N ]f (z) =
PN−1(z)
QN (z)

,
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äå

QN (z) =
N∑

k=0

c
(N)
k zN−k,

PN−1(z) =
N−1∑
m=0

zm
m∑

k=0

c
(N)
N−k

t0
(1− δγm−k) t0 + γm−k

,

à c
(N)
k , k = 0, N, - êîåôiöi¹íòè áiîðòîãîíàëüíîãî ïîëiíîìà

LN =
N∑

j=0

c
(N)
j lj ,

ùî âèçíà÷à¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿìè

LN (xk) = 0, k = 0, N − 1,

äå
xk(t) =

t0
(1− δγk) t0 + δγk

, k = 0,∞,

lj(x) = x

(
t0

(1− δγj) t0 + δγj

)
, j = 0,∞.

Òåîðåìà 31. Àïðîêñèìàíòè Ïàäå ôóíêöi¨

f(z) =
∞∑

k=0

{
1

1− δγk
+

(ln δ + k ln γ)δγk

(1− δγk)2

}
zk,

äå γ, δ ∈ (0,∞)\{1}, ïîðÿäêiâ [N−1/N ], N ≥ 1, iñíóþòü, íåâèðîäæåíi i ìîæóòü
áóòè çàïèñàíi ó âèãëÿäi

[N − 1/N ]f (z) =
PN−1(z)
QN (z)

,

äå

QN (z) =
N∑

k=0

c
(N)
k zN−k,

PN−1(z) =
N−1∑
m=0

zm
m∑

k=0

c
(N)
N−k

{
1

1− δγj−m
+

(ln δ + j −m ln γ)δγj−m

(1− δγj−m)2

}

à c
(N)
k , k = 0, N, - êîåôiöi¹íòè ïîëiíîìà

XN (t) =
N∑

k=0

c
(N)
k

t

(1− δγk) t + δγk
,
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äëÿ ÿêîãî âèêîíóþòüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ áiîðòîãîíàëüíîñòi
1∫

0

XN (t)
γj

(1− (1− γj) t)2
dt = 0, j = 0, N − 1.

Âèêîðèñòîâóþ÷è óçàãàëüíåíi ìîìåíòíi ïðåäñòàâëåííÿ ç îïåðàòîðîì çñóâó,
ïîáóäîâàíi â ïðèêëàäi 12, ìîæíà âñòàíîâèòè íàñòóïíèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 32. Àïðîêñèìàíòè Ïàäå ôóíêöi¨

f(z) =
π√

α + β

∞∑

k=0

exp
{
−αβ(γ + kλ)2

α + β

}
zk,

äå α, β, λ > 0, −∞ < γ < ∞, ïîðÿäêiâ [N − 1/N ], N ≥ 1, iñíóþòü, íåâèðîäæåíi
i ìîæóòü áóòè ïðåäñòàâëåíi ó âèãëÿäi

[N − 1/N ]f (z) =
PN−1(z)
QN (z)

,

äå

QN (z) =
N∑

k=0

zN−kd
(N)
k exp{α(kλ + γ)2},

PN−1(z) =
π√

α + β

N−1∑
m=0

zm
m∑

k=0

d
(N)
N−k×

× exp
{

α

(
λ2N2 − β

α + β
m2λ2 + 2λ(γ − kλ)

(
N − β

α + β
m

)
+

α

α + β
(γ − λk)2

)}
,

à d
(N)
k , k = 0, N, - êîåôiöi¹íòè ïîëiíîìà

XN (t) =
N∑

k=0

d
(N)
k exp{−αkt},

äëÿ ÿêîãî âèêîíóþòüñÿ óìîâè áiîðòîãîíàëüíîñòi
∞∫

−∞
XN (t) exp

{
βjt− 1

4λ
(αt2 + 2αγt + βt2)

}
dt = 0

äëÿ j = 0, N − 1.

80. Ïîáóäîâà òà äîñëiäæåííÿ ñóìiñíèõ àïðîêñèìàíò Ïàäå. Ìåòîä óçàãàëü-
íåíèõ ìîìåíòíèõ ïðåäñòàâëåíü, ÿê âñòàíîâëåíî â [70], ìîæå áóòè çàñòîñîâàíèì
i äî âèâ÷åííÿ ñóìiñíèõ àïðîêñèìàíò Ïàäå. Ñïåðøó íàâåäåìî äîäàòêîâå îçíà-
÷åííÿ.
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Îçíà÷åííÿ 13 ([43]). Íåõàé F = {fλ(z)}Λλ=1 - íàáið àíàëiòè÷íèõ â îêîëi
òî÷êè z = 0 ôóíêöié. Áóäåìî ãîâîðèòè, ùî äëÿ íàáîðó F iíäåêñ R = [M/N ],
M = (m1,m2, . . . , mΛ), N = (n1, n2, . . . , nΛ), ¹ íîðìàëüíèì, ÿêùî ñóìiñíi àïðîê-
ñèìàíòè Ïàäå íàáîðó F iíäåêñó R iñíóþòü i ¨õ çíàìåííèê QN (z) ìà¹ ñòåïiíü,
ùî äîðiâíþ¹ â òî÷íîñòi |N | = n1 + n2 + . . . + nΛ.

Òåîðåìà 33 ([105]). Íåõàé F - íàáið àíàëiòè÷íèõ â îêîëi òî÷êè z = 0 ôóíêöié
fλ(z), λ = 1, Λ, êîæíà ç ÿêèõ ó âêàçàíîìó îêîëi ïðåäñòàâèìà ñòåïåíåâèì ðÿäîì

fλ(z) =
∞∑

k=0

s
(λ)
k zk,

ïðè÷îìó äëÿ ïîñëiäîâíîñòåé
{

s
(λ)
k

}∞
k=0

, λ = 1,Λ, ìàþòü ìiñöå óçàãàëüíåíi ìî-
ìåíòíi ïðåäñòàâëåííÿ íà äîáóòêó ëiíiéíèõ ïðîñòîðiâ X × Y âèãëÿäó

s
(λ)
k+j =

〈
x

(λ)
k , yj

〉
, k, j = 0,∞. (27)

Òîäi, ÿêùî äëÿ äåÿêîãî íàáîðó R = [M/N ], M = (m1,m2, . . . , mΛ), N =
(n1, n2, . . . , nΛ), òàêîãî ùî mλ ≥ |N | − 1, λ = 1, Λ, iñíó¹ íåòðèâiàëüíèé óçà-
ãàëüíåíèé ïîëiíîì

YN =
|N |∑

j=0

c
(R)
j yj , c

(R)
0 6= 0, c

(R)
|N | 6= 0,

äëÿ ÿêîãî âèêîíóþòüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ áiîðòîãîíàëüíîñòi
〈
x

(λ)
k+mλ−|N |+1, YN

〉
= 0, k = 0, nλ − 1, λ = 1, Λ,

òî iíäåêñ R ¹ íîðìàëüíèì, i ñóìiñíi àïðîêñèìàíòè Ïàäå íàáîðó F iíäåêñó R
ìîæóòü áóòè ïðåäñòàâëåíi ó âèãëÿäi

[M/N ](λ)
F (z) =

Pmλ
(z)

QN (z)
, λ = 1, Λ,

äå

QN (z) =
|N |∑

k=0

c
(R)
k z|N |−k,

Pmλ
(z) =

|N |∑

j=0

c
(R)
j z|N |−j

mλ+j−|N |∑
p=0

s(λ)
p zp, λ = 1, Λ,

Çàóâàæåííÿ. Ó âèïàäêó, êîëè óçàãàëüíåíi ìîìåíòíi ïðåäñòàâëåííÿ (27) ìî-
æóòü áóòè çàïèñàíi ó âèãëÿäi

s
(λ)
k =

〈
Akx

(λ)
0 , y0

〉
, k = 0,∞,
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âiäïîâiäíi ïîõèáêè àïðîêñèìàöi¨ ìîæóòü áóòè ïðåäñòàâëåíi ó âèãëÿäi

fλ(z)− [M/N ](λ)
F (z) =

znλ+mλ+1

QN (z)
〈
R#

z (A)xmλ−|N |+1, YN

〉
.

Òåîðåìà 33 äîçâîëÿ¹ ïîáóäóâàòè i äîñëiäèòè ñóìiñíi àïðîêñèìàíòè Ïàäå
íàáîðó âèðîäæåíèõ ãiïåðãåîìåòðè÷íèõ ôóíêöié.

Òåîðåìà 34 ([105]). Äëÿ ñóìiñíèõ àïðîêñèìàíò Ïàäå íàáîðó ôóíêöié

F = {fλ(z)}Λλ=1 =
{

1F1 (1; νλ + 1; z)− 1
z

}Λ

λ=1

,

νλ − νµ /∈ Z ïðè λ 6= µ, νλ > −1, λ = 1, Λ, áóäü-ÿêèé iíäåêñ R = [M/N ],
M = (m1, m2, . . . , mΛ), N = (n1, n2, . . . , nΛ), òàêèé ùî mλ ≥ |N | − 1, λ = 1, Λ,
¹ íîðìàëüíèì. Ñóìiñíi àïðîêñèìàíòè Ïàäå íàáîðó F âêàçàíèõ iíäåêñiâ ðiâíî-
ìiðíî çáiãàþòüñÿ äî ôóíêöié fλ(z), λ = 1, Λ, íà êîæíîìó êîìïàêòi êîìïëåêñíî¨
ïëîùèíè ïðè |N | → ∞.

Íàâåäåìî ùå îäèí ðåçóëüòàò, ùî ñòîñó¹òüñÿ ïîâåäiíêè çíàìåííèêiâ ñóìiñ-
íèõ àïðîêñèìàíò Ïàäå âèðîäæåíèõ ãiïåðãåîìåòðè÷íèõ ôóíêöié.

Òåîðåìà 35 ([106]). Çíàìåííèêè ñóìiñíèõ àïðîêñèìàíò Ïàäå íàáîðó âèðîä-
æåíèõ ãiïåðãåîìåòðè÷íèõ ôóíêöié

F = {fλ(z)}Λλ=1 =
{

1F1 (1; νλ + 1; z)− 1
z

}Λ

λ=1

,

νλ = ν1 + λ−1
Λ , λ = 1,Λ, ν1 > −1, iíäåêñiâ R̃ = [Ñ/N ], äå Ñ = (|N | − 1, |N | −

1, . . . , |N | − 1), N = (n1, n2, . . . , nΛ), à

nλ =





[
|N |
Λ

]
+ 1 ïðè λ = 1, m,[

|N |
Λ

]
ïðè λ = m + 1, Λ,

à m - îñòà÷à âiä äiëåííÿ |N | íà Λ, ðiâíîìiðíî çáiãàþòüñÿ ïðè |N | → ∞ íà
êîæíîìó êîìïàêòi K ⊂ C

1
|N |!QN (z) → exp

{((
Λ

Λ + 1

)Λ

− 1

)
z

}
.

Çàóâàæåííÿ. Òåîðåìè 34�35 áóëè íåçàëåæíî iíøèì øëÿõîì âñòàíîâëåíi
Ì. äå Áðþiíîì [52, 53].

Ðîçãëÿíåìî òåïåð ñóìiñíi àïðîêñèìàíòè Ïàäå íàáîðó ôóíêöié òèïó Ìiòòàã-
Ëåôôëåðà.

Òåîðåìà 36 ([107]). Äëÿ ñóìiñíèõ àïðîêñèìàíò Ïàäå íàáîðó ôóíêöié òèïó
Ìiòòàã-Ëåôôëåðà

F = {Eρ(z, νλ)}Λλ=1 ,
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ρ(νλ − νµ) /∈ Z ïðè λ 6= µ, νλ > 0, λ = 1, Λ, ρ > 0, áóäü-ÿêèé iíäåêñ R = [M/N ],
M = (m1,m2, . . . , mΛ), N = (n1, n2, . . . , nΛ), òàêèé ùî mλ + 1 ≥ |N | = n1 +
n2 + . . . + nΛ, λ = 1, Λ, ¹ íîðìàëüíèì. Ïðè 0 < ρ ≤ 1 ñóìiñíi àïðîêñèìàíòè
Ïàäå íàáîðó F âêàçàíèõ iíäåêñiâ ðiâíîìiðíî çáiãàþòüñÿ äî ôóíêöié íàáîðó F
íà êîæíîìó êîìïàêòi êîìïëåêñíî¨ ïëîùèíè ïðè |N | → ∞.

Àíàëîãi÷íî ðîçãëÿäàþòüñÿ ñóìiñíi àïðîêñèìàíòè Ïàäå áàçèñíèõ ãiïåðãåî-
ìåòðè÷íèõ ðÿäiâ.

Òåîðåìà 37. Äëÿ ñóìiñíèõ àïðîêñèìàíò Ïàäå íàáîðó ôóíêöié

F =





∞∑

k=0

zk

k+1∏
m=1

(mq + νλqm−1)





Λ

λ=1

,

äå νµ 6= q+q2+. . .+qk+νλqk, k = 0,∞, ïðè λ 6= µ, νλ > −1, λ = 1,Λ, q 6= 1, áóäü-
ÿêèé iíäåêñ R = [M/N ], M = (m1,m2, . . . ,mΛ), N = (n1, n2, . . . , nΛ), òàêèé ùî
mλ + 1 ≥ |N | = n1 + n2 + . . . + nΛ, λ = 1, Λ, ¹ íîðìàëüíèì. Ïðè |q| > 1
ñóìiñíi àïðîêñèìàíòè Ïàäå íàáîðó F âêàçàíèõ iíäåêñiâ ðiâíîìiðíî çáiãàþòüñÿ
äî ôóíêöié íàáîðó F íà êîæíîìó êîìïàêòi êîìïëåêñíî¨ ïëîùèíè ïðè |N | →
∞.

Çàóâàæåííÿ. Ïîáóäîâi òà äîñëiäæåííþ ñóìiñíèõ àïðîêñèìàíò Ïàäå íàáîðiâ
áàçèñíèõ ãiïåðãåîìåòðè÷íèõ ðÿäiâ ïðèñâÿ÷åíi ðîáîòè [55�57].

90. Ïîáóäîâà òà äîñëiäæåííÿ àïðîêñèìàíò Ïàäå�×åáèøåâà. Àïðîêñèìàöi¨
Ïàäå�×åáèøåâà ¹ ÷àñòèííèì âèïàäêîì óçàãàëüíåíèõ àïðîêñèìàöié Ïàäå. Ââå-
äåìî îçíà÷åííÿ äåùî âiäìiííå âiä òîãî, ùî âèïëèâà¹ ç îçíà÷åííÿ 4.

Îçíà÷åííÿ 14. Íåõàé ôóíêöiÿ f ∈ C[−1, 1] ðîçêëàäà¹òüñÿ â ðiâíîìiðíî
çáiæíèé ðÿä Ôóð'¹�×åáèøåâà âèãëÿäó

f(z) =
∞∑

k=0

skTk(z),

äå Tk(z) = cos arccos z - ìíîãî÷ëåíè ×åáèøåâà ïåðøîãî ðîäó. Àïðîêñèìàíòîþ
Ïàäå�×åáèøåâà ôóíêöi¨ f ïîðÿäêó [M/N ] íàçèâà¹òüñÿ ðàöiîíàëüíèé ïîëiíîì

[M/N ]Tf (z) =
PM (z)
QN (z)

∈ R[M/N ],

òàêèé, ùî ìà¹ ìiñöå ðîçêëàä

f(z)QN (z)− PM (z) =
∞∑

k=M+N+1

τkTk(z).
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Òåîðåìà 38 ([108, 109]). Íåõàé ôóíêöiÿ f ðîçêëàäà¹òüñÿ â ðiâíîìiðíî i àá-
ñîëþòíî çáiæíèé ðÿä Ôóð'¹�×åáèøåâà

f(z) =
∞∑

k=0

skTmk+n(z),

äå m ∈ N, n ∈ N∪{0} i ïðè öüîìó äëÿ ïîñëiäîâíîñòi {sk}∞k=0 ìà¹ ìiñöå óçàãàëü-
íåíå ìîìåíòíå ïðåäñòàâëåííÿ

sk+j = 〈xk, yj〉 , k, j = 0,∞,

íà äîáóòêó ëiíiéíèõ ïðîñòîðiâ X òà Y . Íåõàé, êðiì òîãî, ïðè äåÿêèõ M ≥ N,
M, N ∈ N ∪ {0} ¹ âiäìiííèì âiä íóëÿ âèçíà÷íèê

∆[M/N ] = det ‖sM+1+k+j + sM+1+k−j‖N
k,j=0 6= 0.

Òîäi àïðîêñèìàíòà Ïàäå�×åáèøåâà ôóíêöi¨ f ïîðÿäêó [mM + n/mN ] iñíó¹ i
ìà¹ ïðåäñòàâëåííÿ

[mM + n/mN ]Tf (z) =
PmM+n(z)
QmN (z)

,

äå

QmN (z) =
N∑

k=0

c
(N)
k Tmk(z), (12)

PmM+n(z) =
1
2

N∑

k=0

Tmk+n(z)
k∑

j=0

c
(N)
j sk−j +

1
2

N∑

k=0

Tmk+n(z)
k∑

j=k

c
(N)
j sj−k−

−1
2

−[−n/m]−1∑

k=0

Tmk+n(z)
N∑

j=0

c
(N)
j sj−k +

1
2

N∑

k=[−n/m]+1

Tmk+n(z)
N∑

j=0

c
(N)
j sk+j+

+
1
2

M∑

k=N+1

Tmk+n(z)
N∑

j=0

c
(N)
j (sk−j + sk+j),

à êîåôiöi¹íòè c
(N)
k , k = 0, N, âèçíà÷àþòüñÿ ç óìîâ áiîðòîãîíàëüíîñòi äëÿ óçà-

ãàëüíåíîãî ïîëiíîìà

XN =
N∑

k=0

c
(N)
k (xM+1+k + xM+1−k)

âèãëÿäó
〈XN , yj〉 = 0, j = 0, N − 1.
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Òåîðåìà 39. ([108, 109]). Àïðîêñèìàíòè Ïàäå�×åáèøåâà ôóíêöié, ùî ìàþòü
ïðåäñòàâëåííÿ

f(z) =

β∫

α

Tn(z)− tT|n−m|(z)
1− 2tTm(z) + t2

dµ(t),

äå n ∈ N∪{0}, m ∈ N, à µ(t) - íåñïàäíà ôóíêöiÿ, ùî ìà¹ íåñêií÷åííó êiëüêiñòü
òî÷îê çðîñòàííÿ íà ñåãìåíòi [α, β] ⊂ [−1, 1], ïîðÿäêiâ [mM + n/mN ], M ≥ N ≥
0, ìàþòü ïðåäñòàâëåííÿ

[mM + n/mN ]Tf (z) =
PmM+n(z)
QmN (z)

,

äå
QmN (z) =

1
2
UN (2Tm(z)),

PmM+n(z) =
1
2

β∫

α

(
Tn(z)− tT|n−m|(z)
1− 2tTm(z) + t2

(UN (2Tm(z))− UN (t + 1/t))+

+
M∑

k=0

tkTkm+n(z)UN (t + 1/t)

)
dµ(t),

à êîåôiöi¹íòè àëãåáðà¨÷íîãî ìíîãî÷ëåíà UN (t) âèçíà÷àþòüñÿ ç óìîâ áiîðòîãî-
íàëüíîñòi äëÿ ïîëiíîìà XN (t) = tM+1UN (t + 1/t) âèãëÿäó

β∫

α

tkXN (t)dµ(t) = 0, k = 0, N − 1.

100. Ïîáóäîâà òà äîñëiäæåííÿ äâîòî÷êîâèõ àïðîêñèìàíò Ïàäå. Ìà¹ ìiñöå
íàñòóïíèé ðåçóëüòàò, ùî äîçâîëÿ¹ çàñòîñóâàòè óçàãàëüíåíi ìîìåíòíi ïðåäñòàâ-
ëåííÿ äî äâîòî÷êîâèõ àïðîêñèìàöié Ïàäå.

Òåîðåìà 40 ([74]). Íåõàé ôóíêöiÿ f ¹ àíàëiòè÷íîþ â äåÿêié çâ'ÿçíié îáëàñòi
D , ùî ìiñòèòü òî÷êè z = 0 òà z = z0, i ðîçêëàäà¹òüñÿ â öié îáëàñòi â ñòåïåíåâèé
ðÿä

f(z) =
∞∑

k=0

skzk,

i íåõàé äëÿ ïîñëiäîâíîñòi {sk}∞k=0 ìà¹ ìiñöå óçàãàëüíåíå ìîìåíòíå ïðåäñòàâ-
ëåííÿ íà äîáóòêó ëiíiéíèõ ïðîñòîðiâ X òà Y

sk =
〈
Akx0, y0

〉
, k = 0,∞,
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ç ëiíiéíèì îïåðàòîðîì A : X → X , ðåçîëüâåíòíà ôóíêöiÿ ÿêîãî R#
z (A) =

(I − zA)−1, ¹ àíàëiòè÷íîþ â îáëàñòi D . Íåõàé òàêîæ ïðè äåÿêèõ N,M ≥ 0 ¹
âiäìiííèì âiä íóëÿ âèçíà÷íèê

H̃N,M = det ‖s̃k,j+M‖N
k,j=0 6= 0,

äå s̃k = 〈x̃k, y0〉 , à

x̃k =
(
R#

z0
(A)

)k+1
xk =

(
R#

z0
(A)

)k+1
Akx0.

Òîäi, ÿêùî ïîáóäóâàòè íåòðèâiàëüíèé óçàãàëüíåíèé ïîëiíîì

YN =
N∑

j=0

c̃
(N)
j yj =

N∑

j=0

c̃
(N)
j A∗jy0,

äëÿ ÿêîãî âèêîíóþòüñÿ óìîâè áiîðòîãîíàëüíîñòi âèãëÿäó

〈x̃k, YN 〉 = 0, k = 0, N − 1,

òî ðàöiîíàëüíèé ïîëiíîì

[(N + M, N)/N ]f (0, z0; z) =
PN+M (z)
QN (z)

,

äå

QN (z) =
N∑

j=0

c̃
(N)
j zN−j ,

PN+M (z) =
N∑

j=0

c̃
(N)
j zN−j

j+M∑
m=0

smzm,

¹ äâîòî÷êîâîþ àïðîêñèìàíòîþ Ïàäå iíäåêñó [(N + M, N)/N ] â òî÷êàõ 0 òà z0

ôóíêöi¨ f, òîáòî ìàþòü ìiñöå ñïiââiäíîøåííÿ

f(z)− [(N + M, N)/N ]f (0, z0; z) =
{

O(zM+N ) ïðè z → 0,
O

(
(z − z0)N

)
ïðè z → z0.

Ïîõèáêà àïðîêñèìàöi¨ ïðè öüîìó ìîæå áóòè ïðåäñòàâëåíà ó âèãëÿäi

f(z)− [(N + M, N)/N ]f (0, z0; z) =
zN+M (z − z0)N

QN (z)

〈
R#

z (A)
(
R#

z0
(A)

)N
xN , YN

〉
.

Òåîðåìà 41 ([74]). Äâîòî÷êîâi àïðîêñèìàíòè Ïàäå ôóíêöi¨

f(z) =1 F1(1; ν + 1; z), ν > −1,



69

â òî÷êàõ z = 0 òà z = z0 ∈ R iíäåêñó [(N + M, N)/N ], N, M ≥ 0, ìîæóòü áóòè
çàïèñàíi ó âèãëÿäi

[(N + M, N)/N ]f (0, z0; z) =
PN+M (z)
QN (z)

,

äå

QN (z) =
N∑

j=0

(ν + 1)j

j!
d
(N)
j zN−j ,

PN+M (z) =
N∑

j=0

(ν + 1)j

j!
d
(N)
j zN−j

j+M∑
m=0

smzm,

à d
(N)
j - êîåôiöi¹íòè àëãåáðà¨÷íîãî ìíîãî÷ëåíà DN (t) =

N∑
j=0

d
(N)
j tj , îðòîíîðìî-

âàíîãî íà [0, 1] ç âàãîþ ez0(1−t)tM+νdt. Äëÿ ïîõèáêè àïðîêñèìàöi¨ ñïðàâåäëèâà
àñèìïòîòè÷íà ôîðìóëà

f(z)−[(N+M, N)/N ]f (0, z0; z) = Γ(ν+1)z

1∫

0

(
f(zu)−

M−1∑
m=0

smzmum

)
DN (t)ez0(1−t)tνdt×

×
1∫

0

ez(1−t)DN (t)tM+νdt (1 + o(1))

ïðè N → ∞. Äâîòî÷êîâi àïðîêñèìàíòè Ïàäå [(N + M,N)/N ]f (0, z0; z) çáiãà-
þòüñÿ äî f ðiâíîìiðíî íà êîæíîìó êîìïàêòi êîìïëåêñíî¨ ïëîùèíè.

110. Ïîáóäîâà àïðîêñèìàíò Ïàäå�Åðìiòà.
Òåîðåìà 42 ([70]). Íåõàé àíàëiòè÷íi ôóíêöi¨ fλ(z), λ = 1, Λ, ç íàáîðó F

ðîçêëàäàþòüñÿ â îêîëi òî÷êè z = 0 â ñòåïåíåâi ðÿäè

fλ(z) =
∞∑

k=0

s
(λ)
k zk,

i ïðè öüîìó äëÿ ïîñëiäîâíîñòåé
{

s
(λ)
k

}∞
k=0

, λ = 1, Λ, ìàþòü ìiñöå óçàãàëüíåíi
ìîìåíòíi ïðåäñòàâëåííÿ íà äîáóòêó ëiíiéíèõ ïðîñòîðiâ X × Y âèãëÿäó

s
(λ)
k+j =

〈
xk, y

(λ)
j

〉
, k, j = 0,∞.

Òîäi ïîëiíîìè Ïàäå�Åðìiòà íàáîðó F iíäåêñó [M ], M = (m,m, . . . ,m), |M | =
Λm, ìîæóòü áóòè ïðåäñòàâëåíi ó âèãëÿäi

[M ](λ)
F (z) =

m∑

j=0

c
(m)
j,λ zm−j ,
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äå êîåôiöi¹íòè c
(m)
j,λ , j = 0,m, λ = 1,Λ, çàäîâiëüíÿþòü ëiíiéíèì îäíîðiäíèì

ðiâíÿííÿì
Λ∑

λ=1

m∑

j=1

c
(m)
j,λ zm−j

j−1∑

k=0

s
(λ)
k zk ≡ 0,

〈
xk,

Λ∑

λ=1

m∑

j=0

c
(m)
j,λ y

(λ)
j

〉
= 0

ïðè k = 0, (m + 1)(Λ− 1)− 1. Ïðè öüîìó áóäå ìàòè ìiñöå ðiâíiñòü
Λ∑

λ=1

fλ(z)[M ](λ)
F (z) = zm

〈 ∞∑

k=0

zkxk, YM

〉
,

äå

YM =
Λ∑

λ=1

m∑

j=0

c
(m)
j,λ y

(λ)
j .
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