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ÓÇÀÃÀËÜÍÅÍI ÌÎÌÅÍÒÍI ÇÎÁÐÀÆÅÍÍß ÒÀ

ÁÀÃÀÒÎÒÎ×ÊÎÂI ÀÏÐÎÊÑÈÌÀÖI� ÏÀÄÅ

Using the method of generalized moment representations [3] approach is developed to construction and

investigation of multipoint Pad�e approximants.

Ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäà îáîáùåííûõ ìîìåíòíûõ ïðåäñòàâëåíèé ðàçðàáîòàí ïîäõîä ê ïîñòðîåíèþ è èçó-

÷åíèþ ìíîãîòî÷å÷íûõ àïïðîêñèìàöèé Ïàäå.

Ïîðÿä ç êëàñè÷íèìè àïðîêñèìàöiÿìè Ïàäå îäíèì ç âàæëèâèõ àïàðàòiâ
ðàöiîíàëüíîãî íàáëèæåííÿ ôóíêöié ¹ òàê çâàíi áàãàòîòî÷êîâi àïðîêñèìàöi¨
Ïàäå.

Îçíà÷åííÿ 1 (äèâ. [1, ñ.289]). Íåõàé z1, z2, . . . , zR ∈ D � äåÿêi òî÷êè, ùî
íàëåæàòü çâ'ÿçíié ïiäìíîæèíi D êîìïëåêñíî¨ ïëîùèíè, M òà N -íåâiä'¹ìíi
öiëi ÷èñëà, à L = (l1, l2, . . . , lR) � âåêòîð ç äîäàòíèìè öiëèìè êîîðäèíàòàìè

òàêèìè, ùî
R∑

r=1
lr = M + N + 1. Áóäåìî ãîâîðèòè, ùî ðàöiîíàëüíà ôóíêöiÿ

[M/N ]Lf (z1, . . . , zR; z) =
PM(z)

QN(z)
, (1)

äå PM(z) òà QN(z) - àëãåáðà¨÷íi ìíîãî÷ëåíè ñòåïåíiâ ≤ M òà ≤ N âiäïîâiäíî,
¹ áàãàòîòî÷êîâîþ (àáî æ R-òî÷êîâîþ) àïðîêñèìàíòîþ Ïàäå ïîðÿäêó [M/N ]

â òî÷êàõ z1, z2, . . . , zR iíäåêñó L ôóíêöi¨ f, àíàëiòè÷íî¨ â îáëàñòi D , ÿêùî

f(z)− [M/N ]f(z1, . . . , zR; z) = O((z − zr)
lr) (2)

ïðè z → zr, r = 1, R.

Î÷åâèäíî, ùî ïðè R = 1 i z1 = 0 öå îçíà÷åííÿ çáiãà¹òüñÿ ç îçíà÷åííÿì êëà-
ñè÷íèõ àïðîêñèìàöié Ïàäå (äèâ. [1, ñ.292]). Â ðiçíèõ ïóáëiêàöiÿõ áàãàòîòî÷-
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êîâi àïðîêñèìàíòè Ïàäå íàçèâàþòüñÿ òàêîæ ðàöiîíàëüíèìè iíòåðïîëÿíòàìè,
àïðîêñèìàíòàìè Íüþòîíà�Ïàäå òà ií.

Â ðîáîòi [2] áóëî îïèñàíî ïiäõiä äî ïîáóäîâè òà âèâ÷åííÿ äâîòî÷êîâèõ
àïðîêñèìàöié Ïàäå, ùî áàçó¹òüñÿ íà çàñòîñóâàííi óçàãàëüíåíèõ ìîìåíòíèõ
çîáðàæåíü Â. Ê. Äçÿäèêà [3]. Íàâåäåìî âiäïîâiäíå îçíà÷åííÿ.

Îçíà÷åííÿ 2. Óçàãàëüíåíèì ìîìåíòíèì çîáðàæåííÿì ÷èñëîâî¨ ïîñëiäîâíî-
ñòi {sk}∞k=0 íà äîáóòêó ëiíiéíèõ ïðîñòîðiâ X òà Y íàçèâà¹òüñÿ äâîïàðàìåò-
ðè÷íà ñóêóïíiñòü ðiâíîñòåé

sk+j = 〈xk, yj〉, k, j = 0,∞, (3)

äå xk ∈ X , k = 0,∞, yj ∈ Y , j = 0,∞, à 〈., .〉 - áiëiíiéíà ôîðìà, âèçíà÷åíà
íà X × Y .

Áóäåìî ãîâîðèòè, ùî óçàãàëüíåíå ìîìåíòíå çîáðàæåííÿ âèãëÿäó (3) âèçíà-
÷åíå íà áàíàõîâîìó ïðîñòîði X , ÿêùî xk ∈ X , k = 0,∞, yj ∈ X ∗, j = 0,∞,

i 〈x, y〉 = y(x), äå y(x) � çíà÷åííÿ ôóíêöiîíàëó y ∈ X ∗ íà åëåìåíòi x ∈ X .

Ëåãêî áà÷èòè, ùî ÿêùî â (3) X = Y = L2[∆, dµ] � ãiëüáåðòiâ ïðîñòið
ôóíêöié, ñóìîâíèõ ç êâàäðàòîì çà ìiðîþ dµ íà ìíîæèíi ∆ ⊂ R, 〈x, y〉 =
∫
∆

x(t)y(t)dµ(t), çà åëåìåíòè xk âèáðàòè ôóíêöi¨ xk(t) = tk, k = 0,∞, à çà

åëåìåíòè yj âèáðàòè ôóíêöi¨ yj(t) = tj, j = 0,∞, òî îòðèìà¹ìî çîáðàæåííÿ,
åêâiâàëåíòíå êëàñè÷íié ïðîáëåìi ìîìåíòiâ.

Ó âèïàäêó, êîëè â ïðîñòîði X iñíó¹ ëiíiéíèé îïåðàòîð A : X → X

òàêèé, ùî
Axk = xk+1, k = 0,∞, (4)

à ó ïðîñòîði Y iñíó¹ ëiíiéíèé îïåðàòîð A∗ : Y → Y òàêèé, ùî

〈Ax, y〉 = 〈x,A∗y〉 ∀x ∈ X , y ∈ Y ,

(áóäåìî íàçèâàòè îïåðàòîð A∗ ñïðÿæåíèì äî îïåðàòîðà A âiäíîñíî áiëiíiéíî¨
ôîðìè 〈, ., 〉) òî çîáðàæåííÿ (3) åêâiâàëåíòíå çîáðàæåííþ

sk = 〈Akx0, y0〉, k = 0,∞. (5)
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Ïðè öüîìó òâiðíà ôóíêöiÿ f ïîñëiäîâíîñòi {sk}∞k=0 âèãëÿäó

f(z) =
∞∑

k=0

skz
k (6)

ïðè äîäàòêîâèõ ïðèïóùåííÿõ ïðî çáiæíiñòü ðÿäiâ áóäå ìàòè çîáðàæåííÿ

f(z) = 〈R#
z (A)x0, y0〉, (7)

äå R#
z (A) = (I − zA)−1 � ðåçîëüâåíòíà ôóíêöiÿ îïåðàòîðà A.

Ìà¹ ìiñöå íàñòóïíèé ðåçóëüòàò, ùî óçàãàëüíþ¹ òåîðåìó 5.1 ç [2] íà âèïàäîê
áàãàòîòî÷êîâèõ àïðîêñèìàöié Ïàäå.

Òåîðåìà. Íåõàé ôóíêöiÿ f àíàëiòè÷íà â äåÿêié çâ'ÿçíié îáëàñòi D, ùî
ìiñòèòü òî÷êè z0 := 0, z1, . . . , zR i çîáðàæåíà â öié îáëàñòi ñòåïåíåâèì ðÿäîì
(6), äëÿ ïîñëiäîâíîñòi {sk}∞k=0 ìà¹ ìiñöå óçàãàëüíåíå ìîìåíòíå çîáðàæåííÿ
íà äîáóòêó ëiíiéíèõ ïðîñòîðiâ X òà Y

sk+j = 〈xk, yj〉, k, j = 0,∞, (8)

i ïðè öüîìó ðÿä
∞∑

k=0
xkz

k çáiãà¹òüñÿ â îáëàñòi D äî àíàëiòè÷íî¨ ôóíêöi¨ Φ :

D → X , ÿêà â îêîëàõ òî÷îê z1, z2, . . . , zR ìà¹ çîáðàæåííÿ ó âèãëÿäi çáiæíèõ
ðÿäiâ Φ(z) =

∞∑
k=0

x
(r)
k (z − zr)

k, r = 1, R. Íåõàé òàêîæ äëÿ äåÿêèõ M,N ∈ Z+,

M ≥ N − 1 i äåÿêîãî iíäåêñó L = (l0, l1, . . . , lR), l0 ≥ M + 1 âèçíà÷íèê

H
(L)
N,M =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

sM+1−N sM+2−N . . . sM

. . . . . .

sl0−N−1 sl0−N . . . sl0−2

s
(1)
0,M+1−N s

(1)
0,M+2−N . . . s

(1)
0,M

. . . . . .

s
(1)
l1−1,M+1−N s

(1)
l1−1,M+2−N . . . s

(1)
l1−1,M

. . . . . .

s
(R)
lR−1,M+1−N s

(R)
lR−1,M+2−N . . . s

(R)
lR−1,M

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

,

äå s
(r)
k,j = 〈x(r)

k , yj〉, ¹ âiäìiííèì âiä íóëÿ.
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Òîäi (R + 1)�òî÷êîâà àïðîêñèìàíòà Ïàäå ïîðÿäêó [M, N ] â òî÷êàõ
z1, z2, . . . , zR iíäåêñó L ôóíêöi¨ f ìîæå áóòè çàïèñàíà ó âèãëÿäi

[M/N ]Lf (z0, z1, . . . , zr; z) =
PM(z)

QN(z)
,

äå

QN(z) =
N∑

j=0

c
(N)
j zN−j, PM(z) =

N∑
j=1

c
(N)
j zN−j

M−N+j∑
m=0

smzm,

à êîåôiöi¹íòè c
(N)
j , j = 0, N, âèçíà÷àþòüñÿ ç óìîâ 〈x(r)

k , YN〉 = 0, k =

0, lr − 1, r = 1, R, òà 〈xk, YN〉 = 0, k = 0, l0 −M − 2, â ÿêèõ íåòðèâiàëüíèé

óçàãàëüíåíèé ïîëiíîì YN ìà¹ âèãëÿä YN =
N∑

j=0
c
(N)
j yj+M+1−N . ßêùî çà âêà-

çàíèõ óìîâ â ëiíiéíîìó íîðìîâàíîìó ïðîñòîði X iñíó¹ ëiíiéíèé îáìåæåíèé
îïåðàòîð A, òàêèé ùî Axk = xk+1, k = 0,∞ i â îáëàñòi D ¹ àíàëiòè÷íîþ éîãî
ðåçîëüâåíòíà ôóíêöiÿ R#

z (A) = (I−zA)−1, òî ïîõèáêà (R+1)�òî÷êîâî¨ àïðîê-
ñèìàöi¨ Ïàäå ïîðÿäêó [M/N ] â òî÷êàõ z1, z2, . . . , zR iíäåêñó L = (l0, l1, . . . , lR)

ôóíêöi¨ f ìîæå áóòè çîáðàæåíà ó âèãëÿäi

f(z)− [M/N ]Lf (z) =
zM+1(z − zr)

lr

QN(z)
〈[R#

zr
(A)

]lr
R#

z (A)x0, YN〉,

à â îêîëi òî÷êè z0 = 0 � ó âèãëÿäi

f(z)− [M/N ]Lf (z) =
zl0

QN(z)
〈R#

z (A)xl0−M−1, YN〉.

Äîâåäåííÿ. Íà îñíîâi (8) çàïèøåìî

sk+j+M+1−N = 〈xk, yj+M+1−N〉, k, j = 0,∞. (9)

Ïîìíîæèìî ðiâíîñòi (9) íà zk i ïðîñóìó¹ìî ¨õ ïî k âiä 0 äî ∞. Çëiâà îòðè-
ìà¹ìî ∞∑

k=0

sk+j+M+1−Nzk =
∞∑

k=j+M+1−N

skz
k−j−M−1+N =

=
1

zj+M+1−N

(
f(z)−

j+M−N∑
m=0

skz
k

)
. (10)
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Ñïðàâà áóäåìî ìàòè
∞∑

k=0

zk〈xk, yj+M+1−N〉 = 〈Φ(z), yj+M+1−N〉. (11)

Ïîìíîæèìî ðiâíîñòi (10) òà (11) íà c
(N)
j , j = 0, N, i ïðîñóìó¹ìî ¨õ ïî j âiä 0

äî N

N∑
j=0

f(z)−
j+M−N∑

m=0
skz

k

zj+M+1−N
=

1

zM+1 {f(z)QN(z)− PM(z)} . (12)

Ñïðàâà îòðèìà¹ìî
N∑

j=0

〈Φ(z), yj+M+1−N〉 = 〈Φ(z), YN〉 =

=





O
(
(z − zr)

l
r

)
ïðè z → zr, r = 1, R,

O
(
zl0−M−1

)
ïðè z → 0.

(13)

Ç (12) òà (13) âèïëèâà¹ ïåðøå òâåðäæåííÿ òåîðåìè. Ëåãêî áà÷èòè, ùî

R#
z (A) = (I − zA)−1 = (I − (z − zr)A− zrA)−1 =

= R#
zr

(A)(I − (z − zr)AR#
zr

(A))−1 = R#
zr

(A)
∞∑

k=0

(z − zr)
k
[
AR#

zr
(A)

]k
.

Îòæå ìà¹ìî

x
(r)
k = R#

zr
(A)

[
AR#

zr
(A)

]k
x0 =

[
R#

zr
(A)

]k+1
xk.

Çâiäñè îòðèìà¹ìî

f(z)− [M/N ]Lf (z) =
zM+1

QN(z)
〈R#

z (A)x0, YN〉 =

=
zM+1

QN(z)
〈R#

zr
(A)

∞∑

k=0

(z − zr)
k
[
AR#

zr
(A)

]k
x0, YN〉 =

=
zM+1

QN(z)
〈R#

zr
(A)

∞∑

k=lr

(z − zr)
k
[
AR#

zr
(A)

]k
x0, YN〉 = .
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=
zM+1

QN(z)
(z − zr)

lr〈R#
zr

(A)
∞∑

k=0

(z − zr)
k
[
AR#

zr
(A)

]lr+k
x0, YN〉 =

=
zM+1(z − zr)

lr

QN(z)
〈[R#

zr
(A)

]lr
R#

z (A)x0, YN〉.
Â îêîëi æ òî÷êè z0 = 0 îòðèìà¹ìî

f(z)− [M/N ]Lf (z) =
zM+1

QN(z)
〈R#

z (A)x0, YN〉 =
zM+1

QN(z)
〈
∞∑

k=0

zkAkx0, YN〉 =

=
zM+1+l0−N−1

QN(z)
〈
∞∑

k=0

zkAk+l0−M−1x0, YN〉 =

=
zl0

QN(z)
〈Al0−M−1R#

z (A)x0, YN〉 =
zl0

QN(z)
〈R#

z (A)xl0−M−1, YN〉.
Òåîðåìó äîâåäåíî.

Ðîçãëÿíåìî òåïåð áàãàòîòî÷êîâi àïðîêñèìàíòè Ïàäå âèðîäæåíî¨ ãiïåðãåî-
ìåòðè÷íî¨ ôóíêöi¨ f(z) = 1F1(1;ν+1;z)−1

z , ν > −1. Íà îñíîâi òåîðåìè 2.2 ç [4]
ìîæíà çðîáèòè âèñíîâîê, ùî äëÿ êîåôiöi¹íòiâ ñòåïåíåâîãî ðîçâèíåííÿ öi¹¨
ôóíêöi¨ sk = 1

(ν+1)k+1
, k = 0,∞, ìà¹ ìiñöå óçàãàëüíåíå ìîìåíòíå çîáðàæåííÿ

íà äîáóòêó ïðîñòîðiâ C[0, 1]× L[0, 1] âèãëÿäó

sk+j =

1∫

0

tk

k!
· (1− t)j+ν

(ν + 1)j
dt, k, j = 0,∞.

Îòæå, â öüîìó âèïàäêó (Φ(z)x0) (t) =
(
R#

z (A)x0
)
(t) =

∞∑
k=0

zktk

k! = ezt. Ëåãêî

áà÷èòè, ùî ezt = e(z−zr)t+zrt = ezrt
∞∑

k=0

(z−zr)ktk

k! , i x
(r)
k = ezrt tk

k! , k = 0,∞. Îòæå,

äëÿ ïîáóäîâè áàãàòîòî÷êîâèõ àïðîêñèìàíò Ïàäå ôóíêöi¨ f(z) = 1F1(1;ν+1;z)−1
z ,

ν > −1, ïîðÿäêó [M/N ] â òî÷êàõ z0 = 0, z1, . . . , zr iíäåêñó L = (l0, l1, . . . , lR)

ïîòðiáíî áóäå çíàéòè íåòðèâiàëüíèé óçàãàëüíåíèé ïîëiíîì

YN(t) =
N∑

j=0

c
(N)
j

(1− t)j+ν

(ν + 1)j
,
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äëÿ ÿêîãî âèêîíóþòüñÿ óìîâè áiîðòîãîíàëüíîñòi
1∫

0

ezrt
tk

k!
YN(t)dt = 0, k = 0, lr − 1, r = 1, R,

òà
1∫

0

tk

k!
YN(t)dt = 0, k = 0, l0 −M − 1.

Îñêiëüêè ñèñòåìà ôóíêöié {ezrt}R
r=0 ¹ AT�ñèñòåìîþ (äèâ. [5]) íà [0, 1], ÿêùî

òiëüêè ÷èñëà zr ¹ äiéñíèìè i ðiçíèìè ìiæ ñîáîþ, òî òàêèé íåòðèâiàëüíèé
óçàãàëüíåíèé ïîëiíîì äiéñíî iñíó¹ i ìà¹ íà (0, 1) ðiâíî N ïðîñòèõ íóëiâ. Öå
äà¹ çìîãó âñòàíîâèòè íàñòóïíèé ðåçóëüòàò.

Òâåðäæåííÿ. (R+1)�òî÷êîâà àïðîêñèìàíòà Ïàäå ôóíêöi¨ f(z) = 1F1(1;ν+1;z)−1
z ,

ν > −1, ïîðÿäêó [M/N ], M ≥ N − 1, â òî÷êàõ z0 = 0, z1, . . . , zr ∈ R iíäåêñó
L = (l0, l1, . . . , lR), l0 ≥ M + 1, ìîæå áóòè çîáðàæåíà ó âèãëÿäi

[M/N ]Lf (z0, z1, . . . , zr; z) =
PM(z)

QN(z)
,

äå

QN(z) =
N∑

j=0

c
(N)
j zN−j, PM(z) =

N∑

j=0

c
(N)
j zN−j

M−N+j∑
m=0

1

(ν + 1)m+1
zm,

à êîåôiöi¹íòè c
(N)
j , j = 0, N, âèçíà÷àþòüñÿ ç óìîâ

1∫

0

ezrt
tk

k!

N∑
j=0

c
(N)
j

(1− t)j+ν

(ν + 1)j
dt = 0,

äëÿ k = 0, lr − 1, r = 1, R; k = 0, l0 −N − 2, r = 0. Ïðè N → ∞ öi àïðîê-
ñèìàíòè áóäóòü çáiãàòèñÿ äî íàáëèæóâàíî¨ ôóíêöi¨ ðiâíîìiðíî íà êîæíîìó
êîìïàêòi êîìïëåêñíî¨ ïëîùèíè.
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