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ÒÅÎÐÅÌÛ ÑÓÙÅÑÒÂÎÂÀÍÈß ÎÁÎÁÙÅÍÍÛÕ
ÌÎÌÅÍÒÍÛÕ ÏÐÅÄÑÒÀÂËÅÍÈÉ

Â 1981 ã. Â.Ê. Äçÿäûê [1] ïðåäëîæèë ïîíÿòèå îáîáùåííûõ ìîìåíòíûõ ïðåä-
ñòàâëåíèé ÷èñëîâûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, êîòîðîå îêàçàëîñü âåñüìà ïîëåçíûì
äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ ïîñòðîåíèÿ è èññëåäîâàíèÿ ïîâåäåíèÿ àïïðîêñèìàöèé Ïàäå
ìíîãèõ ýëåìåíòàðíûõ è ñïåöèàëüíûõ ôóíêöèé [2-3]. Ïðèâåäåì ñîîòâåòñòâóþ-
ùåå îïðåäåëåíèå.

Îïðåäåëåíèå 1. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè êîìïëåêñ-
íûõ ÷èñåë {sk}∞k=0 ïîñòðîåíî îáîáùåííîå ìîìåíòíîå ïðåäñòàâëåíèå íà ïðî-
èçâåäåíèè ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâ X è Y , åñëè èçâåñòíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
{xk}∞k=0 ⊂ X , {yj}∞j=0 ⊂ Y è áèëèíåéíàÿ ôîðìà 〈., .〉, îïðåäåëåííàÿ íà X ×Y ,

òàêèå ÷òî ∀k, j = 0,∞ ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

sk+j = 〈xk, yj〉. (1)

Â ñëó÷àå, êîãäà â ïðîñòðàíñòâå X ñóùåñòâóåò òàêîé ëèíåéíûé îïåðàòîð
A : X 7→ X , ÷òî

Axk = xk+1, k = 0,∞,

à â ïðîñòðàíñòâå Y ñóùåñòâóåò ëèíåéíûé îïåðàòîð A∗ : Y 7→ Y , òàêîé ÷òî

〈Ax, y〉 = 〈x,A∗y〉, ∀x ∈ X , ∀y ∈ Y ,

(áóäåì íàçûâàòü îïåðàòîð A∗ ñîïðÿæåííûì ê îïåðàòîðó A îòíîñèòåëüíî áèëè-
íåéíîé ôîðìû 〈., .〉), ïðåäñòàâëåíèå (1) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

sk = 〈Akx0, y0〉, k = 0,∞. (2)

Ïðè ýòîì, åñëè ïðîñòðàíñòâà X è Y ÿâëÿþòñÿ íîðìèðîâàííûìè è â íåêîòî-
ðîé îáëàñòè D ∈ C, ñîäåðæàùåé íà÷àëî êîîðäèíàò, ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ ðÿä
∞∑

k=0

zkAkx0, òî ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ f ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {sk}∞k=0, îïðåäå-

ëÿåìàÿ ðÿäîì f(z) :=
∞∑

k=0

skzk, áóäåò èìåòü ïðåäñòàâëåíèå

f(z) = 〈R#
z (A)x0, y0〉, (3)
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ãäå R#
z (A) = (I − zA)−1, à I - òîæäåñòâåííûé â X îïåðàòîð.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî, åñëè ïîëîæèòü X = Y = L [∆, dµ] - ãèëüáåðòîâî ïðî-
ñòðàíñòâî ôóíêöèé, ñóììèðóåìûõ ñ êâàäðàòîì ïî ìåðå dµ íà áîðåëåâñêîì ìíî-
æåñòâå ∆ ⊂ R, 〈x, y〉 =

∫
∆

x(t)y(t)dµ(t), â êà÷åñòâå ýëåìåíòîâ xk è yj âûáðàòü

ñòåïåííûå ôóíêöèè xk(t) = yk(t) = tk, k = 0,∞, òî ïðåäñòàâëåíèå (1) ýêâè-
âàëåíòíî êëàññè÷åñêîé ïðîáëåìå ìîìåíòîâ íà ∆ (ñì., íàïðèìåð, [4]). Êàê èç-
âåñòíî, äëÿ ðàçðåøèìîñòè êëàññè÷åñêîé ïðîáëåìû ìîìåíòîâ ñ íåóáûâàþùåé
ôóíêöèåé µ, èìåþùåé áåñêîíå÷íîå ÷èñëî òî÷åê ðîñòà, íåîáõîäèìûì óñëîâèåì
ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíîñòü îïðåäåëèòåëåé Ãàíêåëÿ

HN = det ‖sk+j‖N
k,j=0 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

s0 s1 · · · sN

s1 s2 · · · sN+1

. . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . .
sN sN+1 · · · s2N

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

> 0, N = 0,∞.

Ïðè ýòîì, åñëè ââåñòè îïåðàòîð A, äåéñòâóþùèé â L [∆, dµ] ïî ïðàâèëó

(Ax)(t) = tx(t),

òî ñ ó÷åòîì ââåäåííûõ îáîçíà÷åíèé ïðåäñòàâëåíèå (3) èìååò âèä

f(z) =
∫

∆

dµ(t)
1− zt

.

Ôóíêöèè, èìåþùèå òàêèå ïðåäñòàâëåíèÿ, íàçûâàþòñÿ ìàðêîâñêèìè ôóíêöèÿ-
ìè.

Âìåñòå ñ òåì ìíîæåñòâî ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, èìåþùèõ ïðåäñòàâëåíèÿ âè-
äà (1)-(2), à ñîîòâåòñòâåííî è ôóíêöèé, ïðåäñòàâèìûõ â âèäå (3) íå îãðàíè÷è-
âàåòñÿ ñëó÷àåì êëàññè÷åñêîé ïðîáëåìû ìîìåíòîâ. Ïðèâåäåì ñîîòâåòñòâóþùèå
ïðèìåðû.

Ïðèìåð 1. Â ïðîñòðàíñòâå íåïðåðûâíûõ íà îòðåçêå [0; 1] ôóíêöèé X =
C[0, 1] ðàñìîòðèì ëèíåéíûé îãðàíè÷åííûé îïåðàòîð A, äåéñòâóþùèé ïî ïðà-
âèëó

(Aϕ)(t) =

t∫

0

ϕ(τ)dτ,

äëÿ êîòîðîãî

(R#
z (A)ϕ)(t) = ϕ(t) + z

t∫

0

ϕ(τ)ez(t−τ)dτ.

Ñòåïåíè îïåðàòîðà A çàïèøóòñÿ â âèäå

(Akϕ)(t) =

t∫

0

(t− τ)k−1

(k − 1)!
ϕ(τ)dτ, k = 1,∞.



3

Ïîëîæèì òåïåðü x0(t) ≡ 1, y0(t) ≡ 1, 〈x, y〉 =
1∫
0

x(t)y(t)dt. Òîãäà

sk = 〈Akx0, y0〉 =

1∫

0

(Akx0)(t)dt =

1∫

0

tk

k!
dt =

1
(k + 1)!

,

f(z) =
∞∑

k=0

skzk =
ez − 1

z
.

Îáîáùåííîå ìîìåíòíîå ïðåäñòàâëåíèå èìååò âèä

sk+j =
1

(k + j + 1)!
=

1∫

0

tk

k!
(1− t)j

j!
dt, k, j = 0,∞.

Ïîñêîëüêó ïîëó÷åííàÿ ôóíêöèÿ f ÿâëÿåòñÿ öåëîé è îòëè÷íà îò àëãåáðàè÷å-
ñêîãî ìíîãî÷ëåíà, òî äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè êëàññè÷åñêàÿ
ïðîáëåìà ìîìåíòîâ íå ðàçðåøèìà (ñì. [5, Ãë.VII, �2, ï.40]).

Ïðèìåð 2. Ðàññìîòðèì â ïðîñòðàíñòâå X = C[0; 1] îïåðàòîð A, äåéñòâóþ-
ùèé ïî ïðàâèëó

(Aϕ)(t) = κ
t∫

0

ϕ(τ)dτ + tϕ(t),

êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé îïåðàòîðà èíòåãðèðîâàíèÿ, ðàññìîò-
ðåííîãî â ïðåäûäóùåì ïðèìåðå, è îïåðàòîðà óìíîæåíèÿ íà íåçàâèñèìóþ ïå-
ðåìåííóþ, ñîîòâåòñòâóþùåãî êëàññè÷åñêîé ñòåïåííîé ïðîáëåìå ìîìåíòîâ íà
ñåãìåíòå [0; 1]. Òîãäà, ðåøàÿ ñîîòâåòñòâóþùåå ëèíåéíîå èíòåãðàëüíîå óðàâíå-
íèå, ïîëó÷èì

(R#
z (A)ϕ)(t) = ((I − zA)−1ϕ)(t) =

ϕ(t)
1− zt

+ κz

t∫

0

ϕ(t)
(1− τz)κ−1

(1− tz)κ+1
dτ.

Ïîñêîëüêó â îêðåñòíîñòè íóëÿ R#
z (A) =

∑∞
k=0 zkAk, òî, ðàñêëàäûâàÿ ïðåäû-

äóùåå ðàâåíñòâî ïî ñòåïåíÿì z, íàõîäèì, ÷òî ñòåïåíè îïåðàòîðà A äåéñòâóþò
ïî ïðàâèëàì

(Akϕ)(t) = κ
t∫

0

ϕ(τ)
k−1∑
m=0

(−κ+ 1)m(κ+ 1)k−1−m

m!(k −m− 1)!
τmtk−m−1dτ+tkϕ(t), k = 1,∞,

ãäå ÷åðåç (α)k îáîçíà÷åí ñèìâîë Ïîõãàììåðà:

(α)k := α(α + 1) · . . . · (α + k − 1) ïðè k ≥ 1,

(α)0 := 1.
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Ïîëîæèì òåïåðü x0(t) ≡ 1, y0(t) ≡ 1, 〈x, y〉 =
1∫
0

x(t)y(t)dt. Òîãäà

f(z) =

1∫

0

(R#
z (A)x0)(t)dt =

1∫

0

1
(1− zt)κ+1

dt =
(1− z)−κ − 1

κz
.

Ó÷èòûâàÿ èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå äëÿ ãèïåðãåîìåòðè÷åñêîé ôóíêöèè Ãàóñ-
ñà (ñì.[6, ï.15.3.1])

f(z) =
(1− z)−κ − 1

κz
=2 F1(1,κ+ 1; 2; z) =

1∫

0

1
1− zt

tκ(1− t)−κ

Γ(κ+ 1)Γ(−κ+ 1)
dt

âèäèì, ÷òî ïðè |κ| < 1 ïîëó÷åííàÿ ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ ìàðêîâñêîé. Ïðåäïîëî-
æèì, ÷òî òàê áóäåò è ïðè äðóãèõ çíà÷åíèÿõ κ, ò.å.

f(z) =
(1− z)−κ − 1

κz
=

∫

∆

dµ(t)
1− zt

.

Òîãäà
(1− z)−κ = 1 + κz

∫

∆

dµ(t)
1− zt

,

îòêóäà ïðè z = iy, y ∈ R, ïîëó÷èì

(1 + y2)−κ/2

{
sin

(
κ arcsin

1√
1 + y2

)
+ i cos

(
κ arcsin

1√
1 + y2

)}
=

= 1− κy2

∫

∆

tdµ(t)
1 + t2y2

+ iκy

∫

∆

dµ(t)
1 + t2y2

.

Ñðàâíèâàÿ ïîâåäåíèå ìíèìûõ ÷àñòåé ïðè y →∞, çàêëþ÷àåì, ÷òî −1 ≤ κ ≤ 1.
Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷åííàÿ ôóíêöèÿ ïðè |κ| > 1 ìàðêîâñêîé íå ÿâëÿåòñÿ. Ïðè
ýòîì îáîáùåííîå ìîìåíòíîå ïðåäñòàâëåíèå èìååò âèä

sk+j =
(κ+ 1)k+j

(k + j + 1)!
=

=

1∫

0

(κ+ 1)ktk

k!
·

j∑
m=0

(−κ+ 1)m(κ)j−m

m!(j −m)!
tmdt, k, j = 0,∞.

Ñ ó÷åòîì ýòîãî âàæíûì ÿâëÿåòñÿ âîïðîñ îá óñëîâèÿõ ñóùåñòâîâàíèÿ ïðåä-
ñòàâëåíèé âèäà (1). Àâòîðîì è Â.Ê. Äçÿäûêîì [2] áûë óñòàíîâëåí ñëåäóþùèé
ðåçóëüòàò.



5

Òåîðåìà 1. Ïóñòü H � áåñêîíå÷íîìåðíîå ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî è {ek}∞k=0

� ïðîèçâîëüíàÿ îðòîíîðìèðîâàííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü â íåì. Òîãäà äëÿ òîãî,
÷òîáû ÷èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {sk}∞k=0 èìåëà â H îáîáùåííîå ìîìåíòíîå
ïðåäñòàâëåíèå âèäà

sk+j = 〈xk, yj〉, k, j = 0,∞, (4)

ãäå

〈x, y〉 =
∞∑

m=0

(x, em)(y, em),

à ýëåìåíòû xk, k = 0,∞, è yj , j = 0,∞, èìåþò âèä

xk =
k∑

m=0

α(k)
m em, yj =

j∑
m=0

β(j)
m em, (5)

è ïðè ýòîì α
(k)
k 6= 0, k = 0,∞, β

(j)
j 6= 0, j = 0,∞, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî,

÷òîáû âñå îïðåäåëèòåëè Ãàíêåëÿ

HN := H0,N = det‖sk+j‖N
k,j=0

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {sk}∞k=0 áûëè îòëè÷íûìè îò 0.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðåäñòàâëåíèå (4) ñóùåñòâóåò. Òîãäà

sk+j = 〈xk, yj〉 =

〈
k∑

m=0

α(k)
m em,

j∑
m=0

β(j)
m em

〉
=

=
min{k,j}∑

m=0

α(k)
m β(j)

m , k = 0,∞. (6)

Ðàññìîòðèì ïðè êàæäîì N = 0,∞ äâå òðåóãîëüíûå ìàòðèöû

AN =




α
(0)
0 0 · · · 0

α
(1)
0 α

(1)
1 · · · 0

· · · · · · · · · · · ·
· · · · · · · · · · · ·

α
(N)
0 α

(N)
1 · · · α

(N)
N




è

BN =




β
(0)
0 β

(1)
0 . . . β

(N)
0

0 β
(1)
1 . . . β

(N)
1

· · · · · · · · · · · ·
· · · · · · · · · · · ·
0 0 . . . β

(N)
N




.
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Íåñëîæíî çàìåòèòü, ÷òî, åñëè ââåñòè ìàòðèöû

SN = ‖sk+j‖N
k,j=0 =




s0 s1 . . . sN

s1 s2 . . . sN+1

· · · · · · · · · · · ·
· · · · · · · · · · · ·
sN sN+1 · · · s2N




, N = 0,∞,

òî ðàâåíñòâà (6) ðàâíîñèëüíû ðàâåíñòâàì

SN = ANBN , N = 0,∞,

è, ñëåäîâàòåëüíî,
HN = det SN = detAN · detBN =

=
N∏

k=0

α
(k)
k ·

N∏

j=0

β
(j)
j 6= 0.

×òîáû äîêàçàòü äîñòàòî÷íîñòü óñëîâèé òåîðåìû, ïðèìåì âî âíèìàíèå, ÷òî ñî-
ãëàñíî [7, ãë.II, �4, òåîðåìà 1] ëþáóþ íåâûðîæäåííóþ ìàòðèöó (è, â ÷àñòíîñòè,
íåâûðîæäåííûå ñîãëàñíî óñëîâèÿì òåîðåìû ìàòðèöû SN , N = 0,∞) ìîæíî
ïðåäñòàâèòü â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ íèæíåé òðåóãîëüíîé ìàòðèöû íà âåðõíþþ
òðåóãîëüíóþ ìàòðèöó. Âûáåðåì ÷èñëà α

(k)
k , k = 0,∞ è β

(j)
j , j = 0,∞ òàêèì

îáðàçîì, ÷òîáû âûïîëíÿëèñü ðàâåíñòâà

α
(0)
0 β

(0)
0 = H0, α

(1)
1 β

(1)
1 =

H1

H0
, · · · , α(N)

N β
(N)
N =

HN

HN−1
, · · ·

è ïîëîæèì

α
(m)
k = α

(k)
k

SN

(
0 1 . . . k − 1 m
0 1 . . . k − 1 k

)

Hk
, k = 0,m,

β
(m)
j = β

(j)
j

SN

(
0 1 . . . j − 1 j
0 1 . . . j − 1 m

)

Hj
, j = 0,m,

à m = 0,∞, ãäå ÷åðåç SN

(
p1 p2 . . . pr

q1 q2 . . . qr

)
îáîçíà÷àþòñÿ ìèíîðû ìàòðèöû

SN , ðàñïîëîæåííûå íà ïåðåñå÷åíèè ñòðîê ñ íîìåðàìè 0 ≤ p1 < . . . < pr ≤ N è
ñòîëáöîâ ñ íîìåðàìè 0 ≤ q1 < . . . < qr ≤ N, ò.å.,

SN

(
p1 p2 . . . pr

q1 q2 . . . qr

)
= det‖spk,qj‖r

k,j=0.

Òîãäà ïðè êàæäîì N = 0,∞ ïîëó÷èì ïðåäñòàâëåíèå (9) ñ òðåóãîëüíûìè ìàò-
ðèöàìè AN è BN , èìåþùèìè âèä (7) è (8). Ïî òàê âûáðàííûì ÷èñëàì α

(m)
k
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è β
(m)
j ïðè ïîìîùè ðàâåíñòâ (5) çàäàäèì âåêòîðû xk è yj . Ïîñêîëüêó äëÿ ñî-

îòâåòñòâóþùèõ ìàòðèö (7) è (8) ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà (9), êîòîðûå, êàê óæå
îòìå÷àëîñü, ðàâíîñèëüíû ðàâåíñòâàì (4), òî òåì ñàìûì äîêàçàíà è äîñòàòî÷-
íîñòü óñëîâèé òåîðåìû 1.

Çàìå÷àíèå 1. Ïîñêîëüêó îòëè÷èå îò íóëÿ îïðåäåëèòåëÿ Ãàíêåëÿ HN−1 ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè {sk}∞k=0 ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì óñëîâèåì ñóùåñòâîâàíèÿ è

íåâûðîæäåííîñòè àïïðîêñèìàíòû Ïàäå [N − 1/N ]f (z) ôóíêöèè f(z) =
∞∑

k=0

skzk

(ñì. [8, ÷àñòü 1, òåîðåìà 1.1.2]), òî òåì ñàìûì òåîðåìà 1 óòâåðæäàåò, ÷òî îáîá-
ùåííûå ìîìåíòíûå ïðåäñòàâëåíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {sk}∞k=0 ìîãóò áûòü ïî-
ñòðîåíû êàæäûé ðàç, êîãäà ñóùåñòâóþò è íåâûðîæäåíû àïïðîêñèìàíòû Ïàäå

ïîðÿäêîâ [N − 1/N ], N ≥ 1, ôóíêöèè f(z) =
∞∑

k=0

skzk.

Çàìå÷àíèå 2. Â ïðîöåññå äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 1 ìû ìîãëè óáåäèòüñÿ,
÷òî êàæäûé ðàç, êîãäà âûïîëíåíû åå óñëîâèÿ, îáîáùåííûå ìîìåíòíûå ïðåä-
ñòàâëåíèÿ äàæå ïðè ôèêñàöèè ïðîñòðàíñòâà H , îðòîíîðìèðîâàííîé ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè {ek}∞k=0 ⊂ H è âèäà (6) ýëåìåíòîâ xk, k = 0,∞, è yj , j = 0,∞,
ìîãóò áûòü ïîñòðîåíû íåîäíîçíà÷íî.

Ïåðåéäåì òåïåðü ê âûÿñíåíèþ óñëîâèé ñóùåñòâîâàíèÿ ïðåäñòàâëåíèé âèäà
(2) è (3). Èç ðåçóëüòàòà Ä.Ç. Àðîâà [9, Ïðåäëîæåíèå 1] âûòåêàåò, â ÷àñòíîñòè,
÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè f, àíàëèòè÷åñêîé â êðóãå KR = {z : |z| ≤ R},
0 < R < ∞, è ïðîèçâîëüíîãî áåñêîíå÷íîìåðíîãî ñåïàðàáåëüíîãî ãèëüáåðòîâà
ïðîñòðàíñòâà H , ñóùåñòâóþò ýëåìåíòû x0, y0 ∈ H è ëèíåéíûé îãðàíè÷åííûé
îïåðàòîð A : H → H , íîðìà êîòîðîãî ìåíüøå 1/R, è òàêîé ÷òî ∀z ∈ KR

f(z) = (R#
z (A)x0, y0). (10)

Êàê îòìåòèë Ì.Ë. Ãîðáà÷óê, àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå ìîæíî ïîëó÷èòü òàêæå
èç èíòåãðàëüíîé ôîðìóëû Êîøè.

Çàìå÷àíèå 3. Â óêàçàííûõ ïîñòðîåíèÿõ ëèíåéíûé îïåðàòîð îïðåäåëÿåòñÿ
òîëüêî ðàäèóñîì êðóãà àíàëèòè÷íîñòè, íî íå çàâèñèò îò ñàìîé ôóíêöèè f, â
ñâÿçè ñ ÷åì äëÿ íàáîðîâ ôóíêöèé {fλ}Λλ=1, àíàëèòè÷åñêèõ â êðóãå KR, ìîæíî
ñòðîèòü ïðåäñòàâëåíèÿ âèäà

fλ(z) = (R#
z (A)x0, y

(λ)
0 ),

÷òî ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííûì ïðè èçó÷åíèè ñîâìåñòíûõ àïïðîêñèìàöèé Ïàäå
íàáîðîâ {fλ}Λλ=1 (ñì., íàïðèìåð, [10]).

Àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò ñïðàâåäëèâ è â ñëó÷àå öåëûõ ôóíêöèé.
Òåîðåìà 2. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé öåëîé ôóíêöèè f è ïðîèçâîëüíîãî áåñêîíå÷-

íîìåðíîãî ñåïàðàáåëüíîãî ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà H ñóùåñòâóþò ýëåìåíòû
x0, y0 ∈ H è ëèíåéíûé îãðàíè÷åííûé îïåðàòîð A : H → H ñ íóëåâûì ñïåê-
òðàëüíûì ðàäèóñîì òàêîé, ÷òî ∀z ∈ C

f(z) = (R#
z (A)x0, y0). (11)
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ôóíêöèÿ f ïðåäñòàâèìà ñòåïåííûì ðÿäîì

f(z) =
∞∑

k=0

skzk.

Èç óñëîâèé òåîðåìû âûòåêàåò, ÷òî

lim
k→∞

k
√
|sk| = 0.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ìîæíî âûáðàòü ìîíîòîííî óáûâàþùóþ ê íóëþ ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë {δk}∞k=0 òàêóþ, ÷òî ∀k = 0,∞

k
√
|sk| ≤ δk.

Â ÷àñòíîñòè, åñëè f ÿâëÿåòñÿ öåëîé ôóíêöèåé êîíå÷íîãî ïîðÿäêà ρ, òî ìîæíî
ïîëîæèòü

δk =
γ

nρ
,

ãäå γ = const > 0 (ñì. [11, Ãëàâà 7, �1]). Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî îðòîíîðìèðî-
âàííîãî áàçèñà {ek}∞k=0 ïðîñòðàíñòâà H è ïðîèçâîëüíîãî λ > 1 ðàññìîòðèì
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ýëåìåíòîâ

xk = (λδk)kek, k = 0,∞,

è îïðåäåëèì íà ýëåìåíòàõ áàçèñà {ek}∞k=0 ëèíåéíûé îãðàíè÷åííûé îïåðàòîð
A:

Aek = λ
δk+1
k+1

δk
k

ek+1, k = 0,∞.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî
Axk = xk+1, k = 0,∞,

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïîñêîëüêó

Amek = λm
δk+m
k+m

δk
k

ek+m, k = 0,∞,

òî
||Am|| = sup

k
λm

δk+m
k+m

δk
k

= sup
k

(
δk+m

δk

)k

(λδk+m)m ≤ (λδk+m)m,

à ñëåäîâàòåëüíî,
m
√
||Am|| ≤ λδk+m → 0 ïðè m →∞.

Òàêèì îáðàçîì, îïåðàòîð A èìååò íóëåâîé ñïåêòðàëüíûé ðàäèóñ. Îïðåäåëèì
òåïåðü ýëåìåíò y0 ∈ H â âèäå ñóììû ñëåäóþùåãî ðÿäà

y0 =
∞∑

m=0

1
(λδm)m

smem.
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Î÷åâèäíî,

||y0||2 =
∞∑

m=0

1
(λδm)2m

|sm|2 ≤
∞∑

m=0

1
λ2m

=
1

1− 1
λ2

=
λ2

λ2 − 1
< ∞,

ñëåäîâàòåëüíî, y0 ∈ H . Ñ äðóãîé ñòîðîíû

(xk, y0) =

(
(λδk)kek,

∞∑
m=0

1
(λδm)m

smem

)
= sk, k = 0,∞,

à çíà÷èò, ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå (11).
Çàìå÷àíèå 4. Èç äîêàçàòåëüñòâà âèäíî, ÷òî, åñëè âçÿòü íàáîð {fλ}Λλ=1 öåëûõ

ôóíêöèé ïîðÿäêà ρ, òî äëÿ íèõ ìîæíî ïîñòðîèòü ïðåäñòàâëåíèÿ âèäà

fλ(z) = (R#
z (A)x0, y

(λ)
0 )

ñ îáùèì îïåðàòîðîì A, èìåþùèì íóëåâîé ñïåêòðàëüíûé ðàäèóñ. Áîëåå òîãî,
îïåðàòîð A ìîæåò áûòü ïîñòðîåí òàêèì îáðàçîì, ÷òî ∀n = 1,∞

n
√
||An|| ≤ C

nρ
,

ãäå C = const.
Çàìå÷àíèå 5. Â òåîðåìå 2 äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå ïðåäñòàâëåíèé äëÿ ôóíê-

öèé f â âèäå (10), (13), ò.å. â òåðìèíàõ ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ, êîòîðîå, êàê
èçâåñòíî, ÿâëÿåòñÿ ïîëóòîðàëèíåéíîé ôîðìîé. Òðàíñôîðìàöèÿ ýòèõ ïðåäñòàâ-
ëåíèé â ïðåäñòàâëåíèÿ â òåðìèíàõ áèëèíåéíûõ ôîðì ÿâëÿåòñÿ î÷åâèäíîé.

Àâòîð áëàãîäàðèò ÷ëåíà-êîððåñïîíäåíòà ÍÀÍ Óêðàèíû Ì.Ë. Ãîðáà÷óêà çà
ïîëåçíûå îáñóæäåíèÿ.
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