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АПРОКСИМАНТИ ПАДЕ-ЧЕБИШЕВА ОДНОГО

КЛАСУ ФУНКЦIЙ

В 1981 р. В.К.Дзядик [1] запропонував поняття уза-

гальнених моментних представлень, що надалi [2-3] бу-

ло застосоване до побудови та вивчення рацiональних

апроксимацiй ряду спецiальних функцiй.

Означення 1. Узагальненим моментним представлен-

ням числової послiдовностi {sk}∞k=0 на добутку двох лiнiй-

них просторiв X та Y називається двохпараметрич-

на сукупнiсть рiвностей

sk+j =< xk, yj >, k, j = 0,∞, (1)

де xk ∈ X , k = 0,∞, yj ∈ Y , j = 0,∞, а < ., . > −
бiлiнiйна форма, означена на X × Y .

В [4] метод узагальнених моментних представлень бу-

ло застосовано до побудови та дослiдження апроксимацiй

Паде-Чебишева.

Означення 2. Нехай функцiя f ∈ C[−1, 1] розкладаєть-
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ся в рiвномiрно збiжний ряд Фур’є-Чебишева вигляду

f(z) =
∞∑
k=0

skTk(z), (2)

де Tk(z) = cos arccos z - многочлени Чебишева першого

роду. Апроксимантою Паде-Чебишева функцiї f поряд-

ку [M/N ] називається рацiональний полiном

[M/N ]Tf (z) =
PM(z)

QN(z)
, (3)

степiнь чисельника якого не перевищує M, а степiнь

чисельника не перевищує N, i такий, що має мiсце ро-

звинення

f(z)QN(z)− PM(z) =
∞∑

k=M+N+1

τkTk(z). (4)

В данiй статтi встановлено результати, що узагаль-

нюють результати статтi [4].

Теорема 1. Нехай функцiя f розкладається в рiвномiр-

но i абсолютно збiжний ряд Фур’є-Чебишева

f(z) =
∞∑
k=0

skTmk+n(z), (5)

де m ∈ N, n ∈ N ∪ {0} i при цьому для послiдовностi

{sk}∞k=0 має мiсце узагальнене моментне представлення

sk+j =< xk, yj >, k, j = 0,∞ (6)
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на добутку лiнiйних просторiв X та Y . Нехай, крiм

того, при деяких M ≥ N, M,N ∈ N ∪ {0} є вiдмiнним

вiд нуля визначник

∆[M/N ] = det ‖sM+1+k+j + sM+1+k−j‖Nk,j=0 6= 0. (7)

Тодi апроксиманта Паде-Чебишева функцiї f порядку

[mM + n/mN ] iснує i має представлення

[mM + n/mN ]Tf (z) =
PmM+n(z)

QmN(z)
, (8)

де

QmN(z) =
N∑
k=0

c
(N)
k Tmk(z), (9)

PmM+n(z) =
1

2

N∑
k=0

Tmk+n(z)
k∑
j=0

c
(N)
j sk−j+

1

2

N∑
k=0

Tmk+n(z)
k∑
j=k

c
(N)
j sj−k−

−1

2

−[−n/m]−1∑
k=0

Tmk+n(z)
N∑
j=0

c
(N)
j sj−k+

1

2

N∑
k=[−n/m]+1

Tmk+n(z)
N∑
j=0

c
(N)
j sk+j+

+
1

2

M∑
k=N+1

Tmk+n(z)
N∑
j=0

c
(N)
j (sk−j + sk+j), (10)

а коефiцiєнти c(N)
k , k = 0, N, визначаються з умов бiор-

тогональностi для узагальненого полiнома

XN =
N∑
k=0

c
(N)
k (xM+1+k + xM+1−k) (11)
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вигляду

< XN , yj >= 0, j = 0, N − 1.

Доведення. Враховуючи (5) та (9), отримаємо

f(z)QmN(z) =
∞∑
k=0

skTmk+n(z)
N∑
j=0

c
(N)
j Tmj(z) =

=
1

2

N∑
j=0

c
(N)
j

∞∑
k=0

sk
(
Tm(k+j)+n(z) + T|m(k−j)+n|(z)

)
=

=
1

2

N∑
j=0

c
(N)
j

∞∑
k=j

sk−jTmk+n(z)+
1

2

N∑
j=0

c
(N)
j

[j−n/m]∑
k=0

skTm(j−k)−n(z)+

+
1

2

N∑
j=0

c
(N)
j

∞∑
k=[j−n/m]+1

skTm(k−j)+n(z) =

=
1

2

N∑
k=0

Tmk+n(z)
k∑
j=0

c
(N)
j sk−j+

1

2

∞∑
k=N+1

Tmk+n(z)
N∑
j=0

c
(N)
j sk−j+

+
1

2

N∑
k=0

Tmk+n(z)
N∑
j=k

c
(N)
j sj−k−

−1

2

−[−n/m]−1∑
k=0

Tmk+n(z)
N∑
j=0

c
(N)
j sj−k+

1

2

N∑
k=[−n/m]+1

Tmk+n(z)
N∑
j=0

c
(N)
j sk+j+

+
1

2

∞∑
k=N+1

Tmk+n(z)
N∑
j=0

c
(N)
j sk+j =
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= PmM+n(z) +
1

2

∞∑
k=M+1

Tmk+n(z)
N∑
j=0

c
(N)
j (sk−j + sk+j) =

= PmM+n(z) +
1

2

∞∑
k=M+1

Tmk+n(z) < XN , yk−M−1 >,

звiдки i випливає твердження теореми 1.

Теорема 2. Апроксиманти Паде-Чебишева функцiй,

що мають представлення

f(z) =

β∫
α

Tn(z)− tT|n−m|(z)

1− 2tTm(z) + t2
dµ(t), (10)

де n ∈ N ∪ {0}, m ∈ N, а µ(t) - неспадна функцiя, що

має нескiнченну кiлькiсть точок зростання на сегмен-

тi [α, β] ⊂ [−1, 1], порядкiв [mM + n/mN ], M ≥ N ≥ 0,

мають представлення

[mM + n/mN ]Tf (z) =
PmM+n(z)

QmN(z)
, (11)

де

QmN(z) =
1

2
UN(2Tm(z)), (12)

PmM+n(z) =
1

2

β∫
α

(
Tn(z)− tT|n−m|(z)

1− 2tTm(z) + t2
(UN(2Tm(z))− UN(t+ 1/t)) +

+
M∑
k=0

tkTkm+n(z)UN(t+ 1/t)

)
dµ(t), (13)
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а коефiцiєнти алгебраїчного многочлена UN(t) визна-

чаються з умов бiортогональностi для полiномаXN(t) =

tM+1UN(t+ 1/t) вигляду

β∫
α

tkXN(t)dµ(t) = 0, k = 0, N − 1.

Доведення. Оскiльки, як вiдомо (див. [5, с.144])

Tn(z)− tT|n−m|(z)

1− 2tTm(z) + t2
=

∞∑
k=0

Tkm+n(z)tk,

то

f(z) =
∞∑
k=0

skTkm+n(z),

де

sk =

β∫
α

tkdµ(t).

Отже, у вiдповiдностi з теоремою 1, щоб побудувати апрок-

симанту Паде-Чебишева функцiї f порядку [mM+n/mN ],

M ≥ N ≥ 0 необхiдно побудувати бiортогональний полi-

ном

XN(t) = tM+1
N∑
j=0

c
(N)
j

(
tj + t−j

)
,

що задовольняє умовам

β∫
α

tkXN(t)dµ(t) = 0, k = 0, N − 1.
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Неважко бачити, що полiномXN(t)/tM+1 буде алгебраїч-

ним многочленом степеня N вiд змiнної t + 1/t. Позна-

чимо його через UN(w). Отже

XN(t)

tM+1 = UN

(
t+

1

t

)
.

Оскiльки системи функцiй {tk}Nk=0 та {tM+1(t + 1/t)j}Nj=0

є чебишевськими на [α, β], то згiдно з [3] невироджена

бiортогоналiзацiя можлива. Крiм того, полiном UN(t +

1/t) має на (α, β) рiвно N простих нулiв. Розглянемо те-

пер

UN(2Tm(z)) =
N∑
j=0

c
(N)
j

(
eimj arccos z + e−imj arccos z) =

= 2
N∑
j=0

c
(N)
j Tmj(z) = 2QmN(z).

Таким чином, знаменник апроксиманти Паде-Чебишева

[mM + n/MN ]Tf (z) має вигляд

QmN(z) =
1

2
UN(2Tm(z)).

Користуючись (10) та (12) отримаємо

f(z)QmN(z) = QmN(z)

β∫
α

Tn(z)− tT|n−m|(z)

1− 2tTm(z) + t2
dµ(t) =
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= QmN(z)

 β∫
α

(
Tn(z)− tT|n−m|(z)

1− 2tTm(z) + t2
−

M∑
k=0

tkTkm+n(z)

)
dµ(t)+

+
M∑
k=0

skTkm+n(z)

)
=

1

2

β∫
α

(
Tn(z)− tT|n−m|(z)

1− 2tTm(z) + t2
−

−
M∑
k=0

tkTkm+n(z)

)
UN(2Tm(z))dµ(t)+QmN(z)

M∑
k=0

skTkm+n(z) =

=
1

2

β∫
α

(
Tn(z)− tT|n−m|(z)

1− 2tTm(z) + t2
−

M∑
k=0

tkTkm+n(z)

)
(UN(2Tm(z))− UN(t+ 1/t)) dµ(t)+

+
1

2

β∫
α

(
Tn(z)− tT|n−m|(z)

1− 2tTm(z) + t2
−

M∑
k=0

tkTkm+n(z)

)
UN(t+1/t)dµ(t)+

+
1

2

β∫
α

M∑
k=0

tkTkm+n(z)UN(2Tm(z))dµ(t),

звiдки i випливає формула (13).
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